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vyuzivana v realnych situacich, zminme naptiklad: rozvrhovaci problémy a alo-
kace registri. Cilem je obarvit vrcholy barvami tak, ze zadné dva sousedni vr-
choly nesdileji stejnou barvu. Jedna se o jeden z NP problémi. Existuje rada
heuristickych algoritmt, které davaji priblizné feseni. Hlavnim cilem této prace
je vytvoreni umélé inteligence, ktera pro dany graf odhadne nejvhodnéjsi barvici
algoritmus.

Dalsim cilem této prace je vylepseni metody interchange.

V této préci je také popsan novy algoritmus, ktery je pojmenovany CLF (con-
nected largest first). Jedna se o modifikaci LF (largest first) algoritmu.
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Abstract: Graph coloring problem (GCP) is one of the most important concepts
in graph theory and is used in many real-world problems such as time scheduling
and register allocation. The aim of GCP is to color vertices of any given graph
such that the colors on adjacent vertices are different. This problem is NP-hard.
There are many heuristic algorithms that can be used to find an approximate
solution. The main aim of this paper is to implement an artificial intelligence
that tries to choose the most appropriate algorithm for graphs.

The next aim of this paper is to improve the interchange method.

In this thesis, we have designed a new algorithm for GCP called CLF (connected
largest first). It is a modification of the largest first algorithm.
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Uvod

Barvent grafi je jeden z nejstarsich (pocatky v 19. stoleti) a casto zkoumanych
oblasti teorie grafi. Existuje celd fada variant barveni grafi, tato prace se zabyva
tzv. klasickym barvenim (classical coloring). Cilem je vrcholim grafu G priradit
barvy tak, ze kazdému vrcholu je prirazena pravé jedna barva a navic musi pla-
tit, ze kazdé dva sousedni vrcholy (tedy vrcholy spojeny hranou) nemaji stejnou
barvu. Obarveni grafu G k barvami se 1ikd k-obarveni (k-coloring). Nejmensi £,
pro které existuje obarveni grafu G se nazyva chromatické cislo (chromatic num-
ber), které se zna¢i x(G). Cilem je tedy pro dany graf nalézt jeho chromatické
¢islo a odpovidajici obarveni vrcholt.

Barveni graf se vyuzivad v praxi velmi c¢asto, zminme naptiklad planovani
procest (rozvrh hodin, alokace registru pri prekladu programu apod.).

Barveni graf je jeden z nejpopularnéjsich NP problémt. Jinak feceno, na
zjisténi chromatického ¢isla pro libovolny graf se neznd efektivni algoritmus (tj.
algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti). Existuje ale celd fada algoritmi
vyuzivajici rizné typy heuristik, diky kterym se snazi co nejlépe obarvit grafy.
Barvici algoritmy funguji rizné dobre na jednotlivych grafech, a proto ma smysl
vytvorit néjaky meta-algoritmus, ktery pro dany graf vybere nejvhodnéjsi algo-
ritmus.

Cile této prace jsou:

e vytvoreni aplikace na barveni grafi,
e vytvoreni meta-algoritmu,
e sepsani skript zamérujici se na barveni grafi,

e vymysleni nového barviciho algoritmu a néjaké metody, ktera by
vylepsila stavajici barvici algoritmy.

Aplikace bude naimplementovana v jazyku C# a bude mit néasledujici funk-
cionality:

o mnacitani a generovani graft,

e obarvovani grafi,

o zjistovani vlastnosti grafi,

« vykreslovani (obarvenych) graft a jejich vlastnosti.

Tato aplikace muze byt diky vykreslovani (obarvenych) grafi a jejich vlastnosti
pouzita jako vyukova pomucka. Aplikace navic bude obsahovat meta-algoritmus,
ktery na zakladé vlastnosti grafu vybere nejvhodnéjsi barvici algoritmus.
Kapitoly 1, 2 a 3 mohou slouzit jako rozsiteni knizky Kapitoly z diskrétni ma-
tematiky[1], ktera se barvenim graft vénuje jen okrajové. Toto je i jeden z diavodi,
proc¢ se v celé praci pouziva stejna terminologie jako ve zminované knizce.
Kapitola 1 se zabyva teorii graf, kde se vyskytuji dulezité definice a véty,
které jsou spjaty s barvenim grafi (vétsina je potiebna pro pochopeni funkciona-
lity aplikace, zbytek je zminén pouze pro tplnost). Kapitola 2 se zaméfuje pouze

4



na barveni grafu (véty v této kapitole jsou uvedeny pouze pro uplnost a nejsou
nijak potfebné k pochopeni chovani algoritmi a funkénosti aplikace). V podka-
pitole 2.2 navic ukazeme, Ze aplikace mtize slouzit i pro hranové obarveni. Tyto
dvé kapitoly jsou psany pro ¢tenare, ktery nemé zadné zkusSenosti s teoril grafi, a
proto tyto kapitoly obsahuji spoustu poznamek, které maji ¢tenati propojit radu
na prvni pohled nesouvisejicich véci. Ctendf znaly teorie grafi miZze tyto dvé
kapitoly sméle preskocit. Treti kapitola se vénuje barvicim algoritmtim. Vétsina
informaci (popis algoritmi, SHC a HC grafy pro jednotlivé algoritmy) v této ka-
pitole byla ziskdna z publikace Classical Coloring of Graphs|2]. Kapitola navic
popisuje novy algoritmus CLF a dvé metody (rozsireny interchange a rozsireny
interchange s prebarvenim K3), které se daji vyuzit k vylepseni stavajicich barvi-
cich algoritmili. Kapitola 4 obsahuje navrh meta-algoritmu. Kapitola 5 obsahuje
uzivatelskou dokumentaci k aplikaci, kde jsou popsany funkcionality aplikace po-
drobnéji véetné popsani uzivatelského rozhrani. Kapitola 6 obsahuje vyvojovou
dokumentaci, kde je popis ¢innosti aplikace, popis jednotlivych rozhrani apod.
Posledni kapitola 7 se vénuje experimentim, kde budeme porovnavat algoritmus
CLF s ostatnimi algoritmy a otestujeme rozsitenou metodu interchnage a rozsite-
nou metodu interchange s prebarvenim K3 na jiz existujicich algoritmech. Navic
zmeérime efektivitu meta-algoritmu.



1. Teorie grafu

1.1 Graf

Velké mnozstvi situaci v informatice a v matematice lze zpravidla popsat
pomoci dvou véci:

« mnozinou objekti (bodu)
 a vztahy mezi objekty (spojnicemi mezi body).

Neformalné, graf je mnozina bodii, z nichz nékteré jsou spojeny carami. Bohuzel
tato neformalni definice je nedostacujici.

Definice 1. Graf (graph) je uspordidand dvojice (V, E), kde
e V je neprazdnd mnoZina, jejiz elementy se nazgvaji vrcholy (vertices)

e a F je mnoZina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V, prvky mnoziny F se
nazyvaji hrany (edges).

Pozndmka. V nasi definici tedy graf musi mit alespon jeden vrchol. Nékteti povo-
luji i grafy bez vrcholti, coz je hloupy protipriklad pro fadu vét a lemmat, a proto
tento typ grafu zakazujeme.

Pozndmka. Existuje vice variant grafii. Grafu z definice 1 se tika neorientovans
(prosty) graf (undirected graph). Dalsim typem grafu je orientovany graf, kde
hrana, oznacované jako orientovand hrana (directed edge, arc), je uspordadana
dvojice vrcholi. Lze si pod tim predstavit, Zze hrana smétuje z néjakého vrcholu
do jiného vrcholu.

Priklad. Grafy se znazornuji kreslenim do roviny, kde vrcholy odpovidaji bodim
a hrany odpovidaji ¢aram. Obrazek 1.1 tedy reprezentuje graf (V, E), kde V =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} a E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7},
{3, 4}, {4, 5}, {4, 6}, {8, 9}, {9, 10}}.

Obrazek 1.1: Graf



1.1.1 Definice

Definice 2. Reknéme, Ze dva vrcholy jsou sousedni (adjacent), pokud jsou spojeny
hranou a Tikame, Ze tato hrana je incidentni (incident) k témto dvéma vrcholim.

Definice 3. Necht G je graf a v je jeho vrchol. Sousedstvi (neighborhood) vrcholu
v je mnozina vrcholu, které jsou sousedni s vrcholem v. Tuto mnoZinu budeme
znacit Ng(v).

Priklad. Pro graf na obr. 1.1 jsou vrcholy I a 2 sousedni, nebof jsou spojeny
hranou a tedy hrana {1, 2} je incidentni k vrcholim 1 a 2. Sousedstvi vrcholu 1
je No(1) = {2, 3, 4, 7}.

Definice 4. Necht G je graf a v je jeho vrchol. Stupen vrcholu (degree of vertex) v,
ktery znacime degg(v), definujeme jako pocet hran incidentnich s vrcholem v, coZ
je ekvivalentni poctu sousedii vrcholu v, tj. [Ng(v)/.

Definice 5. Necht G je graf. Maximalni stupen (mazimum degree) grafu G, ktery
znacime A(G), je nejuetsi stupen ze vech jeho vrcholi. Obdobné, minimélni stu-
pen (minimum degree) grafu G, ktery znacime §(G), je nejmensi stupern ze vsech
jeho vrcholii. Cislu g(G) = % se Tikd hustota grafu (density of graph).
Priklad. Pro graf na obr. 1.1 stupen vrcholu 2 je degs(2) = 3. Maximéalni stupen
grafu je A(G) = 4 a minimélni stupen grafu je §(G) = 1.

Definice 6. Necht G je graf a vy, va, ..., v, jsou jeho vrcholy. Potom posloupnosti
(degg(vy), dega(va), ..., dega(v,)) oznacujeme skére grafu (degree sequence).
Skore grafu nemusi bijt nutné setridené.

Priklad. Skére grafu pro graf na obr. 1.1 je (1, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4).

Véta 1 (Princip sudosti (handshaking lemma)). Pro kazdy graf G = (V, E) plati
> dega(v) =2 x |E|
veV

Jinymi slovy, pocet ucastnikl vecirku, kteri si pottasli rukou s lichym poctem
jinych ucastniki, je sudé ¢islo.
Diikaz. Stupen vrcholu v grafu G urcuje pocet hran incidentnich s vrcholem v.
Kazd4a hrana je incidentni s pravé dvéma vrcholy. Proto po secteni vSech stupnu

vrcholl dostavame dvojnasobek poc¢tu hran.
O

Duisledek. Pocet vrcholli lichého stupné je sudé ¢islo pro kazdy graf.

Definice 7. Graf G se nazjvd k-regularni (k-regular graph), pokud jsou stupné
vsech vrcholi rovny presne k.

Pozndamka. Pro k-regularni graf plati, ze A(G) = §(G) = k.
Priklad. Na obr. 1.2 je priklad 3-regularniho grafu na 6 vrcholech.



Obrézek 1.2: 3-regularni graf

Pozndmka. Necht G = (V, E) je graf. Potom E(G) budeme oznac¢ovat mnozinu
hran grafu G a V(G) budeme oznacovat mnozinu vrcholu grafu G.

Definice 8. Necht G je graf. Rekneme, Ze graf H je podgrafem (subgraph) grafu
G, jestlize V(H) C V(G) a E(H) C E(G).

Definice 9. Necht G = (V, E) je graf. Rekneme, Ze graf H je indukovanym
podgrafem (induced subragph) grafu G, znaceno H < G, jestlize V(H) C V(G) a
E(H) = B(G)n ("§").

Definice 10. Necht G = (V, E) je graf. Kliknou (clique) grafu G nazveme mno-
Zinu V' C V takovou, Ze Vv, vy € V7 plati {vy, vo} € E. Vijraz klika se také casto
pouZivd pro indukovany podgraf grafu G s mnoZinou vrcholi V. Klika V'’ v grafu
G se nazyvd mazimdlni, pokud neexistuje Zadnd vetsi klika (do poctu vrcholi).
Velikost mazimdlni kliky v grafu G se znaci w(G).

Definice 11. Necht G = (V, E) je graf. Nezavislou mnozinou (independent set)
grafu G nazveme mnozinu V' C 'V takovou, zZe Yvy, vy € V7 plati {vi, vo} ¢ E.
Nezavisld mnozina V' v grafu G se nazyvd maximdlni, pokud neexistuje vetsi
nezdvisla mnozina (do poctu vrcholi). Velikost maximdlni nezdvislé mnoZiny v
grafu G se znaci a(QG).

Definice 12. Necht G = (V, E) je graf. Pak definujeme komplementdrni graf
(complement graph) ke grafu G, oznacovany jako G = (V, E), kde Vv, v € V
plati {vy, va} € E pravé tehdy, kdyz {vi, v} ¢ E.

Priklad. Na obr. 1.3 je priklad dvou komplementarnich grafi.

B e Q«o

Obrazek 1.3: Komplementarni grafy



Definice 13. Necht G = (V, E) je graf. Pak ke grafu G definujeme hranovy graf
(line graph), oznacovany jako L(G), tak, Ze hrany grafu G budou vrcholy grafu

L(G) a budou spojeny hranou, pokud v grafu G mély ony hrany spolecny vrchol.
Tedy V(L(G)) = E(G) a (e1, e3) € E(L(G)) < Je1 Neyf = 1.

Priklad. Na obr. 1.4 je graf G a k nému hranovy graf L(G).

Obrézek 1.4: Hranovy graf

Definice 14. Graf G je d-degenerovany (d-degenerate) pravée tehdy, kdyz kazdy
jeho neprazdny podgraf H grafu G obsahuje vrchol stupné < d (vzhledem k H).

Pozndmka. Kazdy graf G je A(G)-degenerovany.

1.1.2 Reprezentace grafti v praxi

Existuje cela rada realnych situaci, ve kterych se pouzivaji grafy. Tady jsou
uvedeny nékteré praktické situace s jejich grafickymi reprezentacemi:

o internet - kazda stranka je reprezentovana jednim vrcholem. Orientovana
hrana mezi dvéma vrcholy (strankami) reprezentuje hyperlink.

o datové struktury - kazdy vrchol reprezentuje néjaky datovy objekt. Dva
vrcholy (objekty) jsou spojeny orientovanou hranou, pokud prvni objekt
obsahuje pointer (ukazatel) na druhy objekt.

o letecké spoje - letisté jsou reprezentované vrcholy. Dvé letisté jsou spojena
orientovanou hranou, pokud existuje néjaky let mezi nimi.

1.1.3 Dulezité grafy

Nékteré grafy se pouzivaji tak casto, ze se pro né ujalo standardni nazvoslovi
a oznaceni.

Diskrétni graf (empty graph) je graf K,, = (V, E), kde V. = {v1, ..., v,} a
E = (), kde n > 1. Tedy prazdny graf nem4 zadné hrany.

Priklad. P¥iklad diskrétniho grafu K, je na obr. 1.5.
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Obréazek 1.5: Diskrétni graf Iy

Uplny graf (complete graph) je graf K,, = (V, E), kde V.= {vy, ..., v,} a
E = (}), kde n > 1. Uplny graf m4 tedy hranu mezi kazdou dvojici vrcholf,
Pozndmbka. Uplny graf K,, je (n — 1)-reguldrni graf.
Pozndmka. Uplny graf K, je komplementdrnim grafem k prazdnému grafu K,,.

Priklad. Priklad aplného grafu Ky je na obr. 1.6.

Obrézek 1.6: Uplny graf K

Cesta (path) je graf P, = (V, E), kde V = {vy, ..., vy} a E = {{vi_1, v;};
i=1,...,n}, kde n > 1. Vrcholy v; a v, se nazyvaji koncové body cesty.

Priklad. Priklad cesty P, je na obr. 1.7.

Obrazek 1.7: Cesta P,

Kruznice (cycle) je graf C, = (V, E), kde V = {vy, ..., v,} a E = {{v;,
Ui-‘rl}; i= ]-7 cees ]'} U {{Ula U'ﬂ}}? kde n Z 3.

Priklad. Priklad kruznice Cjy je na obr. 1.8.

Obrazek 1.8: Kruznice Cy
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Bipartitni graf (bipartite graph) je graf, jehoz mnozinu vrcholu lze rozdélit
na dvé disjunktni podmnoziny V; a V, takové, ze kazda hrana spojuje vrchol z
V1 s vrcholem z V;. Tedy bipartitni graf je graf G = (V, E), kde V=V, U V; a
E C {{v1, vo}; v1 € V1, v9 € V5 }.

Lemma 2. Jestlize graf je bipartitni, pak neobsahuje kruznici liché délky.

Diikaz. Necht G je bipartitni graf s partitami V; a V5. Kazd4 hrana v grafu je
incidentni s jednim vrcholem z partity V; a s druhym vrcholem z partity V5. Tedy
libovolna cesta, ktera zacina a konci ve stejné partité musi mit sudy pocet hran

a tedy kazda kruznice v grafu musi mit sudy pocet hran.
OJ

Poznamka. V predchozim lemmatu dokonce plati i obracena implikace.

Pozndmka. Pojem bipartitnosti 1ze rozsitit pro libovolné k > 2. Graf G = (V, E)
nazveme k-partitnim grafem, pokud mnozinu V lze rozdélit na k disjunktnich
mnozin takovych, ze dva vrcholy ze stejné mnoziny nejsou spojeny hranou. Vy-
znamnost téchto grafi vyplyne v kapitole 2.

Priklad. Ptiklad bipartitniho grafu je na obr. 1.9.

X

O O ©
Obrazek 1.9: Bipartitni graf
Uplny bipartitni graf (complete bipartite graph) je graf K, ,,, kde

V=Au, ...,u,} U{vr, ..., 0o} a E={{u;, v;};i=1,...,n,j=1,..., m}.
Priklad. Priklad uplného bipartitniho grafu K33 je na obr. 1.10.

Obrazek 1.10: Uplny bipartitni graf K3
Hvézda (star) je tplny bipartitni graf oznacovany S, kde jedna partita ob-

sahuje pouze jeden vrchol.
Priklad. Priklad hvézdy Sg je na obr. 1.11.
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Obrazek 1.11: Hvézda Sg

Kolo (wheel) je graf W, obsahujici kruznici a vrchol, ktery nelezi na dané
kruznici, spojeny hranami se vSemi vrcholy kruznice.

Priklad. Priklad kola Wjg je na obr. 1.13.

Obrazek 1.12: Kolo Wy

Kaktus (cactus) je graf, ve kterém kazdé dva libovolné cykly maji nejvyse
jeden spolecny vrchol.

Priklad. Priklad kaktusu je na obr. 1.13.

Obrazek 1.13: Kaktus

1.1.4 Grafovy isomorfismus

Dva grafy, které vypadaji stejné, mohou byt po formalni strance naprosto
odlisné. Jako napriklad grafy na obr. 1.14. Protoze prvni graf ma mnozinu vrchola
{1, 2, 3, 4} a druhy graf ma mnozinu vrcholi {A, B, C, D}, tak se jednd o rozdilné
matematické objekty. Nastésti umime definovat, ze dva grafy "vypadaji stejné".
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Obrazek 1.14: Dva stejné vypadajici grafy

Definice 15. Necht Gy = (Vi, E1) a Gy = (Va, Es) jsou grafy. Grafy Gy a G na-
zveme isomorfni (isomorphic), jestliZe existuje vzdjemné jednoznacné (bijektivni)
zobrazent [ : Vi <—» Vy takové, Ze {z, y} € Ey prdvé kdyz {f(z), f(y)} € E,. Fakt,
ze grafy G a Gy jsou isomorfni, vyznacujeme zapisem G = Gs.

Pozndmka. Isomorfismus je tedy "prejmenovani vrcholi" grafu. Tudiz dva iso-
morfni grafy maji stejné vlastnosti jako pocet vrchold, pocet hran, skére grafu
apod. Pokud dva grafy nemaji stejné vlastnosti, tak nemohou byt isomorfni.

Priklad. Grafy z obr. 1.15 jsou isomorfni. Jeden z isomorfismti miize naptiklad
byt 1~ A, 2— B,3+— C,4+— D, 5+ E. Je vidét, ze dva isomorfni grafy lze
nakreslit tak, Ze na prvni pohled nevypadaji isomorfné.

Obréazek 1.15: Isomorfni grafy

1.1.5 Grafové modifikace
Zavedeme nékolik grafovych operaci.
Definice 16. Necht G = (V, E) je graf.

e Pridani vrcholu (adding vertex) v ¢ V(G) do grafu G, oznacované jako
G + v, vytvori novy graf G° = (VU {v}, E). Nové pridany vrchol tedy
nent incidentni s Zadnou hranou.

e Odebréani vrcholu (deleting vertex) v € V(G) v grafu G, oznacované jako
G — v, vytvori novy graf G* = (V| {v}, {e€ E; v ¢ e}).

e Kontrakce vrcholu (vertex contraction) v € V(G) v grafu G slouci vsechny
sousedy vrcholu v véetne vrcholu v do nového vrcholu.

e Potlaceni vrcholu (vertex suppression) v € V(G), kde degg(v) = 2, v grafu
G odstrani vrchol v a jeho sousedni vrcholy spoji hranou.
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e Expanze vrcholu (vertex expansion) v € V(G) v grafu G vytvori novy vrchol
vk, ktery se propoji hranou se vsemi sousedy vrcholu v véetne vrcholu v.

e Pridani hrany (adding edge) e = {vy, vo}, kde e ¢ E(G) a vy, vy € V(G),
do grafu G, oznacované jako G + e, vytvori novy graf G’ = (V, EU {e}).

e Odebréni hrany (deleting edge) e = {v1, va}, kde e € E(G), v grafu G,
oznacované jako G — e, vytvori novy graf G’ = (V, E | {e}).

e Kontrakece hrany (edge contraction) e = {vy, vo}, kde e € E(G), oznacovand
jako G.e, v grafu G odstrani hranu e a slouci jeho dva incidentni vrcholy vy
a vUs.

e Déleni hrany (edge subdivision) e = {vi, vs}, kde e € E(G), v grafu G,
oznacované jako G % e, nahradi hranu e cestou délky 3, kde koncové vr-
choly jsou vy, ve a vnitrni vrchol je novy vrchol. Tedy G % e = (V U {v},

E | {e}f U {{v, v}, {va, v}}).

Priklad. Priklady grafovych modifikaci aplikovanych na graf na obr. 1.1 jsou na
obréazcich 1.16 - 1.23.

®

Obrézek 1.16: Pridani vrcholu 71 a odebrani vrcholu 9 v grafu na obr. 1.1

Obréazek 1.17: Kontrakce vrcholu 1 v grafu na obr. 1.1
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Obréazek 1.21: Odebrani hrany e = {1, 3} z grafu na obr. 1.1
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Obrézek 1.23: Déleni hrany e = {2, 3} v grafu na obr. 1.1
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1.2 Grafova souvislost

Definice 17. Podgraf grafu G = (V, E) isomorfni néjaké cesté P, se nazijvd cesta
(path) v grafu G. Cestu v grafu G miZeme téZ chdpat jako posloupnost (vy, e,
V1, ..., €, V), kde v; € V jsou po dvojicich rizné a e; = {v;_1, v;} € E(G) pro
haidé i = 1, ... L.

Definice 18. Podgraf grafu G = (V, E) isomorfni néjaké kruznici Cy (t > 3)
se nazgvd kruznice (cycle) v grafu G. Kruznici v grafu G mizeme taky chdpat
jako posloupnost (vy, e1, v1, ..., e, vo), kde v; € V jsou po dvojicich rizné a
e; = {vi1, v} € B(G) prokazdéi=1,...,t-1ae = {vi_1, v} € E(G).

Definice 19. Graf G je souvisly (connected), pokud pro kaZdou dvojici vrcholi
V1 @ vy v ném existuje cesta z vy do ve. Jinak Tikame, Ze graf je nesouvisly (dis-
connected).

Maximdlni souvisly podgraf se nazjvd souvisla komponenta (connected compo-
nent).

Véta 3. Kazdyj graf G = (V, E) ma alespon |V| — |E| souvisljch komponent.

Diikaz. Dikaz provedeme indukci podle poc¢tu hran v grafu. Necht indukéni pred-
poklad je, Ze kazdy graf G = (V, E) s n hrany m& alespon |V| — n souvislych
komponent.
Zékladni pripad: v grafu s 0 hrany je kazdy vrchol souvisla komponenta. Tedy
graf ma presné |V| — 0 = |V] souvislych komponent.
Indukéni krok: predpokladejme, ze indukéni predpoklad plati pro kazdy graf s n
hranami a chceme dokazat, ze plati i pro grafy s (n + 1) hranami, kde n > 0.
Necht G = (V, E) je graf s (n 4+ 1) hranami. Z grafu G odstranime libovolnou
hranu {v;, v2} a nové vznikly graf ozna¢ime G’. Z indukéniho predpokladu ma
G’ alespon |V| — n souvislych komponent. Nyni pfiddme zpatky hranu {vy, ve},
abychom ziskali graf G. Pokud vrcholy v; a vy byly ve stejné souvislé komponenté
G’, tak G ma stejny pocet souvislych komponent jako G’, coz je alesponi |V| — n.
Jinak, pokud vrcholy v; a vy byly v riiznych komponentéch souvislosti G’, tak
doslo ke spojeni téchto dvou souvislych komponent v G, ale vSechny ostatni sou-
vislé komponenty zustaly. Tedy G mé alesponi |V| — n — 1 = [V]| — (n + 1)
souvislych komponent.

O

Diisledek. Kazdy souvisly graf s n vrcholy méa alespon (n — 1) hran.

1.2.1 Most a artikulace

Definice 20. Necht G = (V, E) je graf. Most (edge-cut, bridge) je takovd hrana
v G, jejimz odstranénim se zvysi pocet komponent grafu G.

Definice 21. Necht G = (V, E) je graf. Artikulace (vertez-cut) je takovy vrchol
v G, jehoZ odstraneénim (spolu s incidencnimi hranami) se zvysi pocet komponent
alespon o jedna.

Priklad. Pro graf na obr. 1.24 jsou vrcholy 1 a 4 artikulace a hrana {1, 4} je
most.
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Obrazek 1.24: Graf s artikulacemi a mosty

1.2.2 Vrcholova a hranova souvislost

Definice 22. Necht G = (V, E) je graf a k > 1. Reknéme, Ze graf G je vrcho-
lové k-souvisly (k-vertex-connected), pokud po odebrani libovolnych nejvyse k — 1
vrcholu z grafu G, zustane vysledny graf souvisly.

Definice 23. Necht G = (V, E) je graf a k’ > 1. Reknéme, Ze graf G je hranové
r’-souvisly (k’-edge-connected), pokud po odebrdani libovolnych nejvjse k.’ — 1 hran
z grafu G, zistane vysledny graf souvisly.
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1.3 Reprezentace grafu

Jakym zptisobem ale ukladat grafy v pocitac¢i? Ukladat grafy pomoci geo-
metrickych prostfedki je nedostacujici. Nastésti mame i dalsi zptsoby, jak re-
prezentovat graf, které jsou pro tento ucel vhodnéjsi. Obvyklé jsou nasledujici
reprezentace:

o seznam hran (edge list),
« matice sousednosti (adjacency matrix) a

 seznam sousedi (adjacency list).

Kazda reprezentace ma zpravidla jiné c¢asové slozitosti pro operace nad grafy.
Tedy danou reprezentaci vybirame na zdkladé toho, co s grafy budeme délat.
Necht méme graf G = (V, E), kde V.= {v, ..., v,} a E ={ey, ..., en}.

Obrazek 1.25: Graf

1.3.1 Seznam hran

Graf je reprezentovany seznamem, ktery obsahuje vsechny hrany grafu, tj. dvo-
jice vrcholi. Seznam je tedy tvaru ey, es, ..., €n.

Zjisténi, zda dva vrcholy jsou spojeny hranou trvd O(m). Stejnou Casovou
slozitost ma i ziskani vSech sousedii néjakého vrcholu, protoze se musi projit cely
seznam hran, jehoz délka je m.

Pamétova slozitost této reprezentace je O(m).

Priklad. Graf z obr. 1.25 je reprezentovan pomoci seznamu hran nésledovné: (1,
2), (2, 3), (3,4), (1, 5), (4, 5), (2, 5), (2, 4).

1.3.2 Matice sousednosti

Matice sousednosti je ¢tvercova matice typu n X n, jejiz radky a sloupce jsou
indexovany vrcholy, definovana predpisem:

1 iy Ug E7
0y = { {vi, v;} €

0 jinak.

Vyhoda této reprezentace je, ze muzeme v konstantnim cCase zjistit, zda jsou
dva vrcholy spojeny hranou, nebot pro dva vrcholy v; a v; staci zjistit, zda v ma-
tici sousednosti je na pozici (i, j) jednicka, nebo nula. Ziskdni vSech sousedi
néjakého vrcholu v; ma ¢asovou slozitost O(n), nebof musime projit cely i-ty
radek / sloupec matice sousednosti.

Pamétova slozitost je O(n?). Pro iidké grafy, tj. grafy s podstatné mensim
nez kvadratickym poc¢tem hran, je tato reprezentace pamétoveé neoptimalni, nebot
vétsina prvka matice budou nulové.
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Poznamka. Matice sousednosti je pro neorientované grafy vzdy symetrickd a na
diagonéale se vyskytuji pouze nuly.

Priklad. Matice sousednosti pro graf z 1.25 vypada nasledovné:

01001
1 0111
01011
01101
1 1010

1.3.3 Seznam sousedu

Pro kazdy vrchol je vytvoren seznam jeho sousedi. Cilem této reprezentace
je zamezit plytvanim paméti u fidkych grafi.

Casové slozitost na nalezeni viech sousedtt je O(A(G)), nebot se jedné pouze o
pruchod seznamu sousedu daného vrcholu. Zjisténi, zda dva vrcholy jsou spojeny
hranou, méa stejnou ¢asovou slozitost, nebot také u daného vrcholu musime projit
v nejhorsim pripadé cely seznam jeho sousedii.

Pamétova slozitost této reprezentace je O(n + m).

12| 15|/

1

2| il s | s ] -]
3|2l el

4l 2] 5] 31/
5l =t =217

Obréazek 1.26: Seznam sousedi pro graf z 1.25
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1.4 Stromy

Definice 24. Souwwisly, acyklicky graf se nazjvd strom (tree). (Graf je acyklicky
prave tehdy, kdyz neobsahuje Zddnou kruznici.)

Priklad. Priklad stromu je na obr. 1.27.

Obrazek 1.27: Strom

Definice 25. Vichol stromu se stupném 1 se nazgvd list (leaf). Ostatnim vrcho-
lim se rikd vnitini vrcholy (inner vertices).

Priklad. Listy stromu z obr. 1.27 jsou {4, 6, 8, 9, 10, 11}.

Pokud by byla ze stromu odstranéna libovolna hrana nebo vnitini vrchol,
tak by se jiz nejednalo o strom, nebot by byl nesouvisly. Pokud bychom naopak
do grafu pridali libovolnou hranu, tak by se zase nejednalo o strom, nebot by
obsahoval cyklus.

Existuje jesté takzvany zakorenény strom (rooted tree), ktery ma jeden vy-
znamny vrchol oznacovany jako koren (root). Casto se misto zakofenéného stromu
rika pouze strom.

Vrcholy stromu muzeme rozdélovat do takzvanych vrstev (levels), kdy do i-té
vrstvy patii vSsechny vrcholy, které jsou spojeny s kofenem pres pravé i hran.

Priklad. Kdyby strom z obr. 1.27 mél koren 1, pak do prvni vrstvy patii vrcholy
{2, 3}, do druhé vrstvy patii vrcholy {4, 5, 6, 7} apod.

Pojem stromu se da popsat dalsimi zptisoby, my si vystacime pouze s jednim.

Véta 4 (Charakterizace stromt). Pro graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

1. G je strom.

2. G je sowvisly a |[V] = [E] + 1.

Diikaz. Implikace z jednicky do dvojky je zfejma.

Opacnou implikaci provedeme indukei podle poc¢tu vrcholi. Necht indukéni pred-
poklad je, ze pro kazdy strom G = (V, E) s n vrcholy plati |V| = |E| + 1.
Zakladni ptipad: pro strom s jednim vrcholem tvrzeni plati, protoze |E| + 1 =
=0+1=1.

Indukéni krok: predpokladejme, zZe indukéni predpoklad plati pro kazdy strom
s n vrcholy a chceme dokazat, Ze plati i pro stromy s (n + 1) vrcholy. Necht v je
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list stromu s n + 1 vrcholy. Odstranénim vrcholu v véetné jeho incidentni hrany
dostaneme mensi strom s n vrcholy, pro které tvrzeni |V| = |E| + 1 plati. Nyni
pridame zpéatky vrchol v s jeho incidentni hranou. Potom tvrzeni |V| = |E| + 1
stéle plati, protoze pocet vrcholl a pocet hran se zvétsily o jedna.

OJ
Pozndmka. Stromy jsou bipartitni grafy.

1.4.1 Kostra grafu

Definice 26. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Libovolny strom tvaru (V, E’),
kde E’ C E, nazveme kostra (spanning tree) grafu G.

Priklad. Priklad kostry grafu je na obr. 1.28.

Obréazek 1.28: Kostra grafu (Cervené hrany)
Véta 5. Kazdy souwvisly graf G = (V, E) obsahuje kostru.

Diikaz. Diukaz provedeme sporem. Necht T = (V, E’) je souvisly podgraf G
s nejmensim poc¢tem hran. Ukazeme, ze T je acyklicky. Predpokladejme, ze T ma
cyklus: vg—vy, v1—va, ..., v,—vg. Odstranme posledni hranu cyklu v,—vy. Pokud
libovolné dva vrcholy x a y byly spojeny cestou, ktera neobsahovala hranu v,,—vy,
tak zlistanou spojeny i po odebrani hrany. Naopak, pokud vrcholy x a y byly spo-
jeny cestou, ktera obsahovala hranu v,—vy, tak zistanou spojeny i po odstranéni
hrany diky cesté obsahujici zbytek cyklu. Coz je spor s tim, ze T byl definovany
jako souvisly podgraf s nejmensim poc¢tem hran. Proto T je acyklicky.

O

Véta 6 (Cayleyho formule). Pro kaZdé n > 3 je pocet stromi na dangch n vr-

cholech roven n™ 2.
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1.5 Chordalni grafy

Definice 27. Necht G je graf. Rekneme, Ze G je chordalni (chordal), pokud ne-
obsahuje kruznici délky > 4 jako indukovany podgraf.

Chordalni grafy lze definovat i nasledujicim zptsobem.

Definice 28. Necht G je graf. Rekneme, Ze G je chorddlni, pokud kazdd kruZnice
délky > J obsahuje tétivu (chord), coZ je hrana, kterd spojuje dva nesousedni
vrcholy dané kruZnice.

Definice 29. Necht G je graf a x, y jsou dva nesousedni vrcholy grafu G. Potom
X, v - Tez v G je mnozZina vrcholu R grafu G takovd, Ze x a y patri do riznijch
komponent souvislosti po odstranéni vSech vrcholii R z G (oznacované G — R).

Tvrzeni 7. Jestlize graf G je chorddlni, pak pro kazZdé dva nesousedni vrcholy x
ay (x#y)v G existuje x, y - Tez v G, ktery tvori kliku.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht G je chordélni graf. Necht z a y jsou dva
nesousedni vrcholy grafu G a necht R je x, y - fez s nejmensim poc¢tem vrcholi.
Tvrdime, Ze R tvoii kliku. Ozna¢me G, a G, komponenty G — R obsahujici z,
resp. y. Pro spor predpokladejme, Ze R netvori kliku, tedy R obsahuje dva vrcholy
u a v, které nejsou spojeny hranou. Diky tomu, Ze R je co nejmensi, tak kazdy
vrchol v fezu musi mit sousedy ve vsech komponentach G — R. Tedy vrcholy
v a v maji souseda jak v G, tak i v G. Necht P, je co nejkratsi cesta z u do
v, jejiz vnitini vrcholy jsou v G, a necht P, je co nejkratsi cesta z u do v, jejiz
vnitini vrcholy jsou v G,. Necht C = P, U P,. UkdZeme, Ze C je indukovana
kruznice délky > 4. Zadny vnitini vrchol cesty P, nemtize byt totozny s vniti-
nim vrcholem cesty Py, tudiZ sjednocenim dostaneme kruznici. Protoze P, a P,
musi mit alespon jeden vrchol, tak se jedna o kruznici délky > 4. Musime jesté
ovérit, ze C je indukovand kruznice v G. Diky predpokladu nevede mezi vrcholy
u a v hrana. Z vnitiniho vrcholu P, nevede zaddné hrana do vnitfniho vrcholu
> nebot by R nebyl fez. A diky tomu, ze P, a P, jsou co nejmensi, tak vnitini
vrcholy z P, resp. P, nemohou byt spojeny hranou, kromé téch hran, které patii
do dané cesty, jinak bychom dostali kratsi cestu. Tedy C je indukovana kruznice

délky > 4, coz je spor s tim, ze G je chordalni.
O

Pozndmka. V tvrzeni 7 plati dokonce ekvivalence.

Definice 30. Necht G je graf. Vichol z v grafu G je simplicidlni vrchol (simplicial
vertex), pokud Ng(x) tvori kliku v G.

Lemma 8. KaZdy chorddlni graf G obsahuje simplicidlni vrchol.

Diikaz. Dokéazeme, ze kazdy chordalni graf je bud tuplny, nebo obsahuje dva ne-
sousedni simplicialni vrcholy.

Dtikaz provedeme indukci podle poc¢tu vrcholt.

Zékladni pripad: pro graf s jednim vrcholem tvrzeni plati, nebot se jedné o uplny
a chordélni graf, ktery mé jeden simplicialni vrchol.
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Indukéni krok: predpokladejme, ze méame chordalni graf G, ktery ma aspon dva
vrcholy. Pokud G je tuplny graf, tak jsme hotovi. Pfredpokladejme tedy, ze G ma
dva nesousedni vrcholy z a y. Diky tvrzeni 7 vime, Ze existuje z, y - 7ez R, ktery
v G tvori kliku. Ozna¢me G, (resp. G,) komponentu G — R obsahujici z (resp. y).
Navic oznacme G (resp. GY) podgraf G indukovany G, U R (resp. Gy U R). In-
dukované podgrafy chorddlniho grafu jsou zase chordalni grafy, tedy G a Gi jsou
chordélni. Z indukéniho piedpokladu vime, Ze G® obsahuje simplicialn{ vrchol s,
nepatiici do R, nebot GE je bud tplny, nebo méa dva nesousedn{ vrcholy. Pokud
G1 je tplny, tak za simplicidlni vrchol s, volime libovolny vrchol z G2 mimo R.
Pokud G nenf tplny, tak za simplicidlni vrchol s, volime ten ze dvou simplici-
alnich vrcholi, ktery nepatii do R. Analogicky pro G?f a simplicialni vrchol s,
Protoze s, (resp. sy) neni v R, tak Ngr(sz) = Ng(sz) (vesp. Ngr(sy) = Na(sy)).
A tedy vrcholy s, a s, jsou nesousedni simplicidlni vrcholy grafu G.

O

Definice 31. Necht G = (V, E) je graf. Perfektni eliminacni schéma (perfect
elimination ordering) grafu G je posloupnost vrcholi (vy, ve, ..., v,) takovd, Ze
Vi =1, ..., n plati, Ze sousedi v; mezi vrcholy v;i1, ..., v, tvori kliku.

Véta 9. Graf G = (V, E) je chorddini <= G md perfektni eliminacni schéma.

Diikaz. Implikaci zleva doprava dokazeme obménou. Ukazeme tedy, ze pokud
G neni chordélni, tak nemtze mit perfektni eliminacni schéma. Necht G neni
chordalni a necht C' je jeho libovolna indukovand kruznice v grafu G délky > 4.
Pro kazdé usporadani vy, v, ..., v, vrcholi G plati, ze nejlevéjsi vrchol z C' v
této posloupnosti mé dva nesousedni pravé vrcholy (patiici do C'). Tedy G nemé
perfektni eliminac¢ni schéma.

K dikazu druhé implikace vyuzijeme lemma 8. Necht G je chordalni graf, pak
jeho perfektni elimina¢ni schéma se zrekonstruuje nasledovné. Necht v; je simpli-
cidlni vrchol grafu G, vq je simplicidlni vrchol grafu G — {v;}, v3 je simplicidlni
vrchol grafu G — {v,vy} atd. Pak posloupnost vrcholu (v, v, ..., v,) je per-
fektni eliminac¢ni schéma grafu G.

O
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1.6 Nahodny graf

Poznamka. Tato podkapitola je vice nez inspirovana skripty FErddés—Rényi random
graphs|3].

Pod ndhodngm grafem (random graph) si lze predstavit diskrétni graf, do
kterého se nahodné pridaji hrany.

Na vytvareni nahodnych grafi existuje cela fada modeli, my se zamétime na
bézné pouzivany model nazvany Erdos—Rényi model.

1.6.1 Erdés—Rényi model

Definice 32. Necht n € N a 0 < p < 1, pak definujeme Frdés-Rényiho nahodny
graf (ve zbytku textu pouze ndhodny graf) G(n, p) jako graf s poctem vrcholi n,
kde kazdé dva wvrcholy jsou spojeny hranou s pravdépodobnosti p (nezdvisle na
ostatnich hrandch).

Pozndmka. Ndhodnym grafem se mize rozumét i G(n, m), kde se dany graf s n
vrcholy a m hranami vybere ndhodné z mnoziny grafi {G = (V, E), kde |[V| = n
a |E| = m}, kde kazdy graf mé stejnou pravdépodobnost vybéru.

n

Stiedn{ hodnota poétu hran ndhodného grafu G(n, p) je (5) x p.

Poznamka. Pravdépodobnost, ze ndhodny graf G(n, p) ma k hran je dédn bino-
mickym rozdélenim B ((Z), p), kde necht X je ndhodna veli¢ina popisujici pocet
hran, pak

P(X = k) = <(£)> x p" x (1 — p) B kde0 < k < (Z)

Stfedni hodnota stupné vrcholu v ndhodném grafu G(n, p) je (n — 1) x p.

Poznamka. Pravdépodobnost, ze dany vrchol v ndhodném grafu s n vrcholy ma
stupen k je dan binomickym rozdélenim B(n — 1, p), kde necht X; je ndhodna
veli¢ina popisujici stupen i-tého vrcholu, pak

— 1
P(X; = k) = (nk ) x pkox (1—p)k_1,k‘d60§ E< n-1.

Poznamenejme, zZe dvé rizné nadhodné veliciny X; a X; nejsou uplné nezavislé
(napf. pokud X; = (n — 1), pak je zfejmé, ze X; # 0).

Definice 33. Pravdépodobnost p; nazveme perkolacni prah (percolation thre-
shold) pro néjakou vlastnost grafu, pokud pro vsechny p < p; témeér vsechny nd-
hodné grafy G(n, p) nemaji danou vlastnost a zdroven pokud pro vsechny p > p,
témer vSechny nahodné grafy G(n, p) maji danou vlastnost.

Souvislost nahodnych graft

Nyni uvedeme nékolik perkolac¢nich praht a jejich vliv na souvislost nahodného
grafu.

e p =0, pak ndhodny graf G(n, p) je diskrétni graf,
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p = 1, pak ndhodny graf G(n, p) je tplny graf,

p ~¢/n, kde 0 < ¢ < 1, pak komponenty ndhodného grafu G(n, p) jsou bud
stromy nebo komponenty obsahujici pravé jeden cyklus a stfedni hodnota
poc¢tu souvislych komponent je n — p X <;) + O(1),

p ~ ¢/n, kde ¢ > 1, pak ndhodny graf G(n, p) obsahuje jednu obrov-
skou komponentu souvislosti a zbylé komponenty souvislosti jsou zpravidla
stromy,

p = ¢ x log(n)/n, kde ¢ > 1, pak ndhodny graf G(n, p) je souvisly a pro
¢ = 1 ndhodny graf obsahuje obrovskou komponentu souvislosti a izolované
vrcholy.

Priklad. Na obrazcich 1.29 - 1.31 jsou priklady nahodnych grafii s pevnym poctem
vrcholit 1000 a s rtiznymi pravdépodobnostmi p.
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Obrazek 1.30: Ptiklad nahodného grafu G(1000; 0,0015), kde p

log(n) [3]

, kde p = 2,33 x

Obrazek 1.31: Ptiklad ndhodného grafu G(1000; 0,007)
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2. Barveni grafi

Nyni se zamérime na takzvané barveni grafi. V grafu miizeme barvit dveé véci,
a to vrcholy a hrany.

2.1 Vrcholové barveni grafi

Definice 34. Vrcholové obarveni (vertex coloring) grafu G = (V, E) je funkce
c: V— N, kde pro kaZdou hranu {z, y} € E plati c¢(x) # c(y). Graf G nazveme
k-obarvitelnym (k-colorable), pokud lze obarvit k barvami. Pod obarvenim grafu
st lze také predstavit rozdeleni mnoziny vrcholiu do disjunktnich podmmnozin Vi,
Vo, ..., Vi takovych, Ze Zdadné dva sousedni vrcholy nejsou ve stejné mnoziné,

ViUV U..UV, =VaV;NV; =0 proi+#j.

Definice 35. Necht G = (V, E) je graf. Nejmensi k, pro které existuje k-obarveni
grafu G, se nazgvd chromatické ¢islo, které se znaci x(G). KazZdé obarveni grafu
G, které pozaduje x(G) barev se nazyvd optimdlni (chromatické) obarvent.

Priklad. Piklad optimalniho vrcholového obarveni grafu z obr. 1.1 je na obr. 2.1.

Obrazek 2.1: Priklad optimélniho vrcholového obarveni grafu s x(G) = 3

Nalezeni chromatického ¢isla pro libovolny graf je NP-tiplny problém. Jinak
feceno, zatim se nezna polynomialni algoritmus pro nalezeni chromatického ¢isla
pro libovolny graf. Chromatické ¢islo umime v polynomialnim céase urcit jenom u
neékterych typu grafii. Prikladem jsou:

1. bipartitni grafy, jejichz x(G) = 2,

2. cykly, které maji x(G) = 2 pro sudé cykly a x(G) = 3 pro liché cykly,
3. uplné grafy, jejichz x(G) = n a

4. chordélni grafy.

Jedné z velkych trid grafii, kterym umime v polynomidlnim ¢ase zjistit chro-
matické ¢islo se fika perfekini grafy (perfect graph), pro které plati, ze VH < G:
X(H) = w(H). Perfektnimi grafy jsou tedy mimo jiné i bipartitni grafy, chordalni
grafy, sudé cykly, uplné grafy apod.
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Poznamka. Diky chromatickému c¢islu mizeme zavést alternativni definici pro
bipartitni grafy. Graf G je bipartitni <= x(G) = 2. Lze to dokonce rozsirit i
pro k-partitni grafy. Graf G je k-partitni <— x(G) = k.

Definice 36. V ddstecné obarveném grafu definujeme nasycenost (saturation de-
geree) vrcholu v, znaceno jako p(v), jako pocet rozdilné obarvenych sousedi vr-
cholu v.

Lemma 10. KaZdy souvisly graf, ktery neni uplny, obsahuje dva nesousedni vr-
choly x a vy, které maji spolecného souseda u.

Diikaz. Vezmeme dva vrcholy z grafu, které nejsou spojeny hranou a najdeme
mezi nimi nejkratsi cestu P. Pokud |P| < 3, tak krajni vrcholy cesty P jsou hle-
dané vrcholy z, y a vnitini vrchol cesty je u. Pokud |P| > 3, tak na cesté P existuji
tti vrcholy z, y a u takové, Ze = je spojené hranou s v a y je spojené hranou s u,

ale = neni spojené hranou s y, nebof by se poté nejednalo o nejkratsi cestu.
OJ

Lemma 11. Necht G je d-degenerovany graf, pak x(G) < (d + 1).

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle poc¢tu vrchold.
Zékladni ptipad: pro graf s nejvyse d + 1 vrcholy tvrzeni trividlné plati.
Indukéni krok: predpokladejme, ze graf G ma vice nez d 4+ 1 vrcholi, pak necht v
je vrchol grafu G stupné nejvyse d. Z indukéniho predpokladu vime, ze G — v 1ze
obarvit d + 1 barvami. Sousedi vrcholu v pouzivaji nejvyse degg(v) < d barev.
Alespon jedna barva z d + 1 barev je tedy nepouzita a jednou z téchto barev
obarvime vrchol v. Graf G lze tedy obarvit d + 1 barvami.

OJ

Pozndamka. Protoze kazdy graf G je A(G)-degenerovany, tak x(G) < A(G) + 1
pro libovolny graf.

Lemma 12. Necht G je souvisly graf obsahujici aspon jeden vrchol stupné men-

§tho nez A(G). Potom x(G) < A(G).

Diikaz. Staci dokazat, ze takovy graf G je (A(G) — 1)-degenerovany.
Necht H je libovolny neprazdny podgraf grafu G. Tvrdime, ze 6(H) < A(G). Po-
kud H obsahuje vSechny vrcholy grafu G, tak jeho minimélni stupen je nejvyse
A(G) — 1, diky existenci vrcholu stupné menstho nez A(G) v grafu G. Nao-
pak, pokud H neobsahuje vsechny vrcholy grafu G, tak diky souvislosti grafu
G existuje hrana e = {x, y} takova, ze x € V(H) a y ¢ V(H). Potom tedy
0(H) < degu(r) < dego(x) —1 < A(G) — 1.

O

Véta 13 (Brooksova véta (Brooks’ theorem)). Necht G je souvisly graf, ktery
nent uplny a nent to ani lichd kruznice. Potom x(G) < A(G).
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Diikaz. [4] Necht G = (V, E) je souvisly graf, ktery neni tiplny a neni to ani lich&
kruznice. Tvrdime, ze x(G) < A(G).

Pokud A(G) < 2, tak G je bud suda kruznice, nebo cesta, a tedy x(G) < A(G).
Predpokladejme tedy, ze A(G) > 3. Necht k¢ znadi vrcholovou souvislost grafu G.

1. Rg = 1.

Necht z je vrchol, po jehoz odebrani se graf G rozpadne na dvé souvislé
komponenty. Necht (G; oznacuje prvni souvislou komponentu spole¢né s vr-
cholem x a G5 oznacuje druhou souvislou komponentu spolecné s vrcholem
z. Tedy G U Gy = G a G1 N Gy = {x}. Vime, ze degg, (z) < A(G) a diky
lemmatu 12 tedy x(G;) < A(G). Analogicky pro graf Gy. Pokud vrchol z
nema stejnou barvu v obarvenich grafi G7 a G, tak staci prepermutovat
barvy v jednom z obarvenich. Tedy G; a Gy lze obarvit pomoci A(G) ba-
rev, kde vrchol x ma v obou obarvenich stejnou barvu a tedy sjednocenim
téchto dvou obarveni vznikne obarveni grafu G pomoci A(G) barev.

2. Rg = 2.
Necht z a y jsou vrcholy, po jejichZ odebrani se graf G rozpadne na dveé sou-
vislé komponenty. Necht (G; oznacuje prvni souvislou komponentu spolecné
s vrcholy z, y a G5 oznacuje druhou souvislou komponentu spole¢né s vr-
choly z, y. Tedy G1 U G = Ga G NGy = {x, y}. Vime, ze degg, () < A(G)
a degg, (y) < A(G) a diky lemmatu 12 tedy x(G1) < A(G). Analogicky pro
graf Gs.

(a) bi(z) = bi(y) a ba(x) = ba(y).
Pak prepermutovanim barvy v jednom z obarvenich lze docilit toho,
ze vrcholy z a y budou mit stejnou barvu v obou obarvenich.

(b) bi(x) # bi(y) a ba(z) # ba(y).
Pak sjednoceni barev vrcholi z a y v obou obarvenich lze zase vytesit
prepermutovanim barev.

(c) bi(z) = bi(y) a ba(x) # ba(y).

i. degg, (x) < A(G) — 2nebo degg, (v) < A(G) — 2.
Pak pridanim hrany mezi vrcholy z a y v grafu G; a prebar-
venim grafu G ziskdme obarveni grafu G; pomoci A(G) barev,
kde vrcholy z a y maji razné barvy. Doslo tedy k prevedeni na
predchozi pripad. Analogicky pro degg,(x) < A(G) — 2 nebo
dega,(y) < A(G) — 2.

ii. degG1 (X) = degGl <Y) = A(G) - L
Pak dege, (x) = dege, (y) = (A(G) — 1) adega, (x) = dega,(y) = 1.
Zménim obarveni grafu G,, tak aby vrcholy z a y mély stejnou
barvu. Toto lze udélat, nebot predpokladame graf s A(G) > 3 a
snazime se tedy barvit pomoci A(G) barev. Tedy vrcholy z a y
lze obarvit v grafu Gs stejnou barvou, kterou nemaji jejich dva

sousedé. Doslo tedy k prevedeni na predchozi pripad. Analogicky
pro dege,(x) = dega,(y) = A(G) — L.

3. Rag Z 3.
Protoze graf G neni uplny a je souvisly, tak v grafu existuji dva vrcholy z

30



a y, které maji spolecného souseda 2z, diky lemmatu 10. Usporadejme vr-
choly grafu G do posloupnosti v, = x, v9 =y, vs, ..., v, = z tak, ze Vi:
v; ma alespon jednoho souseda s vétsim indexem nez 7. Takova posloupnost
existuje, jednou z moznosti, jak danou posloupnost vytvorit je napriklad
ta, ze vg, ..., v,_1 budou sousedi vrcholu z, v, ..., vs_; budou sousedi
sousedti vrcholi z atd. Nasledné tuto posloupnost muzeme hladové obar-
vit, coz dokazeme pomoci A(G) barev. Vrcholim v; a vy bude pfifazena
stejnd barva. Ostatnim vrcholim s indexem ¢ > 3 bude pridélena barva
nejvyse A(G), nebot dany vrchol ma nejvyse A(G) — 1 hran do vrcholu s
mensim indexem, které jsou obarveny nejvyse A(G) — 1 barvami. Vrchol
z, ktery ma v posloupnosti nalevo vSechny ostatni vrcholy grafu G (tedy
dega(z) < A(G)), lze také obarvit pomoci A(G) barvami, nebot alespon
dva jeho sousedi, konkrétné vrcholy z a y, maji stejnou barvu.

Tedy pro G plati, ze x(G) < A(G).

2.1.1 Aplikace barveni grafi

Barveni grafl se vyuziva pro feseni fady problémi. Jednou z aplikaci je pla-
novani procesi, které nemohou nastat soucasné (rozvrh hodin, planovani zkousek
apod.).

Priklad (Planovani zkousek). Nasim cilem je napldnovat terminy jednotlivych
zkousek na zkouskové obdobi, s co nejmensi dobou trvani tak, aby dvé zkousky
nebyly ve stejném casovém slotu, pokud néjaky student navstévuje dva predméty
s danymi dvéma zkouskami.

Tento problém muzeme prevést na graf, jehoz vrcholy reprezentuji jednotlivé
zkousky a dva vrcholy (zkousky) jsou spojeny hranou, pokud dané zkousky nemo-
hou probihat soucasné. Po obarveni daného grafu, s co nejmensim poctem barev,
barvy vrchola reprezentuji ¢asové sloty, kde vrcholy (zkousky) se stejnou barvou
budou probihat soucasné.

Naptiklad rozvrhovaci graf miize vypadat jako graf z obr. 2.1. Pak casové sloty
jednotlivych zkousek mizou byt napriklad nasledovné:

 zkousky obarvené modrou barvou (tj. 1, 5, 6, 8, 10) budou probihat v
pondéli dopoledne,

« zkousky obarvené Cervenou barvou (tj. 3, 7, 9) budou probihat v pondéli
odpoledne a

 zkousky obarvené zelenou barvou (tj. 2, 4) budou probihat v ttery dopo-
ledne.

31



2.2 Hranové barveni grafi

Neformalné, hranové obarveni pritazuje barvy hrandm, a to takovym zptliso-
bem, ze dvé hrany incidentni se stejnym vrcholem, maji rizné barvy.

Definice 37. Hranové obarveni (edge coloring) grafu G = (V, E) je funkce
c: E— N, kde pro dvée ruzné hrany ey, es € E incidentni se stejnym vrcholem
plati c(e1) # c(e2). Graf G nazveme hranové k-obarvitelnym (k-edge-colorable),
pokud lze hranové obarvit k barvams.

Definice 38. Necht G je graf. Nejmensi k, pro které existuje hranové k-obarveni
grafu G, se nazyvd chromaticky index (chromatic index), ktery se znaci x’(G).

Priklad. Priklad optimalniho hranového obarveni grafu z obr. 1.1 je na obr. 2.2.

Obrazek 2.2: Ptiklad optimalniho hranového obarveni grafu s x'(G) = 4

Poznamka. Diky tomu, ze hrany vychézejici z jednoho vrcholu musi mit rizné
barvy, nam dava dolni odhad chromatického indexu x’(G) > A(G).

Pozndmka. Diky ptredchozi poznamce je vidét, ze obarveni grafu na obr. 2.2 je
vazné optimélni. Nebot A(G) = x'(G).

Hranové obarveni lze prevést na vrcholové obarveni, a to takovym zptsobem,
ze dany graf G, ktery chceme hranové obarvit, prevedeme na hranovy graf L(G),
ktery vrcholové obarvime. Poté barva hrany v grafu G odpovida barvé prislusného
vrcholu v grafu L(G). Plati tedy x’(G) = x(L(G)).

Véta 14 (Vizingova véta (Vizing’s theorem)). Pro kazdy graf G = (V, E) plati
A(G) <\ '(G) < A(G) + 1.

Pozndmka. Grafam spliujici A(G) = x'(G) se 1ika grafy Vizingovy tiidy 1 a
grafim spliiujici A(G) + 1 = x’(G) se 1ik4 grafy Vizingovy tiidy 2.

Poznamka. Je NP-iplné rozhodnout, zda dany graf ma Vizingovu tiidu 1.

32



3. Algoritmy

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 2.1, nezna se optimalni algoritmus s poly-
nomidlni ¢asovou slozitosti pro ziskani optimalniho obarveni libovolného grafu.
Nasledujici algoritmy tedy nezarucuji optimalitu pro vSechny grafy, ale zpravidla
zarucuji optimalitu pro nékolik specifickych tiid grafi.

Pozndmka. Terminologie, popisy jednotlivych algoritmu a prislusné SHC a HC
grafy pro jednotlivé algoritmy byly ziskany z publikace Classical Coloring of Gra-
phs[2]. VSechny dukazy v této kapitole jsou mym dilem, nebot vySe zminéna pub-
likace neobsahuje zadné dikazy a tyto dikazy se mi nepodafilo najit ani v jinych
publikacich.

Poznamka. Necht G je graf a A je algoritmus. Pak A(G) oznacuje pocet barev
pouzitych pri obarveni grafu G algoritmem A.

Definice 39. Pro algoritmus A definujeme performance guarantee A(n) ndsle-

dovné: A(n) = mazr{A(G)/x(G): G je graf s n vrcholy}.

Poznamka. Performance guarantee A(n) uddva horni odhad "$patnosti' algo-
ritmu A pro grafy s poc¢tem vrcholi n. Performance guarantee tedy nepopisuje
chovani algoritmu v pramérném pripadé.

Definice 40. Graf G nazveme slightly hard-to-color pro algoritmus A, pokud
existuje alespon jedna implementace algoritmu A, kterd obarvi graf G neoptimdlné.

Definice 41. Pro algoritmus A oznacujeme SHC(A) mnozinu vsech nejmensich
(vzhledem k poctu vrcholi a hran) slightly hard-to-color grafi pro algoritmus A.

Definice 42. Graf G nazveme hard-to-color pro algoritmus A, pokud vsechny
implementace algoritmu A obarvi graf G neoptimdlneé.

Definice 43. Pro algoritmus A oznacujeme HC(A) mnoZinu vsech nejmensich
(vzhledem k poctu vrcholi a hran) hard-to-color grafi pro algoritmus A.

Algoritmy se porovnavaji podle dvou kritérii. Prvnim kritériem je casova slo-
zitost algoritmu a druhym kritériem je performance guarantee. Obé kritéria nam
rikaji, co mizeme nejhorsiho oc¢ekavat od algoritmu pro pocet vrcholi n — oo.
Pro grafy s mensim poc¢tem vrcholit Hansen a Kuplinsky v 90. letech predsta-
vili koncept hard-to-color grafti. Diky znalosti hard-to-color grafii lze prislusny
algoritmus vylepsit tak, abychom u ného co nejvice omezili hard-to-color grafy.
Hard-to-color grafy jsou tedy dalsi moznosti, jak porovnavat dva algoritmy.

3.1 Hladové obarveni

Hladové obarveni (greedy coloring) je jednou z pomérné castych metod, jak
obarvit vrcholy daného grafu. Necht G je graf a K = (v, ..., v,) je usporddana
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posloupnost jeho vrchol. Hladové obarveni grafu G spociva v tom, ze se prochazi
postupné vrcholy posloupnosti K a obarvuji se co nejmensi moznou barvou.

Algorithm 1: hladové obarveni

1 Greedy-Color (G, K)
foreach v :- vy to v, do

‘ obarvi vrchol v nejmensi moznou barvou;
end

W N

Casova slozitost obarveni grafu G = (V, E) pomoci hladového algoritmu je
oVl + [E]).

3.2 Optimalni obarveni

Definice 44. Nechl G je graf a K = (vy, ..., v,) je posloupnost jeho vrcholi. Po-
sloupnost K nazveme optimélni posloupnosti (optimal sequence), pokud hladovy
algoritmus dany graf G obarvi pomoci posloupnosti K optimdlne.

Véta 15. Pro kazdy graf existuje optimdlni posloupnost.

Diikaz. Dukaz provedeme konstruktivné, tj. sestrojime optimalni posloupnost.
Necht G je graf, ktery je optimalné obarven, a jehoZ x(G) = d. Mnozinu vsSech
vrcholu grafu G obarvenych barvou 4, kde 1 < i < d, ozna¢me S;, kde |S;| = k;.

Pak optimalni posloupnosti grafu G je posloupnost K = (v, v, ..., oM v},
2 k; 1,2 kq
Vs U U, UG, e, V).

Ukazeme, ze hladovy algoritmus obarvi graf G pomoci posloupnosti K optimalné.

e Zacneme hladové obarvovat vSechny vrcholy z mnoziny S;. Dané vrcholy
budou obarveny nejmensi moznou barvou, tj. barvou 1.

o Predpoklddejme, Ze jsme obarvili vSechny vrcholy z mnozin Sy, ..., S;_1
a chceme hladové obarvit vrcholy z mnoziny S;. Pro kazdy vrchol v € S;
mohou nastat pravé dvé situace:

1. vrchol v bude obarven jednou z barev 1, ..., (i— 1),

2. pokud vrchol v nemuze byt obarven ani jednou z barev 1, ..., (i—1),
pak urc¢ité muze byt obarven barvou i, protoze jinak by v .S5; existo-
val vrchol u, ktery by byl spojeny hranou s vrcholem v, coz nastat
nemuze, nebot by v puvodnim (optimalnim) obarveni nemohly mit
stejnou barvu.

V kazdé mnoziné S;, kde 1 < 7 < d, existuje alespon jeden vrchol v, ktery bude
obarven barvou i, jinak by graf bylo mozné obarvit méné nez d barvami, coz by
bylo ve sporu s jeho puvodnim (optimalnim) obarvenim. Na hladové obarveni

pomoci posloupnosti K jsme vyuzili pravé d barev.
O

Pozndmka. Optimalni posloupnost pro dany graf nemusi byt jednoznac¢né urcena.
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3.2.1 Barveni chordalnich grafi
Ukazeme, ze chordalni grafy umime obarvit optimélné v polynomialnim case.
Tvrzeni 16. Necht G je chordalni graf, pak jeho perfektni eliminacni schéma je

optimalni posloupnosti.

Diikaz. Necht G je chordalni graf a (v, ..., v,) je jeho perfektni elimina¢ni
schéma. Necht Predchudci(v) oznacuje pocet sousedu vrcholu v, které se nachazeji
v perfektnim elimina¢nim schématu pfed vrcholem v (tzn. ze maji mensi index).
Necht v, je vrchol, pro ktery plati

Predchudci(vs) = max Predchudci(v;).

i = 1,...n

Potom w(G) > Predchudci(vg) + 1 a tedy x(G) > Predchudci(vs) + 1. Z definice
hladového obarveni plyne, ze x(G) < Predchudci(vs) + 1, z ¢ehoz nakonec plyne
X(G) = Predchudci(vs) + 1.

0

Pozndmka. Perfektni eliminacni schéma pro libovolny chordalni graf jsme schopni
nalézt v polynomidlnim case (viz kapitola 6.2).

3.3 Sekvencni algoritmy

Sekvencni algoritmus (sequential algorithm) na obarveni grafu G se sklada
z nasledujicich dvou krokii:

1. vytvoteni posloupnosti vrchola K = (vy, ..., v,),
2. hladového obarveni grafu G pomoci posloupnosti K - Greedy-Color(G, K).
Sekvenc¢ni algoritmy se tedy lisi tim, jakym zplsobem vytvareji danou po-

sloupnost vrcholi K.

3.3.1 Random sequence metoda

Random sequence metoda (RS metoda), ¢asto oznacovand jako naivni metoda,
vytvari posloupnost K zcela ndhodné.

Algorithm 2: random sequence metoda

1 RandomSequenceMethod (G)
2 K :- ndhodné posloupnost vrcholi grafu G;
3 Greedy-Color(G, K);

Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je Py, kde prislusna posloupnost vrcholi
je zobrazena na obr. 3.1. Diky vété 15 neexistuje HC graf pro tento algoritmus.
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Obrazek 3.1: Nejmensi slighty hard-to-color graf pro RS metodu

RS metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V| + |E|).

3.3.2 Largest first metoda

Largest first metoda (LF metoda) je jednou z nejstarsich a nejjednodussich
sekvencnich algoritmi, ktery vymyslel Welsh a Powell v roce 1967. Vychazi z po-
zorovani, ze vrcholy s vétsim stupném by se mély obarvit dfive néz vrcholy s men-
sim stupném.

Algorithm 3: largest first metoda
1 LargestFirstMethod (G)
2 K :- neklesajici posloupnost vrcholi serazenych podle jejich stupnii;
3 Greedy-Color(G, K);
LF metoda je optimalni pro nasledujici grafy: liché kruznice, suda kola a
hvézdy.

Tvrzeni 17. LF metoda obarvi S, optimdlné.

Diikaz. Predpokladejme, ze S,, ma < 2 vrcholy, pak hladové obarveni pro libo-
volnou posloupnost K obarvi graf G optimélneé.
Predpokladejme tedy, ze n > 2, pak S, ma (n — 1) vrcholi stupné 1 a jeden
vrchol vy stupné (n — 1). Do posloupnosti K bude jako prvni prvek pridéan vrchol
vy a nasledné v libovolném potadi zbytek vrchol. Hladovy algoritmus obarvi vr-
chol v1 barvou 1 a zbytek vrcholt barvou 2. Jedna se o optimélni obarveni, nebot
S, je bipartitni graf a tedy x(S,) = 2.

OJ

Hansen a Kuplinsky v roce 1991 ukézali, ze nejmensi SHC graf pro tuto me-
todu je Py, zobrazeny na obr. 3.2. Nejmensi HC graf pro LF metodu je znam pod
ozna¢enim obdlka (envelope), ktery je zobrazen na obr. 3.3.

Obréazek 3.2: Nejmensi slighty hard-to-color graf pro LF metodu
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Obrazek 3.3: Nejmensi hard-to-color graf pro LF metodu

LF metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V| + |E|).

3.3.3 Smallest last metoda

Smallest last metoda (SL metoda), kterou vymyslel Matula a kolektiv v roce
1972, obdobné jako LF metoda, je zalozena na myslence, Ze obarveni vrchola
s mensim stupném by se mélo odkladat co nejdéle.

Algorithm 4: smallest last metoda

1 SmallestLastMethod (G)

2 K:-0

3 | while V'\ K # () do

4 pridat nakonec posloupnosti K vrchol v s nejmensim stupném
v podgrafu generovany vrcholy V \ K

end

6 Greedy-Color(G, K ); // kde K znadi inverzni posloupnost k K
SL metoda je optimélni pro nésledujici grafy: stromy, cykly, kola, iplné bipar-
titni grafy a Mycielského grafy. Navic tato metoda na obarveni d-degenerovaného
grafu pouzije nejvyse (d + 1) barev.

(S

Tvrzeni 18. SL metoda obarvi P, optimdlne.

Diikaz. Necht P, je graf s vrcholy vy, ..., v,. Pak vrcholy v; a v, maji stupen 1
a viechny ostatni vrcholy majf stupeti 2. BUNO predpoklddejme, Ze vrchol vy je
vlozen do posloupnosti K jako prvni vrchol. Podgraf G — v; je P,_; a postupu-
jeme analogicky, tj. do posloupnosti K vlozime vrchol vy jako druhy vrchol atd.
Tedy K = (vq, ..., v,) a K = (vp, ..., v1). Hladovy algoritmus tedy pouzije dvé
barvy na obarveni P, pomoci posloupnosti K, coz je optimalni obarveni.

O

Tvrzeni 19. SL metoda obarvi C,, optimdine.

Dikaz. 'V C, maji vsechny vrcholy stejny stupen 2. Necht v; je vrchol, ktery
byl jako prvni vlozen do posloupnosti K. Pak G — v; je P,,_; a diky tvrzeni 18
vime, Ze bude obarven SL metodou pomoci 2 barev. V posloupnosti K jsou tedy
obarveny vsechny vrcholy kromé posledniho, tj. vrcholu v;. Pokud C,, je suda
kruznice, tak vrcholy v;_1 a v;11 jsou obarveny stejnou barvou a vrchol v; bude
obarven opacnou barvou. Pokud C), je licha kruznice, tak vrcholy v; 1 a wv;;q

37



jsou obarveny ruznou barvou a tedy vrchol v; bude obarven tteti (novou) barvou.
Pro sudou kruznici (resp. lichou kruznici) se jedna o optimalni obarveni, nebot
X(Cn) = 2 (resp. x(Cy) = 3).

O

Tvrzeni 20. SL metoda obarvi S, optimalné.

Diikaz. Graf S, ma (n — 1) vrchola stupné 1 a jeden vrchol vy stupné (n — 1).
Vrchol v; bude vlozen do posloupnosti K jako posledni, nebo predposledni prvek.
BUNO predpokladejme, Ze vrchol v; byl vlozen jako posledni. Tedy K = (v1,
, Up). Hladovy algoritmus obarvi vrchol v; barvou 1 a vSechny ostatni vrcholy
obarvi barvou 2. Jedna se o optimalni obarveni, nebot S,, je bipartitni graf a jeho

X(G) = 2.
OJ

Tvrzeni 21. SL metoda obarvi W, optimdlné.

Diikaz. Predpokladejme, ze W, ma < 4 vrcholy, pak hladové obarveni pro libo-
volnou posloupnost K obarvi graf optimalné.
Predpokladejme tedy, ze n > 4, pak W, ma (n — 1) vrcholt stupné 3 a jeden
vrchol vy stupné (n — 1). BUNO predpoklddejme, Ze vrchol vy byl jako prvni
vlozen do posloupnosti K. Pak v grafu G — v, se snizily stupné u tii vrcholq,
které byly sousedy vrcholu vy, tj. vy a nechf zbylé dva vrcholy oznac¢ime vz a
v,,. BUNO predpokladejme, ze z vrcholtt vg a v, je do posloupnosti K vlozen vs
jako druhy vrchol a takto postupné pridame do posloupnosti K vrcholy vs, ...,
Up,. Jako posledni vrchol se pridd do posloupnosti K vrchol vy (vrchol vy muze
byt vlozen do posloupnosti K jako predpredposledni, predposledni, nebo posledni
prvek, my predpoklddame, ze je pridan jako posledni prvek, coz neubird nic na
obecnosti). Tedy K = (va, ..., vn, v1) a K = (v, U, ..., v3). Hladovy algo-
ritmus obarvi vrchol vy barvou I. Indukovany podgraf vrcholt v,, ..., vy tvori
kruznici C,,_; a diky tvrzeni 19 vime, zZe vrcholy budou obarveny 2 barvami (resp.
3 barvami), pokud n je liché (resp. sudé). SL metoda pouzije na obarveni W, 3
barvy (resp. 4 barvy), pokud n je liché (resp. sudé), coz je optimalni obarveni
W, nebot x(W,,) = 3 (resp. x(W,,) = 4) pro liché n (resp. sudé n).

O

Kubale v roce 1997 ukazal, ze nejmensi SHC graf pro tuto metodu je prism graf
zobrazeny na obr. 3.4. Nejmensi HC graf pro SL metodu je znam pod oznac¢enim
prismatoid, ktery je zobrazen na obr. 3.5.

Obréazek 3.4: Nejmensi slighty hard-to-color graf pro SL metodu
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Obrézek 3.5: Nejmensi hard-to-color graf pro SL metodu

SL metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V| + |E|).

3.3.4 Connected sequential metoda

Connected sequential metoda (CS metoda) je zaloZena na myslence, ze v kazdé
iteraci algoritmu se za kandidaty na obarveni berou ty vrcholy, které maji uz
néjakého obarveného souseda.

Algorithm 5: connected sequential metoda

1 ConnectedSequentialMethod (G)
2 K :- posloupnost vrchola grafu G takova, ze kazdy vrchol (kromé
prvniho) mé alespon jednoho souseda s mensim indexem v

posloupnosti.
3 Greedy-Color(G, K);

Vv

Pozndmka. Posloupnost K 1ze vytvorfit napiiklad prichodem do sitky (BFS) nebo
prichodem do hloubky (DFS).

CS metoda je optimélni pro nasledujici grafy: liché kruznice a bipartitni grafy.

Tvrzeni 22. CS metoda obarvi lichou kruznici C,, optimdlne.

Diikaz Necht C,, je lich4 kruznice. BUNO pfedpokléddejme, Ze vrchol vy byl jako
prvni vlozen do posloupnosti K. Necht vy a v, jsou sousedi vrcholu v. BUNO
predpokladejme, ze z vrcholi vs a v, je do posloupnosti K vlozen vy jako druhy
vrchol a takto postupné pridavame do posloupnosti K vrcholy vy, ..., v,. Tedy
K = (v, ..., v,). Hladovy algoritmus bude vrcholim vy, ..., v,_; pfifazovat
barvy 1 a 2 na preskacku. Pti obarvovani vrcholu v,, ma vrchol obarveny sou-
sedy dvéma barvami, a to barvou 1 a 2, tedy vrcholu v, bude prifazena barva 3,
coz je optimalni obarveni.

O

Tvrzeni 23. CS metoda obarvi bipartitni graf optimalné.

Diikaz. Necht G je bipartitni graf. Z lemmatu 2 vime, ze graf G neobsahuje
kruznici liché délky. VSimnéme si, ze pfi vytvareni posloupnosti K = (vy, ..., v,)
vlastné vytvarime kostru grafu (= strom s kofenem v;). Algoritmus tedy vrcholy
v sudé vrstvé stromu obarvi barvou 1 a vrcholy v liché vrstvé stromu obarvi
barvou 2, takze kazda hrana ve stromu bude incidentni s jednim vrcholem barvy
1 a s jednim vrcholem barvy 2. Staci jenom ukéazat, ze neexistuji dva vrcholy ve
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stromé, které jsou oba v sudé (resp. liché) vrstvé a jsou spojeny hranou v grafu
G. Dikaz provedeme sporem, necht tedy vrcholy v; a v; (i # j) jsou v sudé vrstvé
a jsou spojeny hranou.

o Pokud vrcholy v; a v; lezi na stejné cesté z kofene v daném stromé, pak
diky tomu, Ze oba vrcholy lezi v sudé vrstve, tak délka cesty z v; do v; je
sudd. Kdyz navic vezmeme v potaz hranu v grafu G mezi vrcholy v; a vj,
tak vznikne liché kruznice, coz je spor s tim, ze graf je bipartitni.

» Pokud vrcholy v; a v; nelezi na stejné cesté z kofene v daném stromé, tak
necht vy, je nejmensi (v rdmci vrstvy) spoleény predchidce. BUNO pied-
pokladejme, ze vrchol v, lezi také v sudé vrstvé. Pak délky cest ve stromé
mezi vrcholy v; a v a vrcholy v; a vy jsou sudé. KdyZ navic vezmeme v
potaz hranu v grafu G mezi vrcholy v; a v;, tak vznikne licha kruznice, coz
je ve sporu s bipartitnosti grafu.

Analogicky pro vrcholy v; a vj, které lezi v liché vrstveé.
O

Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je Fj zobrazeny na obr. 3.6. Nejmensi
HC graf pro CS metodu je zndm pod oznacenim twin dragon, ktery je zobrazen
na obr. 3.7.

Obrazek 3.7: Nejmensi hard-to-color graf pro CS metodu
CS metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V| + |E|).
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3.3.5 Interchange metoda

Interchange je jednoducha metoda pro rozsifeni libovolného sekvencéniho al-
goritmu, jehoz cilem je omezit vytvareni novych barev. Pokud je potieba priradit
vrcholu v novou barvu, tak je snaha prohodit barvy v bichromartickém podgrafu
tak, aby se u vrcholu v uvolnila jedna barva.

Algorithm 6: interchange

1 Interchange (G, K)

2 foreach v :- v; to v, do

3 if v potrebuje novou barvu then

4 snaha o prohozeni barev v bichromatickém podgrafu G tak, aby
se uvolnila jedna barva pro vrchol wv;

obarvit vrchol v nejmensi moznou barvou;

6 end

(S}

Jak ale zjistit, zda takovy bichromaticky podgraf existuje a jak ho najit?
Necht G je castecné obarveny graf pomoci barev ¢y, ..., ¢, a necht pfi pokusu
o obarveni vrcholu v doslo k zavolani metody interchange, tzn. Ze sousedi vrcholu
v pouzivaji vSechny barvy ¢, ..., ¢;. Pro dvé barvy ¢; a ¢; (i < j) nageneru-
jeme bichromaticky podgraf nasledovné. Nejdiive do bichromatického podgrafu
pridame vsechny sousedy vrcholu v s barvou ¢;. Poté pro kazdy vrchol s barvou
¢; (resp. ¢j) v bichromatickém podgrafu pridame vSechny jeho sousedy s barvou
¢; (resp. ¢;) a tento postup opakujeme, dokud uz nelze zaddny novy vrchol pridat.
Nagenerovali jsme tedy bichromaticky podgraf, ktery obsahuje vrcholy s barvou
¢ acj.

« Pokud v bichromatickém podgrafu se nevyskytuje vrchol s barvou c;, ktery
je zaroven sousedem vrcholu v, pak vSem vrcholim v bichromatickém pod-
grafu mizeme prohodit barvy z ¢; na cj, resp. z ¢; na ¢;, diky cemuz se
vrcholu v uvolni barva ¢;, pomoci které muze byt obarven.

« Pokud naopak v bichromatickém podgrafu se vyskytuje vrchol s barvou c;,
ktery je zaroven sousedem vrcholu v, pak nelze prohodit barvy v bichroma-
tickém podgrafu tak, aby se uvolnila néjaka barva pro vrchol v.

Takto prochazime vsechny bichromatické podgrafy pro kazdé dvé barvy, dokud
nenajdeme néjaky bichromaticky podgraf, ve kterém lze prohodit barvy. Pokud
zadny takovy bichromaticky podgraf nenajdeme, tak vrcholu v prifadime novou
barvu cj.

Priklad. Piiklad metody interchange je ukdzan na obr. 3.8, kde je ¢astecné obar-
veny graf (levy graf) a cilem je obarvit vrchol 5. Protoze na obarveni vrcholu & je
potieba pouzit novou barvu, tak se pokusime najit néjaky bichromaticky podgraf,
ve kterém lze prohodit barvy tak, aby se uvolnila néjaka barva pro vrchol 4.

o Pro zelenou a modrou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {1, 2,
3}. Protoze vrchol 2 s modrou barvou je sousedem vrcholu 5, tak v tomto
bichromatickém podgrafu nelze prohodit barvy.

o Pro zelenou a cervenou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {3,
4 }. Protoze vrchol 4 s Cervenou barvou je sousedem vrcholu 5, tak ani v
tomto bichromatickém podgrafu nelze prohodit barvy.
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o Pro cervenou a modrou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {4,
1}. Protoze neexistuje vrchol v bichromatickém podgrafu s modrou barvou,
ktery je sousedem vrcholu &, tak lze v tomto bichromatickém podgrafu
prohodit barvy. Vrchol j lze ptebarvit na modrou barvu a vrchol 1 lze
prebarvit na cervenou barvu, ¢imz se uvolni cervend barva pro vrchol 5.

Vysledny prebarveny graf s obarvenym vrcholem 5 je znédzornén vpravo.

Obrézek 3.8: Priklad metody interchange pti obarvovani vrcholu &

Protoze kazda hrana je incidentni s nejvyse dvéma obarvenymi vrcholy a kazdy
vrchol se muze vyskytovat v nejvyse b bichromatickych podgrafech, kde b je pocet
barev grafu, tak ¢asova slozitost jednoho voldni interchange je O(|V|?), nebot
b < |V].

Random sequence interchange metoda

Random sequence interchange metoda (RSI metoda) je RS metoda rozsifena
metodou interchange.

Algorithm 7: random sequence interchange metoda

1 RandomSequencelnterchangeMethod (G)
2 K :- ndhodné posloupnost vrcholt grafu G;
3 Interchange(G, K);

Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je zobrazen na obr. 3.9. Diky vété 15
neexistuje HC graf pro tento algoritmus.

Obrézek 3.9: Nejmensi slighty hard-to-color graf pro RSI metodu

RSI metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V]?).
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Largest first interchange metoda

Largest first interchange metoda (LFI metoda) je LF metoda rozsifend meto-
dou interchange.

Algorithm 8: largest first interchange metoda

1 LargestFirstInterchangeMethod (G)

2 K :- neklesajici posloupnost vrcholi sefazenych podle jejich stupni;
3 Interchange(G, K);

Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je zobrazen na obr. 3.10. Nejmensi HC
graf pro LFI metodu je zobrazen na obr. 3.11.

Obrazek 3.11: Nejmensi hard-to-color graf pro LFI metodu

LFI metodu lze implementovat s asovou slozitosti O(|V]?).

Smallest last interchange metoda

Smallest last interchange metoda (SLI metoda) je SL metoda rozsifend meto-
dou interchange.

Algorithm 9: smallest last interchange metoda

1 SmallestLastInterchangeMethod (G)

2 K:-0

3 | while V'\ K # () do

4 pridat nakonec posloupnosti K vrchol v s nejmensim stupném
v podgrafu generovany vrcholy V \ K

end

(S

6 Interchange(G, K ); // kde K znaéi inverzni posloupnost k K

43



Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je zobrazen na obr. 3.12. Nejmensi HC
graf pro SLI metodu je zobrazen na obr. 3.13.

Obréazek 3.13: Nejmensi hard-to-color graf pro SLI metodu

SLI metodu Ize implementovat s asovou slozitosti O(|V]?).

3.4 Saturation largest first metoda

Saturation largest first metoda (SLF / DSATUR metoda), kterou vymyslel
Brélaz v roce 1979, je upravenda LF metoda, kterd nejdiive obarvuje vrcholy s
vétsi nasycenosti.

Algorithm 10: saturation largest first metoda

1 SaturationLargestFirstMethod (G)

while nejsou obarveny vsechny vrcholy grafu G do
v :- vrchol s nejvetsi nasycenosti p(v) v grafu G;
obarvi vrchol v nejmensi moznou barvou;

[SLEEN NI V)

end

SLF metoda je optimalni pro nasledujici grafy: bipartitni grafy a kaktusy.
Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je zobrazen na obr. 3.14. Nejmensi HC
graf pro SLF metodu je zobrazen na obr. 3.15.
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Obrazek 3.15: Nejmensi hard-to-color graf pro SLF metodu

SLF metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O((|V| + | E|) x log(|]V])).

3.5 Greedy independent sets metoda

Greedy independent sets metoda (GIS metoda), kterou vymyslel Johnson v
roce 1974, je zalozena na myslence, Ze v i-té iteraci algoritmu se obarvi co nejvétsi
pocet vrcholt barvou i.

Algorithm 11: greedy independent sets metoda

1 GreedyIndependentSetsMethod (G)

2 c:-1;

3 while nejsou obarveny vsechny vrcholy grafu G do

4 available :- mnozina neobarvenych vrcholi grafu G;

5 while available # () do

6 v :- vrchol s nejmensim stupném v podgrafu generovany vrcholy

z mnoziny available;

7 obarvi vrchol v barvou c¢;

8 odstran vrchol v a jeho sousedy z mnoziny available;
9 end

10 c:=c + 1;

11 end

Nejmensi SHC graf pro tuto metodu je P, zobrazeny na obr. 3.16. Nejmensi
HC graf pro GIS metodu je zndm pod oznacenim double star, ktery je zobrazen
na obr. 3.17.
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Obrézek 3.17: Nejmensi hard-to-color graf pro GIS metodu

GIS metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O(|V| x |E|).

3.6 Kombinac¢ni metoda

Kombinacni metoda (combination method) kombinuje LF a SLF metodu, kde
v liché iteraci jsou k obarveni vybirany vrcholy LF metodou a v sudé iteraci jsou
k obarveni vybirany vrcholy SLF metodou.

Algorithm 12: kombina¢ni metoda

1 CombinationMethod (G)

2 c:- 1

3 while nejsou obarveny vsechny vrcholy grafu G do

4 if ¢ je liché then

5 ‘ v :- neobarveny vrchol s nejvétsim stupném v grafu G;
6 else

7 ‘ v :- vrchol s nejvétsi nasycenosti p(v) v grafu G;
8 end

9 obarvi vrchol v nejmensi moznou barvou;

10 c:-c+1;

11 end

Tuto metodu lze implementovat s ¢asovou slozitosti O((|V| + |E|) x log(|V])).

3.7 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus (genetic algorithm) je technika zaloZend na piirodni
evoluci. V prirodé, schopnéjsi jedinci maji vétsi Ssanci na preziti, a proto dalsi
generace jedincti by méla byt jesté schopnéjsi, protoze byli zplozeni ze schopnéjsich

rodicti. Obdobné myslenky se vyuziva i v genetickém algoritmu.
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Algoritmus zac¢ind s ndhodnou mnozinou populaci velikosti p, kde jedincem
populace se rozumi posloupnost vrcholt grafu. Nasledné jsou vybrany dva rodice
k vytvoreni dvou novych potomki. Vybér rodi¢ti je proveden na zakladé fitovaci
funkce, ktera ohodnocuje "kvalitu" jedince, v tomto pripadé je jedinym kritériem
pocet barev pouzitych u hladového obarveni dané posloupnosti vrcholt. Poté do-
jde jesté ke genetické mutaci nové vzniklého potomka. Takto vytvorime novou
populaci velikosti p. Toto provadime iterativneé.

Ke kriZeni jedinci (crossover) lze naptriklad vyuzit metodu partially matched
crossover (PMX). Nejdiive se ndhodné vygeneruje index v posloupnosti, tzv. cut
point. Prvni potomek se vytvori tak, ze se z druhého rodice zkopiruji vsechny
prvky do cut pointu a z prvniho rodice se zkopiruji vSechny prvky od cut pointu
s tim, ze se musi jesté provadét prislusné prohazovani prvki, aby nedochazelo k
vytvareni nevalidnich jedincti. Druhy potomek se vytvori obdobné s tim, zZe se
nejdrive kopiruje z prvniho rodice a nasledné z druhého rodice.

Priklad. Priklad kiiZeni dvou rodiéu je zndzornén na obr. 3.18.

[5[7[1]3]6[4][2] [4]7][1]3]6][5]2] [4]6[1[3]7][5]2]

(a[6[2[7[3]1]5] [4[6[2]7[3]1]5] [4[6[2[7[3[1]5]

Prvni potomek: [4[6[2[3[7[5]1]

(5[7[1]3]6[4[2] [5]7][1]3]6]4]2] l5|7lil3l6I4]2|

[4]6[2]7]s[1]5] [5]6]2]7[s]1]4] [5]7]2]6]3]1]5]

Druhy potomek: [5[7[1]6]3]2]5]

Obrazek 3.18: Priklad krizeni dvou jedincii, kde jedinec je reprezentovan posloup-
nosti vrcholi

Mutace (mutation) jsou operace, které néjakym zptusobem méni daného je-
dince, v tomto pripadé tedy méni posloupnost vrcholi. Pouzivame 3 typy mutaci:

1. ndhodné prohozeni (random swap) vybere ndhodné dva indexy v posloup-
nosti a jejich prvky zameéni,

2. prohozeni sousedi (adjacent swap) vybere ndhodné jeden index v posloup-
nosti a zaméni dany prvek s jeho sousedem,

3. invertovdani podposloupnosti (inverted exchange) vybere ndhodné dva in-
dexy v posloupnosti a podposloupnost ohrani¢enou témito dvéma indexy
zinvertuje.
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Algorithm 13: geneticky algoritmus

1 GeneticAlgorithm (G)

2 P :- populace, tj. p ndhodnych permutaci vrcholi grafu G

3 k :- pocet iteraci algoritmu;

4 for i +— 0 to k do

5 Prew = 0;

6 for j «+ 0 to |P|/2 do

7 p1, P2 - vybrat dva jedince z populace P na zdkladé fitovaci
funkce;

8 01, 09 :- Crossover(py, p2);

9 AdjacentSwap (o1 );

10 AdjacentSwap(0s);

11 RandomSwap(o;);

12 RandomSwap(os);

13 InvertedExchange(o; );

14 InvertedExchange(os);

15 Poew := Prew + 01;

16 Prew = Prew + 09;

17 end

18 P - Pw:

19 K :- doposud nejlepsi jedinec;

20 end

21 Greedy-Color(G, K);

Pozndmka. Geneticky algoritmus s velikosti populace 10 a poctem iteraci n'

(resp. n?), oznacovany jako geneticky algoritmus s exponentem 1 (resp. geneticky
algoritmus s exponentem 2), budeme oznacovat Genl (resp. Gen2).

Casova slozitost obarveni grafu G = (V, E) pomoci genetického algoritmu je
O x p x (p x |V| + |E|), kde p je velikost populace a k je pocet iteraci
algoritmu.

3.8 Connected largest first metoda

Connected largest first metoda (CLF metoda), kterou vymyslel Illner v roce
2019, je upravena LF metoda zkombinovana s CS metodou.
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Algorithm 14: connected largest first metoda
ConnectedLargestFirstMethod (G)

2 v :- vrchol s maximélnim stupném, pokud vrcholt s maximalnim
stupném je vice, tak se z nich vybere libovolny vrchol s nejvétsim
poctem sousedu sousedii;

[uny

3 vloz vrchol v (s poc¢tem jeho sousedi) do prioritni fronty
priorityQueue;
4 while nejsou obarveny vsechny vrcholy grafu G do
v :- prvek z priorityQueue s nejvétsim poctem sousedi;
6 vloz do priorityQueue vSechny sousedy (s poctem jejich sousedi)

vrcholu v, pokud nejsou jiz obarveny a nenachazeji se
v priorityQueue;

7 if na obarveni vrcholu v neni potreba nové barvy then

8 obarvi vrchol v barvou, kterd je nejpouzivanéjsi mezi jeho
sousedy sousedii;

9 else

10 ‘ obarvi vrchol v novou barvou;

11 end

12 end

CLF metoda je optimélni pro nasledujici grafy: liché kruznice, sudd kola a
bipartitni grafy.

Tvrzeni 24. CLF metoda obarvi lichou kruznici C,, optimalné.

Dikaz. Necht C), je licha kruznice. Protoze vSechny vrcholy maji stejny stu-
pen a stejny pocet sousedii sousedti, tak metoda muze vybrat libovolny prvni
vrchol k obarveni. BUNO pfedpokléddejme, Ze metoda vybrala vrchol v1. Vrcholu
vy bude pritazena barva I a do prioritni fronty budou pridani sousedi vrcholu
vy, kde necht vy a v,, jsou sousedi vrcholu v1. BUNO piedpokléddejme, ze v druhé
iteraci algoritmu bude vybran vrchol v, k obarveni. Vrcholu v, bude prifazena
barva 2. Analogicky pokrac¢ujeme pro vrcholy vs, ..., v, _ 1. Pfi obarveni vrcholu
vn, jeho sousedi maji vSechny doposud pouzité barvy, tj. barvu 1 a 2, a proto

vrcholu v,, bude pritazena nova barva 3, coz je optimalni obarveni.
O

Tvrzeni 25. CLF metoda obarvi bipartitni graf optimdiné.

Diikaz. Obdobny diikaz jako u tvrzeni 23.
O

Obarveni grafu G = (V, E) pomoci CLF metody lze implementovat s ¢asovou
slozitosti O(|V[?).
3.9 Rozsireni metody interchange

Interchange extended, kterou vymyslel Illner v roce 2019, je rozsiteni stan-
dardni metody interchange. Cilem je zeslabit pomérné silnou podminku pro pro-
hozeni barev v bichromatickém podgrafu.
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Algorithm 15: Rozsiteni metody interchange
1 InterchangeExtended (G, v)

2 foreach pro kaZdou dvojici barev ¢; a ¢; (i < j) do

3 vytvor bichromaticky podgraf s barvami ¢; a c;;

4 if v bichromatickém podgrafu lze prohodit barvy then
5 prohod barvy v bichromatickém podgrafu;

6 obarvi vrchol v barvou ¢;;

7 return;

8 else

9

if neexistuji sousedi vrcholu v s barvou ¢; a c;, které jsou v
bichromatickém podgrafu spojeny hranou then

10 foreach artikulaci v, v bichromatickém podgrafu takovou, Ze
vsichni sousedé vrcholu v s barvou c; jsou v jedné
komponente souvislosti a vsichni sousedé vrcholu v s barvou
c;, které jsou v bichromatickém podgrafu, jsou v jingch
komponerntach souvislosti do

11 if artikulaci v, lze prebarvit na jinou barvu nez ¢; a c;

then

12 pfebarvi artikulaci v, na jinou barvu nez ¢; a c;;

13 prehod barvy v komponenté bichromatického

podgrafu obsahujici sousedy vrcholu v s barvou c;.

14 obarvi vrchol v barvou c¢;;

15 return;

16 end

17 end

18 end

19 obarvi vrchol v novou barvou;

Necht G je castecné obarveny graf pomoci barev ¢y, ..., ¢ a nechf pri po-
kusu o obarveni vrcholu v doslo k zavolani metody interchangeExtended, tzn.
ze sousedi vrcholu v pouZivaji vSechny barvy ci, ..., ¢x. Pro dvé barvy ¢; a ¢;

(i < j) nagenerujeme bichromaticky podgraf. Pokud v bichromatickém podgrafu
lze prehodit barvy, tak je prohodime a vrchol v obarvime barvou ¢;. Pokud barvy
prehodit nejdou, tak vime, Ze existuje alespon jeden soused vrcholu v s barvou c;,
ktery je v bichromatickém podgrafu. Nasim cilem je v bichromatickém podgrafu
najit takovou artikulaci v,, po jehoz odstranéni z bichromatického podgrafu, by
se bichromaticky podgraf rozpadl na nékolik komponent souvislosti takovych, Ze
v jedné z nich (ozna¢me k) by byli vSichni sousedé vrcholu v s barvou ¢; a zadny
soused vrcholu v s barvou c;, ktery je v bichromatickém podgrafu. Pokud by ta-
kovy vrchol v, Slo pfebarvit na jinou barvou nez ¢; a c¢;, pak by se po prohozeni
barev vsech vrcholi v komponenté k uvolnila barva ¢; pro vrchol v. VSimnéme
si, ze neméa cenu hledat artikulace v bichromatickém podgrafu, pokud néjaky
soused vrcholu v s barvou ¢; je spojen hranou s nékterym ze sousedit vrcholu
v s barvou c;, nebot néjaké artikulace by mohly existovat, ale urcité neexistuje
artikulace, ktera by v pripadnych komponentach souvislosti odfiltrovala sousedy
vrcholu v s barvou ¢; od sousedt vrcholu v s barvou ¢;, které jsou v bichromatic-
kém podgrafu. Takto prochazime vSechny bichromatické podgrafy pro kazdé dveé
barvy, dokud nenajdeme bud néjaky bichromaticky podgraf, ve kterém lze preho-
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dit barvy, nebo nenalezneme artikulaci, kterou lze prebarvit a po jejiz odstranéni
se bichromaticky graf "hezky" rozpadne.

Nyni se zaméfime na prebarveni pripadné artikulace v, v néjakém bichroma-
tickém podgrafu. Naivnim pristupem muze byt rozdil dvou mnozin, kde prvni
mnozina obsahuje vSechny pouzité barvy v grafu a v druhé mnoziné jsou barvy
sousedtl vrcholu v, obohaceny barvou vrcholu v,. Pokud vyslednd mnozina je
neprazdna, tak lze vrchol v, prebarvit, v opa¢ném pripadé nikoliv. Jinak feceno,
zamérime se pouze na dany vrchol v, .Na problém prebarveni artikulace se mtze
pohlizet i z vétsi perspektivy, kdy je snahou nejdrive prebarvit artikulaci a pokud
se toto nedari, tak je snaha prebarvit vSechny jeho sousedy, které maji stejnou
barvu, diky ¢emuz se uvolni barva pro artikulaci v,. U pripadného prebarveni
sousedll na barvy obsazené v bichromatickém grafu se musi davat zretel na to,
zda se po prebarveni sousedii a pripadném prohozeni barev v dané komponenté
souvislosti bude jednat o validni obarveni.

Algorithm 16: pokus o prebarveni artikulace
1 TryRecolorCutVertex (G, v,, recolor)

2 if TryRecolorVertex(G, v,, recolor) then

3 ‘ return true;

4 else

5 (), - mnozina barev sousedu vrcholu v,;

6 foreach barva ¢; z C,, do

7 canBeRecolored :- true;

8 foreach soused n; vrcholu v, s barvou ¢; do
9 if /TryRecolorVertez(G, n;, false) then
10 canBeRecolored :- false;

11 break;

12 end

13 if canBeRecolored then

14 if recolor then

15 foreach soused n; vrcholu v, s barvou ¢; do
16 ‘ TryRecolorVertex (G, n;, true)
17 end

18 obarvi vrchol v, barvou c¢;;

19 return true;

20 end

21 end

22 return false;
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Algorithm 17: pokus o prebarveni vrcholu

1 TryRecolorVertex (G, v, recolor)
Cy - mnozina vSech pouzitych barev v ¢astecné obarveném grafu G;
C,, - mnozina barev sousedu vrcholu v, véetné barvy vrcholu v;
C:-Cy, N0y
if ¢ =( then
‘ return false;

else

if recolor then

‘ obarvi vrchol v barvou z C}
return true;

© 0w N O A W N

=
o

11 end

Priklad. Piiklad rozsitené metody interchange je ukazan na obr. 3.19, kde je
Castecné obarveny graf (levy graf) a cilem je obarvit vrchol 5 na jehoz obarveni
je potieba nové barvy.

1. Pro modrou a cervenou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {4,
6}. Protoze vrchol 6 s cervenou barvou je sousedem vrcholu , tak v tomto
bichromatickém podgrafu nelze prohodit barvy, tedy standardni interchange
selhal. Protoze existuje soused vrcholu & s modrou barvou (4), ktery je
spojen hranou se sousedem vrcholu 5 s cdervenou barvou (6), tak neméd
vyznam hledat artikulace, tedy i rozsifeny interchange v tomto pripadé

selhal.

2. Pro modrou a zelenou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {4,
3, 2, 1}. Protoze vrchol 1 se zelenou barvou je sousedem vrcholu 5, tak
nelze pouzit standardni interchange ani v tomto bichromatickém podgrafu.
Zkusime tedy problém vyTesit pomoci rozsiteného interchange. Ponévadz
neexistuje soused vrcholu 5 s modrou barvou, ktery je spojen hranou s né-
jakym sousedem vrcholu & se zelenou barvou, tak ma smysl hledat poten-
cionalni artikulace bichromatického podgrafu, které jsou {3, 2}. Artikulaci
3 lze prebarvit na cervenou barvu. Po prehozeni barev v prvni komponenté
souvislosti, tj. v komponenté s vrcholy {1, 2}, se uvolni cervend barva pro
vrchol J.

Vysledny prebarveny graf s obarvenym vrcholem 5 je zndzornén vpravo.

Obrézek 3.19: Priklad rozsitené metody interchange pri obarvovani vrcholu &
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Bohuzel i pres toto rozsiteni v nékterych pripadech selze i rozsiteny inter-
change, tzn. ze danému vrcholu pritadi novou barvu, i kdyz to neni potieba.
Nastésti nékteré z pripadl lze vyftesit pomoci nésledujiciho rozsiteni. Cilem je
najit specialni indukovany podgraf K3, ve kterém by se po pfebarveni jeho vr-
choli uvolnila barva pro dany vrchol.

Necht G je castecné obarveny graf pomoci barev ¢y, ..., ¢; a nechf pfi po-
kusu o obarveni vrcholu v doslo k zavolani metody interchangeExtended, tzn.
ze sousedi vrcholu v pouzivaji vSechny barvy ¢y, ..., ¢;. Necht mame nagenero-
vany bichromaticky podgraf pro barvy ¢; a ¢; (i < j) a necht vrchol v ma prave
jednoho souseda s barvou ¢; (ozna¢me v;) a necht existuje néjaky vrchol, ktery
je sousedem vrcholu v s barvou c;, ktery je spojem hranou s vrcholem v, mno-
zinu vsech téchto vrcholi si oznac¢ime Ny. Tedy v této situaci se nemuze uplatnit
standardni ani rozsifena metoda interchange. Cilem je najit dva sousedy vrcholu
vy, které jsou spojeny navzajem hranou, ale nejsou spojeny hranou s libovolnym
vrcholem z mnoziny Ny a po jejichz prebarveni by se uvolnila barva pro vrchol v.
Analogicky pokud vrchol v mé pravé jednoho souseda s barvou c;.

Priklad. Priklad rozsifené metody interchange s prebarvenim K3 je ukézan na
obr. 3.20, kde je ¢astecné obarveny graf (levy graf) a cilem je obarvit vrchol 1,
na jehoz obarveni je potieba nové barvy.

1. Pro zelenou a cervenou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {3,
4, 5, 6}. Protoze vrchol 3 s Cervenou barvou je sousedem vrcholu 1, tak
v tomto bichromatickém podgrafu nelze pouzit standardni metodu inter-
change. Protoze vrchol 5 se zelenou barvou a vrchol 3 s cervenou barvou
jsou spojeny hranou a jedna se o sousedy vrcholu 1, tak nelze pouzit ani roz-
sitenou metodu interchange. PTrestoze pocet sousedii vrcholu 1 se zelenou
(prip. cervenou) barvou je jedna, tak nemuzeme pouZzit rozsifeni pomoci
prebarveni K3, protoze neexistuje zadny takovy indukovany podgraf K3,
nebof vrchol 8 ma 4 sousedy, z nichz vrcholy 1 a 4 nelze pouzit a zbylé dva
sousedi nejsou spojeni hranou. Pro vrchol 5 obdobné.

2. Pro modrou a zelenou barvu bichromaticky podgraf obsahuje vrcholy {2,
5, 6, 7}. Protoze vrchol & se zelenou barvou je sousedem vrcholu 1, tak
ani v tomto bichromatickém podgrafu nelze pouzit standardni metodu in-
terchange. Protoze vrchol 7 s modrou barvou a vrchol 5 se zelenou barvou
jsou spojeny hranou a jedna se o sousedy vrcholu 1, tak ani v tomto bi-
chromatickém podgrafu nelze pouzit rozsitenou metodu interchange. Nebof
pocet sousedi vrcholu 1 s modrou (ptip. zelenou) barvou je jedna, tak ma
smysl hledat indukované podgrafy K3. Pro vrchol 4 pripadaji v potaz pouze
dva jeho sousedi, a to vrcholy 2 a &, nebot vrcholy 7 a 7 nejsou povoleny.
V tomto indukovaném podgrafu K3 lze prebarvit vrcholy tak, aby se uvol-
nila né¢jaka barva pro vrchol 1.

Vysledny prebarveny graf s obarvenym vrcholem 1 je zndzornén vpravo. Necha-
vame na rozmysleni ¢tenari, Zze pro vSechny bichoromatické podgrafy by stan-
dardni a rozsitena metoda interchange selhala.
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Obrézek 3.20: Priklad rozsifené metody interchange s rozsitenim K3 pfi obarvo-
vani vrcholu 1

Pozndmka. Rozsifenou metodou interchange (interchangeExtended) budeme ve
zbytku textu rozumét metodu, ktera pro kazdy bichromaticky podgraf upfednost-
nuje standardni interchange pred rozsitenym interchangem, ktery pro pfebarveni
artikulace vyuziva i prebarveni jeho sousedi, a nebere v potaz rozsiteni s prebar-
venim K3. Navic, pokud artikulace nebo jeho soused miize byt prebarven pomoci
vice barev, tak se vybira ta barva, ktera je nejpouzivanéjsi mezi jeho sousedy
sousedi.

Rozsifenou metodou interchange s prebarvenim K3 (interchangeExtendedK3)
budeme ve zbytku textu rozumét rozsirenou metodu interchage s prebarvenim in-
dukovaného podgrafu K3, kde k pripadnému prebarveni indukovaného podgrafu
K3 nastane pouze, pokud pro kazdy bichromaticky podgraf standardni a roz-
sitend metoda interchange selze. Divod malé priority prebarveni indukovaného
podgrafu K3 vychézi z experimentti, z kterych vyplynulo, zZe je lepsi uprednost-
novat standardni a rozsiteny interchange pred prebarvenim K3.

Poznamka. RS metodu pouzivajici rozsitrenou metodu interchange (prip. rozsiteny
interchange s pfebarvenim K3) budeme oznacovat RSIE (piip. RSIEK3).

LF metodu pouzivajici rozsitenou metodu interchange (prip. rozsifeny inter-
change s prebarvenim K3) budeme oznacovat LFIE (ptip. LFIEK3).

SL metodu pouzivajici rozsifenou metodu interchange (prip. rozsifeny inter-
change s prebarvenim K3) budeme oznacovat SLIE (ptip. SLIEKS).

CLF metodu pouzivajici rozsifenou metodu interchange (pfip. rozsiteny in-
terchange s prebarvenim K3) budeme oznacovat CLFIE (prip. CLFIEKS).

Nyni spocitame casovou slozitost pro jedno zavolani rozsitené metody inter-
change z algoritmu 15. Radky 2 aZ 7 jsou stejné jako u standardniho interchange
a tedy maji stejnou casovou slozitost O(|V|?). Vyhodnotit podminku z fddku 9
zvladneme pro viechny bichromatické podgrafy v O(A?(G)). Casova sloZitost pro
nalezeni vsech artikulaci, kterych muze byt az b x |V, kde b je pocet barev grafu,
ve vsech bichromatickych podgrafech je stejna jako nalezeni samotnych bichroma-
tickych podgrafi, tedy O(|V|?). Nyni se zaméfime na to, s jakou ¢asovou sloZitosti
jsme schopni zjistit, zda pripadné artikulace "hezky rozbije" bichromaticky pod-
graf. Nejdrive musime z bichromatického podgrafu odebrat danou artikulaci a
jeji incidentni hrany, coz zvlddneme v ¢ase O(A(G)). Ziskani komponent sou-
vislosti v bichromatickém podgrafu zvladneme v ¢ase O(V + F). Zjisténi, zda
dané obarvené vrcholy spadaji do spravnych komponent zvladneme v konstant-
nim case a pripadné pridani artikulace zpét do bichromatického podgrafu spolu
s jejimi incidentnimi hranami zvladneme zase v ¢ase O(A(G)). Nebot mame nej-
vySe b * |V| potenciondlnich artikulaci, tak zjisténi, zda dand artikulace "hezky
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rozbije" graf, zvladneme pro vSechny artikulace ve vSech bichromatickych pod-
grafech v O(b x |V]| x (A(G) + |V| + |E| + A(G)). Posledni, co ndm zbyva
odhadnout, je ¢asova slozitost na zjisténi, zda jdou dané artikulace, prip. jejich
sousedi prebarvit. Pro kazdy vrchol si miizeme vytvorit seznam moznych barev
pro prebarveni s ¢asovou slozitosti O(|V| x A(G) + |V| x (A(G) + b)).
Néasledné zjisténi, zda danou artikulaci dokazeme prebarvit, umime v konstant-
nim c¢ase a pripadné zjisténi, zda sousedy artikulace umime prebarvit, dokazeme
v ¢ase O(A(G)). Celkova ¢asova slozitost jednoho zavolani rozsifené metody in-
terchange je tedy O(|V]3).

Casové slozitost rozsifeného interchange s pfebarvenim K3 mé stejnou ca-
sovou slozitost jako rozsiteny interchange s tim, ze se musi zapocitat hledani
pripadnych K3 podgraf véetné ovéreni, zda jdou prebarvit. Ziskdni vsech vhod-
nych K3 podgrafii zvladneme v ¢ase O(A?(G)). Zjisténi, zda jeden K3 podgraf
dokdzeme piebarvit, zvlidneme v ¢ase O(b?). Celkova ¢asovd slozitost jednoho
zavolani rozsifené metody interchange s prebarvenim K3 je tedy O(|V[*).

3.10 Benchmark a weak benchmark

Definice 45. Necht A = (A4, ..., Ay) je mnoZina algoritmii. Reknéme, Ze graf G
je benchmark pro algoritmy z mnoziny A, pokud G je HC pro vsechny algoritmy
A;,i=1, ...,k Reknéme, Ze graf G je weak benchmark pro algoritmy z mnoZiny
A, pokud G je SHC pro vsechny algoritmy A;, i = 1, ..., k.

Benchmark pro algoritmy LF a SL je zobrazen na obr. 3.21.

Obrazek 3.21: Benchmark pro algoritmy LF a SL

Benchmark pro algoritmy LF, SL a SLF je zobrazen na obr. 3.22.

Obrézek 3.22: Benchmark pro algoritmy LF, SL a SLF
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Benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF a GIS je zobrazen na obr. 3.23.

Obréazek 3.23: Benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF a GIS

Benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF, LFI a SLI je zobrazen na obr. 3.24.

Obrézek 3.24: Benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF, LFI a SLI

Weak benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF, LFI, SLI a GIS je zobrazen na
obr. 3.25.

Obrézek 3.25: Weak benchmark pro algoritmy LF, SL, SLF, LFI, SLI a GIS

Pozndmka. Zadny benchmark a hard-to-color graf z této kapitoly 3 neni hard-to-
color graf pro algoritmy vyuzivajici rozsifenou metodu interchange (prip. rozsire-
nou metodu interchange s prebarvenim K3), tj. LFIE, LFIEKS3, SLIE, SLIEKS,
CLFIE a CLFIEKS.
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4. Meta-algoritmus

Meta-algoritmus ma jediny tkol, na zakladé vlastnosti daného grafu vybrat
potencionalné nejvhodnéjsi algoritmus z kapitoly 3.

Meta-algoritmus je v aplikaci GraphColoring oznacen jako "Al".

Meta-algoritmus bude obsahovat pro kazdy algoritmus jeden model, ktery
bude vytvoren pomoci ML, jehoz vstupnimi parametry budou vlastnosti dané¢ho
grafu a vystup bude informace, zda je dany algoritmus na dany graf vhodny
(true / false).

V kapitole 3 jsme se dozvédéli, ze nékteré algoritmy zarucuji optimalitu pro
urcité tiidy grafii. Meta-algoritmus této znalosti vyuzije a nejprve pro dany graf
zjisti, zda nespada do tridy grafi, kterou dokazeme optimalné obarvit.

Tridy grafti, které dokazeme optimélné obarvit v polynomidlnim case, jsou
nasledujici:

o chordélni graf - obarvi se hladové podle perfektniho eliminac¢niho schématu,

o bipartitni graf - prvni partita grafu se obarvi jednou barvou a druha partita
grafu se obarvi druhou barvou,

o Uplny bipartitni graf - obarvi se pomoci SL algoritmu,
o uUplny graf - obarvi se hladové podle libovolné posloupnosti vrcholi,
o kruznice a stromy - obarvi se pomoci CS algoritmu.

Pozndmka. Pokud danou tiidu grafi umi optimalné obarvit vice algoritmi, tak
je vybran algoritmus s nejmensi ¢asovou slozitosti.

Pokud meta-algoritmus nemé k dispozici zadné modely, tak nejvhodnéjsi al-
goritmus vybere pouze na zakladé poctu vrcholi.

Pokud meta-algoritmus ma pouze jeden model, pak vsechny grafy obarvuje
pouze jednim algoritmem, kterému patii dany model.

V pripadé, ze meta-algoritmus obsahuje vice nez jeden model, tak na zakladé
vlastnosti grafu a jednotlivych modelt zjisti, které algoritmy jsou vhodné pro
dany graf. Téchto algoritmii mize byt samoziejmeé vice, a proto jako druhé krité-
rium se bude brat kvalita jednotlivych odhadi a ohodnoceni danych modelu (jako
napt. presnost modelu apod.), pokud ani toto nestac¢i k jednoznacnému vybéru
algoritmu, tak se vybird algoritmus s nejmensi ¢asovou slozitosti.

Poznamka. Duvody, proc¢ jsem se vydal cestou, kdy kazdy algoritmus ma svij
model, misto toho, aby existoval pouze jeden model, jehoz vstupnimi parametry
budou vlastnosti grafu a vystupem bude primo nejvhodnéjsi algoritmus, jsou dva.
Prvni zasadnéjsi divod je ten, ze s vétsim poctem moznych vystupt se zvysuje
komplexnost celého modelu, diky ¢emuz bych musel nagenerovat velké mnozstvi
dat, coz by bylo ¢asové netnosné. Druhym davodem je rozsititelnost, kdy se
nemusi pro novy algoritmus vytvaret zcela novy model pro vsechny algoritmy, ale
vytvori se pouze jeden model pro nové pridany algoritmus.

Pozndmka. Zptsob, jakym se dané modely vytvareji a ohodnocuji je uveden v ka-
pitole 6.4.2. Implementacni detaily meta-algoritmu jsou uvedeny v kapitole 6.2.2.
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5.

Uzivatelska dokumentace

5.1 Program - GraphColoring

GraphColoring je aplikace s uzivatelskym rozhranim, kterda umoznuje nasle-
dujici:

1.
2.

9.
10.

nacist graf ze souboru,
vygenerovat ndhodny graf s danym poctem vrcholi,
nacist graf z knihovny, ktera obsahuje pres 70 znamych grafi,

obarvit graf pomoci vice nez 20 implementovanych algoritmi, z nichz jeden
algoritmus vyuziva umélou inteligenci (oznacovany jako AI), ktery pro dany
graf na zakladé jeho vlastnosti vybere nejvhodnéjsi algoritmus,

ulozit (obarveny) graf do souboru,

vykreslit (obarveny) graf s nékolika jeho vlastnostmi (artikulace, mosty
atd.),

ulozit (obarveny) graf ve formétu .jpg,
pro dany graf spocitat vice nez 15 vlastnosti,
modifikovat grafy pomoci 9 modifikaci a

provadét operace s grafy.

P1i startu aplikace se nejdrive provedou automatické testy, které zkontroluji,
zda je aplikace ve funkénim stavu. Chyba v nékterém z testii nutné neznamena, ze
se aplikace nespusti, pouze da uzivateli najevo, ze mohou v dané oblasti, ve které
test selhal, nastavat néjaké komplikace. Po provedeni testi se spusti hlavni apli-
kace, kterd je zobrazena na obr. 5.1.

5 Graph coloing ler

Verex

i

Add vertex

- o x
Graph coloring

Load graph / schedule

Remove vertex
Save colored graph /
planned schedule

Vertex contraction =

Komponenta pro zobrazeni grafu
Vertex expansion Reset
[—
Komponenta pro zobrazeni grafovych vlastnosti || change vertex name

B

Firstver

Add edge Count of used colors:

Get graph properties. Color graph / Plan schedule
Remove edge

s |

Countofverices: =
Edge contraction Complement graph
9 P! g=p roph densiy: [Trees and ey

Edge subdivision Line graph Generate graph

Panel pro modifikace grafu Panel pro grafové operace.

Hlavni panel

© 20122019 Petr s, All ight reseved

Obrazek 5.1: Aplikace GraphColoring
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Uzivatelské rozhrani aplikace se sestava ze 4 panelli, komponenty pro zobrazeni
(obarvenych) grafii a status boxu, ktery se nachazi v patic¢ce aplikace.

Aplikace navic vse vypisuje na konzoli, kam se mimo jiné i detailnéji vypisuji
pripadné neocekavané chyby.

5.1.1 Hlavni panel

Hlavni panel, ktery je zobrazen na obr. 5.2, je nejpravéjsi panel aplikace, ktery
slouzi pro nahravani, ukladani, generovani a obarveni grafi.

1. Tlacitko, které slouzi k nahrani grafu z tex-
Graph coloring tového souboru s priponou .graph. Nahrani
grafu lze také realizovat pomoci funkcionality
drag and drop, kdy dany soubor s grafem staci
@ Load graph / schedule pretahnout do aplikace. Pokud dany soubor
bude jakymkoliv zptisobem nevalidni, tak se
Save colored graph / ; L 114
@ zobrazi chybova hlaska.
planned schedule

2. Tlacitko, které slouzi k ulozeni grafu. Pokud

@ K1 v
@ dany graf byl vytvoren jinym zplsobem nez
nactenim ze souboru, tak uzivatel zada cestu

@ Reset a jméno souboru, do kterého se ma graf ulozit.
Pokud dany graf je obarveny, tak se do sou-
@ S . boru ulozi i dané obarveni véetné algoritmu,
Connected largest first sequence algorithm , ,
Connected largest first interchange algorithm kterym byl da,ny graf Obarven.

Connected largest first interchange extended alg
Connected largest first interchange extended with

Random sequence algorithm . , 7

Random sequence ferchange algorthm 3. Kombinované pole (combo box), které obsa-
[] Schedule appearance huJe Znémé grafy.

Show spanning tree Show simplicial vertex

LAl ios iz 4. Slouzi k vytvoreni grafu, ktery je vybran

[ Show maximum and minimum degree vertices

v poli vyse.
5. Po kliknuti na tlac¢itko Reset, dojde k resetu

Generate graph

aplikace. Toto 1ze naptiklad vyuzit v pripadé,

@ Coumwen_iceg = . kdy vypocty trvaji delsi dobu.
Graph density: | Trees and cycles ~
Generate graph 6. Vybérovy seznam (list box), ktery obsahuje

vSechny barvici algoritmy.

7. Zaskrtavaci pole (check box), které uréuji,
Obrazek 5.2: Hlavni panel jaké vlastnosti grafii se maji vykreslovat.

8. Obarvi dany graf pomoci algoritmu vybraného ze seznamu z bodu 6.

9. Parametry potfebné pro vygenerovani grafu. Prvnim parametrem je pocet
vrcholit a druhym parametrem je hustota grafu.

10. Vygeneruje graf podle parametri nastavenych v bodé 9.
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5.1.2 Panel pro zobrazeni grafovych vlastnosti

@

Jak jiz nazev napovida, jedna se o panel, ktery uzivateli zobrazuje vlastnosti
grafu (pocet vrchold, pocet hran, pocet komponent atd.). Panel pro zobrazeni
grafovych vlastnosti je zobrazen na obr. 5.3.

Graph property
Count of vertices:

Count of edges:
Circuit rank:
Count of components:

Is connected:

Class:

Is chordal:

Is regular:

Is cyclic:

Is eulerian:

Maximum vertex degree:
Minimum vertex degree:
Average vertex degree:
Count of cut vertices:
Count of bridges:

Girth:

Cayleys formula:

Simplicial vertex:

Count of used colors:

Get graph properties

1. O grafu se zjistuji nasledujici vlastnosti:

pocet vrchold, hran a komponent

circuit rank - linearni kombinace po-
¢tu hran, vrcholi a komponent, kde

r=1El — V] + [C],
souvislost grafu,

tfida grafu (dplny graf (K,), strom
(T%,), kruznice (C,), bipartitni graf,
Uplny bipartitni graf, nebo zadny),

chordalnost a regularnost grafu,

zda se jedna o eulerovsky graf,
maximalni, minimalni a primérny
stupen grafu,

pocet artikulaci a mostii,

girth, tj. délka nejmensiho cyklu v
grafu,

Cayleyho formule,

jeden libovolny simplicialni vrchol,
pokud je graf chordalni.

2. Tlac¢itko, které slouzi k vypocitani vsech

Obrazek 5.3: Panel pro zob-
vlastnosti grafu.

razeni grafovych vlastnosti

Poznamka. Pokud uzivatel nechce z néjakého diuvodu pocitat vsechny vlastnosti
grafu, ale jenom nékteré z nich, tak staci kliknout levym tlac¢itkem na ptislusné
popisky vlastnosti.

5.1.3 Panel pro modifikace grafu

Dalsi panel, zobrazeny na obr. 5.4, slouzi pro grafové modifikace, které jsou
uvedeny v kapitole 1.1.5.
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Graph modffication
Vertex

@ Add vertex

@ Remove verex

@ Vertex contraction

@ Vertex suppression

@ Vertex expansion

0 New vertex name: |:|

9 Change vertex name
Edge

@ First vertex name: I:l

@ Second vertex name: I:l

&) Add edge

@ Remove edge

@ Edge contraction

Edge subdivision

Obrézek 5.4: Panel pro mo-
difikace grafu

. Nazev (identifikdtor) vrcholu, na ktery

chceme aplikovat néjakou vrcholovou modi-
fikaci.

. Prida novy vrchol s nézvem uvedenym

v bodé 1. Pokud dany vrchol existuje, tak se
zobrazi chybova hlaska.

. Odstrani vrchol s ndzvem uvedenym v bodé 1.

Pokud dany vrchol neexistuje, tak se zobrazi
chybova hlaska.

. Provede kontrakeci vrcholu s ndzvem uvede-

nym v bodé 1. Pokud dany vrchol neexistuje,
tak se zobrazi chybova hlaska.

. Potlaci vrchol s ndzvem uvedenym v bodé 1.

Pokud stupen daného vrcholu je jiny nez dva,
nebo dany vrchol neexistuje, tak se zobrazi
chybova hlaska.

. Provede expanzi vrcholu s ndzvem uvedenym

v bodé 1. Pokud dany vrchol neexistuje, tak
se zobrazi chybova hlaska.

. Pole pro vlozeni nového nazvu (identifika-

toru) vrcholu.

. Pfejmenuje vrchol s nazvem uvedenym

v bodé I na nazev uvedeny v bodé 7. Pokud
dany vrchol neexistuje, nebo nazev je jiz po-
uzit u jiného vrcholu, tak se zobrazi chybova
hlaska.

. Nazev (identifikdtor) prvniho vrcholu, na

ktery chceme aplikovat néjakou hranovou mo-
difikaci.

10. Nézev (identifikator) druhého vrcholu, na ktery chceme aplikovat néjakou

hranovou modifikaci.

11. Prid& hranu mezi vrcholy s ndzvy uvedenymi v bodech 9 a 10. Pokud jeden
z vrcholll neexistuje, nebo hrana mezi vrcholy jiz existuje, tak se zobrazi

chybova hlaska.

12. Odstrani hranu incidentni s vrcholy, jejichz nazvy jsou uvedeny v bodech 9
a 10. Pokud jeden z vrcholi neexistuje, nebo hrana mezi vrcholy neexistuje,
tak se zobrazi chybova hlaska.

13. Provede kontrakci hrany incidentni s vrcholy, jejichz nazvy jsou uvedeny
v bodech 9 a 10. Pokud jeden z vrcholti neexistuje, nebo neexistuje hrana
mezi vrcholy, tak se zobrazi chybova hlaska.
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14. Provede déleni hrany incidentni s vrcholy, jejichZ nazvy jsou uvedeny v bo-
dech 9 a 10. Pokud jeden z vrcholtl neexistuje, nebo hrana mezi vrcholy
neexistuje, tak se zobrazi chybova hlaska.

5.1.4 Panel pro grafové operace

Aplikace nabizi pouze dvé grafové operace, a to vytvoreni komplementarniho
a hranového grafu. Panel pro grafové operace je zobrazen na obr. 5.5.

Graph operation

@ 1. Tlac¢itko pro vytvoreni komplementarniho
Complement graph

grafu.

@ Line graph 2. Tlacitko pro vytvoreni hranového grafu.

Obrézek 5.5: Panel pro gra-
fové operace

5.1.5 Komponenta pro zobrazeni grafu

Komponenta pro zobrazeni grafu mimo samotného zobrazeni (obarveného)
grafu, zobrazuje i nasledujici vlastnosti (pokud jsou zaskrtlé ptislusné zaskrta-
vaci pole v hlavnim panelu v bodé 7):

e vSechny vrcholy s nejmensim a nejvétsim stupném,

e jeden libovolny simplicialni vrchol,

 kostru grafu, kterd vznikla prohleddvanim do sitky (BFS),
« artikulace a mosty grafu.

Simplicialni vrcholy a vrcholy s nejmensim, resp. nejvétsim stupném se odlisuji
pomoci riiznych tvart vrcholi, které jsou zobrazeny na obr. 5.6.

1. Obycejny vrchol.

O 2. Vrchol s nejmensim stupném v
grafu.

(1) () (3) (4) s .
3. Vrchol s nejvétSim stupném v
grafu.
Obrézek 5.6: Tvary vrcholi 4. Simplicidlni vrchol.

Pozndmka. Pokud néjaky vrchol je simplicidlnim vrcholem a zaroven ma nejmensi
(resp. nejvétsi) stupen v grafu, tak se preferuje simplicidlnost, tzn. Ze se vykresli
jako simplicidlni vrchol.

Artikulace a mosty se neodlisuji tvarem vrcholu, resp. hrany, ale barvou, ktera
je c¢ervena.
Hrany, které patii do kostry jsou vykresleny tucné.
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Vykresluji se grafy, jejichz pocet vrcholi je nejvyse 50. Toto omezeni je ze dvou
divodi. Prvnim je, ze vétsi grafy i s mensi hustotou se stavaji neprehlednymi
a druhym divodem je vétsi casova slozitost na vykresleni vétsich graft. Dalsi
podminkou pro vykresleni obarveného grafu je pouziti maximalné 14 barev.

Po kliknuti na komponentu pro zobrazovani graft se otevie nové okno (Gra-
phVisualization) s vykreslenym grafem. V tomto okné lze zoomovat a posouvat
se libovolné v grafu. Toto okno také podporuje ulozeni (obarveného) grafu ve for-
matu .jpg. Okno je zobrazeno na obr. 5.7.

Obrézek 5.7: Vizualizace grafu

5.1.6 Soubory s priponou .graph

Aplikace GraphColoring nacita grafy (pfip. uklada grafy) pouze ze soubori
s priponou .graph se strukturou popsanou nize. Jiné formaty nejsou povoleny.
Pripadny prevod ze standardniho formatu .col bude uveden v kapitole 5.2.4.

Struktura souboru .graph:

1 Graph coloring. Graph representation: reprezentace grafu
2

3 Graph name: ndzev grafu

4 Number of vertices: pocet vrcholu

5

6 GRAPH

7 popis grafu

8

9 COLORED GRAPH

10 popis obarveného grafu

Tucné texty a prazdné radky jsou pro vSechny grafy stejné, texty kurzivou
se pro ruzné grafy mohou lisit.

Aplikace podporuje pouze 3 reprezentace grafii. Seznam hran (edgeList),
matici sousednosti (adjacencyMatrix) a seznam sousedi (adjacencyList).

Nazev grafu mize byt libovolny fetézec.

Popis grafu se pro kazdou reprezentaci lisi.
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Pro reprezentaci grafu pomoci seznamu hran je na kazdém fadku popsana
jedna hrana pomoci dvou nazvt vrcholi, které jsou uzavorkovany.

Priklad popisu grafu pomoci seznamu hran:

1 (nézev vrcholu 1) (nazev vrcholu 2)
2 (nézev vrcholu 3) (nazev vrcholu 4)
3 ...

Popis grafu pomoci matice sousednosti obsahuje matici |[V| x |V, jejiz kazdy
prvek obsahuje bud jednic¢ku, nebo nulu.

Priklad popisu grafu pomoci matice sousednosti:
10 ... 1

2 .
31 ... 0

Posledni reprezentaci grafu je seznam sousedi, ktera se pouziva na ukladani
vygenerovanych grafi v aplikaci.

Priklad popisu grafu pomoci seznamu sousedii:

nazev vrcholu 1
(ndzev prvniho souseda vrcholu 1)
(ndzev druhého souseda vrcholu 1)

nazev vrcholu 2

1
2
3
4 ...
5 (ndzev posledniho souseda vrcholu 1)
6
7 (ndzev prvniho souseda vrcholu 2)

8

Popis obarveného grafu je stejny pro vSechny grafové reprezentace.

Popis obarveného grafu:

Number of colors: pocet barev

Used algorithm: ndzev algoritmu

-1

—— ndzev pruniho vrcholu, ktery je obarven barvou 1
—— ndzev druhého vrcholu, ktery je obarven barvou 1

—— ndzev posledniho vrcholu, ktery je obarven barvou 1
— 2
—— ndzev prvniho vrcholu, ktery je obarven barvou 2

© 0w N o oA W N+

=
=}

Pozndmka. Kazdy algoritmus muze mit ulozené v souboru svoje obarveni. Apli-
kace GraphColoring ale neuklada obarveni grafu, pokud v souboru jiz existuje
obarveni pomoci samého nepravdépodobnostniho algoritmu. V opacném pri-
padé, pokud se jedna o pravdépodobnostni algoritmus, tak se do souboru uklada
kazdé obarveni, i prestoze v souboru se jiz nachazi obarveni pomoci daného al-
goritmu. Duvod je zfejmy, nepravdépodobnostni algoritmus obarvuje stejny graf
stale stejné, zatim co u pravdépodobnostniho algoritmu se kazdé obarveni muze
lisit.

Priklad. Soubor s grafem na obr. 5.7 popsany pomoci matice incidence a obarveny
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dvéma algoritmy by vypadal nasledovneé:

PrikladSouboru.graph:

© 00 N O Utk W N =

BOBR W W W W W W W W W W NN DN DNDNDNDNDNDNHE B R B B2 B B 2 =
H O © 00 N O O bk W N HF O © 00N OO0 bk W N KFHF O © 00N 0 bk W N = O

Graph coloring. Graph representation: adjacencyMatrix

Graph name: Priklad grafu
Number of vertices: 7

GRAPH

0100100
10111060
0101000
0110110
1101000
0001001
0000010

COLORED GRAPH

Number of colors: 3

Used algorithm: connectedLargestFirst
-1

——2

-2

Number of colors: 4
Used algorithm: randomSequence
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5.2 Program - GraphColoringConsole

GraphColoringConsole je konzolova aplikace, kterd je urcCena pro praci s vel-
kym poctem grafii a k experimentovani. Aplikace umoznuje nasledujici:

1. generovani nahodnych grafii do souboru,

2. generovani nahodnych grafii do databaze,

3. vlozeni grafti ze souborti do databaze,

4. vytvoreni modelt pro Al,

5. prevod grafl ze standardniho formétu .col na format .graph,
6. méTeni casovych slozitosti jednotlivych algoritmi a

7. obarveni grafi.

Po spusténi aplikace se zobrazi menu, které je zobrazeno na obr. 5.8.

Obrazek 5.8: Menu aplikace GraphColoringConsole

5.2.1 Generovani nahodnych grafi

Aplikace umoznuje generovat a obarvit (pomoci vSech algoritmi) ndhodné
grafy, které néasledné ulozi do souboru nebo do databéze.
Soubory s priponou .graphDB

Soubory s priponou .graphDB slouzi k ukladani grafi a jejich obarveni. Grafy
se ukladaji v redukovaném formatu, kdy se neuklada cely graf, nybrz pouze vlast-
nosti daného grafu.

Struktura souboru .graphDB:

1 Graph: pocet-vrcholiu pocet-hran trida-grafu je-chorddlni je-requldrni
je-cyklicky je-eulerovsky mazimdlni-stupen-grafu minimdlni-stupen-grafu
prumeérng-stupen-grafu medidn-stupneé-grafu pocet-artikulaci pocet-mosti
girth neklesajici-skore-grafu

2 ndzev-nepravdépodobnostniho-algoritmu: pocet-pouZitych-barev

3 nazev-pravdépodobnostniho-algoritmu: pocet-iteraci-algoritmu
nejmensi-pocet-pouzitych-barev nejvétsi-pocet-pouZitych-barev

Hodnoty pro polozku trida grafu jsou: none, completeGraph, treeGraph, cycle-
Graph, bipartiteGraph a complete BipartiteGraph.
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rian.

Hodnoty pro polozku eulerovsky graf jsou: eulerian, semiEulerian a notEule-

V souboru se také mohou nachazet radky s komentéari. Tyto fadky zacinaji
slovem Comment: .

Priklad. Soubor s dvéma grafy a s dvéma obarvenimi (jedno obarveni pomoci
nepravdépodobnostniho algoritmu a druhé pomoci pravdépodobnostniho algo-
ritmu) by vypadal néasledovné:

PrikladSouboru.graphDB:

1
2

[ BN L B N

N1

Comment: HC (CS)
Graph: 18 27 none False True True notEulerian 3333213333333 3

33333333333

randomSequence 10 3 4

connectedSequential 4

Comment: HC (GIS)

Graph: 6 5 treeGraph True False False notEulerian 3 1 1.66666666666667 1

250111133

greedyIndependentSet 3
geneticAlgorithm2 10 2 2

Generovani ndhodnych grafti do souboru

Vygenerované a obarvené grafy se budou uklddat do souboru s umisténim
Data\ GeneratedGraphs.graphDB. Pfed samotnym generovanim a obarvovanim
grafti bude po uzivateli pozadovano zadani nékolika dodateénych informaci:

1.

2.

ma se vypisovat pribéh generovani a obarvovani grafi na konzoli,

pokud existuje neprazdny soubor GeneratedGraphs.graphDB, ma se smazat
jeho obsah,

muze se pouzit na obarvovani grafii geneticky algoritmus s exponentem 2,

muzou se pouzit na obarvovani grafii algoritmy, které vyuzivaji metodu
interchangeExtended K3,

od jakého poctu vrcholii se maji generovat grafy,

do jakého poctu vrcholti se maji generovat grafy a

. kolik se ma vygenerovat grafi, kde pocet vygenerovanych grafii s poctem

vrcholi n se odviji od vzorecku ¢ x n€, kde ¢ je konstanta a e je exponent.

Priklad. Priklad generovani grafii do souboru je na obr. 5.9.
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Humbe - t nt * (number
umber of t * (number

Graphs were nerated and saved.

Obrazek 5.9: Generovani grafti do souboru - GraphColoringConsole

Pozndmka. Pro pravdépodobnostni algoritmy se grafy obarvuji 10x, kde se bere
nejmensi a nejvétsi pocet pouzitych barev na obarveni daného grafu.

Poznamka. Dtvod, pro¢ si uzivatel mize vybrat, zda chce grafy obarvovat ge-
netickym algoritmem s exponentem 2 nebo algoritmy vyuzivajici metodu inter-
changeEztended K3, je kvuli jejich vétsi ¢asové slozitosti.

Poznamka. Pocet vygenerovanych grafii s poc¢tem vrcholit mensi nez 7 je pevny a
neni ovlivnén vzoreckem ¢ x n€. Duvod je ten, ze pocet neisomorfnich graft s po-
¢tem vrcholi < 7 je maly a snahou je neplytvat ¢asem na generovani a obarvovani
zbytetné mnoha (stejnych) grafi. Pocet vygenerovanych grafu je nésledujici:

e pron = 1 se vygeneruje 1 graf,
e pron = 2 se vygeneruje 1 graf,
e pron = 3 se vygeneruji 2 grafy,
e pron = 4 se vygeneruji 4 grafy,
e pron = 5 se vygeneruje 11 grafti,
e pron = 6 se vygeneruje 34 graft,

coz odpovida presné pocCtu neisomorfnich grafu.

Generovani ndhodnych grafii do databaze

Vygenerované a obarvené grafy se budou uklddat do databaze, jejiz schéma je
uvedeno v kapitole 6.1. Pfed samotnym generovanim a obarvovanim grafi bude
po uzivateli pozadovano nékolik dodateénych informaci, které jsou stejné jako
pri generovani nahodnych graftt do souboru obohacené o informace tykajici se
databaze:

8. umisténi databaze,
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9. jméno databéaze,
10. prihlasovaci uzivatelské jméno a
11. prihlasovaci heslo.

Priklad. Priklad generovani grafii do databéaze je na obr. 5.10

n]
D
D
n]
D
D
b}
D
1D -

Obrézek 5.10: Generovani grafi do databaze - GraphColoringConsole

Pozndmka. Pokud prihlaseni do databaze probéhne v poradku, tak aplikace si
tyto udaje ulozi a uzivatel jiz v budoucnosti nebude muset vyplnovat tyto infor-
mace znova.

5.2.2 Vytvoreni modeld pro meta-algoritmus

Pomoci aplikace 1ze vytvorit i modely pro meta-algoritmus, které vyuziva
aplikace GraphColoring pro algoritmus Al Pro kazdy algoritmus se vytvori jeden
model. Modely se ukladaji do slozky Data a maji priponu .zip. Data urcené na
trénovani a testovani se berou z databaze. Pti vytvoreni modelu se v konzoli
vypisuje i ohodnoceni dané¢ho modelu, diky ¢emuz se uzivatel miize rozhodnout,
zda nevymeéni stavajici model daného algoritmu v aplikaci GraphColoring, ktery
se nachazi ve slozce AIModels. Pokud pro dany algoritmus nelze z divodu malého
mnozstvi dat vytvorit model, tak se zobrazi chybova hlaska.

Poznamka. Aktualni modely a jejich ohodnoceni, které pouziva aplikace Gra-
phColoring, jsou uvedeny v priloze A.

5.2.3 Vlozeni grafi ze soubort do databaze

Aplikace umoznuje vlozeni grafi ze souboru .graphDB do databaze. Berou se
vSechny soubory s umisténim Data\ *. graphDB. Pfed nahranim grafi do databéze
se pozaduji nasledujici informace:

1. mé se vypisovat pribéh nahravani graft do databéze a
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2. maji se pred vlozenim odstranit vsechny grafy z databaze.

Priklad. Piiklad vkladani grafti ze soubort do databaze je na obr. 5.11.

raphs.graphDB

Obréazek 5.11: Vkladani grafii ze souborti do databaze - GraphColoringConsole

5.2.4 Prevod z .col na .graph

Existuje bézné pouzivana kolekce grafi DIMACS, jejiz grafy jsou ve forméatu
.col, a proto aplikace umi prevadét grafy z formatu .col na format .graph. Poten-
cionalni soubory k prevodu se hledaji ve slozce Data.

Priklad. Priklad prevodu grafii z .col na .graph je na obr. 5.12.

Obréazek 5.12: Prevod grafii z .col na .graph - GraphColoringConsole

5.2.5 Meéreni casovych slozitosti algoritmui

Aplikace umi pro kazdy algoritmus zmérit ¢as potfebny na obarveni ndhod-
ného grafu s danym poctem vrcholii. Vysledek z méteni se ulozi do souboru s umis-
ténim Data\ TimeComplezity.trt. Kvili pfesnosti méfeni se dany graf obarvuje
jednim algoritmem 100x, a tedy obarvovani vétsich grafii muze trvat i nékolik
hodin az dni! Uzivatel zada pocet vrcholii, na zakladé ¢ehoz aplikace vygeneruje
dva grafy, z nichz jeden je 1idsi a druhy je hustéjsi, které postupné obarvi pomoci
vsech algoritmi. Toto lze iterovat pro nékolik grafii, jehoz pocet zadal uzivatel
pred spusténim. U algoritmi pouzivajici libovolnou variantu metody interchange
je uveden i pocet jeho volani.
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Priklad. Priklad méteni ¢asovych slozitosti je na obr. 5.13.

r false]: false
nded with K3 [true false]: false

t generating...

complexity was generated.

Obrézek 5.13: Méreni casovych slozitosti - GraphColoringConsole

5.2.6 Obarvovani grafi

Dalsi funkcionalitou aplikace je obarvovani grafii. Grafy k obarveni se hle-
daji ve slozce Data. Vysledek z obarvovani se ulozi do souboru s umisténim
Data\ ColoredGraphs.graphDB, ktery je formatu .graphDB a obsahuje vzdy ko-
mentar s nazvem grafu, nasledovany popisem grafu pomoci jeho vlastnosti a pti-
padnych obarveni pomoci jednotlivych algoritmii.

Priklad. Priklad obarvovani grafii je na obr. 5.14.

to continue.

Obrazek 5.14: Obarvovani grafti - GraphColoringConsole
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6.

Vyvojova dokumentace

Aplikace je tvorena tremi vrstvami, které jsou od sebe navzdjem oddéleny.
Jedna se o nasledujici vrstvy:

 databaze (DB),

» backend (BE) a

« frontend (FE) s WCM.

Komunikace mezi vrstvami je zobrazena na obr. 6.1.

FE
WCM

BE <}:{> DE

Obrazek 6.1: Komunikace mezi vrstvami

Databaze ma dveé vyuziti. Prvni vyuziti je pro uzivatele, ktery pomoci pri-
pravenych pohledi a metod miize ziskavat data pro experimenty. Databazi ale
vyuziva i BE, ktery vyuziva jeji data jako trénovaci a testovaci data pro ML.

BE je netrivialni ¢asti aplikace, ktery se stara naptiklad o

nacitani (prip. ukladani) graf ze soubori,
reprezentaci grafi,

vypocty vlastnosti grafi,

generovani grafi,

barveni grafu atd.

FE zprostredkovava vazbu mezi uzivatelem a BE. WCM obsahuje vsechny
textace.

veci.

vvvvvv

Tuto dokumentaci doplnuji zdrojové kdédy a komentére, které tyto zdrojové
kody obsahuji. Podrobnou strukturu funkei a procedur 1ze nejlépe pochopit pravé
v téchto zdrojovych kodech.
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6.1 Databaze

Databéze se sestava ze 13 tabulek, z nichz nejdulezitéjsi jsou GraphColoring-
Graph, GraphColoringCore a GraphColoringBest.

Poznamka. Skripty pro vytvoreni schématu databaze jsou urceny pro MS SQL.

Schéma databaze je zobrazené na obr. 6.2.

GraphColeringGraph GraphColoringEulerianGraph
1.N = ; 0.N 0.N = =
»| + 1D_Graph: integer (PK) < # + ID_EulerianGraph: integer (PK)
]
+ |D_EulerianGraph: integer (FK, not null) + Name: varchar(30) (not null, unigue)
1
+ |D_GraphClass: integer (FK, not null)
0.1 GraphColoringGraphClass
+ |D_TypeGeneratedGraph; integer (FK) 0N
» + |D_GraphClass: integer (PK)
+ IsRegular: bit (not nully
+ Name: varchar(30) (not null, unique)
+ IsCyclic: bit (not nully
+ [sChordal: bit (not null) GraphColoring TypeGenerated Graph
0.N ;
+ CountCutVertices: integer (not null, == 0) » + |D_TypeGeneratedGraph: integer (PK)
+ CountBridges: integer (not null, == 0) + Name: varchar(30) (not null, unique)
+ CountVertices: integer (not null, = )
+ CountEdges: integer (not null, >= 0) ; GraphColoringCore
+ Girth: integer (not null, ==0) B +AD:Graph:integer (FK)
+ Density float (not null, == 0) + |D_GraphColoringAlgorithm: integer (FK)
+ VeriexConnectivity: integer (>=0) + Colors: integer (not null, >= 0)
+ EdgeConnectivity: integer (== 0) + CountOfiterations: integer (== 0}
+ MinimumVertexDegree: integer (not null, == 0) EMunColois:inieger (= 1)
+ Maximum\VertexDegree: integer (not null, == 0) * MaxColors: integer (>= 0}
+ AverageVertexDegree: float (not null, ==0)
+ MedianVertexDegree: integer {not null, == 0) 1 GraphColeringBest
4 + |D_Graph: integer (FK)
GraphColoringGraphDegree + |D_GraphColoringAlgorithm: integer (FK)
1
+ |D_Graph: integer (FK) + Colors: integer {not null, == 0)
1
+|D_Degree: integer (FK)
GraphColoringDegree
0.N
»| + |D_Degree: integer (PK)
+ Degree: integer (not null, == 0)
+ CountVertices: integer (not null, == 0)
GraphColoringAlgorithm
0O.M 0.N
»| + |D_GraphColoringAlgorithm: integer (PK) -
+ Name: varchar(60) (not null, unique) 0.N
RN B vy
GraphColoringAlgorithmGeneticAlgorithm e g,
+ |D_GraphColoringAlgorithmGeneticAlgerithm: integer (PK) GraphColoringAlgorithmOthers
+ ExponentCountOflteration: integer (not null) ! + |D_GraphColoringAlgorithmQthers: integer (PK)
__,,_.—-""__’ GraphColeoringAlgorithmCombination
GraphColoringAlgorithminterchange + ID_GraphColoringAlgorithmCombination: integer (PK)
+ |D_GraphColoringAlgorithminterchange: integer (PK) 1 + |D_FirstGraphColoringAlgorithm: integer (FK, not null)
+ Interchange: integer (not null) 1 + ID_SecondGraphColoringAlgorithm: integer (FK, not null)

Obrazek 6.2: Schéma databdze
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6.1.1 Tabulka GraphColoringGraph

V této tabulce jsou ulozeny vsechny grafy, které jsou reprezentovany pouze
jeho vlastnostmi. V tabulce se nevyskytuji dva stejné grafy, tj. grafy se stejnymi
vlastnostmi, za coz ruci procedury a funkce, které modifikuji danou tabulku.

P1i vkladani nového grafu se kontroluje, zda sedi pocet vrcholi se skorem
grafu a zda plati princip sudosti.

Pozndmka. V tabulce jsou vlastnosti vertezConnectivity (vrcholova souvislost) a
edgeConnectivity (hranova souvislost), které nejsou z ¢éasové vytizenosti na BE
implementovany, a proto budou mit vzdy hodnotu NULL.

6.1.2 Tabulka GraphColoringCore

Tato tabulka obsahuje obarveni grafii pomoci algoritmt. Kazdy zaznam ob-
sahuje identifikdtor grafu, algoritmu a pocet pouzitych barev, pokud se jedna
o pravdépodobnostni algoritmus, tak obsahuje navic pocet iteraci (kolikrat byl
graf pomoci daného algoritmu obarven) véetné nejmensiho a nejvétsiho poc¢tu po-
uzitych barev. U pravdépodobnostniho algoritmu se pocet pouzitych barev spo-
¢ita jako aritmeticky primeér z nejmensiho a nejvétsiho poctu pouzitych barev se
zaokrouhlenim nahoru.

Zaznam s jednim grafem a jednim algoritmem se mtize v tabulce vyskytovat
nejvyse jednou. Pokud se zavola pridani obarveni a obarveni jiz existuje, tak
dojde k modifikaci ulozeného obarveni, kdy se aktualizovany pocet pouzitych
barev spocita jako aritmeticky primér ze staré a nové hodnoty se zaokrouhlenim
nahoru.

Pozndmka. Metody pro pridani obarveni jsou rozdéleny pro nepravdépodobnostni
a pravdépodobnosti algoritmy a za jejich spravné volani ruci ten, kdo je vola. Ji-
nak feceno, databaze neuchovava informaci o tom, zda algoritmus je pravdépodob-
nostniho charakteru a tudiz neméa moznost ovérit, zda u volané metody nechybi
vyplnéné parametry, které jsou povinné pro pravdépodobnostni algoritmy.

6.1.3 Tabulka GraphColoringBest

Tabulka obsahujici nejlepsi obarveni pro grafy. Tuto tabulku modifikuji pouze
triggery, tzn. tabulku nejde modifikovat primo pomoci metod! Pti kazdém vlo-
zeni / modifikaci zdznamu v tabulce GraphColoringCore dojde k zavolani pri-
slusného triggeru, ktery zaruci validni data v tabulce GraphColoringBest. Kazdy
zaznam obsahuje identifikator grafu, algoritmu a pocet pouzitych barev.

Poznamka. 7 této tabulky se vytvareji data pro BE, které jsou pouzity k uceni
ML.
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6.2 Backend - GraphColoring

BE' se stard o nasledujici véci:

o vytvoreni grafu (slozka Graph),

« reprezentaci grafu (slozka Graph),

 obarveni grafu a vsechny véci s tim spojené (slozka Graph\ ColoredGraph a

GraphColoringAlgorithm),

o zjisténi tiidy grafu (slozka Graph\ GraphClass),

« grafové modifikace (slozka Graph\ GraphModification),

« grafové operace (slozka Graph\ GraphOperation),

« vypocty vlastnosti grafu (slozka Graph\ GraphProperty),

« generovani ndhodného grafu (slozka GenerateGraph),

« vizualizaci grafu (slozka GraphVisualization),

« praci se soubory (slozka ReaderWriter) a

« testovani jednotlivych funkcionalit (slozka Tests).

6.2.1 Graph

Namespace Graph obsahuje tiidy pro reprezentaci vrcholu, reprezentaci hrany;,
reprezentaci grafu, modifikace grafu, operace grafu, vlastnosti grafu a tridy grafu.

Hierarchie namespacu Graph je zobrazena na obr. 6.3.

Graph

GraphClass

GraphOperation

GraphProperty ‘

\

GraphClass.cs
GraphClassEnum.cs

>

GraphOperation.cs

>

GraphProperty cs
Integerinvarianis cs
RealNumberinvariants cs
SequencesPolynomialsCihers.cs
Properiies.cs
EulerianGraphEnum.cs
Chordal.cs
Component.cs
Cycle.cs

|Graphinterface cs B

Graph.cs
GraphRepresentationEnum.cs
IGraphAdjacencyMatrixinterface cs
GraphAdjacencyMatrix.cs
IGraphEdgeListinierface cs
GraphEdgeList.cs
GraphRepresentationEnum.cs
IiColoredGraphinterface.cs
ColoredGgraph.cs
GraphModification.cs
Ivertexinterface.cs
Vertex.cs
VertexExtended.cs

lArcinterface cs
Arc.cs

Obrazek 6.3: Hierarchie namespacu Graph

Hierarchie dédéni v namespacu Graph je zobrazena na obr. 6.4.
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IGraphinterface Vertex

N

|GraphAdjacencyMatrixinterface IGraphEdgeListinterface VertexExtended

Obrézek 6.4: Hierarchie dédéni v namespacu Graph

Graf je reprezentovany seznamem sousedii, kde seznam vrcholtl je reprezento-
vany Dictionary a seznam sousedil je reprezentovany HashSetem. Divod vybéru
této reprezentace je snaha o minimalizaci ¢asovych slozitosti pro operace nad
grafy i za cenu vétsi pamétové slozitosti (zpusobené hashovaci tabulkou). Zjis-
téni, zda dva vrcholy jsou spojeny hranou a pridani, resp. odebrani hrany v grafu
dokéazeme s amortizovanou casovou slozitosti v konstantnim case a nalezeni vSech
sousedt k néjakému vrcholu v méa casovou slozitost O(Ng(v)), coz jsou nejmensi
mozné casové slozitosti pro dané operace.

Kazdy vrchol obsahuje dva identifikatory:

o identifikitor (identifier), coz je vygenerované ¢islo programem, s kterym
pracuje pouze program,

» wzivatelské jméno vrcholu (userName), coz je fetézec definovany uzivatelem.

Dtvod dvou identifikatort je ten, ze program pracuje s ¢islem, coz je rychlejsi a
uzivatel pracuje s fetézcem, coz je pro uzivatele prijemnéjsi. Navic si dané vrcholy
muze oznacovat "libovolné'.

Graf tedy kromé seznamu sousedii obsahuje jesté dvé Dictionary, jednu pro
prevod z identifikdtoru na uzivatelské jméno (mapping) a druhou pro prevod
z uzivatelského jména na identifikdtor (mappingUserName).

Vrchol navic obsahuje atribut barvu (color), coz je nezaporné ¢islo.

Rozdil mezi tiidou Verter a VertexFExtended je ten, ze VertexrFatended ma
settery na identifikator, uzivatelské jméno a barvu, zatim coz Vertexr obsahuje
pouze gettery a zadné verejné settery. Cilem je, aby tridu VertexFxtended pouzi-
vala pouze tfida Graph a vSichni ostatni pouzivali tridu Vertex, nebot nechceme,
aby nékdo jiny nez Graph ménil hodnoty vrcholti, diky ¢emuz by mohla vzniknout
nekonzistence dat.

Na vytvareni grafu se vyuzivaji dvé zdédéné tiidy od Graph, a to GraphAd-
jacencyMatriz (pro matice sousedi) nebo GraphEdgeList (pro seznamy hran
a seznamy sousedi). Trida GraphAdjacencyMatriz obsahuje metodu SetOfNei-
ghborsOfVertex (List<bool>), ktera nacita jeden radek matice sousednosti. Ttida
GraphEdgeList ma metodu AddEdge (userNamel, userName2), pomoci které si
pridavaji hrany do grafu. Protoze graf miize mit izolované vrcholy, které nejsou
spojeny zadnou hranou, tak tiida obsahuje jesté jednu metodu AddVertex (user-
Name), kterd slouzi pouze pro pridani nového vrcholu.

Poté, co je graf vytvoreny, tak se musi inicializovat volanim metody Initi-
alizeGraph(), jinak s grafem nelze standardné pracovat (obarvovat, modifikovat
apod.)!
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Dalsi tridou je ColoredGraph, coz je vnitini privatni tfida ttidy Graph. Tato
ttida obsahuje vse nezbytné pro obarveni grafu, jako je obarveni vrcholu libo-
volnou barvou, hladové obarveni grafu pomoci posloupnosti vrcholi apod. Trida
ColoredGraph implementuje i saturation, tzn. ze si drzi strukturu o nasycenosti
jednotlivych vrcholti. Tato funkcionalita musi byt pred pouzitim zapnuta pomoci
metody SetSaturation, nebot je standardné vypnuta! Po obarveni grafu musi byt
obarveny graf inicializovin pomoci metody Initialize ColoredGraph(), diky ¢emuz
se zkontroluje, zda dané obarventi je validni. Kdokoliv mimo ttidu Graph muze zis-
kat referenci na danou instanci ColoredGraph pomoci metody GetColoredGraph().

GraphModification.cs slouzi pro grafové modifikace, které jsou implemen-
tovany intuitivné a neni pottreba je popisovat. Nutno jenom podotknout, Ze po
vykonani modifikaci, je potfeba bud aktualizovat vlastnosti grafu pomoci pri-
slusné metody, nebo resetovat vsechny jeho vlastnosti a deinicializovat pripadny
obarveny graf, aby nedochazelo k nekonzistencim dat.

GraphProperty

Vlastnosti grafu se déli na:

« vlastnosti s booleovskymi hodnotami ( Properties.cs),

o vlastnosti s ¢iselnymi hodnotami (IntegerInvariants.cs),

« vlastnosti s redlnymi hodnotami (RealNumberInvariants.cs),
 posloupnosti a jiné (SequencesPolynomialsOthers.cs).

Kazda vlastnost grafu se pocita zvlast. Pokud pri vypoctu néjaké vlastnosti
lze ziskat i jinou vlastnost, tak se toho vyuzije.

Kdokoliv mimo tiidu Graph muze ziskat referenci na danou instanci Graph-
Property pomoci metody GetGraphProperty().

GraphProperty.cs obsahuje metodu pro reset vlastnosti a metody, které se
volaji pri jednotlivych modifikacich grafu a jejichz cilem je zachovat (resp. poupra-
vit) co nejvice vlastnosti grafu, aby se nemusely zbyteéné pocitat znova.

Properties.cs zjistuje o grafu nasledujici:

« zda je graf souvisly (se ziskdanim komponent souvislosti a po¢tu komponent)
(Component.cs),

 zda je graf regularni (se ziskdnim skore grafu),

o zda je graf eulerovsky (se ziskdnim skore grafu a zjisténim, zda je graf
souvisly),

« zda graf obsahuje cyklus a

o jestli se jednd o chordalni graf (s vytvorfenim perfektniho eliminacéni sché-
matu) (Chordal.cs).
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Ke zjisténi nesouvislosti grafu se nejdiive zkontroluje, zda |E| < |V| — 1,

a to diky vété 3. V opacném pripadé se pouziva standardni algoritmus, kdy se
vytvori struktura obsahujici vrcholy s ¢islem komponenty, které jsou ze zacatku
vynulované. Pro kazdy vrchol s ¢islem komponenty 0 se provede BFS, kdy se
vrcholtim, které byly nalezeny, ptitadi ¢islo, které je o jedna vétsi nez dosavadni
pocet nalezenych komponent. Casova slozitost je O(|V| + |E|), nebot se projde
cely graf jednou.
Pokud graf je souvisly, tak se do seznamu souvislych komponent da ukazatel na
dany graf, pokud pocet komponent je vétsi nez 1, tak se pro kazdou souvislou
komponentu vytvori novy graf a odkaz na dany graf se prida do seznamu
komponent.

Regularnost grafu se zjisti jednoduse, a to tak, Ze se porovna maximalni a
minimalni stupen grafu. Casova slozitost je O(|V| + |E|), nebot se zaroven
vytvarii i skore grafu.

Pokud vSechny stupné grafu jsou sudé, tak se jedna o eulerovsky graf. Pokud
pocet vrcholi s lichym stupném je nejvyse dva, tak se jednd o semi-eulerovsky
graf. Graf s vétsim poctem lichych stupnti nez dva neni eulerovskym grafem.
Navic graf je eulerovsky, resp. semi-eulerovsky pokud je souvisly. Casova slozitost
je O(|[V] + |E|), nebot se zaroven vytvari skére grafu a zjistuje se, zda je graf
souvisly.

Ke zjisténi cyklu jsou naimplementovany dvé metody. Prvni vyuziva stan-
dardni BFS algoritmus s ¢asovou slozitosti O(|V| + |E|). Druhd varianta po-
uzivd Union-Find s Casovou slozitosti operace Find O(1) a Union O(|V]). Tedy
casova slozitost na zjisténi cyklu pomoci metody Union-Find je O(|V| x |E|).
Na zakladé casové slozitosti se pouziva pouze prvni varianta.

Chordalnost grafu se ovéruje tak, ze se pomoci algoritmu MCS[5] vygeneruje
posloupnost vrcholi, kterd je pro chordalni grafy perfektnim elimina¢nim sché-
matem. Tedy po ziskani posloupnosti od algoritmu MCS staci ovérit, zda se jedna
o perfektni eliminac¢ni schéma.

Algorithm 26: MCS

1 MCS (G)

2 foreach vrchol v grafu G do

3 | w(v) = 0;

4 end

5 for i .- n to 1 do

6 v :- neoznaceny vrchol s nejvétsi vahou w(v);
7 foreach neoznaceny soused v; vrcholu v do
8 | w(v) = w(v) + 1

9 end

10 sequenceli] = v;

11 oznacit vrchol v;

12 end

13 return sequence;

MCS lze implementovat s Casovou slozitosti O(|V| x log(|V|) + |E|).

Tvrzeni 26. Pokud graf G je chordalni, pak MCS algoritmus vrati perfekini eli-
minacni schéma.
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Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Necht tedy G je chordalni graf a MCS algorit-
mus vratil posloupnost vrcholt (vy, v, . .., v, ), kterd neni perfektnim elimina¢nim
schématem grafu G. Pak se tedy v posloupnosti nachazi vrchol v; jehoz sousedi
vpravo v posloupnosti (tj. vrcholy s vétsim indexem) netvori kliku. Dva pravé
sousedy vrcholu v;, které nejsou spojeny hranou, si oznacme v; a v. Vsechny
vrcholy v,_1, ..., v; byly do posloupnosti pridany diky tomu, Ze jeden z jejich
sousedu (tzv. predchidce) se jiz v posloupnosti nachézel. Necht v; je nejblizsi
spolecny predchiidce pro vrcholy v; a v;. Pak jsme ale nalezli indukovany cyklus
(Viy Vjyeoos Uy oon, Uk, v;), ktery ma délku > 4, coz je spor s tim, ze graf G je
chordalni.

OJ

MCS algoritmus je implementovan pomoci prioritni fronty, a to pomoci Fibo-
nacciho haldy.

IntegerInvariants.cs zjistuje o grafu nasledujici vlastnosti:
e pocet vrcholi,
e pocet hran,

» pocet komponent (se ziskdnim komponent souvislosti a informace, zda je
graf souvisly)

e circuit rank (se ziskdnim poc¢tu komponent),

o girth (se ziskdnim informace, zda graf obsahuje cyklus),

o Cayleyho formuli,

« maximalni, minimaln{ a pramérny stupen vrcholu (se ziskdanim skére grafu).

Pocet vrcholl a pocet hran neni potieba vypocitavat, pri vytvoreni grafu jsou
tyto hodnoty znamy a pri modifikacich se adekvatné aktualizuji.

Girth se pocita tak, ze se na kazdém vrcholu provede BFS, diky ¢emuz se
nalezne nejmensi cyklus, ktery vede pres dany vrchol. Protoze BFS pro jednotlivé
vrcholy jsou nezavislé, tak se vyuziva paralelniho vypoctu. Casové sloZitost je

O(V] x (V[ + [E])).

SequencesPolynomialsOthers.cs zjistuje o grafu nasledujici:
o skore grafu,

« libovolnou kostru grafu,

perfektni eliminacéni schéma (se ziskdnim informace, zda je graf chordélni),

« artikulace a mosty|6].
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Skore grafu se spocitd projitim vsech vrcholi a spocitanim jejich sousedii.
Volajici si mize vyzadat seznam stupni bez vrcholil, seznam vrchold bez stupnt
(vyuziva metoda LF), nebo obojiho, jejichz pfipadné setfidéni podle skére ovliv-
nuje volajici. Cilem je neplytvat ¢as na setfidéni skére, pokud to neni potteba.

Kostra grafu se ziskd priuchodem do sitky (BFS).

Skére grafu i kostra grafu se da zjistit s ¢asovou slozitosti O(|V| 4+ |E|), nebot
se projde cely graf jednou.

GraphClass

GraphClass je staticka tiida, ktera pro dany graf zjisti jeho tfidu. Testuji se
nasledujici tridy:

o Uplny graf (completeGraph),

« strom (treeGraph),

kruznice (cycleGraph),

bipartitni graf (bipartiteGraph) a
o Uplny bipartitni graf (completeBipartite Graph).

Volajici ma moznost otestovat vsechny tiidy po jedné nebo vyuzit metodu
GetGraphClass(IGraphInterface), kterd vrati rovnou danou tiidu. Pokud graf ne-
odpovida zadné tride, tak funkce vrati None. Na druhou stranu, graf muze od-
povidat vice tiiddm (napf. stromu a bipartitnimu grafu), pak se uprednostnuje
nejspecifictéjsi tiida, tj. t¥ida, ktera se vyskytuje v seznamu nejvyse (viz seznam
vyse).

Zjisténi, zda graf je Gplng, je trivialni, staci ovéfit zda |E| = (1)1, co# se
zvladne s konstantni ¢asovou slozitosti.
Pro strom staci diky vété 4 ovérit, zda je graf souvisly a [V| = |E| + 1, coz se

zvladne s casovou slozitosti O(|V| + |E|).

Pro kruznici se zjistuje, zda je graf souvisly, reguldrni a maximélni (= mini-
malni) stupen grafu je 2, coz se zvladne také s casovou slozitosti O(|V| + |E|).

Bipartitni graf se testuje pomoci BFS, ktery pripadné rozdéli vrcholy do dvou
partit. Pro tplny bipartitni graf se navic zjistuje, zda vrcholy v jednotlivych parti-
tach maji spravné stupné. Pripadné partity se ukladaji do proménnych firstPartite
a secondPartite v GraphProperty. Oboji ma ¢asovou slozitost O(|V| + |E|).
GraphOperation

Jedna se o statickou tiidu, kterd umi provadét néasledujici operace s grafy:

o vytvorit komplementarni graf,

o vytvorit hranovy graf,

o vytvorit podgraf pro danou mnozinu vrcholt a

o zkopirovat graf.
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Vsechny operace uvedené vyse vytvareji novy graf, ktery neni nijak svazan s gra-
fem, ze kterého byl vytvaren. Operace jsou implementovany intuitivné a neni
potfeba je popisovat. VSechny operace maji ¢asovou slozitost O(|V| + |E|),
nebot projdou graf jenom jednou.

6.2.2 GraphColoringAlgorithm

Namespace GraphColoringAlgorithm obsahuje tiidy s algoritmy pro obarvo-
vani.
Hierarchie namespacu GraphColoringAlgorithm je zobrazena na obr. 6.5.

GraphColoringAlgorithm

SequenceAlgorithm

—[ Connected Sequential ConnectedSequential cs

LargestFirstSequence

4[ RandomSequence

LargestFirstSequence.cs

RandomSequence.cs

SmallestLastSequence SmallesiLastSequence.cs

T TTT

NN e n e

— GraphColoringSequenceAlgorithm.cs

CombinationAlgorithm CombinationAlgorithm.cs

ConnectedLargestFirst ConnectedLargestFirst.cs

GeneticAlgorithm GeneticAlgorithm.cs

GreedylndependentSet GreedylndependentSet.cs

NN n N

Optimal Optimal.cs
SaturationLargestFirstSequence SaturationLargestFirstSequence.cs B‘
Alcs

Al AlAlgorithm.cs

GraphData.cs

N G i
T T T TTTT

7

IGraphColoringAlgorithminterface.cs
GraphColoringAlgorithm cs
GraphColoringAlgorithmEnum.cs
GraphColoringAlgorithminterchangeEnum.cs
IGraphColoringAlgorithmStepinterface.cs
TimeComplexityEnum.cs

Obrazek 6.5: Hierarchie namespacu GraphColoringAlgorithm
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Hierarchie dédéni v namespacu GraphColoringAlgorithm je zobrazena na
obr. 6.6.

IGraphColoringAlgorithminterface IGraphColoringAlgorithmStepinterface

—— GraphColoringSequenceAlgorithm

SmallestLastSequence

RandomSequence

LargestFirsiSequence }7

ConnectedSequential

1 L1

CombinationAlgorithm

ConnectedLargestFirst

GreedylndependentSet

GeneticAlgorithm ‘

Optimal

SaturationLargestFirstSequence }7

Al ‘

L L1

Obrazek 6.6: Hierarchie dédéni v namespacu GraphColoringAlgorithm

Kazdy algoritmus musi pfimo, nebo neptimo implementovat interface IGra-
phColoringAlgorithmlInterface, jehoz jednou verejnou metodou je Color(), kterd
obarvi dany graf. Algoritmy, které mohou byt pouzity pro kombinac¢ni algorit-
mus, musi navic implementovat i interface IGraphColoringAlgorithmStepInter-
face, ktery obsahuje jednu verejnou metodu, a to metodu Step(), ktera obarvi
pouze jeden vrchol v ¢astecné obarveném grafu.

Sekvenc¢ni algoritmy dédi ze tridy GraphColoringSequenceAlgorithm, ktera
implementuje metodu Color() tak, ze dany graf obarvi hladové podle posloup-
nosti vrcholt, kterou vytvori danéd zdédéna tiida (pomoci metody CreateVertex-
Sequence()).

Kazdy algoritmus obsahuje atributy name a timeComplexity. Atribut name
vyuziva hlavné FE a atribut timeComplexity pouziva metoda Al a to v pii-
padé, kdyz pro néjaky graf bylo shleddano nékolik algoritmu "stejné" dobrych, tak
druhym kritériem pro vybér nejlepsiho algoritmu pro dany graf je pravé casova
slozitost algoritmu.

Konstruktor genetického algoritmu bere navic dva atributy, které se tykaji ve-
likosti populace a poctu iteraci algoritmu. Parametr populationSize urcuje velikost
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populace genetického algoritmu, defaultné je nastaveno na konstantu 0. Druhy
parametr ezponentCountOflteration = e urcéuje pocet iteraci, a to predpisem |V|°.

Al algoritmus si pfi prvni inicializaci nacte vSechny modely pro jednotlivé
algoritmy. Tyto modely nacita ze slozky GraphColoringAlgorithm\ AIModels, kde
soubor s modelem musi mit nazev tvaru model-ndzev algoritmu podle GraphColo-
ringAlgorithmEnum.zip (napt. model-smallestLastSequencelnterchange.zip). Po-
kud neni nac¢ten zadny model, tak se pro obarveni grafu pouzivaji dva algoritmy,
jejichz vybér zalezi na poctu vrcholi daného grafu. Pro grafy s poctem vrchola
< 50 se pouziva geneticky algoritmus s exponentem 2 a pro vétsi grafy se pou-
ziva SLIE algoritmus. Tyto algoritmy byly vybrany na zdkladé experimentii, ze
kterych vysly jako nejlepsi barvici algoritmy pro dané grafy. Pokud byly nacteny
néjaké modely, tak se na zakladé grafovych vlastnosti zjisti, zda dany algorit-
mus ma potencial nejlépe obarvit dany graf. Pokud téchto algoritmt je vice, tak
se vybird na zékladé presnosti modelu (negative recall a positive precision) a az
nasledné se pripadné vybira podle casovych slozitosti jednotlivych algoritmu. Po-
kud graf lze optimalné obarvit pomoci néjakého konkrétniho algoritmu, tak se
nevyhodnocuji dané modely a rovnou se pouzije dany algoritmus.

Algoritmy jsou implementovany podle kapitoly 3.

6.2.3 GenerateGraph

Namespace GenerateGraph obsahuje tiidy, které slouzi ke generovani ndhod-
nych grafi.
Hierarchie namespacu GenerateGraph je zobrazena na obr. 6.7.

GenerateGraph J

5 IGenerateGraphinterface.cs
ErdosRenyiModel ErdosRenyiModelProbabilityEnum.cs

ErdosRenyiModel.cs

Obrazek 6.7: Hierarchie namespacu GenerateGraph

Hierarchie dédéni v namespacu GenerateGraph je zobrazena na obr. 6.8.
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IGenerateGraphinterface.cs

ErdosRenyiModel

Obrazek 6.8: Hierarchie dédéni v namespacu GenerateGraph

Kazda trida pro generovani ndhodnych grafti musi implementovat interface
IGenerateGraphlnterface, jehoz jedinou verejnou metodou je GenerateGraph().
V celém projektu se generuji nahodné grafy pomoci Erdos-Rényi modelu.

6.2.4 GraphVisualization

Namespace GraphVisualization obsahuje tiidy, které slouzi k prevodu grafii
do bitmapy.

Hierarchie namespacu GraphVisualization je zobrazena na obr. 6.9.

[ GraphVisualization }

IGraphVisualizationInterface.cs
GraphVisualization.cs
|IConveriGraphToDotinterface.cs
ConvertGraphToDot.cs
FileNameExtensionEnum.cs

Obrazek 6.9: Hierarchie namespacu Graph Visualization

Hierarchie dédéni v namespacu Graph Visualization je zobrazena na obr. 6.10.

IGraphVisualizationinterface IConvertGraphToDotinterface

h

GraphVisualization ConvertGraphToDot.cs

Obrazek 6.10: Hierarchie dédéni v namespacu Graph Visualization

Trida GraphVisualization nejdiive odfiltruje grafy, které se nemaji vykreslo-
vat, tj. grafy s poctem vrcholi > 50 nebo obarvené grafy s poc¢tem barev > 14.
Pokud dany graf spliuje podminky pro vykresleni, tak se zavola tfida Convert-
GraphToDot, ktera dany graf prevede do obrazku, jehoz format vybira GraphVi-
sualization (zpravidla .jpg), pomoci knihovny DOT. Obrazek, ktery vrati Con-
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vertGraphToDot, se prevede do bitmapy. Prijemce poté po provolani metody Ge-
tImage() dostane bitmapovy obrazek s danym grafem, nebo s infohlaskou, pro¢

dany graf neslo vykreslit.
Knihovna DOT se vyskytuje ve slozce GraphVisualization\ DOT.

Pozndmka. Knihovnu DOT jsem si vybral z nékolika divodt. Prvnim byla dfi-
véjsi zkusenost s touto knihovnou a druhym divodem byly rozmanité moznosti,
které knihovna nabizi (vykreslovani riaznych tvaru, barev, sitky okraje apod.),
které jsem zvétsiny vyuzil.

6.2.5 ReaderWriter

Namespace ReaderWriter obsahuje ttidy, které slouzi pro praci se soubory.
Hierarchie namespacu ReaderWriter je zobrazena na obr. 6.11.

ReaderWriter

|IReader\Writerinterface cs
ReaderWriter.cs
Reader\WriterHeaderEnum.cs
IWriterGraphinterface cs
WriterGraph.cs
IReaderGraphinterface.cs
ReaderWriter.cs

Obréazek 6.11: Hierarchie namespacu ReaderWriter

Hierarchie dédéni v namespacu Reader Writer je zobrazena na obr. 6.12.

IReader\Writerinterface IReaderGraphinterface IWriterGraphinterface

T

ReaderWriter

— ReaderGraph —

- WriterGraph

Obréazek 6.12: Hierarchie dédéni v namespacu ReaderWriter

Trida ReaderWriter obsahuje standardni metody pro praci se soubory, jako
je vytvoreni souboru, smazani souboru, zvalidovani absolutni cesty apod.
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Trida ReaderGraph umi ¢ist soubory s formatem .graph a z daného souboru
umi pripadné vytvorit graf.

Trida WriterGraph umi vytvaret soubory s formatem .graph, kam umi ulozit
graf a obarveni grafu. Pred tim nez ulozi obarveni grafu pomoci nepravdépo-
dobnostniho algoritmu do souboru, tak zkontroluje, zda se jiz v souboru dané
obarveni nevyskytuje.

6.2.6 Tests

Kazda komponenta aplikace muze vyuzivat testovani, které se nachazi v na-
mespacu Tests.

Komponenty, které vyuzivaji testovani: prace se soubory (ReaderWriter, Rea-
der, Writer), grafy a grafové vlastnosti (Component, DegreeSequenceList, Cycle,
SpanningTree, ColoredGraph, BridgesCutVertices, Chordal, Class), grafové mo-
difikace (GraphModification), grafové operace (Complement, Copy, SubGraph,
LineGraph), grafova vizualizace (ConvertGraphToDot), generovani ndhodnych
grafi pomoci Erdos-Rényi modelu (ErdosRenyiModel) a nékolik algoritmu (LF,
SL, Optimal, SLF, CS, GIS, Combination, Genetic).

Hierarchie namespacu 7ests je zobrazena na obr. 6.13.

Tests

ITestinterface.cs
Test.cs
TestResource.resx

Obrazek 6.13: Hierarchie namespacu Tests

Hierarchie dédéni v namespacu 7Tests je zobrazena na obr. 6.14.

ITestinterface Tests

Obrazek 6.14: Hierarchie dédéni v namespacu Tests
Trida implementujici interface ITestInterface musi implementovat jednu me-
todu Test() a vlastnost GetPath(). Metoda Test() slouzi k otestovani dané kom-
ponenty a vraci StringBuilder, ktery obsahuje vystup testu, ktery mtze byt libo-
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volny. Vlastnost GetPath() vraci umisténi souboru, kam se bude ptfipadné ukladat
report z testu.

Trida Tests umoznuje testovat vice testi pohromadé. Podminkou je, aby dané
testy mély soubory se spravnymi vystupy v TestResource.resz a navic, aby dané
testy byly ulozeny v dictionary testsDictionary. Testovani ma dva mozné vystupy.
Prvnim z nich je vypis na konzoli, kde se vzdy vypiSe nazev testu a informace, zda
test probéhl ispésné, tzn. ze vystup daného testu je stejny s obsahem daného sou-
boru v TestResource.resz. Druhym moznym vystupem je vypsani vystupu z testu
do souboru, jehoz cesta se bere pravé z vlastnosti GetPath().

Trida Tests se spousti vzdy pri startu aplikace s vypisem do konzole, aby
se zkontrolovalo, zda je aplikace ve funkénim stavu, a proto by jednotlivé testy

Testy mimo jiné mohou slouzit i vyvojartm, aby predesli pripadnym defektiim
pri vyvijeni nové komponenty nebo opravé stavajici komponenty.
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6.3 Frontend - GraphColoring

FE se nachazi v namespacu GUI, ktery obsahuje formulai GraphColoring,
GraphVisualization a resource WCM, ktery obsahuje veskeré textace.
Hierarchie namespacu GUI je zobrazena na obr. 6.15.

. JCH _..-’E:SX

Obrézek 6.15: Hierarchie namespacu GUI

Formulair GraphColoring obsahuje zpravidla metody pro zpracovani udalosti,
které jsou implementovany intuitivné. Nutno jenom podotknout, ze FF se stara za
pripadné rozdéleni nesouvislého grafu do seznamu souvislych komponent. Nebof
nékteré barvici algoritmy nejsou schopny obarvit validné nesouvisly graf! Navic
vSechny slozité vypocty jako nacteni grafu, obarveni grafu, vygenerovani nového
grafu apod. se provadi v novém vlakné core Thread, a to z toho dtivodu, aby klient
mohl pripadné pouzit tlacitko Reset a navic aby pri casové slozitéjsich operacich
nedochazelo k neodpovidani aplikace.
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6.4 Backend - GraphColoringConsole

BE' se stard o nasledujici véci:

generovani a obarvovani nahodnych grafii, které uklada do souboru nebo
primo do databéze (slozka GenerateGraphs a Database),

vkladani grafti ze soubort do databaze (slozka Generate Graphs a Database),
vytvareni modeli pro AT (slozka ML),
prevadéni grafi z formatu .col na .graph (slozka ConvertGraphs),

méreni ¢asovych slozitosti jednotlivych algoritmu (slozka Generate Time-
Complezity) a

obarvovani graft ze souboru (slozka ColorGraphs).

Tridy z namespact GenerateGraphs, ConvertGraphs, Generate TimeComple-
zity a ColorGraphs jsou implementovany intuitivné a neni potteba je popisovat.

6.4.1 Database

Namespace Database obsahuje pouze jednu stejnojmennou t¥idu, kterd obsa-
huje metody pro navazani spojeni s databazi a metody pro provolani databazo-
vych funkei a procedur.

Jednou z nejdulezitéjsich metod je SaveDataFromDatabase ToFile(string, Gra-
phColoringAlgorithmEnum), kterd pro dany algoritmus ulozi data uréend pro ML
do souboru, jehoz umisténi se predava v prvnim parametru metody. Metoda navic
vybird data tak, aby pocet pozitivnich a negativnich priklada byl stejny.

6.4.2 ML

Namespace ML obsahuje tfidu pro vytvareni modeli pro Al
Hierarchie namespacu ML je zobrazena na obr. 6.16.

ML

CreateAl.cs
AlEnum.cs

Obrézek 6.16: Hierarchie namespacu ML

K vytvareni modeli se vyuziva knihovna ML.NET.
Vytvoreni modelu se sklada z 5 krokii:

1.

vytvoreni dat pro ML,
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2. transformace dat,

3. vytvoreni modelu,

4. ohodnoceni vytvoreného modelu a
5. ulozeni modelu.

Data se ziskavaji z databaze pomoci metody SaveDataFromDatabaseToFile,
kterd se nasledné rozdéli na trénovaci a testovaci data s urc¢itym pomérem, ktery
je defaultné nastaven na 7:3. K vytvoreni modelu je potifeba alespon 10000 dat.

U transformace dat se definuji featury, do kterych budou data prevedena.
Featury jsou nasledujici:

o GraphClass,

o EulerianGraph,

o IsRegular,

o IsCyeclic,

o IsChordal,

o CountVertices,

o CountEdges,

e CountCutVertices,

o Girth,

e Dense,

e MinimumVertexDegree,
o MaximumVertexDegree a
o AverageVertexDegree.

Tedy featurami jsou témér vSechny vlastnosti grafu, kromé poctu mostu, které
jsou korelované s poctem artikulaci. Tyto featury byly ziskany na zakladé ma-
ximalizace negative recall a positive precision. Vystupem modelu je booleovska
hodnota, ktera rika, zda dany algoritmus je vhodny pro dany graf.

Divod pro maximalizaci negative recall a positive precision je ten, ze chceme
minimalizovat chybu typu [ (false positive), tedy piipad kdy model predikuje, ze
algoritmus je vhodny na obarveni dané¢ho grafu, coz neni pravda.

K vytvoreni modelu se vyuziva metoda fast tree, kterd se ukazala jako nejlepsi
metoda.

Pro vytvoreny model se provadi nékolik ohodnoceni:

e presnost,

o log-loss,
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o log-loss reduction,

o« F1,

« AUC,

e negative precision,
» negative recall,

e positive precision,
o positive recall,

coz je vSe, co ndam muze nabidnout knihovna ML.NET.

Po ohodnoceni modelu dojde k ulozeni modelu do slozky Data\, jehoz nézev
ma tvar model-dd-MM-yyyy-HH-mm-ss-ndzev algoritmu podle GraphColoringAl-
gorithmEnum.zip (napt. model-04-05-2019-03-17-42-geneticAlgorithm. zip).

Pro kazdy algoritmus se vytvori jeden model.

Pozndmka. Knihovnu ML.NET jsem si vybral z jediného divodu, jedna se o
pomérné novou knihovnu, s kterou jsem jesté nepracoval a cilem bylo si tuto
knihovnu vyzkouset.

91



7. Experimenty

Provedeme tfi typy experimenti na porovnani:
1. standardni metody interchange a rozsitené metody interchange

2. rozsirené metody interchange a rozsitené metody interchange s prebarvenim
K3 a

3. CLF algoritmu s ostatnimi algoritmy:.

A jeden experiment na zméreni efektivity meta-algoritmu.

Prvni experiment bude zaméreny na obarvovani grafi z DIMACS kolekce
grafi, druhy na dobu trvani jednotlivych algoritmu a tfeti na obarvovani ndhod-
nych grafi.

7.1 Obarvovani grafi z DIMACS kolekce grafii

Existuje kolekce grafi nazvand DIMACS|7, 8], kterd se mimo jiné pouziva i
pro ohodnoceni barvicich algoritmii. Tato kolekce obsahuje pres 80 grafi.

Grafy byly obarveny pravdépodobnostnimi algoritmy (tj. RS, RSI, RSIE,
RSIEK3, Genl a Gen2) 10x, kdy vysledny poc¢et barev byl spocitan jako aritme-
ticky prameér z nejmensiho a nejvétsiho poctu pouzitych barev se zaokrouhlenim
nahoru.

Modre zvyraznény pocet barev u daného algoritmu znamend, ze dany algorit-
mus obarvil graf s nejmensim poctem barev vzhledem k ostatnim algoritmutim.

Poznamka. Nékteré grafy nebyly pro vétsi c¢asovou slozitost obarveny genetic-
kym algoritmem s exponentem 2 a algoritmy vyuzivajici rozsiteny interchange s
prebarvenim K3.

Poznamka. Tento experiment zabral t¥i dny vypocetniho ¢asu na jednom pocitaci.

Tabulka 7.1 obsahuje grafy z DIMACS kolekce grafii, kde je uveden pocet
vrcholl, pocet hran, hustota grafu a chromatické cislo grafu.
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Tabulka 7.1: Grafy z DIMACS kolekce grafti.

Nézev grafu G V] |E]| g(G) X(G)
myciel3 11 20 0,36 4
myciel4 23 71 0,28 )

queend_ b 25 160 0,53 5)
queen6_ 6 36 290 0,46 7
2-Insertions 3 37 72 0,11 4
mycielb 47 236 0,28 )
queen7_7 49 476 0,40 7
3-Insertions_ 3 56 110 0,07 4
queen8 8 64 728 0,36 9
jean 80 254 0,08 10
queen9 9 81 1056 0,33 10
david 87 406 0,11 11
mugl88 1 88 146 0,04 4
mug88 25 88 146 0,04 4
myciel6 95 755 0,17 7
queen8 12 96 1368 0,30 12
mugl00_1 100 166 0,03 4
mugl00_ 25 100 166 0,03 4
queenl0_ 10 100 1470 0,30 11
games120 120 638 0,09 9
queenll 11 121 1980 0,27 11
DSJC125.1 125 736 0,09 )
DSJC125.5 125 3891 0,50 17
DSJC125.9 125 6961 0,90 44
miles500 128 1170 0,14 20
miles750 128 2113 0,26 31
miles1000 128 3216 0,40 42
anna 138 493 0,05 11
queenl2 12 144 2596 0,25 12
queenl3d_ 13 169 3328 0,23 13
mulsol.i.3 184 3916 0,23 31
mulsol.i.4 185 3946 0,23 31
mulsol.i.5 186 3973 0,23 31
mulsol.i.2 188 3885 0,22 31
myciel7 191 2360 0,13 8
queenl4d 14 196 4186 0,22 14
mulsol.i.1 197 3925 0,20 49
zeroin.i.3 206 3540 0,17 30
zeroin.i.2 211 3541 0,16 30
zeroin.i.1 211 4100 0,19 49
queenld_ 15 225 5180 0,21 15
DSJC250.1 250 3218 0,10 <8
DSJC250.5 250 15668 0,50 < 28
DSJC250.9 250 27897 0,90 <72
queenl6_ 16 256 6320 0,19 16
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Pokracovani tabulky 7.1

Nézev grafu G V] |E]| g(G) X(G)
fpsol2.i.1 496 11654 0,09 65
fpsol2.i.3 425 8688 0,10 30
le450_ 5a 450 o714 0,06 )
le450_5b 450 D734 0,06 D
le450_15a 450 8168 0,08 15
le450__15b 450 8169 0,08 15
le450  25a 450 8260 0,08 25
le450_ 25b 450 8263 0,08 25
le450_5d 450 9757 0,10 D
le450__5c¢ 450 9803 0,10 )
le450_15c¢ 450 16680 0,17 15
le450 15d 450 16750 0,17 15
le450  25¢ 450 17343 0,17 25
le450_ 25d 450 17425 0,17 25
fpsol2.i.2 451 8691 0,09 30
DSJR500.1 500 3555 0,03 12
DSJR500.5 500 58862 0,47 122
DSJC500.5 500 62624 0,50 < A7
DSJC500.1 500 12458 0,10 <12
DSJC500.9 500 112437 0,90 < 126

DSJR500.1c¢ 500 121275 0,97 84
inithx.i.3 621 13969 0,07 31
inithx.i.2 645 13979 0,07 31
inithx.i.1 864 18707 0,05 o4
qg.order30 900 26100 0,06 30

latin_square 10 900 307350 0,76 <97
wap05 905 43081 0,11 20
wap06 947 43571 0,10 40

DSJC1000.1 1000 49629 0,10 <20

DSJC1000.5 1000 249826 0,50 < 82

DSJC1000.9 1000 449449 0,90 < 222
qg.order40 1600 62400 0,05 40

wap07 1809 103368 0,06 <41
wap08 1870 104176 0,06 < 42
qg.order60 3600 212400 0,03 60
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7.1.1 Tabulky s obarvenimi

Tabulka 7.2: Obarveni graft z DIMACS kolekce - 1. ¢ast

Nazev grafu G RS RSI RSIE RSIEKS3 CS SLF
myciel3 4 4 4 4 4 4
myciel4 6 ) ) ) 5 5

queend b5 7 6 6 6 8 5
queen6_ 6 10 9 8 8 10 9
2-Insertions 3 4 4 4 4 4 4
mycielb 6 6 6 6 6 6
queen7_ 7 11 10 9 9 11 10
3-Insertions 3 4 4 4 4 4 4
queen8 8 13 11 11 11 14 12
jean 11 10 10 10 10 10
queen9 9 13 13 12 12 15 13
david 12 11 11 11 11 11
mugl8_ 1 5) 4 4 4 4 4
mugl8_ 25 5 4 4 4 4 4
myciel6 8 7 7 7 7 7
queen8_ 12 16 14 13 13 15 14
mugl00_1 5 4 4 4 4 4
mugl00_ 25 4 4 4 4 4 4
queenl0 10 16 14 13 13 17 13
games120 9 9 9 9 9 9
queenll 11 17 15 15 14 18 16
DSJC125.1 8 7 7 7 7 7
DSJC125.5 26 22 21 21 24 22
DSJC125.9 57 51 49 47 55 53
miles500 23 21 21 20 21 20
miles750 34 32 32 32 34 31
miles1000 44 43 43 43 46 42
anna 12 11 11 11 12 11
queenl2 12 18 16 16 16 21 16
queenl3 13 19 17 17 16 21 17
mulsol.i.3 32 31 31 31 31 31
mulsol.i.4 32 31 31 31 31 31
mulsol.i.b 31 31 31 31 31 31
mulsol.i.2 32 31 31 31 31 31
myciel7 9 8 8 8 8 8
queenld 14 21 19 18 18 23 19
mulsol.i.1 49 49 49 49 49 49
zeroin.i.3 31 30 30 - 30 30
zeroin.i.2 31 30 30 - 30 30
zeroin.i.1 50 49 49 - 49 49
queenlb 15 22 20 19 19 22 20
DSJC250.1 13 12 10 10 13 10
DSJC250.5 42 38 36 35 42 39
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Pokracovani tabulky 7.2

Néazev grafu G RS | RSI | RSIE | RSIEK3 CS SLF
DSJC250.9 98 88 84 - 96 96
queenl6 16 23 21 20 20 26 21
fpsol2.i.1 65 65 65 - 65 65
fpsol2.i.3 31 31 30 - 32 30
le450_bHa 14 12 10 - 12 10
le450_5b 14 12 10 - 14 9
le450 15a 21 19 18 - 22 17
le450__15b 22 19 18 - 21 17
le450 25a 29 26 26 - 27 25
le450_25b 28 26 26 - 27 25
le450 5d 16 12 9 - 15 13
1e450__5c 17 13 9 - 16 10
le450_15¢ 31 28 26 - 30 24
le450_15d 31 28 26 - 30 24
le450_ 25¢ 36 33 31 - 36 29
le450 25d 36 32 31 - 36 28
fpsol2.i.2 31 30 31 - 32 30
DSJR500.1 15 13 13 - 14 13
DSJR500.5 145 | 132 133 - 137 127
DSJC500.5 72 66 62 - 73 67
DSJC500.1 20 18 16 - 19 16
DSJC500.9 177 | 158 151 - 175 165
DSJR500.1¢ 111 96 94 - 107 92
inithx.i.3 31 31 31 - 32 31
inithx.i.2 32 31 31 - 32 31
inithx.i.1 54 54 54 - 55 54
qg.order30 34 30 30 - 32 32
latin_square 10 | 149 132 123 - 204 130
wap05 55 51 51 - o7 51
wap06 55 48 48 - 56 o1
DSJC1000.1 32 30 26 - 33 27
DSJC1000.5 128 | 119 109 - 127 117
DSJC1000.9 321 | 290 277 - 324 303
qg.order4() 45 40 40 - 64 43
wap07 60 54 o1 - 61 48
wap08 59 54 52 - 68 47
qg.order60 66 60 60 - 64 63
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Tabulka 7.3: Obarveni grafti z DIMACS kolekce - 2. ¢ast

Nézev grafu G LF LFI LFIE LFIEK3 GIS
myciel3 4 4 4 4 4
myciel4 ) ) 5 > d

queend_ 5 7 7 5) 7 5
queen6t_ 6 9 8 8 8 9
2-Insertions 3 5 4 4 4 4
mycielb 6 6 6 6 6
queen?_ 7 12 10 9 9 10
3-Insertions 3 5 4 4 4 4
queen8_ 8 13 11 10 11 12
jean 10 10 10 10 11
queen9 9 16 12 12 12 13
david 11 11 11 11 14
mugld8 1 4 4 4 4 4
mug88 25 4 4 4 4 4
myciel6 7 7 7 7 7
queen8 12 15 14 12 13 16
muglO0 1 4 4 4 4 4
mugl00 25 4 4 4 4 4
queenl0 10 17 15 13 13 15
games120 9 9 9 9 9
queenll 11 18 15 14 15 16
DSJC125.1 7 7 6 7 8
DSJC125.5 24 23 20 21 24
DSJC125.9 53 51 48 49 54
miles500 20 22 20 20 22
miles750 32 33 31 32 33
miles1000 43 46 42 43 46
anna 11 11 11 11 12
queenl2 12 19 16 15 16 17
queenld_13 22 18 15 16 19
mulsol.i.3 31 31 31 31 31
mulsol.i.4 31 31 31 31 31
mulsol.i.5 31 31 31 31 32
mulsol.i.2 31 31 31 31 31
myciel7 8 8 8 8 8
queenld 14 23 18 17 18 20
mulsol.i.1 49 49 49 49 49
zeroin.i.3 30 30 30 - 30
zeroin.i.2 30 30 30 - 30
zeroin.i.1 49 50 49 - 51
queenl5_ 15 25 20 19 19 21
DSJC250.1 11 11 10 10 13
DSJC250.5 41 40 34 36 36
DSJC250.9 91 88 82 - 90
queenl6_ 16 26 22 20 20 21
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Pokracovani tabulky 7.3

Néazev grafu G LF | LFI | LFIE | LFIEK3 GIS
fpsol2.i.1 65 66 65 - 65
fpsol2.i.3 30 31 30 - 34
le450_ 5a 11 12 9 - 11
le450_5b 12 11 9 - 10

le450_15a 19 20 16 - 22
le450__15b 18 21 16 - 22
le450  25a 26 27 25 - 34
le450_ 25b 26 28 25 - 30

le450_ 5d 13 14 8 - 7

led50_5c¢ 12 13 7 - 8
led50_15¢ 26 30 23 - 29
le450 15d 26 30 23 - 30
le450  25¢ 30 36 28 - 38
le450_25d 30 35 27 - 37
fpsol2.i.2 30 31 30 - 34
DSJR500.1 14 14 12 - 15
DSJR500.5 134 | 152 125 - 165
DSJC500.5 72 69 60 - 65
DSJC500.1 18 18 15 - 17
DSJC500.9 171 | 158 152 - 158
DSJR500.1¢ 99 100 92 - 104
inithx.i.3 31 31 31 - 36
inithx.i.2 31 31 31 - 36
inithx.i.1 54 55 54 - 54
qg.order30 32 30 30 - 30
latin_square 10 || 191 132 128 - 128
wap0b 50 54 50 - o7
wap(06 47 52 42 - 56
DSJC1000.1 29 30 25 - 27
DSJC1000.5 122 | 120 107 - 108
DSJC1000.9 314 | 294 273 - 278
qg.order40 64 40 40 - 40
wap07 51 60 45 - 63
wap08 49 59 44 - 62
qg.order60 64 60 60 - 61
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Tabulka 7.4: Obarveni graft z DIMACS kolekce - 3. ¢ast

Néazev grafu G SL | SLI | SLIE | SLIEK3 combination
myciel3 4 4 4 4 4
myciel4 D ) D 5 5

queend_H 7 5 5 5 7
queen6_ 6 10 9 8 8 9
2-Insertions 3 4 4 4 4 4
myciel 6 6 6 6 6
queen7 7 12 9 9 9 10
3-Insertions 3 4 4 4 4 4
queen8_ 8 13 10 10 10 13
jean 10 10 10 10 10
queen9 9 14 12 11 11 15
david 11 11 11 11 11
mugl8_ 1 4 4 4 4 4
mug88 25 4 4 4 4 4
myciel6 7 7 7 7 7
queen8 12 17 13 12 12 16
muglO0 1 4 4 4 4 4
mugl00 25 4 4 4 4 4
queenlO 10 17 12 13 13 15
games120 9 9 9 9 9
queenll 11 17 14 14 14 17
DSJC125.1 8 6 6 6 6
DSJC125.5 25 21 20 20 23
DSJC125.9 53 48 48 46 56
miles500 20 20 20 20 20
miles750 31 31 31 31 32
miles1000 42 42 42 42 43
anna 11 11 11 11 11
queenl2 12 20 16 15 15 18
queenld_13 22 17 16 16 19
mulsol.i.3 31 31 31 31 31
mulsol.i.4 31 31 31 31 31
mulsol.i.5 31 31 31 31 31
mulsol.i.2 31 31 31 31 31
myciel7 8 8 8 8 8
queenld 14 24 19 17 17 22
mulsol.i.1 49 49 49 49 49
zeroin.i.3 30 30 30 - 30
zeroin.i.2 30 30 30 - 30
zeroin.i.1 49 49 49 - 50
queenld_ 15 24 19 18 18 23
DSJC250.1 13 10 9 9 10
DSJC250.5 41 38 34 34 39
DSJC250.9 95 85 84 - 97
queenl6_ 16 25 20 19 19 24
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Pokracovani tabulky 7.4

Néazev grafu G SL | SLI | SLIE | SLIEK3 combination
fpsol2.i.1 65 65 65 - 65
fpsol2.i.3 30 30 30 - 30
le450_ 5a 11 10 9 - 12
le450_5b 11 10 9 - 13

le450__15a 18 16 16 - 21
le450__15b 17 16 16 - 20
le450  25a 25 25 25 - 26
le450_ 25b 25 25 25 - 26
le450_5d 12 9 7 - 14
le450_5c 14 6 8 - 15
led50_15¢ 26 24 23 - 30
le450_15d 27 24 24 - 31
le450  25¢ 32 29 28 - 35
le450_ 25d 30 28 28 - 37
fpsol2.i.2 30 30 30 - 30
DSJR500.1 12 12 12 - 15
DSJR500.5 127 | 126 124 - 179
DSJC500.5 71 64 60 - 73
DSJC500.1 19 16 15 - 19
DSJC500.9 174 | 156 152 - 183
DSJR500.1¢ 104 93 92 - 103
inithx.i.3 31 31 31 - 31
inithx.i.2 31 31 31 - 31
inithx.i.1 54 54 54 - 55
qg.order30 32 30 30 - 41
latin_square 10 || 204 130 121 - 161
wap0b o1 50 50 - 56
wap(06 44 43 41 - 56
DSJC1000.1 30 27 25 - 31
DSJC1000.5 123 | 115 107 - 127
DSJC1000.9 315 | 283 272 - 320
qg.order40 64 40 40 - 53
wap07 46 44 43 - 56
wap08 45 44 43 - 56
qg.order60 64 60 60 - 80
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Tabulka 7.5: Obarveni grafti z DIMACS kolekce - 4. ¢ast

Nazev grafu G || CLF | CLFI | CLFIE | CLFIEKS3 || Genl | Gen2
myciel3 4 4 4 4 4 4
myciel4 5 ) 5 5 d >

queend_ 5 5 5 5 5 5 5
queen6t_ 6 9 8 8 8 8 8

2-Insertions 3 4 4 4 4 4 4

mycielb 6 6 6 6 6 6
queen7_ 7 13 10 9 9 9 8
3-Insertions 3 4 4 4 4 4 4
queen8_ 8 14 10 10 10 11 10
jean 10 10 10 10 10 10
queen9 9 15 12 11 11 12 12
david 11 11 11 11 11 11
mugl8 1 4 4 4 4 4 4
mug88 25 4 4 4 4 4 4
myciel6 7 7 7 7 7 7
queen8 12 17 13 13 13 13 13
muglO0 1 4 4 4 4 4 4
mugl00 25 4 4 4 4 4 4
queenl0_ 10 16 13 12 12 13 13
games120 9 9 9 9 9 9
queenll 11 18 14 14 14 15 14
DSJC125.1 7 6 6 6 7 6
DSJC125.5 24 21 20 20 22 22
DSJC125.9 54 50 46 47 51 50
miles500 20 20 20 20 20 20
miles750 31 31 31 31 31 31
miles1000 42 42 42 42 42 42
anna 11 11 11 11 11 11
queenl2 12 20 16 15 15 16 16
queenld_13 21 17 16 16 17 17
mulsol.i.3 31 31 31 31 31 31
mulsol.i.4 31 31 31 31 31 31
mulsol.i.5 31 31 31 31 31 31
mulsol.i.2 31 31 31 31 31 31
myciel7 8 8 8 8 8 8
queenld 14 22 18 18 17 19 18
mulsol.i.1 49 49 49 49 49 49
zeroin.i.3 30 30 30 - 30 -
zeroin.i.2 30 30 30 - 30 -
zeroin.i.1 49 49 49 - 49 -
queenld_ 15 23 19 18 18 20 -
DSJC250.1 12 10 10 10 11 -
DSJC250.5 40 36 35 34 39 -
DSJC250.9 89 84 82 - 90 -
queenl6_ 16 26 21 19 19 21 -
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Pokracovani tabulky 7.5

Néazev grafu G || CLF | CLFI | CLFIE | CLFIEKS3 || Genl | Gen2
fpsol2.i.1 65 65 65 - 65 -
fpsol2.i.3 30 30 30 - 30 -
le450_ba 12 10 9 - 12 -
le450_5b 12 10 9 - 12 -

le450_15a 18 17 16 - 20 -
le450__15b 18 16 16 - 19 -
le450  25a 26 25 25 - 26 -
le450_ 25b 26 25 25 - 25 -
le450_5d 13 9 7 - 13 -
le450_5c¢ 10 8 7 - 14 -
led50_15¢ 27 24 23 - 28 -
le450 15d 26 24 23 - 28 -
le450  25c¢ 30 29 28 - 33 -
le450 25d 31 29 28 - 34 -
fpsol2.i.2 30 30 30 - 30 -
DSJR500.1 13 12 12 - 13 -
DSJR500.5 133 | 128 127 - 140 -
DSJC500.5 67 65 61 - 68 -
DSJC500.1 17 16 15 - 18 -
DSJC500.9 170 | 155 150 - 168 -
DSJR500.1¢ 100 90 90 - 99 -
inithx.i.3 31 31 31 - 31 -
inithx.i.2 31 31 31 - 31 -
inithx.i.1 54 54 54 - 54 -
qg.order30 41 30 30 - 32 -
latin_square_ 10 150 131 122 - 142 -
wap05 50 50 50 - 51 -
wap(06 46 43 42 - 51 -
DSJC1000.1 30 27 25 - 29 -
DSJC1000.5 123 | 115 108 - 121 -
DSJC1000.9 309 | 285 273 - 309 -
qg.order4( 93 40 40 - 43 -
wap07 49 47 45 - 55 -
wap08 49 45 44 - 55 -
qg.order60 83 60 60 - 63 -
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7.1.2 Grafy

Pozndmka. Do grafi, které se zaméruji na porovnani vsech algoritmi, nejsou
zahrnuty algoritmy RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEK3 a Gen2 z divodu ne-
uplnosti dat.

Graf 7.1 zobrazuje pro kazdy algoritmus pocet grafii, které nejlépe obarvil ze
vSech ostatnich algoritmu (vCetné algoritmi, které se nenachdzeji v grafu, a to
RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEK3 a Gen2). Z grafu je viditelnd vyznamna
abnormalita u algoritmi vyuzivajici rozsitenou metodu interchange. Déle si vSim-
néme, ze hodnoty u LFIE, SLIE a CLFIE jsou podobné. Mozné jsou dvé vysvét-
leni:

« 'omezeni" zplisobuje kombinace heuristiky s preferovanym obarvenim vr-
cholti vétsiho stupné s rozsitenou metodou interchange, nebo

« 'omezeni' je zpuisobené pouze rozsirenou metodou interchange (s libovolnou
jednoduchou heuristikou pro vybirani potradi vrcholii pro obarveni).

Diky hodnotam u LF, LFI a LFIE se zda byt pravdépodobnéjsi druhé varianta.
Toto je urcéeno pro dalsi badani, kdy by se rozsitena metoda interchange pouzila
i u jinych typ heuristik.

Navic si vSimnéme, ze algoritmtiim bez heuristiky, tj. algoritmus RSIE, rozsi-
fend metoda interchange moc nepomohla, takze zfejmé lze usoudit, ze rozsirena
metoda interchange je bez dalsich heuristik pro vybirani poradi vrcholt pro obar-
veni slaba. I toto je urceno pro dalsi badani.

Na zékladé grafu jesté poznamenejme, ze CLF algoritmus patii mezi nejlepsi
algoritmy, které nepouzivaji zddnou variantu metody interchange. A navic CLFIE
algoritmus se dle grafu radi na druhé misto po SLIE algoritmu.

Pocet nejlépe obarvenych grafli pro jednotlivé algoritmy
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Graf 7.1: Pocet nejlépe obarvenych grafii pro jednotlivé algoritmy

Graf 7.2 zobrazuje pro jednotlivé algoritmy, kolik pouzily celkem barev na
obarveni vsech grafi. Diky nevyvazenosti rozlozeni hustoty chromatickych ¢islech
grafli, neni tento graf zase tak vypovidajici. Presto si muzeme zase vSimnout
abnormalit u algoritmt vyuzivajici rozsitenou metodu interchage, které pouzily
priblizné stejny pocet barev.

Pro tdplnost uvedme, ze minimalni pocet barev na obarveni vsech grafu je
nejvyse 2333.
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Pocet pouzitych barev na obarveni viech grafli pro jednotlivé algoritmy
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Graf 7.2: Pocet pouzitych barev na obarveni vsech grafii pro jednotlivé algoritmy

Nyni se zaméfime na porovnani jednotlivych variant interchangi.

Pozndmka. Nasledujici data vychazeji pouze z téch graf, které byly obarveny
obéma algoritmy.

Standardni interchange vs rozsirena metoda interchange

Algoritmus LFIE pouzil o 253 barev méné na obarveni vsech grafi nez algo-
ritmus LFI. Déale algoritmus LFIE nejlépe obarvil o 35 grafii vice nez algoritmus
LFI.

Algoritmus SLIE pouzil o 65 barev méné na obarveni vsech grafi nez algo-
ritmus SLI. Déle algoritmus SLIE nejlépe obarvil o 23 grafii vice nez algoritmus
SLI.

Algoritmus CLFIE pouzil o 71 barev méné na obarveni vsech grafii nez al-
goritmus CLFI. Déle algoritmus CLFIE nejlépe obarvil o 18 graf vice nez algo-
ritmus CLFT.

Je ocCividné, Ze rozsitena metoda interchange je lepsi nez standardni metoda
interchange.

Rozsirena metoda interchange vs rozsirena metoda interchange s pre-
barvenim K3

Algoritmus LFIE pouzil o 15 barev méné na obarveni vsech grafti nez al-
goritmus LFIEK3. Dale algoritmus LFIE nejlépe obarvil o 12 grafii vice nez
algoritmus LFIEKS.

Algoritmus SLIE pouzil o 2 barvy vice na obarveni vSech grafi nez algoritmus
SLIEK3. Dale algoritmus SLIE nejlépe obarvil o 1 graf méné nez algoritmus
SLIEKS.

Algoritmus CLFIE pouzil o 1 barvu vice na obarveni vsech grafii nez algo-
ritmus CLFIEKS3. Dale algoritmus CLFIE nejlépe obarvil o 1 graf méné nez
algoritmus CLFIEKS.

Je vidét, ze metody jsou obdobné dobré.
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7.2 Meéreni doby trvani algoritmii

Casové slozitosti algoritm® implementovanych na BE se vyskytuji v tabulce
7.6. Nutno podotknout, Ze se jedna o casové slozitosti v nejhorsich pripadech
a amortizované casové slozitosti se mohou a zpravidla se i lisi.

Tabulka 7.6: Casové slozitosti jednotlivych algoritmi

Néazev algoritmu Casova slozitost
RS o(V] + |E])
RSI o(V]?)

RSIE oV
RSIEK3 O(VP)
CS o(V] + |E])
SLF o(V]?)
LF OV
LFI O(|V])
LFIE o(vh
LFIEK3 o(vV))
GIS o(V]?)
SL OV + V] x |E])
SLI oV
SLIE oV
SLIEK3 o(vV))
Combination o(V]?)
CLF oV
CLFI o(V]?)
CLFIE oV
CLFEK3 O(|VP)
Genl O(V]* + |V| x |E|)
Gen?2 O(VP + |V x |E|)

Experimenty byly provedeny na grafech s poc¢tem vrcholt 50, 100, 150, 200,
250 a 300, kde se pro kazdy pocet vrcholii vygenerovalo celkem 30 grafti po dvou
grafech, jeden s mensi hustotou (3% - 10%) a druhy s vétsi hustotou (35% -
40%). Grafy byly generovany nahodné. Pro lepsi presnost naméfenych vysledku
byly jednotlivé grafy obarveny jednim algoritmem 100x.

Neékteré grafy nebyly pro vétsi ¢asovou slozitost obarveny nékterymi algoritmy.

Meéreni probihalo na pocitaci: Intel® Core™ i5-8250U CPU @ 1.60GHz,
RAM: 8GB, L1: 256KB, L2: 1MB, L3: 6MB, operac¢ni systém: Windows 10.

Poznamka. Tento experiment zabral t¥i dny vypocetniho ¢asu na jednom pocitaci.

7.2.1 Tabulky

Tabulka 7.7 zobrazuje priimérné casy na obarveni tidkych a hustych grafi
s danym poctem vrcholi. Z tabulky si mizeme vSimnout, Ze pro husté grafy doba
trvani algoritmi se standardni metodou interchange a rozsifenou metodou inter-
change jsou podobné. Déle je vidét, ze algoritmy pouzivajici rozsitenou metodu
interchange s prebarvenim K3 maji obrovské priimérné casy.
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Tabulka 7.7: Primérné ¢asy pro jednotlivé algoritmy

Primérny cas v ms

Primeérny pocet volani

V| | Algoritmus (fidké grafy \ husté grafy) metody interchange
(fidké grafy \ husté grafy)
CLF 0\ 1 -
CLFI 1\ 4 9\ 16
CLFIE 4\ 10 9\ 17
CLFIEK3 6\ 87 9\ 17
RS 0\ 0 ;
RSI 1\3 10\ 16
RSIE 5\ 9 11\ 18
RSIEK3 7\ 60 12\ 19
LF 0\ 0 )
LFI 0\ 3 8\ 14
50 LFIE 4\8 9\ 15
LFIEK3 6\ 74 9\ 16
SL 2\ 3 -
SLI 2\ 6 7\ 13
SLIE 6\ 12 7\ 14
SLIK3 8\ 106 7\ 15
CS 0\0 -
SLF 0\ 1 :
GIS 2\ 4 -
Combination 0\1 -
Genl 66 \ 100 -
CLF T\ 8 -
CLFI 2\ 29 13\ 31
CLFIE 16 \ 57 15\ 37
CLFIEK3 18 \ 757 15\ 38
RS 0\ 0 )
RSI 2\ 29 18\ 35
RSIE 28 \ 54 19\ 41
RSIEK3 29 \ 495 19 \ 42
LF 0\ 1 )
LFI 1\ 23 12\ 30
100 LFIE 19\ 54 15\ 37
LFIEK3 20 \ 693 15\ 37
SL 8\ 20 ]
SLI 9\ 42 10 \ 31
SLIE 23\ 71 12\ 36
SLIK3 24\ 899 12\ 38
CS 0\1 -
SLF 1\ 8 .
GIS 6\ 27 -
Combination 1\8 -
Genl 270 \ 589 ;
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Pokracovani tabulky 7.6

Primérny cas v ms

Primérny pocet volani

V| | Algoritmus (fidké grafy \ husté grafy) metody interchange
(fidké grafy \ husté grafy)
CLF 2\ 23 _
CLFI 5\ 97 20 \ 48
CLFIE 40 \ 168 21\ 60
CLFIEK3 A1\ 2727 21\ 63
RS 0\1 -
RSI 4\ 100 24\ 53
RSIE 80 \ 159 30 \ 65
RSIEK3 81\ 1852 31\ 64
LF 0\ 1 )
LFI 3\ 81 18\ 48
150 LFIE 48 \ 154 22\ 58
LFIEK3 48 \ 2603 22\ 59
SL 18\ 57 -
SLI 20 \ 139 14\ 49
SLIE 59 \ 216 17\ 59
SLIK3 59\ 3258 18 \ 60
CS 1\ 2 -
SLF 2\ 22 ;
QIS 13\ 87 .
Combination 2\ 22 -
Genl 627 \ 1686 .
CLF 3\ 50 -
CLFI 7\ 254 21\ 66
CLFIE 76 \ 383 27 \ 84
CLFIEK3 78 \ 8349 27\ 84
RS 0\ 2 -
RSI 7\ 266 29\ 75
RSIE 165 \ 370 38\ 92
RSIEK3 165 \ 5693 35\ 89
LF 0\ 2 )
LFI 4\ 227 20 \ 66
200 LFIE 75\ 358 26 \ /82
LFIEK3 76 \ 8808 26 \ 83
SL 32 \ 125 ]
SLI 35\ 352 16\ 71
SLIE 104 \ 504 22\ 89
SLIK3 105 \ 10192 22\ 91
CS 1\3 -
SLF 3\ 47 -
GIS 21\ 215 .
Combination 3\ 48 -
Genl 1100 \ 3708 -
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Pokracovani tabulky 7.6
Primérny cas v ms Primérny pocet volani
V| | Algoritmus (fidké grafy \ husté grafy) metody interchange
(fidké grafy \ husté grafy)
CLF 1\ 90 -
CLFI 9\ 529 23\ 85
CLFIE 127 \ 747 30\ 112
RS 0\ 2 -
RSI 9\ 555 34\ 93
RSIE 304 \ 709 45\ 119
LF 1\ 3 ;
LFI 6\ 471 25\ 86
250 LFIE 125 \ 683 31\ 108
SL 50 \ 231 -
SLI 54 \ 719 19 \ 92
SLIE 155 \ 956 26 \ 116
CS 1\4 -
SLF 3\ 85 .
GIS 33\ 437 -
Combination 3\ 85 -
Genl 1733 \ 6799 _
CLF 5\ 149 -
CLFI 10 \ 992 27\ 106
CLFIE 226 \ 1292 38\ 136
RS 0\3 -
RSI 11\ 1041 A1\ 114
RSIE 477\ 1224 50 \ 144
LF 1\ 4 -
300 LFI 7\ 878 27\ 103
LFIE 207 \ 1149 35\ 134
SL 67\ 379 -
SLI 73\ 1310 21\ 113
SLIE 221 \ 1593 28 \ 142
CS 2\6 -
SLF 4\ 138 .
GIS 44\ 806 -
Combination 4\ 138 -

Pozndmka. Primérna doba trvani ¢ = 0 se musi brat s nadhledem. Tyto hodnoty
se pohybuji mezi 0 ms < ¢ < 1 ms.

Nasledujici tabulka 7.8 zobrazuje primérnou dobu trvani jednoho zavolani me-
tody interchange pro jednotlivé algoritmy (RS, LF, SL a CLF'). Hodnoty vznikly
jako podil primérného ¢asu na obarveni grafii a primérnym poctem volani me-
tody interchange. Nejednda se tedy o presny prumérny cas straveny zavolanim
metody interchange. Ale protoze u danych algoritmi ma metoda interchange
zpravidla nejvétsi rezii, tak nejsou tyto hodnoty bezvyznamné. I z této tabulky si
muzeme vSimnout, ze pramérny cas jednoho zavolani standardni a rozsirené me-
tody interchange jsou podobné pro husté grafy. Déle je vidét, ze primérné casy
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na zavolani jedné rozsitené metody interchange s prebarvenim K3 jsou obrovské.

Tabulka 7.8: Primeérné c¢asy jednoho zavolani metody in-

terchange
Pramérny c¢as v ms
V| | Varianta interchange Algoritmus | jednoho zavoldni metody
interchange
(fidké grafy \ husté grafy)
interchange CLFI 0.111\ 0.25
interchangeExtended CLFIE 0.444 \ 0.588
interchangeExtendedK3 | CLFIEK3 0.667 \ 5.118
interchange RSI 0.1\ 0.188
interchangeExtended RSIE 0.455 \ 0.5
50 interchangeExtendedK3 | RSIEK3 0.583 \ 3.158
interchange LFI 0\ 0.214
interchangeExtended LFIE 0.444 \ 0.533
interchangeExtendedK3 | LFIEK3 0.667 \ 4.625
interchange SLI 0.286 \ 0.461
interchangeExtended SLIE 0.857 \ 0.857
interchangeExtendedK3 | SLIEK3 1.143 \ 7.067
interchange CLFI 0.154 \ 0.935
interchangeExtended CLFIE 1.0667 \ 1.541
interchangeExtendedK3 | CLFIEK3 1.2\ 19.921
interchange RSI 0.111 \ 0.829
interchangeExtended RSIE 1.474 \ 1.317
100 interchangeExtendedK3 | RSIEK3 1.526 \ 11.786
interchange LFI 0.0833 \ 0.767
interchangeExtended LFIE 1.267 \ 1.46
interchangeExtendedK3 | LFIEK3 1.333 \ 18.73
interchange SLI 0.9\ 1.354
interchangeExtended SLIE 1.917 \ 1.972
interchangeExtendedK3 | SLIEK3 2\ 23.658
interchange CLFI 0.25 \ 2.0208
interchangeExtended CLFIE 1.905 \ 2.8
interchangeExtendedK3 | CLFIEK3 1.952 \ 43.286
interchange RSI 0.167 \ 1.887
interchangeExtended RSIE 2.667 \ 2.446
150 interchangeExtendedK3 | RSIEK3 2.613 \ 28.938
interchange LFI 0.167 \ 1.688
interchangeExtended LFIE 2.181 \ 2.655
interchangeExtendedK3 | LFIEK3 2.181 \ 44.119
interchange SLI 1.429 \ 2.837
interchangeExtended SLIE 3.471 \ 3.661
interchangeExtendedK3 | SLIEK3 3.278 \ 54.3
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Pokracovani tabulky 7.8

Primeérny ¢as v ms
V| | Varianta interchange Algoritmus | jednoho zavolani metody
interchange
(fidké grafy \ husté grafy)
interchange CLFI 0.333 \ 3.848
interchangeExtended CLFIE 2.815 \ 4.56
interchangeExtendedK3 | CLFIEK3 2.889 \ 99.393
interchange RSI 0.241 \ 3.547
interchangeExtended RSIE 4.342 \ 4.021
900 interchangeExtendedK3 | RSIEK3 4.714 \ 63.966
interchange LFI 0.2\ 3.439
interchangeExtended LFIE 2.885 \ 4.366
interchangeExtendedK3 | LFIEK3 2.923 \ 106.120
interchange SLI 2.187 \ 4.958
interchangeExtended SLIE 4.727 \ 5.663
interchangeExtendedK3 | SLIEK3 4.772 \ 112
interchange CLFI 0.391 \ 6.223
interchangeExtended CLFIE 4.233 \ 6.67
interchange RSI 0.265 \ 5.968
950 interchangeExtended RSIE 6.756 \ 5.958
interchange LFI 0.24 \ 5.477
interchangeExtended LFIE 4.032 \ 6.324
interchange SLI 2.842 \ 7.815
interchangeExtended SLIE 5.961 \ 8.241
interchange CLFI 0.370 \ 9.358
interchangeExtended CLFIE 5.947 \ 9.5
interchange RSI 0.268 \ 9.131
200 interchangeExtended RSIE 9.54 \ 8.5
interchange LFI 0.259 \ 8.524
interchangeExtended LFIE 5.914 \ 8.575
interchange SLI 3.476 \ 11.593
interchangeExtended SLIE 7.893 \ 11.218

110




7.3 Obarvovani nahodnych grafi

Predposledni experiment se tyka obarvovani ndhodnych grafd, jehoz cilem je
zjistit chovani jednotlivych algoritmt na velkém poctu nahodnych graft.

Bylo celkem nagenerovano pres 135000 souvislych graf a 2500000 obarveni.
Grafy byly generovany s poctem vrcholi 1 az 300, kde pocet vygenerovanych
grafii s danym poétem vrcholi je roven 3 x |V].

Grafy byly obarveny pravdépodobnostnimi algoritmy (tj. RS, RSI, RSIE,
RSIEK3, Genl a Gen2) 10x.

Nékteré grafy nebyly pro vétsi casovou slozitost obarveny nékterymi algoritmy.
Ptesné teceno, grafy byly obarveny genetickym algoritmem s exponentem 2, po-
kud meély méné nez 100 vrcholl a grafy byly obarveny algoritmy vyuzivajici rozsi-
fenou metodu interchange s prebarvenim K3, pokud mély méné nez 200 vrcholi.
Poznamka. Tento experiment zabral pres mésic vypocetniho ¢asu na ¢tyrech po-
¢itacich.

Protoze u nagenerovanych grafii nezname jejich chromaticka ¢isla, tak se ndm
bude hodit nadefinovat pozménény performance guarantee.

Definice 46. Pro algoritmus A a algoritmy A;, kde 1 < i < k, definujeme
performance guarantee 2 A(n) ndsledovné: A(n) = max{A(G)/ min{A4;(G) : pro
vSechna i}: G je graf s n vrcholy}.

Performance guarantee 2 tedy nepomeéruje algoritmus A vzhledem k chro-
matickému c¢islu, ale vzhledem k algoritmtim A;. Ve zbytku kapitoly budeme za
algoritmy A; povazovat vSechny algoritmy, kterymi byly dané grafy obarveny.
Mnozina téchto algoritmi vyplyne primo z textu nebo grafi.

7.3.1 Grafy

Graf 7.3 zobrazuje rozlozeni hustoty nagenerovanych grafti. Generovaly se
grafy s mensimi hustotami (0% - 40%) z duvodu rychlejsiho obarveni danych
grafii. Lze ocCekavat, ze nasledujici vysledky by dopadly obdobné i pro hustsi
grafy.

RozloZeni hustoty nagenerovanych graf(

45000
40000
35000
30000
25000
44808
>9Q 20000
15000
10000
5000
426 146 73 27 17
1894 A 4 - -_—— _——
0

0% - 10% 11%- 20% 21% - 30% 31%- 40% 41% - 50% 51%- 60% 61%- 70% 71% - 80% 81% - 90% 91% - 100%
Hustota

Pocet barev

Graf 7.3: Rozlozeni hustoty nagenerovanych graf
Graf 7.4 zobrazuje pocet nagenerovanych grafii pro jednotlivé pocty vrcholi.
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Graf 7.4: Pocet nagenerovanych grafi pro jednotlivé pocty vrcholi

Porovnavani algoritmit na zakladé performance guarantee 2

V této podkapitole se budou algoritmy porovnavat na zakladé performance
guarantee 2.

Grafy 7.5 - 7.8 porovnéavaji rizné varianty metody interchange (standardni,
rozsitend a rozsirend s prebarvenim K3) na algoritmech RS, LF, SL a CLF. Z grafa
je patrné, ze algoritmy vyuzivajici libovolnou variantu metody interchange jsou
lepsi nez ty samé algoritmy nevyuzivajici zadnou variantu metody interchange
(vyjimka je pouze u algoritmu LF, kde LF a LFI jsou obdobné dobré). Déle
si vSimnéme, ze rozsitenda metoda interchange a rozsitena metoda interchange
s prebarvenim K3 jsou lepsi nez standardni metoda interchange (u algoritmia CLF
a SL je tento rozdil nepatrny). Piekvapujici je, ze rozsitend metoda interchange
a rozsifena metoda interchange s prebarvenim K3 jsou obdobné dobré (vyjimka
zase nastava pouze u algoritmu LF, kde LFTEK3 je dokonce horsi nez LFIE).

Performance guarantee 2 - RS, RSI, RSIE, RSIEK3
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Performance guarantee 2
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Graf 7.5: Performance guarantee 2 - RS, RSI, RSIE, RSIEK3
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Performance guarantee 2

Performance guarantee 2

Performance guarantee 2 - LF, LFI, LFIE, LFIEK3
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Graf 7.6: Performance guarantee 2 - LF, LFI, LFIE, LFIEK3

Performance guarantee 2 - SL, SLI, SLIE, SLIEK3
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Graf 7.7: Performance guarantee 2 - SL, SLI, SLIE, SLIEK3

Performance guarantee 2 - CLF, CLFI, CLFIE, CLFIEK3
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Graf 7.8: Performance guarantee 2 - CLF, CLFI, CLFIE, CLFIEK3

Graf 7.9 porovnava rozsitenou metodu interchange na algoritmech RSIE,

LFIE, SLIE a CLFIE. Zde si mizeme vsimnout toho, ze LFIE, SLIE a CLFIE
jsou obdobné dobré a RSIE je oc¢ividné horsi, coz odpovida nasi hypotéze, ze
rozsitend metoda interchange potiebuje alespon néjakou jednoduchou heuristiku
pro vybirani poradi vrcholi pro obarveni.
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Performance guarantee 2 - RSIE, LFIE, SLIE, CLFIE
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Graf 7.9: Performance guarantee 2 - RSIE, LFIE, SLIE, CLFIE

Graf 7.10 porovnava rozsitenou metodu interchange s prebarvenim K3 na algo-
ritmech RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3 a CLFIEK3. Zde si miizeme vSimnout rozdé-
len{ algoritmi do dvou skupin. Prvni (lepsi) skupina obsahuje algoritmy SLIEK3
a CLFIEK3, které maji slozité&jsi heuristiky a druha (horsi) skupina obsahuje al-
goritmy RSIEK3 a LFIEKS, které obsahuji jednodussi heuristiky. Vystava otazka,
zda rozsitena metoda interchange s prebarvenim K3 nepottebuje dokonce néjakou
silnéjsi heuristiku na vybirani poradi vrcholti pro obarveni.

Performance guarantee 2 - RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEK3
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Graf 7.10: Performance guarantee 2 - RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEK3

Graf porovnavajici vSechny algoritmy zde neni zobrazen, nebot jeho hustota
velmi snizuje jeho prehlednost.

Nejlepsich 5 algoritmi vzhledem k naméfenym datim jsou SLIE, SLIEKS,
CLFIE, CLFIEKS3 a LFIE.

Porovnavani algoritmt na zakladé miry tspéchu

V této podkapitole se budou algoritmy porovnavat na zakladé miry tspéchu
(success rate), tzn. ze se algoritmy porovnavaji na zdkladé procentudlniho poctu
grafti, které obarvily nejlépe ze vSech ostatnich algoritmi.

Grafy 7.11 - 7.14 porovnévaji rizné varianty metody interchange (standardni,
rozsifend a rozsitend s prebarvenim K3) na algoritmech RS, LF, SL a CLF. Vsim-
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néme si, ze z grafii plynou stejné vlastnosti jako u grafi 7.5 - 7.8 v podkapi-

tole 7.3.1.
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Graf 7.11: Success rate - RS, RSI, RSIE, RSIEK3

Success rate - LF, LFI, LFIE, LFIEK3
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Graf 7.12: Success rate - LF, LFI, LFIE, LFIEK3

Success rate - SL, SLI, SLIE, SLIEK3
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Graf 7.13: Success rate - SL, SLI, SLIE, SLIEK3
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Success rate - CLF, CLFI, CLFIE, CLFIEK3
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Graf 7.14: Success rate - CLF, CLFI, CLFIE, CLFIEK3

Grafy 7.15 a 7.16 porovnavaji rozsifenou metodu interchange a rozsifenou
metodu interchange s prebarvenim K3 na algoritmech RSIE, LFIE, SLIE, SLFIE
a RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEKS. I tyto grafy maji stejné vlastnosti jako
grafy 7.9 a 7.10 v podkapitole 7.3.1.

Success rate - RSIE, LFIE, SLIE, CLFIE

-
)
8

0
3

N N

®
8
=3

A

VWA TR AL S AR WA RO R bl IRV WA R VRN AR SA s ARSI ’ VP NS AARA PR AP RARCIRT A
™S W s A MM ARSI AT ool
V

]
3 3

Procento nejlépe obarvenych graf
.
S

0 50 100 150 200 250 300
Pocet vrcholl

—RSIE —LFIE SLIE CLFIE

Graf 7.15: Success rate - RSIE, LFIE, SLIE, CLFIE

Success rate - RSIEK3, LFIEK3, SLIEK3, CLFIEK3

100
90
80
70
60
50
40

30

Procento nejlépe obarvenych grafli

20

10

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Pocet vrcholi

—RSIEK3 —LFIEK3 SLIEK3 CLFIEK3
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Graf 7.17 porovnava vsechny algoritmy. Z tohoto grafu je patrné, Ze nejlep-
sich 5 algoritmi vzhledem k naméfenym datim jsou SLIE, SLIEK3, CLFIE,
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CLFIEK3 a LFIE.
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7.4 Meta-algoritmus

Nyni zméfime experimentalné efektivitu naseho meta-algoritmu.

Bylo celkem nagenerovano pres 3400 nahodnych grafi a 69000 obarveni.
Grafy byly generovany s poé¢tem vrcholi 60 az 300 s rovhomérnym rozlozenim.
Dolni mez je vybrana z toho divodu, ze drtivou vétsinu grafti s mensim stupném
nejlépe obarvi geneticky algoritmus s exponentem 2 a tento model je pro tuto
oblast nejsilnéjsi, takze lze predpokladat, ze by témér vzdy volil pravé geneticky
algoritmus s exponentem 2. Horni mez méreni je 300, nebot modely byly tréno-
vany na grafy s poc¢tem vrcholii max. 300, a proto lze ocekavat, ze efektivita pro
veétsi grafy se bude postupné zhorsovat.

Grafy byly obarveny pravdépodobnostnimi algoritmy (tj. RS, RSI, RSIE,
RSIEK3, Genl a Gen2) 10x.

Neékteré grafy nebyly pro vétsi casovou slozitost obarveny nékterymi algoritmy.
Ptesné teceno, grafy byly obarveny genetickym algoritmem s exponentem 2, po-
kud mély méné nez 100 vrcholti a grafy byly obarveny algoritmy vyuzivajici rozsi-
renou metodu interchange s prebarvenim K3, pokud mély méné nez 200 vrcholfi.

Meta-algoritmus obsahuje pouze modely pro nasledujici algoritmy:
CLFIE, CLFIEK3, LFIE, SLIE, SLIEK3 a Gen2. Dtvod tohoto omezeni
je zrejmy z predchozich experimentii, kde se ukazalo, ze vyse zminéné algoritmy
obarvi drtivou vétsinu graf nejlépe a neni tedy potieba do meta-algoritmu pfi-
davat dalsi "slabé" algoritmy.

Poznamka. Tento experiment zabral jeden den vypocetniho ¢asu na dvou poci-
tacich.

7.4.1 Grafy

Graf 7.18 zobrazuje pocet nagenerovanych grafii pro jednotlivé pocéty vrcholi.

Pocet nagenerovanych grafl pro jednotlivé pocty vrchold

Pocet graft
o

0 50 100 150 200 250 300
Pocet vrcholll

Graf 7.18: Pocet nagenerovanych grafi pro jednotlivé pocty vrcholi

Meta-algoritmus budeme porovnavat s ostatnimi algoritmy na zdkladé miry
tspéchu (success rate), tzn. zZe se algoritmy porovnavaji na zakladé procentudlniho
poctu grafii, které obarvily nejlépe ze vsech ostatnich algoritma.

Graf 7.19 porovnava jednotlivé algoritmy s meta-algoritmem. Protoze jednot-
livych algoritmii je hodné, tak je zobrazeno pouze 5 nejlepsich algoritmi (LFIE,
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SLIE, SLIEK3, CLFIE a CLFIEK3). Muzeme si v§imnout, Ze meta-algoritmus je
az na drobné vyjimky mezi prvnimi. Déle si vSimnéme, Ze meta-algoritmus neni
néjakym vyraznym zpusobem lepsi nez zbylé algoritmy, coz mize byt zplsobené
tim, ze vyse zminéné algoritmy obarvi nejlépe drtivou vétsinu grafl, a pokud na-
hodou néjaky graf neni dobre obarven néjakym vyse zminénym algoritmem, tak
algoritmus zpravidla pouzije o jednu barvu navic.

Success rate - meta-algoritmus a 5 nejlepsich algoritma
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Graf 7.19: Success rate - meta-algoritmus (AI), LFIE, SLIE, SLIEK3, CLFIE,
CLFIEK3
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Z.aver

Zhodnoceni

Naimplementovali jsme dvé aplikace, jednu s uzivatelskym rozhranim (Gra-
phColoring), kterd umoznuje uzivateli pracovat s grafy (vizualizovat, obarvovat,
modifikovat apod.) a druhou ( GraphColoringConsole), ktera slouzi pro praci s vel-
kym poctem grafii a je uréend predevsim k vytvareni dat k experimentiim. Obé
aplikace jsou navrzeny tak, aby mohly byt jednoduse modifikovatelné (napf. pti-
déni nové vlastnosti grafu, nového barviciho algoritmu apod.).

Povedlo se ndm naimplementovat meta-algoritmus, ktery pro dany graf
nejdiive zjisti, zda neexistuje néjaky algoritmus, ktery dany graf obarvi opti-
malné. Pokud takovy algoritmus neexistuje, tak na zakladé vlastnosti grafu je
schopen odhadnout nejvhodnéjsi algoritmus pro obarveni daného grafu. Na za-
kladé jednoho experimentu jsme ukézali, ze je lepsi (aZ na malé vyjimky) nez
ostatni algoritmy, ale ne o tolik. Moznych vysvétleni je nékolik:

« malo grafovych vlastnosti,
e malo vytvorenych dat,

o nejpravdépodobnéjsi je vsak nasledujici: z experimenti vyplynulo, Ze nej-
lepsimi algoritmy jsou CLFIE, CLFIEKS3, LFIE, SLIE a SLIEKS, které vy-
uzivé i meta-algoritmus. Vsechny tyto algoritmy jsou obdobné dobré (tzn.
ze v prumeéru pouze dva algoritmy z vyse uvedenych obarvi graf hiife (zpra-
vidla o jednu barvu) nez zbytek algoritmt uvedenych vyse), a proto meta-
algoritmus nemuze byt az o tolik lepsi nez jednotlivé algoritmy zminéné
vyse.

V kapitolach 1 - 3 jsme c¢tenare provedli zakladni a pokrocilejsi teorii grafi,
kterd je zamérenda na barveni graf s fadou prikladi k lepsimu pochopeni definic.

Dokazali jsme vymyslet novy algoritmus CLF, ktery se vyrovnava ostatnim
barvicim algoritmiim, které nepouzivaji zadnou variantu metody interchange.
Rozsitili jsme metodu interchange pojmenovanou rozsirend metoda interchange
a rozsitend metoda interchange s prebarvenim K3, které zefektiviuji algoritmy,
které tyto metody pouzivaji, coz bylo ukazano na tifech experimentech. Ukazali
jsme navic, ze algoritmy se standardni metodou interchange a rozsitrenou metodou
interchange bézi pro husté grafy priblizné stejné rychle. Algoritmy vyuzivajici roz-
sitenou metodu interchange s prebarvenim K3 jsou obdobné dobré jako ty samé
algoritmy vyuzivajici rozsifenou metodu interchange. Algoritmy s rozsirenou me-
todu interchange s prebarvenim K3 maji ale obrovské ¢asové slozitosti, a tudiz
z celkového hlediska se jedna o horsi metodu nez rozsitena metoda interchange.

Mozna rozsireni

Vypozorovali jsme, ze algoritmy s libovolnou heuristikou pro vybirani poradi
vrcholii pro obarveni vyuzivajici rozsitenou metodu interchange jsou stejné dobré.
Bylo by tedy vhodné implementovat rozsitrenou metodu interchange i na dalsi al-
goritmy (napf. CS algoritmus) a ovérit, zda toto tvrzeni bude platit i pro dalsi
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algoritmy. Navic jsme vypozorovali, ze rozsifena metoda interchange s prebar-
vybirani poradi vrcholii pro obarveni, i tuto hypotézu by nebylo Spatné oveérit
naimplementovanim vice algoritmt vyuzivajici rozsifenou metodu interchange s
prebarvenim K3

V pripadé vétsiho mnozstvi ¢asu by mohlo byt zajimavé vytvareni rtznych
heuristik pro rozsitenou metodu interchange (k ¢emuz by mohlo pomoci nalezeni
HC a SHC grafi pro jednotlivé algoritmy vyuzivajici rozsifenou metodu inter-
change), nebot bichromatickych podgrafi, ve kterych lze prohodit barvy mize
byt vice a nemusi byt vzdy dobré vybrat dany bichromaticky podgraf nahodné.
Obdobné pro vybirani artikulace a jejiho prebarveni v bichromatickém podgrafu.
Déle by bylo dobré se neomezovat jenom na prebarvovani sousedu artikulace, ale
rekurzit se i na sousedy sousedii apod. a zjistit pomér zlepseni metody vzhledem
k dobé trvani.

Dalsim moznym rozsitenim by mohlo byt naimplementovani dalsi metody,
kterda by mohla rozsitovat stavajici algoritmy a byla by zalozena na uplné jiné
myslence nez metoda interchange, a nasledného porovnavani jednotlivych metod
a kombinaci téchto metod.

Pro vylepseni meta-algoritmu by neskodilo rozpoznavat vice vlastnosti grafu
jako naptiklad vrcholova a hranova souvislost, rovinnost grafu apod.

Do aplikace GraphColoring by bylo vhodné implementovat ukazatel pribéhu
obarvovani, diky ¢emuz by uzivatel mohl odhadnout dobu skonceni obarveni
grafu.

Aplikace GraphColoringConsole by mohla uzivateli umoznovat mérit pro jed-
notlivé barvici algoritmy dobu trvani obarvovani grafi s pevnym poc¢tem vrcholi
a s ménici se hustotou grafi.
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velikost maximalni kliky v grafu G

pocet barev pouzitych pti obarveni grafu G algoritmem A
performance guarantee

backend

kruznice s n vrcholy

connected largest first metoda

connected largest first metoda rozsitena standardni
metodou interchange

connected largest first metoda rozsirena rozsirenou
metodou interchange

connected largest first metoda rozsitend rozsirenou
metodou interchange s prebarvenim K3

connected sequence metoda

databaze

stupen vrcholu v v grafu G

mnozina hran grafu G

frontend

graf

komplementarni graf ke grafu G

hustota grafu G

geneticky algoritmus s exponentem 1

geneticky algoritmus s exponentem 2

greedy independent sets

Erd6s-Rényiho nahodny graf

hard-to-color graf

uplny graf s n vrcholy

diskrétni graf s n vrcholy

uplny bipartitni graf

largest first metoda

largest first metoda rozsitena standardni metodou
interchange
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LFIE
LFIEK3

L(G)
NG (’U)
Py

RS

RSI
RSIE
RSIEK3

Sn

SHC

SL

SLF / DSATUR
SLI

SLIE
SLIEK3

V(G)
Wn

largest first metoda rozsitena rozsitenou metodou
interchange

largest first metoda rozsirena rozsitenou metodou
interchange s prebarvenim K3

hranovy graf ke grafu G

sousedé vrcholu v v grafu G

cesta délky n

random sequence metoda

random sequence metoda rozsirend standardni metodou
interchange

random sequence metoda rozsitend rozsitenou metodou
interchange

random sequence metoda rozsitend rozsirenou metodou
interchange s prebarvenim K3

hvézda s n vrcholy

slightly hard-to-color graf

smallest last metoda

saturation largest first metoda

smallest last metoda rozsitena standardni metodou
interchange

smallest last metoda rozsifena rozsitenou metodou
interchange

smallest last metoda rozsitena rozsitenou metodou
interchange s prebarvenim K3

mnozina vrcholi grafu G

kolo s n vrcholy
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A. Priloha - Ohodnoceni Al
modelt

Tabulka A.1 zobrazuje, jaké modely pro jednotlivé algoritmy obsahuje aplikace
GraphColoring vcéetné jejich ohodnoceni. Modely pro nékteré algoritmy nebyly
vytvoreny pro nedostatek dat.

Tabulka A.1: Ohodnoceni Al modelii obsazenych v apli-
kaci GraphColoring

Presnost | Negative Positive Negative Positive
Model modelu® | precision® | precision® recall? recall®
CLFIE 0.64 0.61 0.694 0.781 0.498
CLFIEKS3 0.925 0.999 0.85 0.83 0.999
RSH: [SENORE e Hesis HN36 el
LFIE 0.637 0.603 0.74 0.78 0.483
LITERS 0349 0875 Ha2T Hsdd Hsg
SLIE 0.636 0.6 0.76 0.82 0.483
SLIEKS3 0.928 0.999 0.834 0.816 0.999
Gen2 0.97 0.983 0.957 0.955 0.984
CLF
RS
RSI
LF
LFI .
3L modely nebyly vytvoreny pro nedostatek dat
CS
GIS
Combination
Genl

true positive 4+ true negative

a DY iz 2 .
Presnost se pOCIta nasledovné: true positive + true negative + false positive + false negative

true negative

b . ‘s . vz - ~,
Negative precision se pocitd nasledovné: +— egative + False megative

true positive
true positive + false positive

¢ Positive precision se pocita nasledovné:

true negative

d . vl o v,
Negative recall se poc¢itd nasledovné: — regative T false positive

true positive

¢ Positive recall se poc¢itd nasledovné: ;— Sositivet False megative

Poznamka. Modely, které jsou preskrtnuty, jsou vytvoreny, ale nevyuziva je meta-
algoritmus. Je to z toho divodu, Ze dané algoritmy jsou prilis slabé a tedy nepo-
tfebné.
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B. Priloha - Obsah CD

o GraphColoring.pdf - tato prace v elektronické podobé,

o slozka GraphColoringDatabase obsahuje skripty pro vytvoreni schématu da-
tabaze,

 slozka GraphColoring\ GraphColoring obsahuje zdrojové kody k aplikaci
GraphColoring,

o slozka GraphColoring\ GraphColoringConsole obsahuje zdrojové kody
k aplikaci GraphColoringConsole,

 binarni soubor aplikace GraphColoring se nachazi v GraphColoring\
\ GraphColoring\ bin\ Release\ GraphColoring.exe,

« binarni soubor aplikace GraphColoringConsole se nachazi v GraphColoring\
\ GraphColoringConsole\ bin\ Release\ GraphColoringConsole. exe,

o slozka Data\ TimeComplexity obsahuje data z méreni dob trvani algoritmu,

o slozka Data\ DIMACS obsahuje grafy z DIMACS kolekce grafi ve formatu
.col a .graph,

o slozka Data\ HC' obsahuje hard-to-color grafy ve formétu .graph,
o slozka Data\ Benchmarks obsahuje benchmarky ve formétu .graph,

o slozka Data\ ColoredGraphs obsahuje obarvené grafy (benchmark, hard-to-
color grafy a grafy z kolekce DIMACS),

o slozka Data\ GeneratedGraphs obsahuje ndhodné vygenerované a obarvené
grafy a

o slozka Data\ Models obsahuje Al modely pro jednotlivé algoritmy.
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