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Uvod

Tématem mé diplomové préace je analyticky a synteticky pristup k feseni me-
trickych tloh v prostoru, coz obnasi urcovani vzdalenosti nebo odchylek mezi
geometrickymi utvary. Nejedna se vSak o polohové tlohy, proto hlavnim pred-
pokladem metrickych tloh je existence hledanych metrik. V tlohach obsazenych
v jednotlivych kapitolach tedy neovérujeme pti pocitani vzdalenosti dvou rovin
jejich rovnobéznost.

Oba pristupy (synteticky a analyticky) spadaji ve stfedoskolské matematice
do dvou vzdélavacich okruhti. Synteticka geometrie je soucasti stereometrie, ktera
pokryva pozadavky jak Ramcového wvzdéldvaciho programu pro gymndzia, tak
Rdmcového vzdéldvaciho programu pro stredni odborné vzdélani v oblasti geome-
trie v prostoru, a tudiz v riznych obménéach nedilnou soucésti skolnich vzdéla-
vacich programii pro stfedni skoly. To samé vSak nemiizeme tici o okruhu analy-
tické geometrie v prostoru, kterd neni soucasti ani Ramcového vzdéldvaciho pro-
gramu pro gymndzia, ani Rdmcového vzdélavaciho programu pro stredni odborné
vzdélani a nemusi byt tedy obsazena v prislusnych skolnich vzdélavacich pro-
gramech stfednich skol. Nékteré stredni skoly ji vSak presto do své vyuky zarazuji.
Neni ale jisté, zda dochazi k myslenkovému propojeni stereometrie, neboli syn-
tetické geometrie, s analytickou geometrii. Oba okruhy jsou obvykle vyucovany
oddeélené, nemusi tedy k jejich propojeni dojit. Pro mnoho zakt miize byt analy-
ticka geometrie jen mnozstvim vzorecki, které casem zapominaji.

Cilem diplomové prace je tedy ukazat zakiim souvislosti mezi analytickou
geometrii a syntetickou geometrii, neboli stereometrii. Propojeni znalosti a utvo-
reni jednotného pohledu na problematiku metrickych tloh v prostoru je tim, o co
se v této praci snazim. Zvolenymi prostredky k dosazeni cile jsou shromazdéni
teoretického prehledu pristupt k feseni metrickych tloh a sada priklada vénujici
se dané problematice.

Soucasti prace je také prizkum pristupt zakt stfednich skol k Teseni metric-
kych tloh v prostoru, abych ovérila spravnost domnénky, Ze zaci neznaji sou-
vislosti mezi syntetickou a analytickou geometrii. Prizkum také nastini, zdali
neznalosti nevznikaji i z jinych pfi¢in (napiiklad kvili nedostatecné prostorové
predstavivosti studentit).

Diplomova prace je rozdélena do tfi hlavnich ¢asti. Prvni se vénuje popsani
riznych pristupt k TeSeni odchylek a vzdalenosti v metrickych tlohéch. Nachazi
se zde odvozeni znamych vztahii analytické geometrie a objasnéni spole¢nych
prvki propojujicich analytickou a syntetickou geometrii. Na konci kapitol Dals?
odchylky a Dalst vzddlenosti je sada prikladu spolu se vzorovym fesenim jednoho
z nich. ReSen{ vSech pifklad je soucasti webové aplikace Portdl stredoskolské
matematiky www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/.

Prave sada tesenych prikladi nachazejicich se na Portdlu stredoskolské mate-
matiky je druhou hlavni ¢asti této prace. Sada prikladi prinasi pestrou skalu
prostorovych situaci, na nichz se zabyvam metrickymi vlastnostmi. Postupy reseni
jednotlivych ptikladi jsou vsak jen ukazkou, jak lze dané priklady Tesit. Existuji
i jiné postupy, které mohou ¢tenare napadnout a nejsou na Portdlu stredoskol-
ské matematiky uvedeny. Do ukazkového feseni néjakého z prikladil 1ze nahléd-
nout v podkapitolach Vzorové priklady nebo v UZivatelské dokumentaci, kterd



je soucasti priloh. UZivatelskd dokumentace podava navod ovladani resenych pfti-
kladi i prehled jednotlivych postupii kazdého z nich. Pro pripad rozsitovani sady
prikladt lze v priloze nalézt i programatorskou dokumentaci, ktera strucné se-
znamuje s technickym zazemim webovych stranek.

Posledni ¢asti je predstaveni prizkumu feseni metrickych tloh zaky strednich
skol, ktery prinasi odpovédi na otazky typu: Uvédomuji si zaci souvislost mezi
analytickou a syntetickou geometrii? Kterou z metod zaci preferuji pti reseni
metrickych tloh? Dél4 jim pfi feseni problém prostorova predstavivost? Jsou zéaci
schopni analyzovat obtiznost zadani a zvolit vhodnou metodu feseni?

Shrnuti pristupt k feseni odchylek a vzdédlenosti v metrickych tlohach mutze
slouzit zakim stfednich skol k rozsiteni znalosti. Pedagogové jej mohou vyuzit
pro inspiraci ve snaze propojit vyuku téchto dvou témat. Na sadé prikladi si zaci
mohou procvicit problematiku metrickych tloh a najit zde i jiné pristupy TesSeni.



1 Zakladni metrické vlastnosti

Zakladni metrické vlastnosti v prostoru urcujeme za pomoci dvou metod —
syntetické a analytické (Holesova, 2013]). Hlavni myslenkou syntetické metody je
zkoumani geometrickych ttvarti, v nasem pripadé téles, vzhledem k jejich za-
kladnim geometrickym vlastnostem. Télesem je minén prostorové omezeny sou-
visly geometricky utvar, jehoz hranici je uzaviend plocha (Pomykalova, [2011]).
K jeho popisu vyuzivame vlastnosti geometrickych objekti, jako jsou tsecky,
krivky, ¢asti rovin a obecné plochy. Do geometrickych vlastnosti radime napii-
klad délky usecek, velikosti thl. Tyto popisné prvky ndm napomahaji v urcovani
metrickych vlastnosti v ramci syntetické geometrie.

Pro analytickou geometrii je charakteristické umistovani geometrickych ttvara
do kartézské soustavy soutradnic, coz prinasi algebraickou reprezentaci jich samot-
nych, jejich vztahti a operace s nimi v podobé feseni soustav rovnic. Kartézskou
soustavou soufadnic nazyvame trojici navzajem kolmych ¢iselnych os protina-
jicich se v jednom bodé, ktery odpovida bodu [0;0;0]. Ciselné osy se nazy-
vaji souradnicové osy a znaci se pismeny x, y, z. Spolecny prusecik souradnico-
vych os se nazyva pocatek soustavy soutadnic a my jej budeme oznacovat O
(O = [0;0;0]). Soustavu soufadnic v prostoru s po¢atkem O a osami z, y, z o-
znacujeme Oy,.. Dale budeme pfi pouzivani kartézské soustavy souradnic pouzi-
vat znaceni x,, resp. x4 pro xz-ovou souradnici vektoru 7, resp. bodu A, analog-
icky pro y-ové a z-ové souradnice.

1.1 Vzdalenost dvou bodu

Vzdalenost dvou bodi A, B je délka usecky AB. Vzdalenost dvou bodu
s vyuzitim télesa (tzn. v rdmci syntetické metody) lze odvodit z jeho zadanych
vlastnosti, kterymi mohou byt povrch, objem, vzdélenosti (napiiklad délky hran)
¢i odchylky (napriklad odchylky stén). Nejdiive vSsak musime nalézt rovinny geo-
metricky utvar, ktery obsahuje dané body a néalezi télesu. Omezime se tedy
na feseni vzdalenosti dvou bodl v roviné. Volime geometricky utvar s nejvyssim
poctem zadanych vlastnosti — byva jim nejcastéji trojihelnik. K uréeni vzdalenosti
danych bodii lze obvykle vyuzit jeden ¢i vice z nasledujicich nastroji:

« Pythagorovu vétu,

o Eukleidovy véty,

o goniometrické funkce,

o shodnost ¢i podobnost trojihelnik,

o obsahy geometrickych utvart.
Néastroj pro vypocet vzdalenosti dvou bodt vybirame dle zvoleného rovinného
obrazce. Pythagorovu vétu vyuzivame také pti dopocitavani délek tsecek pri po-
mocnych mezivypoctech.

Nyni se podivame na TeSeni téhoz v ramci analytické metody a odvodime tak
vzorec pro vypocet vzdalenosti dvou bodt v kartézské soustavé souradnic.
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Obrézek 1.1: Vzdalenost dvou bodu v kartézské soustavé souradnic

Jsou dany body A, B, kde A = [x4;ya;24] a B = [rp;yp; 25]. Prolozme
bodem A rovinu p rovnobéznou s rovinou xy a bodem B vedme piimku p kolmou
k roviné p. Prusecik primky p s rovinou p oznac¢me C' (obrézek. Body A, B, C
jsou vrcholy pravouhlého trojihelniku s pravym thlem pti vrcholu C, ktery ma
soutadnice [zg,ys, ZA]E|. Vzdalenost bodti A, B vypocitame Pythagorovou vétou:

|AB* = |AC|* + |BC? (1.1)
Pro délku tsecky BC' obecné plati:
|BC| = |25 — 24| (1.2)

Muzeme nahlédnout, Ze |z — z4| = zp — 24 pro zp > z4 (obrazek .
Vzdalenost bodi A, C' je rovna vzdélenosti bodu A’, B’, kde usecka A'B’ je

kolmym priumétem usecky AB do roviny zy. Velikost tusecky A'B’ lze ziskat opét

uzitim Pythagorovy véty pro pravouhly trojtihelnik lezici v roviné zy (obrazek

1)
|AC? = |A'B')? = |zp —zal* + lyp — yal> = (x5 — 24)° + (yp —ya)*  (1.3)
Dosadime vztahy [1.2] a [1.3] do vztahu [T.1

|IAB)? = (x5 —24)*+ (yp —va)* + (23 — 24)*
[AB| = \J(xp—2a) + (yp — ya)? + (28 — 24)? (1.4)

Tento vztah je v nékterych ucebnicich matematiky pro stfedni skoly uvadén bez
odvozeni (napt. |Liskay, 2017, str. 22) jako vzorec pro vypocet vzdalenosti dvou

'Pokud bod A spljva s bodem C, pak body A4, B maji shodné soufadnice z, y. Shoduji-li
se body pravé ve dvou souradnicich, pak vzdalenost téchto bodu je rovna absolutni hodnoté
rozdilu zbyvajici souradnice. Shoduji-li se body ve vSech tfech souradnicich, pak je vzdalenost
bodt nulova.



bodi. Uvazujeme-li vektor U = E , pak vztah urcuje také velikost vektoru
2 o soufadnicich Ty =TB —TA, Yo =YB — YA & 2y = 2B — 24, t].

AB] = (w5 —24)* + (s — ya)® + (25 — 24)? (1.5)
@ = VRl

Lze tedy nahlédnout, ze Pythagorova véta je dilezitym néstrojem v obou meto-
dach.

Obrazek 1.2: Prumét bodi A, B do roviny xy

1.2 Odchylka dvou primek

Odchylka dvou riznobéznych primek, znac¢ime |£pgq|, je rovna velikosti kaz-
dého z ostrych nebo pravych thld, které spolu primky sviraji. Odchylka dvou
rovnobéznych primek je 0°. V prostoru vSak potiebujeme umét urc¢it také od-
chylku dvou mimobéznych piimek. Odchylka dvou mimobéznych primek je rovna
odchylce dvou rtznobéznych primek vedenych rovnobézné s danymi mimobéz-
kami libovolnym bodem prostoru. Za libovolny bod volime takovy bod, ktery
nam usnadnuje numerické vypocty nebo vyobrazeni prostorové situace. Velikost
odchylky dvou pfimek vzdy urcéujeme v ramci roviny, jez je zadana témito prim-
kami.

Hlavni myslenkou odchylky dvou primek v syntetické geometrii je nalezeni
rovinného utvaru, ktery je Tezem zadaného télesa rovinou urcenou zadanymi
primkami. Rovinnym ttvarem nejcastéji byva trojihelnik. Geometrické vlastnosti
rovinnych ttvaru (délka strany, velikost ihli, aj.) pouzivime poté k vypocitani
velikosti hledané odchylky ptimek. K urceni velikosti ihla lze vyuzit:

o goniometrické funkce,

e kosinovou ¢i sinovou vétu.



Zbyva nam tedy ukéazat, jak vypocitat odchylku dvou primek uzitim analytické
metody.

Ze syntetické metody vime, ze odchylka dvou mimobézek je rovna odchylce
dvou rtiznobézek vedenych rovnobézné s danymi mimobézkami libovolnym bodem
prostoru. V analytické geometrii jsou primky reprezentovany smérovymi vektory.
Mizeme tedy prevést odchylku piimek na odchylku jejich smérovych vektort.
Protoze smérové vektory rovnobéznych primek jsou svym nasobkem, je velikost
odchylky smérovych vektorii rovna 0° nebo 180°. Podivejme se tedy na odchylku
dvou riiznobéznych primek.

Méjme ruznobézné primky p, ¢ nalezici roviné p, jejichz odchylku chceme urcit.
Pro nazornost a ulehc¢eni vypoctu predpokladejme, ze prisecikem obou ptrimek
je pocatek O kartézské soustavy soufadnic Ogy..

Kazda ptimka je ddana smérovym vektorem a bodem, ktery ji nalezi. Od-
chylku primek muzeme tedy prevést na odchylku dvou vektort. Odchylka dvou
ruznobéznych primek je vSak rovna velikosti ostrého nebo pravého thlu, zavedme
tedy prozatim nasledujici omezeni: Necht odchylka dvou vektorti odpovida od-
chylce dvou primek, tj. smérové vektory sviraji tihel o velikosti ¢ € (0°,90°).

Obrézek 1.3: Odchylka smérovych vektora primek p, ¢

Necht @ = (24:¥yu; z) je smérovy vektor piimky ¢ a U = (v y: 2) je
smérovy vektor primky p. Umistéme volné vektory 7, o do spoleéného pocat-
ku O. Vazané vektory U, sviraji dle vyse uvedeného omezeni ostry nebo pravy
thel. Jeho velikost ¢ tedy odpovida odchylce ptimek p, q (obrézek. Oznacime-
li 7 = 00, ¥ = OP, ziskéme trojihelnik OPQ.

Pro vypocet velikosti thlu v obecném trojihelniku lze pouzit kosinovou vétu.
Zbyva ndm urcit velikost vektoru P(). Provedme tedy nasledujici konstrukei:

« vedme vektor — @ z bodu P a oznaéme jeho koncovy bod R,

o vznikl vektor @ odpovidajici vektoru v —.

Konstrukei jsme ziskali rovnobéznik ORP(Q), pro ktery plati: Q? =7 - .
Trojuhelnik OPQ ma tedy délky stran:



Podle kosinové véty platf}

T —UP =W+ VP =2/ ||V cosp (1.6)

Ze vztahu [1.5| na strané [7| pro velikost vektoru vime:

(o — 20)” + (Yo — ¥u)* + (20— 20)* = @ +yo+ 20 +2, +y, +

22— 2|ul|v| cos
Ty = 2T+ Ty Yy 202 H Y 2~ 2kt = Tty Y+
22— 2|ul|v| cos ¢

—2T, Ty — 2YpYu — 2202y = —2|ul|v|cosp

Protoze vektory u, v jsou nenulové, mizeme psat:

ToTu + Yolu + Z0%u
jul[v]

cos p =

Uzitim definice skaldrniho sou¢inif dostaneme:

0
coscp—| ki (1.7)

Obrazek 1.4: Urceni odchylky primek p, ¢, jejichz
smeérové vektory sviraji tupy thel

2Pro kolmé vektory o, U, tj. ¢ = 90° a cosg = 0, plati: |7 — |2 = |u|? + |v]2. Mizeme
nahlédnout, ze kosinova véta odpovida Pythagorové vété, pokud jsou dané vektory navzajem
kolmé — Pythagorova véta je tedy specidlnim pripadem kosinové véty.

3Skalarni soucin dvou vektortt @ = (u1;ug;us), v = (v1;v9;v3) v prostoru je ¢islo ujvy +
Ugvs + usvs, znadime jej @ - U (Bocekl, |1995, str. 39).



Ukazme nyni, ze vztah plati pro odchylky smérovych vektort bez omezeni
na ostré a pravé uhly:

Jsou-li vektory 7, o rovnobézné, tj. primky sviraji nulovy thel, pak plati
UV =k, k#0,tj. || = k||. Dosadime-li kK za vektor ¥ do vztahu [1.7]

ziskame® > k|7|2 L

Osgp: = =
2k RIER k]

o Pokud jsou v tomto pripadé vektory u, v souhlasné rovnobézné, tj. £ > 0,
pak |k| =k a cosp =1, tedy ¢ = 0°.

o Pokud jsou vektory u, v nesouhlasné rovnobézné, tj. ¢ = 180° a k < 0, pak
|k| = —k a cosp = —1, tedy ¢ = 180°.

Jsou-li vektory 7, 7 riznobéiné a sviraji tupy thel 1 (obrazek ,
tj. ¥ € (90°;180°), pak pii urcéovani odchylky piimek p, ¢ vezmeme v tivahu
misto jednoho z vektortl vektor jemu opaény. Uhel ¢ sevieny vektory 7 a0 je
ostry. Muzeme tedy pouzit vztah [1.7] pro ktery plati:

e
T

Pro odchylku vektort o velikosti ¢ € (0°,90°) U{p = 180°} plati vztah [1.7 Vztah
plati pro smérové vektory svirajici tupy tihel. Velikost odchylky dvou pfimek
tedy vypocitame vztahem:

(1.8)

COS = |77|
= (1.9)

4Necht 7 = (Tw; Yu; 2u), pak plati:

2
7’7:(zu;yu;zu)'(xu;ymzu):xi+yz+'zz: in+y12l,+z12l. = ‘7‘2
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2 Dalsi odchylky

V prvni kapitole jsme se seznamili se vzdalenosti dvou bodl a s odchylkou
dvou primek. Nyni téchto znalosti vyuzijeme. Budeme se zabyvat dalsimi od-
chylkami — odchylkou primky od roviny a odchylkou dvou rovin.

2.1 Odchylka dvou rovin

Odchylka dvou rovin «, (, zna¢ime |£af|, je rovna odchylce jejich prﬁseéniﬂ
p, ¢ s rovinou o kolmou k obéma rovinam. Prisecnice p je spoleénym prinikem
roviny « s rovinou ¢ a prusecnice ¢ je spolecnym prunikem roviny [ s rovinou o.
Problém odchylky dvou rovin odpovidd tedy odchylce dvou primek. Analyticka
metoda nam vsak prinasi jednodussi reseni.

Jsou dany riznobézné roviny « a . Rovina « je dana obecnou rovnici a,x +
boy + oz + dy = 0 s normalovym vektorem e o= (G, basCo) a rovina (5 je
dana obecnou rovnici azz + bay + czz + dg = 0, kde vektor nj = (ag, bs,cs) je

norméalovym vektorem roviny /3 (obrazek .

Obrazek 2.1: Odchylka roviny « od roviny [

Vedme rovinu ¢ kolmou k roviné « i k roviné 5. Normalové vektory n_g, n_g jsou
smérovymi vektory roviny o. Zavedenim roviny o jsme ziskali prisecnice p a g,
kde cNa = p a oNp = q. Nalezenim priisecnic jsme ziskali jejich smérové vektory
a bod P, ktery je spolecnym bodem vsech tii rovin. Smérovy vektor primky p
oznacme S, a smérovy vektor primky ¢ oznacme ;5 Umistéme smérové vektory
do spole¢ného pocatku P.

Dle syntetické metody je hledanou odchylkou rovin « a § odchylka priisecnic
p, q. 7 kapitoly vime, ze odchylku priisec¢nic p, ¢ ur¢ime pomoci odchylky

! Priise¢nice je pfimka, kterd je spole¢nym prinikem dvou riiznobé&znych rovin.
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vhodnych smérovych vektort Se. s_g Nalezeni smérovych vektorti obou primek je
vsak prilis pracné. Ukazeme si proto jiny postup.

Pouzijeme normalové vektory rovin. Normalovy vektor e je kolmy k roviné «,
je tedy kolmy ke vsem smérovym vektorum roviny . Protoze prusecnice p lezi
v roviné «, je vektor 50 smérovym vektorem roviny «. Vektory o, 5o jsou tedy
navzajem kolmé. Analogicky ziskame kolmost vektoru 772, S_5>

Nyni umistéme vektory do spolecneho pocatku P. Odchylka vektorti ne, b nj
vznikd rotaci odchylky vektoru s_oz, 55 o 90° proti sméru hodinovych rucicek
(obrézek 2.1)). Plati proto |£5.55| = |£naig). Odchylka dvou rovin «, 5 odpovida
tedy mens{ z odchylek jejich normalovych vektort ng, 74 nj. Odchylku rovin a a 8
uréime pomoci nésledujiciho vztahu, ktery jsme odvodili v kapitole [1.2}

|7 - |

O

2.2 Odchylka primky od roviny

Odchylka primky p a roviny ¢ (zna¢ime |{po|), k niz je pfimka p kolm4, je
rovna 90°. Neni-li pifimka p kolmé k roviné p, je odchylka primky p a roviny o
rovna odchylce primky p a jejtho pravoiuhlého prﬁmétuﬂ p’ do této roviny. Ana-
lytickda metoda nam vsak prinasi jesté dalsi feseni.

Méjme rovinu g riznobéznou s piimkou p. Rovina ¢ je ddna obecnou rovnici
ax + by + ¢z + d = 0 s normalovym vektorem 7, = (a,b,c). P¥imka p je déna
smérovym vektorem s_; a libovolnym bodem, ktery primce nalezi. Urceme jejich

odchylku:

A p
.
ng .
Sp/(

2/ Q

D>

>
R p

e sp

Obrézek 2.2: Odchylka piimky p od jejtho kolmého pramétu p* do roviny o

Jak jsme jiz ukazali vyse, dle syntetické metody je odchylka ptimky p od roviny
0 rovna odchylce prlmky p a jejtho pravouhlého primétu p'. Smérovy vektor
pifmky p' oznacéime 5 7. Odchylka piimky od roviny tedy odpovida odchylce
smérovych vektort s—p>, s_? Smerovy vektor s—/) vsak nezname.

Umistéme vektory 77;, 87) a spf do spolecneho pocatecniho bodu (obrazek .
K urceni odchylky ¢ vyuzijme doplikovy thel ¥, kde ¥ = 90° — ¢.

2Pravothly primét piimky p do roviny o ziskdme jako prinik dané roviny o s rovinou o,
kterd je kolma na rovinu ¢ a obsahuje primku p.
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Pro odchylku v plati:
ey T
nol[5p]

Uhel ¢ poté ziskdme jako: ¢ = 90° — .

Muzeme jej vSak uréit piimo diky vztahu cos(90° — ¢) = sin ¢:
7% - 5|

cos ) = cos(90° — @) =sinp = Al
ellSp

2.3 Priklady k procviceni

V sadé pf"ikladﬁﬂ si problematiku odchylek procvic¢ime na mnoziné téles, kterou
tvori krychle, pravidelny ¢tyrboky/Sestiboky jehlan a ¢tyFstén. Stanovme nyni
umluvu pro popis jednotlivych téles. Béhem popisu situaci budeme pouzivat
znaceni Syy pro stred tsecky XY a znaceni jednotlivych titvart bude nasledovné:

Oznaceni krychle ¢i kvadru odpovida oznaceni vrcholi v pravém nadhledu
rovnobézného promitani. Nejdiive jsou uvedeny nazvy vrcholi dolni podstavy
jdouci proti sméru hodinovych rucicek. Tento popis je nasledovan popisem horni
podstavy, ktery ma stejnou strukturu jako v pripadé dolni podstavy.

Jehlany jsou oznacovany popisem podstavy nasledované hlavnim vrcholem V.
Stred podstavy oznacujeme S.

Specidlnim typem trojbokého jehlanu je ctytstén, jehoz hlavni vrchol popisu-
jeme pismenem nasledujicim po popisu jeho podstavy.

Odchylky mezi zadanymi objekty jsou v nasledujicich ptikladech vzdy defi-
novany. Zadané objekty tedy maji spolecny alespon jeden bod.

Priklad 1: Je ddna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku piimky
AB od primky SgrFE.

Priklad 2: Je ddna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku pfimek
SapB, SprG (prevzato z Krynicky| 2015b)).

Priklad 3: Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| =5 em. Urcete odchylku ptimek AScp, C'V.

Priklad 4: Je ddna krychle ABCDEFGH,|AB| = 4 cm. Urcete odchylku piimek
BE, AH (ptfevzato z Krynickyl 2015b]).

Priklad 5: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku rovin
DAF, BSgrSan.

Priklad 6: Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku rovin
BSapSpu, SapSprSce (prevzato z |Vojacek (2008al)).

Priklad 7: Je dan pravidelny ¢étyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 4 cm. Urcete odchylku rovin BC'V', SaySpy B.

3Reseni piikladil jsou soucasti webové aplikace Portdl stredoskolské matematiky.
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Priklad 8: Je dén pravidelny ctyistéen ABCD, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku
rovin boc¢nich stén.

Priklad 9: Je ddna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku piimky
EC od roviny BGD (prevzato z Vojacek, 2008b).

Priklad 10: Je dén pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 6 cm. Urcete odchylku roviny podstavy jehlanu od piimky ASgy .

Priklad 11: Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku prim-
ky ASgr od roviny FFG.

Priklad 12: Je dén pravidelny ctyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 6 cm. Uréete odchylku roviny BScy D od piimky SV (prevzato
z |Vojacek, 2008b)).

2.3.1 Vzorovy priklad

Priklad 5: Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku rovin
DAF, BSgrSaif]

Zobrazeni situace

A B

Obrazek 2.3: Zobrazeni situace prikladu 5

4Vzorovy piiklad je ukézkou feseni pifkladfi uvedenych v kapitole Césti prikladu zo-
brazeni situace a analytické reseni obsahuji v této kapitole jen vyobrazeni v rovnobézném
promitani. Na webovych strankach Portdlu stredoskolské matematiky jsou télesa vyobrazena
pomoci Grafického nahledu 3D v aplikaci GeoGebra Classic 5.0.542. Néhled vyobrazeni téles
v Grafickém ndhledu 3D je ukazéan v UZivatelské dokumentaci @
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Analytické reseni

Zadanou krychli jsme vhodné umistili do poc¢atku soustavy souradnic (obré-
zek. Abychom nemuseli poc¢itat normalové vektory obou rovin, prevedeme od-
chylku rovin na odchylku dvou pfimek (prusecnic). Témito pfimkami jsou piimky
AF, BSgp. Jedna se o primky, které vznikly jako priinik zadané roviny a roviny
kolmé na obé zadané roviny. Rovina predni stény ABE je nasi kolmou rovinou
na obé zadané roviny

Odchylka rovin DAF, BSgrScy je tedy rovna odchylce prusecnic AF, BSgp.

Vektor AF' je smérovym vektorem piimky AF a BSgp je smérovym vektorem
primky BSgp.

Pro smérové vektory primek plati:
—
AF = (4;0:4) BSpp = (—2;0:4)

Dosadme nyni do vztahu pro odchylku primek:

(4;0;4) - (=2;0;4)| [4-(=2) +4-4] 8| 1
Cosp = = — _
[(40:4)]|(=2:0:4)] 2142, /(—2)2+42 4V2-2V5 V10
0 = T1°33'
y
H /6
! GH
A =10;0;0] E =[0;0;4] !
B = [4;0;0] F =[4;0;4] 5 !
C =1[4;4;0] G = [4;4; 4] : SEE;
D = [0;4;0] H = [0;4;4] E
Ser = [2;0;4] !
1
D N 'C
A B xr

Obréazek 2.4: Analytické feseni prikladu 5

Syntetické pocetni reSeni

Velikost thlu SgrPF' tj. hledanou odchylku urcime ptes dopliikovy thel BPF
(obrazek . Uhel SgpPF je odchylkou pifmek AF, BSgr. Jedné se o pFimky,
které vznikly jako prinik zadanych rovin a roviny ABFE kolmé na obé zadané
roviny. Velikost thlu BPF' ziskdme pomoci zbyvajicich thla v trojthelniku BPF,
které umime urcit. Velikost thlu PBF' zjistime z trojuhelniku BF Sgpr uzitim
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Obrézek 2.5: Syntetické pocetni feseni prikladu 5

goniometrické funkce tangens: tan ZPBF = |‘7§1}f| = 1 = |[£PBF| = 26°33'.

Uhel BFP je roven poloviné pravého dhlu BFE:
|/BFP| = 45°
Odtud dostaneme velikost thlu BPF:
|/BPF|=180° — |/BFP|— |/PBF| = 180° — 45° — 26°33' = 108°27’
Odchylka rovin DAF, BSgrSau je tedy rovna velikosti thlu SgpPF":

|/SppPF| =180° — |/BPF| = 180° — 108°27 = 71°33

Syntetické konstrukcni reseni

EF

© = 71°30

Obrézek 2.6: Syntetické konstrukéni reseni prikladu 5
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1. ¢tverec ABFE;|AB| =4 cm
2. Sgr; Sgr je stied strany E'F

Provedenim konstrukce (obrazek jsme ziskali velikost tthlu ¢ = |£SppPF|,
¢imz jsme sestrojili odchylku rovin DAF, BSgrScn-
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3 Dalsi vzdalenosti

V prvni kapitole jsme se seznamili s urcovanim vzdalenosti dvou bodi, ¢ehoz
v této kapitole vyuzijeme. Uvedeme si zde vzdalenosti mezi dalsimi typy objektt.
Zékladem téchto vzdalenosti vsak bude stale vzdalenost dvou bodi.

3.1 Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost bodu A od roviny p, zna¢ime |Ag|, je rovna vzdalenosti AP, kde P
je kolmym pramétem bodu A do roviny o. Bod P je patou kolmice vedené z bodu
A k roviné p.

Analytickd metoda nam nabizi dva pristupy k urceni vzdalenosti bodu od rovi-
ny. Pred aplikovanim metod analytické geometrie musime opét zadané objekty
umistit do kartézské soustavy souradnic.

Je déna rovina ¢ a bod A = [r4;ya;2z4]. Rovina ¢ muze byt zaddna bud
parametrickym vyjadfenim, nebo obecnou rovnici — z parametrického vyjadreni
roviny lze ovsem jeji obecnou rovnici odvodit (viz |Bocek, 1995, str. 113).

Necht je dana rovina p parametrickym vyjadfenim:

T =9+ try + STy, Y=1Yo+tYy+ SY», 2z=20+1tzy+ 52, t,sER,

kde [xo; yo; 20] jsou soufadnice libovolného bodu naleziciho roviné ¢ a (x; Yu; 2u),
(24 Yo; 20) jsou soutadnice smérovych vektortt @, ¥ roviny o takovych, ze U #
T, U+ 0 ad £k proVk eR.

Obecna rovnice roviny o je poté dana normalovym vektorem 7”79 = U x V,
oznacme jej 772, = (a; b; ¢):

ar + by +cz+d=0, kde d = —axg — byg — ¢z (3.1)
Chceme tedy urcit |Ag.

Pristup 1: Kolmice z bodu A k roviné o
Vzdalenost bodu od roviny zjistime pomoci kolmice k vedené z bodu A
k roviné p. Patu kolmice k oznacme P. Vime, Ze 77; = (a,b,c) je kolmy
k dané roviné a soucasné je rovnobézny s primkou k (obrézek . Primka k&
ma tedy parametrické vyjadreni:

r=xa+ta, y=ya+th, z=zx+tc, teR

Bod P = [xp;yp; zp] ndlezi piimce k, proto Jtp takové, Ze pro souradnice
bodu P plati:

xp=1x4+tpa, yp=1yas+tpb, zp=za+tpc, tER (3.2)
Zaroven bod P lezi v p, tedy:

a(xa+tpa) +b(ya+tpb) + c(za +tpc) +d =0
aza+bys+cza+d+tp(a® +0*+c*) =0
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Obrézek 3.1: Vzdélenost bodu A od roviny p uzitim kolmice k

Vyjadiime tp:

ars+bya +cza+d
tp=—

a? + b? + 2
Souradnice bodu P ziskame dosazenim tp do vztahu (3.2}

a(axs 4+ bya + cza + d)

Tp = %o = a2+ b2 1+ 2
b(axA + byas + cza + d)
= 1y — 3.3
Yp = Yo PERY TR (3.3)
o c(axA—i-byA—i—czA—i—d)
P a? + b2 + 2
Nyni ndm jen zbyva vypocitat |AP| pomoci vzorce pro vypocet vzdalenosti
dvou bodii:
|AP| = \/(9013 —x4)%+ (yp — ya)® + (2p — 24)? (3.4)
Po dosazeni [3.3] do [3.4] a ipravéach ziskdme:
AP| = (a2 + 02+ ?)(axa + bya + cza + d)?
(a® + b + ?)?
Ag| = lax s + bya + cza + d| (3.5)

Pristup 2: Doplnéni na rovnobéznostén
V dané roviné g zvolme tii libovolné navzajem rizné nekolinedrni body.
Z nich utvorme dva smérové vektory u, v roviny g, tak aby vychazely
ze stejného bodu. Tento bod oznaé¢me Q) = [zg;yq: 2¢]. Vektory u, v
tvori hrany podstavy naseho rovnobéznosténu, tj. obsah podstavy rovno-
bémosténu lze vypoditat jako |7 x | (Bocek, [1995] str. 57). Boén{ hrany
rovnobéznosténu nechf jsou dany vektorem 674 (obrazek
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Obrazek 3.2: Vzdélenost bodu A od roviny ¢ pomoci rovnobéznosténu

Pro objem rovnobéznosténu plati (Bocekl 1995, str. 60):
—
V=« x7) QA nebo V=25, -v=|u x V| Ag, (3.6)

kde S, je obsah podstavy a v je vyska rovnobéznosténu, tedy v = |Ag.

Ze vztaht [3.6| vyplyva:
——
(T x V) - QA| = [T x V|| Ag|

Pro |Ag|, tj. pro vysku rovnobéznosténu, plati:

(@ x ) QA
el = 17 % 0|
7. 0A
40| = %‘%

Vektor 772) = (a; b;c) je normdlovy vektor roviny p. Plati tedy:

Ag| = |(a;b;¢) - (x4 — TQ; Ya — Yq@i 2a — 20)|
Ag| = |axA+byA+czA—aasQ—byQ—czQ|,kde
d = —axg—byg —czg

Rovina ¢ mé obecnou rovnici az + by + ¢z +d = 0 a bod Q = [z¢;yg; 2¢]
ji nalezi, proto d = —axg — byg — czg a tedy:

laxa + bya + cza +d|
vaz 4+ b2+ 2

|Ao| =

3.2 Vzdalenost primky od roviny
Uvazme piimku p a rovinu p. Pti uréovani jejich vzdalenosti musime nejprve

vzit v potaz jejich vzajemnou polohu. Existuji dvé moznosti: pfimka p miize byt
s rovinou ¢ bud riznobézna, nebo rovnobézna.
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V prvnim pfipadé (primka p je s rovinou ¢ riznobézna) ma primka p s rovinou
o0 spolecny bod a jejich vzdalenost nelze jednoznacné urcit — body primky p maji
rizné vzdalenosti od roviny o.

Ve druhém pripadé (pfimka p je s rovinou p rovnobéznd) je vzdalenost piim-
ky p a roviny p, znac¢ime |pg|, rovna vzdélenosti libovolného bodu A piimky
p od roviny o. Analytickd metoda odpovida tedy vzdalenosti bodu od roviny

(viz kapitola [3.1).

3.3 Vzdalenost dvou rovin

Dvé roviny mohou byt navzajem rovnobézné, nebo rtznobézné. Jsou-li dvé
roviny navzajem ruznobézné, protinaji se v jedné primce — prisecnici. Vzdélenost
dvou ruznobéznych rovin neni definovana, protoze vzdalenost libovolného bodu
jedné roviny ma rtznou vzdélenost od druhé roviny.

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin g, o je rovna vzdalenosti libovolného
bodu A roviny ¢ od dané roviny o, znac¢ime |go|. Analytickd metoda odpovida
tedy vzddlenosti bodu od roviny (viz kapitola [3.1).

3.4 Vzdalenost bodu od primky

Vzdalenost bodu A od primky p, znacime |Ap|, je rovna vzdalenosti bodu A,
P, kde P je kolmy primét bodu A do primky p. Kolmy primét P sestrojime
pomoci kolmice z bodu A na primku p — bod P je patou kolmice.

Analytickd metoda nam nabizi tii pristupy k urceni vzdéalenosti bodu od prim-
ky. Abychom mohli metody analytické geometrie pouzit, musime zadané objekty
vyjadrit pomoci souradnic v kartézské soustavé souradnic.

Je déna piimka p a bod A = [z4;y4; z4]. PFimka p je urcena libovolnym bo-
dem [z¢; yo; 20| a smérovym vektorem U = (ZTw; Yu; 2u), kde U # 7. Parametrické
vyjadieni piimky p je tedy (viz [Kolouchova, 1986, str. 73):

r=x0+1tr,, Y=Yy +tys, 2=20+1z, tER (3.7)

Pristup 1: Prolozeni bodu A rovinou kolmou k primce p

Vedme bodem A rovinu ¢ kolmou k piimce p (obrazek . 7 kolmosti

primky a roviny vyplyva, ze pro norméalovy vektor roviny o plati:
Mo = U = (2u; Yus 2)
Obecnéa rovnice roviny o ma pak nasledujici tvar:
Tul + Yy + 242 +d =0, kded=—x,24 — YuYa — 2uza

Bod P = [zp; yp; zp] nalezi pfimce p, proto tp je takové, Ze pro souradnice
bodu P plati:

Tp =19+ tpTy, Yp =Yo+tpYu, 2p =20t 1tpzy, tp€ER (3.8)
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Obrazek 3.3: Rovina ¢ vedena bodem A kolmo k ptimce p

Pro prisecik P roviny p a primky p plati:
ZL‘u(IL'() + tPl'u) + yu(yo + thu) + Zu(z() + tPZu) - (xuxA + YulYa + ZuzA) =0

TuZo + YulYo + 2020 — (TuTa + YuYa + 2uza) + tP(Ii + yi + 23) =0

Vyjédieme parametr ¢p:

 TuTo + YuYo + 2uZo — (TuTa + YuYa + ZuZa)
2 +y2 4 22
Tu(To — Ta) + Yu(Yo — Ya) + 2u(20 — 24)

tp = — 3.9
P 2+ y2 4 22 (3.9)

tp =

Souradnice bodu P ziskdme tedy dosazenim tp do rovnic (3.8

Ty o + Yulo + 2020 — (TuTa + YuYa + 2u24)
2+ yr+ 22

ITp = Tg — Ty

TyZo + YuYo + ZuRo — (IuIA + YulYa + ZuZA)
w2 +y2 4+ 22

Yp = Yo = Yu

TyTo + YuYo + 2u20 — (xuxA + YulYa + ZuZA)
2 Y2+ 22

Nyni muzeme vyjadrit délku tsecky AP uzitim vzorce pro vypocet vzdale-

Zp — 20 — 2y
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nosti dvou bodu:

[AP| = \J(zp — 22) + (yp — ya)? + (zp — 24)?
|AP| = \/(% +try —24)% + (Yo + tyu — ya)* + (20 +t2y — 24)?
|AP| = {(xo —24)+ (Yo — ya)® + (20 — 24)* +tp(x2 + Y2 + 22) +

NI

2t[xy(ro — 2a) + Yu(Yo — ya) + 2u(20 — ZA)]}
Dosazenim tp ze vztahu [3.9 dostaneme:

|AP| = {(xo —24)% + (o —ya)? + (20 — 24)* — (3.10)

1
[y (20 — 24) + Yu(Yo — ya) + 2u(20 — ZAH2 :
2+ Y2+ 22

Ziskany vztah urcujici vzdalenost bodu od piimky ani nadchézejici pristupy
jiz neptinaseji , hezké vyrazy*“, jako tomu bylo pti odvozovani vztahu|3.5| pro
vzdalenost bodu od roviny. Proto pristoupime ke zjednoduseni vhodnou
volbou bodi ¢i vektort. Bez tjmy na obecnosti nechf tedy primka p splyva
s osou soufadnic z, tj. ¥ = (1;0;0). Toto zjednoduseni predpokladdme
i v nadchazejicich pristupech. Dosadime-li smérovy vektor U = (1;0;0)
do vztahu (ry, =1, y, = 0, z, = 0), pak pro vzdalenost bodu A od
primky p plati:

Ap| = /(5o — ya)? + (20 — 24)? (3.11)

Pristup 2: Kolmost vektori

Obrazek 3.4: Vzdélenost bodu A od primky p pomoci skalarniho soucinu

Vyjdéme ze skutecnosti, ze 1@ 1 W, kde @ je smérovy vektor primky p,
a piimka p splyva s osou z. Soufadnice bodu P = [zp;yp;zp] mizeme
vyjadrit z parametrického vyjadieni primky p, tj. P = [xo + tp; Yo; 20)-

Pro vektor ﬁ plati:
AP = (Tp — TA;YyP — Ya; 2p — 24)
ﬁ = (xo+tp—Ta;Y0 — Ya; 20 — 24) (3.12)
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Jelikoz ﬁ 1 7, pak skalarni soucin vektort ﬁ aw je roven nule, tedy:

AP = 0

(o +tp —xA5Y0 — Ya; 20 — 24) - (1;0;0) = 0
To+tp—x24 = 0

Odtud vyjadiime tp:
tp =24 — To (3.13)

Ze vztahu plyne, zZe pro velikost vektoru ﬁ plati:

Vﬁ| = \/(370 + (x4 —x0) — 4)* + (Yo — ya)® + (20 — 2a)? (3.14)

Vzdalenost bodu A od primky p je tedy rovna:

1Ap| = /(3o — ya)? + (20 — 24)?

Pristup 3: Doplnéeni na rovnobéznik
K urceni vzdalenosti bodu od primky muzeme také vyuzit doplnéni na
rovnobéznik, kde |Ap| bude vyskou daného rovnobézniku — patu vysky o-
zna¢me P, tj. |Ap| = |AP|. PopiSme nyni konstrukeci zmitiovaného rovnobéz-
niku.

Na primce p splyvajici s osou x zvolme dva libovolné rtizné body R, (), kde
R#P,Q# PE| Protoze oba body nalezi primce p, pak jejich soutradnice
odpovidaji parametrickému vyjadieni primky p:

Q = o+ t;y0; 20], R = [0 + t; yo; 20]
Zvolme parametr pro jednotlivé body @), R tak, aby platilo Cﬁ = 7, tedy:
Q = [IO + tQ;yo; Z(ﬂ7 kde tQ =0

R = [z +Rr t;y0; 20), kde tp=1

Body R a @) tvori jednu stranu naseho rovnobézniku AQRS. Druhé strana
je tvofena tseckou AQ (obrazek [3.5). Vnitini thel rovnobézniku AQRS

u vrcholu () oznac¢me .

Pro obsah rovnobézniku AQRS plati:
S = |QL||AP| (3.15)

Z pravothlého trojuhelniku AQP vime:

AP
singp = ;Qj‘ tedy |1@| = |Cﬁl|singp

A

'Pokud by platilo @ = P nebo Q = P, pak by vzdélenost bodu A od pifmky p odpovidala
velikosti jedné ze stran konstruovaného rovnobézniku.
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Obrazek 3.5: Vzdalenost bodu A od primky p
pomoci doplnéni na rovnobéznik

Vztah pro obsah S rovnobézniku AQRS mizeme také vyjadrit jako:
S = |QR||QA|sin ¢ (3.16)
Porovname-li vztahy a|3.16, pro obsah S dostavame:
H .
QR||AP| = |QRI|QA| sin (3.17)
Ze vztahu [3.17 plyne:
H X
o _ |QAIQR sing
AP = SR
QR

Pomoc{ goniometrické identity cos? + sin®¢p = 1 (viz Odvérko, 1994,
str. 78) ziskdmd?}

|ﬁ| — ’@Hﬁ' V 1 - C052 2
QR

(3.18)
e
Uzitim vztahu pro smeérové vektory QA, Cﬁ dostavame:

ap  VI@ARQRE - @Ay
QF

(3.19)

—
Pro vektory QA, Q? plati:
—
QA = (24— 2094 — Wi 24— 20) a QR = (1;0;0)
Dosazenim vektoru QA, Cﬁ do vztahu a upravenim vyrazu dostaneme:
AP| = /(o — 9 + (20 — 2)?
Vyraz pro uréeni velikosti vektoru ﬁ tedy odpovida vztahu pro |Ap|.

2Pro sinus libovolného tihlu ¢ plati: sin ¢ = 4+/1 — cos? ¢. Uvazujme ostry tihel ¢ v pravoth-
1ém trojthelniku AQP. Protoze ¢ € (0°;180°), nabyva funkce sinus pro thel ¢ kladnych hodnot.
Déle budeme tedy pocitat se sin = /1 — cos? .
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Vsechny vyse uvedené postupy vedou ke stejnému vyrazu urcujicimu vzda-
lenost bodu od ptimky.

3.5 Vzdalenost dvou primek

Urceni vzdalenosti dvou primek zavisi na jejich vzajemné poloze. Dvé primky
mohou byt totozné, pak je jejich vzdalenost rovna nule. Mohou byt ovsem také
rovnobézné rizné, riznobézné, nebo mimobézné. Riznobéznymi primkami se
vsak zabyvat nebudeme, nebot jejich vzdélenost nelze definovat (vzdélenost jed-
notlivych bodu jedné primky od druhé je rizna).

Vénujme se tedy nyni pripady rovnobéznych a mimobéznych pfimek.

3.5.1 Vzdalenost dvou rovnobéznych primek

Vzdalenost dvou rovnobéznych piimek p, ¢, znac¢ime |pq|, je rovna vzdélenosti
libovolného bodu A jedné primky od druhé. Vzdalenost dvou rovnobéznych pri-
mek tedy prevedeme na vzdalenost bodu od primky (viz kapitola[3.4). Specidlnim
pripadem rovnobéznych primek je totoznost, kdy jednotlivé primky splyvaji —
vzdélenost totoznych piimek je tedy rovna nule (viz vyse).

3.5.2 Vzdalenost dvou mimobéznych primek

Vzdalenost dvou mimobéznych piimek p, ¢, znac¢ime |pq|, je rovna délce nej-
kratsi pricky mimobézek (usecky kolmé na obé piimky zaroven), pricemz kazdy
krajni bod tsecky nélezi jedné z piimek).

Aplikovanim analytické metody si lze vybrat ze dvou moznych ptistupt, jak
urc¢it vzdalenost dvou mimobéznych piimek. Necht jsou tedy dany primky p, ¢,
které jsou navzajem mimobézné. Pro prehlednéjsi manipulaci s vyrazy opét pri-
stoupime k zjednodusSeni vhodnou volbou pfimek. Dojde tedy ke zjednoduseni
vyrazl, s nimiz budeme pracovat. Bez Gjmy na obecnosti nechf je ptimka p dana
bodem [0; 0; 0] a smérovym vektorem @ = (1;0;0). Piimka ¢ je uréena ji néleze-
jicim libovolnym bodem @ = [z¢; yg; 2¢| & smérovym vektorem v = (T3 Yo 20)-
Vzdalenost primek |pg| je rovna pri¢ce mimobézek s krajnimi body M € p
a N €q.

Parametrické vyjadreni primky p:
r=t y=0 2=0, teR (3.20)

Parametrické vyjadieni primky g:
r=2Q+ 8Ty, Y=Yo+ Yy, 2=29+ 5%, sER (3.21)

Pristup 1: Kolmost pricky M N na obé mimobezky p a q
Z kolmosti pricky M N na obé ptimky, tj. M N Lp A M N 1q plyne:

MN - =MN-¥ =0
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<y

Obrazek 3.6: Kolmost mimobézek p, q k jejich pricce M N

Pro vektor M[@, kde M = [tp;0;0] a N = [xg+SNTw; Yo+ SNYu; 20+ SN 2]
plati:
MN = (zq + snTy — tar; Yq + SNYu; 2@ + SN20)

— —

Vektorové souciny vektortt M N, @ a vektora M N, o jsou rovny nule, tedy:
—

MN -

0
ro+ snTy —ty = 0 (3.22)
—
MN-¥ = 0
sn(T2 4+ Y2 + 22) + 2T + Yoo + 20z — Tulyr = 0 (3.23)
Ze vztahu [3.22 vyjadiime ¢,;:
L =xg+ SNTy
Do vztahu dosadime parametr t;; a vyjadiime sy:
Sn — _yva + ZvRQ
" Yp + 2
, . . —

Parametry sy a tj; dosadime do souradnic vektoru M N:

— 2y0 + v2v 2 v + 222

Ys + 25 Yo + 25
TN = [0 2Waez = tza) Yulzey — Yoz)
Yo + 2 Yo + 25
—
Velikost vektoru M'N je tedy rovna:
N = zoWaoz — zou)® | Y2 (Zqyy — Yo2)?
(y5 +23)° (v +23)
_ (2’3 + yg)(zva - Zva)2
\ (y5 +23)°
|Zva - Zva|

Vs + 23
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Vzdalenost dvou mimobézek p, ¢, kde p splyva s osou =, odpovida velikosti
pricky M N, tj.:
|z0y@ — zqy|

Ipq| =
VY2 + 22

Pristup 2: Doplnéni na rovnobéznostén

Obrazek 3.7: Vzdalenost mimobézek p, ¢ pomoci rovnobéznosténu

Hlavnim néstrojem nyni bude smiSeny soucin (viz Bocek, [1995] str. 60).
Zvolme libovolné body A, E takové, ze A € g a E € p. Hrana AB necht lezi
na primce p a hrana F H necht lezi na primce ¢. Smérovy vektor u primky
p méa tedy pocatek v bodé A a smérovy vektor v primky ¢ ma pocatek
v bodé E.

Z vektoru u, U, ﬁ utvorime rovnobéznostén (obrazek . Vzdalenost
primek p, q je rovna vzdalenosti podstav ABC'D, FFGH rovnobéznosténu,
tj. vySce rovnobéznosténu. Vztah pro vzdalenost mimobézek odvodime ana-
logicky jako vztah pro vzdélenost bodu od roviny (str. [L9), tzn. pro |pq]|
plati:

(@ x 7) - AE]|

3.24
|4 x | (3:24)

Ipq| =

Protoze bod A € g a E € p, kde p splyva s osou x, pak pro souradnice bodi
A, E plati:

A=[zg+5aT,;YQ + Salv; 20 + Sa2] a E =|tg;0;0]
Vyjadreme vektory ﬁ a U X U
AL = (te — 2@ — 8ATw; —YQ — SaYv; —2Q — Sa%p); U X U= (0; —2y; —Yy)

Vektory zﬁ a i X U dosadme do vztahu m

lpq| =



3.6 Priklady k procviceni

V nésledujicich piikladech?| se vyskytuje krychle, kvadr, pravidelny étyibo-
ky /pétiboky /Sestiboky jehlan nebo ¢tyfstén. Béhem popisu jednotlivych utvart
budeme pouzivat znaceni Sxy pro stied tisecky XY a znaceni jednotlivych tatvar
bude nasledovné:

Oznaceni krychle ¢i kvaddru odpovida oznaceni vrcholtt v pravém nadhledu
rovnobézného promitani. Nejdiive jsou uvedeny nazvy vrcholi dolni podstavy
jdouci proti sméru hodinovych rucicek. Tento popis je nasledovan popisem horni
podstavy, ktery ma stejnou strukturu jako v pripadé dolni podstavy.

Jehlany jsou oznacovany popisem podstavy nésledované hlavnim vrcholem V.
Stred podstavy oznacujeme S.

Specidlnim typem trojbokého jehlanu je ¢tytstén, jehoz hlavni vrchol popisu-
jeme pismenem nasledujicim po popisu jeho podstavy.

Vzdalenosti mezi zadanymi objekty jsou v nasledujicich prikladech vzdy defi-
novany.

Priklad 1: Je dédna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 ¢cm, a bod M, ktery je
prisecikem thlopricek stény ABF. Urcete vzdalenost bodua C, M.

Priklad 2: Je dan pravidelny c¢tytboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 4 cm. Dale jsou dany body K, L. Bod K nélezi hrané DV a plati:
|KV| = 1DV]. Bod L je stfedem hrany BV. Urcete vzdalenost bodu
K, L

Priklad 3: Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 6 cm. Urcete vzdalenost boda Say, C.

Priklad 4: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete vzdélenost bo-
du Sry od roviny ABC.

Priklad 5: Je ddna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete vzdalenost bo-
du F od roviny BGE.

Priklad 6: Je dan pravidelny c¢tytboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 4 cm. Déle je dan bod @, ktery je stfedem usecky SpcV. Urcete
vzdalenost bodu @) od roviny BC'Spy .

Priklad 7: Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 6 cm. Urcete vzdéalenost bodu S od roviny boé¢ni stény jehlanu.

Priklad 8: Je ddna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. UrCete vzdalenost prim-
ky SpuF od roviny ASgrD (pfevzato z Krynicky, 2015a).

Priklad 9: Je dan pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV, |AB| = 4 cm,
|SV| =4 em. Uréete vzdélenost piimky SpySap od roviny BCV (prevzato
z Krynicky, 2015a).

Priklad 10: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcéete vzdalenost
rovin EBC a SgrSprSca.

3Reseni pifkladii jsou soucasti webové aplikace Portdl stredoskolské matematiky.
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Priklad 11: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 6 cm. Urcéete vzdalenost
bodu A od primky BH (prevzato z|Vojacek, 2008c).

Priklad 12: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 6 cm. Uréete vzdalenost
bodu F od piimky ASrg.

Priklad 13: Je dén pravidelny pétiboky jehlan ABCDEV, |AB| = 4 cm,
|SV| = 4 cm. Urcete vzdélenost bodu A od primky DV

Priklad 14: Je déan kvidr ABCDEFGH, |AB| = 2cm, |BC| = 4 cm,
|BF| =5 cm. Déle je dan bod M takovy, Ze bod C je stfedem tsecky DM.
Urcete vzdalenost bodu M od primky BH.

Priklad 15: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcéete vzdalenost
primky FG od ptimky SapSpc (prevzato z Krynicky, |2015c).

Priklad 16: Je déna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcéete vzdalenost
primky EG od primky DF'.

Priklad 17: Je dan pravidelny ¢tyfstén ABCD, |AB| = 4 cm. Urcete vzdalenost
primek AB a DC' (pfevzato z Krynicky, [2015¢).

3.6.1 Vzorovy priklad

Priklad 5: Je dédna krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete vzdalenost bo-
du F od roviny BGEf]

Zobrazeni situace

Obrazek 3.8: Zobrazeni situace prikladu 5

4Vzorovy piiklad je ukézkou feSeni pifkladféi uvedenych v kapitole Césti prikladu zo-
brazeni situace a analytické reseni obsahuji v této kapitole jen vyobrazeni v rovnobézném
promitani. Na webovych strankach Portdl stredoskolské matematiky jsou télesa vyobrazena po-
moci Grafického ndhledu 3D v aplikaci GeoGebra Classic 5.0.542. Nahled vyobrazeni téles
v Grafickém ndhledu 3D je ukazan v UZivatelské dokumentaci @
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Analytické reseni

Zadanou krychli jsme vhodné umistili do po¢atku soustavy souradnic (obrézek
3.9). Pro urceni vzdélenosti d bodu F' od roviny BGE (déle ji zna¢me p) vyuzi-

jeme vztah
|CLJIF + byF +czp + d|

kde o ma obecnou rovnici ax + by +cz+d=0a F = [xp;yr; 2F).

d(F,0) =

Potiebujeme tedy najit normélovy vektor roviny. Normélovy vektor lze urcit
pomoci dvou smérovych vektori. Pouzijeme vektory:

GE = (—4;—4:0) GB = (0; —4; —4)
Nyni uréime norméalovy vektor roviny p:

7, = GExGB
((~4) - (=4) = (+4) - 0:0-0 — (—4) - (~4): (~4) - (~4) = 0+ (-4))

= (16;—16;16)
Nyni mtzeme dosadit do vyse uvedeného vztahu pro vypocet vzdalenosti bodu
od roviny:
16-0—16-0+16-4+0 16 -4 4
d(F,Q):| i +|:| |:—i2,3cm
V162 + (—16)2 + 162 16v3 V3
- y
A, €
A =1[0;0;0] = [0;0;4] i
B = [4;0;0] F = [4;0;4] P
C = [4;4;0] G = [4; 4; 4] | F
D = [0;4;0] H = [0;4;4] |
:
J SHSP N S
/D C
A B X

Obrazek 3.9: Analytické teseni prikladu 5

Syntetické pocetni reseni

K vypoctu vzdalenosti bodu F' od roviny p vyuzijeme pravouhly ABFSpy
s pravym thlem u vrcholu F' (obrazek (3.10)).
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Obrazek 3.10: Syntetické pocetni feseni prikladu 5

Pomoci goniometrické funkce tangens urceme velikost tthlu F'Spgy B, oznacme
o |BF| 4 2
tan 8 = = = =V2= =544
ISeuF| 2v2 V2
Uhel 3 je spoletny pro ABFSpy a APFSgy, kde P je patou kolmice k piimce
Sru B prochazejici bodem F'. Z trojuhelniku PF'Spy uzitim goniometrické funkce
sinus ziskdme vzdalenost |F'P|:

|[F'P|
|SpuF|

sin § = = |FP| = |SpyF|sin f = 2v/2sin(54°44') = 2,3 cm

Vzdélenost bodu F' od roviny g odpovida velikosti |F' P].

Syntetické konstrukc¢ni reseni

1. ¢tverec ABCD; |[AB| =4 cm

2. <00 L BDAND€o

3. <p;pLBDANBE€Ep

4. k; k(D,|ABYJ)

5. [;1(B,|AB|)

6. H;Heconk

7. F;FepnIANF e€— BDH

8. Srm; Srg je sttedem tusecky HF

9. <rs;8s L SpgBAF € s
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£y |Fo| = |FP| = 2,3 cm

Sru

A B

Obrézek 3.11: Syntetické konstrukéni feseni prikladu 5

Provedenim konstrukece (obrazek [3.11]) jsme ziskali vzddlenost boda F' a P, ktera
odpovida vzdalenosti bodu F' od roviny EBG.
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4 Prizkum pristupu zaku
k reseni geometrickych uloh

Prizkum pristupu zakia k feseni geometrickych tloh nam poskytuje nahled
na ruzné postupy zaku sttednich skol pri reseni prikladi zamérenych na metrické
ulohy v prostoru. Protoze analyticka geometrie v prostoru neni soucasti ramco-
vych vzdélavacich programi, tak ani vétsina stfednich skol ji nezahrnuje do svych
skolnich vzdélavacich programi. Jako vzorek byli vybrani zaci gymnazii, jez ana-
lytickou geometrii v prostoru zaradila do svych skolnich vzdélavacich programﬁﬂ

Prizkum byl uskuteénén formou anonymniho testu s doplnujicimi otazkami,
jenz nam nastinil dovednosti a védomosti zaka potiebné ke spravnému feseni
zadanych prikladi.

4.1 Obsah prizkumu

Prizkum se skladd ze dvou prikladi a sady dopliujicich otézek (viz [Al).
Doplnujici otazky slouzi ke zjisténi, zda zak vnima souvislost mezi analytickou
a syntetickou geometrii. S tim souvisi i pozadavek chronologického zasazeni obou
metod do historie.

Nyni se blize podivame na jednotlivé priklady. Podle toho, jakou metodu feseni
respondenti volili, je mozné usuzovat, jaka je jejich schopnost analyzovat obtiznost
dané tlohy. S volbou vhodného postupu pak souvisi i nasledné usnadnéni (nebo
naopak ztizeni) vyreseni prikladu.

Priklad 1: Je déna krychle ABCDEFGH, kde |AB| = 6 c¢cm, a piimka p, ktera
prochazi body @, R. Bod @ je sttedem hrany BF a bod R je bodem hrany
GH tak, ze |HR| = §|GH|. Uréete odchylku pifmky p a roviny ABE.

Priklad 1 je zaméren na vyuziti syntetické geometrie spolu se znalosti od-
chylky od roviny. Mizeme tedy pozorovat:
o spravnost konstrukce zadanych bod a zobrazeni odchylky,
« volbu metody,
e nastroje pottebné pro vypocet odchylky souvisejici s volbou metody,
e numerickou spravnost reseni.

Kromé téchto parametri pozorujeme i postup, kterou respondent pri reseni
ulohy uplatnil.

Priklad 2: Je dana krychle ABCDEFGH, kde |AB| = 4 c¢cm, a primky p, q.
Primka p je dana body B, GG. Piimka ¢ je dana body E a N, kde bod N je
sttedem hrany C'D. Urcete odchylku piimek p, gq.

17Za spolupraci dékujeme gymnaziim v Zatci a v Kadani.
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Priklad 2 je vhodny pro vyuziti analytické metody feseni, pomoci niz do-
jde ke zjednoduseni dané problematiky. Zak tedy nemusi znét definici od-
chylky dvou mimobézek a nepotfebuje ani dobrou prostorovou predsta-
vivost. Mlizeme zde pozorovat nasledujici parametry:

e volbu vhodné metody,

o spravnost zasazeni geometrického télesa do kartézské soustavy sourad-
nic,

e zjednoduseni vypoc¢tu vhodnou volbou pocatku soustavy souradnic,
e volbu nastroju pro urceni velikosti odchylky,

o numerickou spravnost reseni.

4.2 Respondenti a priubéh prizkumu

Prizkumu se tGcastnilo 24 studentti z matematickych seminai na gymnaziich
v Zatci a v Kadani. Na kazdé gkole je v rdmci seminafe vyucovana vzdy jedna
trida slozend z zaku tretich ro¢nikt ctytletého a septimy osmiletého gymnazia.
Obé tridy tak jiz béhem povinné vyuky matematiky probraly v kapitole stereome-
trie metrické tlohy v prostoru a béhem matematického seminafre se na prelomu
prvniho a druhého pololeti roku 2019 seznamily i s analytickou geometrii v pro-
storu. Prizkum probéhl koncem kvétna 2019 — latku analytické geometrie by si

Aby nedoslo k naruseni vyuky, byl prizkum uskutecnén v obdobi skolni ¢ésti
maturit, které s sebou prinesly zvlastni rozvrh. Vyuka byla zpestfovana inter-
ttid koncilo jiz ve 12.30. Na vyplnéni prikladi a zodpovézeni doplnujicich otazek
meli zaci 40 minut. Béhem této doby dochéazelo mezi zaky k pujcovani rysovacich
potfeb. Zaktm byl také zdiraziiovan pozadavek na zamysleni se nad vybérem
vhodné metody Teseni.

Na gymnéaziu v Zatci prizkum probihal ve ¢tvrtek béhem étvrté vyucovaci
hodiny. Zéaci byli odpocati po tydennim vodickém kurzu, coz se projevilo zej-
ména zvysenim jejich komunikativnosti. Prizkumu se celkové zucastnilo 13 re-
spondentt, z ¢ehoz na hodiné bylo pritomno pouze 6 z nich. Vétsina téchto zaku
odevzdala vypracovany test s dopliiujicimi otdzkami po 20-25 minutéch. Zéci,
kteri odevzdali sva Teseni, dostali samostatnou praci, aby ostatni Zaci nebyli
ruseni.

Zbylych sedm zaki, kteri se nezucastnili hodiny, podstoupilo vyplnéni testu
s dopliujicimi otazkami dodatecné v nasledujicim tydnu béhem dalsich hodin
matematického semindre — zaktim byl test zadén jejich vyucujicim. Tito zaci vsak
test s doplnujicimi otazkami vyplnovali jako samostatnou praci ve zkraceném case
20 minut béhem probihajici aktivity zbylé ¢asti tiidy.

Na gymnaziu v Kadani probihal prizkum v patek béhem druhé vyucovaci
hodiny. Priuzkumu se ztcastnilo 11 zaku. Na hodinu se dostavili v plném poctu
a snazili se k TeSeni vyuzit veskery poskytnuty cas.
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4.3 Vyhodnoceni dotazniku

Béhem vyhodnocovani byly vSechny ptiklady spolu s doplinujicimi otazkami
nejdiive opraveny autorkou pruzkumu. Na zakladé odpovédi zaku a predpokla-
danych parametri pozorovani u jednotlivych prikladia byla stanovena kritéria
hodnoceni jednotlivych prikladi. Kazdému kritériu bylo pridéleno hodnoceni
splnil /nesplnil.

Priklad prvni

Prvni priklad byl hodnocen na zakladé néasledujicich kritérii:
e precteni zadani s porozuménim

o pouziti syntetické metody

e spravné zobrazeni situace

e mnaznaceni myslenky

e jednoduchost pouzitych nastrojiu

e numericka spravnost

e konecny vysledek

Vyhodnoceni vyse uvedenych kritérii jsme zaznamenali do tabulky (tabulka
dle typu skoly a dle zaka. U kazdé ttidy uvadime pocet respondentti, kteri splnili
dané kritérium. Procentualni tspésnost z celkového poctu respondentti je shrnuta
v poslednim sloupci tabulky (.1}

kritéria Zatec Kadan lispésnost
3. roénik | septima | 3. ro¢nik | septima (%)
Precteni zadani s porozuménim 5 8 6 4 95,83
Pouziti syntetické metody 5 5 7 4 87,50
Spravné zobrazeni situace 5 8 5 4 91,67
Naznaceni myslenky 5 8 5 4 91,67
Jednoduchost pouzitych néstroju 1 3 4 3 45,83
Numericka spravnost 3 5 5 4 70,84
Koneény vysledek 3 5 5 4 70,84

Tabulka 4.1: Priklad prvni — vyhodnoceni

Z uvedenych vysledkt vyplyva, ze porozuméni zadani zékiim necinilo problém
—jen 5 % z 24 respondentu si Spatné precetlo zadani. Spravné prectené zaddni
vsak neznamena spravné zobrazeni situace. Pocet zakt, ktefi zadani spravné vy-
obrazili je o 7 % mensi, nez kolik jich zadani precetlo spravné. Spravnou metodu
feSeni zvolilo celkem 21 zaku, coz je skoro 88% spravnost volby potfebné metody
ze vSech respondentt. Spravného vysledku se dopocitalo 70,84 % zaku, zbyvajici
zaci se pri vypoctu dopustili numerickych chyb.

Priklad druhy
Druhy priklad byl hodnocen na zékladé nasledujicich kritérii:
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o precteni zadani s porozuménim

e spravné zobrazeni situace

o pouziti analytické metody

e naznaceni myslenky

o Teseni bez posunuti zadané situace
e jednoduchost pouzitych néastroji

e zjednoduseni vypoctu spravnou volbou pocatku kartézské soustavy sourad-
nic

e numericka spravnost
o konecny vysledek

Vyhodnoceni vyse uvedenych kritérii jsme zaznamenali do tabulky dle typu
skoly a dle zaka. U kazdé tiidy uvadime pocet respondentii, kteri splnili dané
kritérium. Procentudlni tspésnost z celkového poctu respondent je shrnuta
v poslednim sloupci tabulky (.2}

s Zatec Kadan aspésnost
kritéria 3. roénik | septima | 3. roc¢nik | septima (%)
Precteni zadani s porozuménim 4 7 5 4 83,33
Pouziti analytické metody 2 6 1 2 45,83
Spravné zobrazeni situace 4 6 b) 4 71,16
Naznaceni myslenky 3 8 4 4 71,16
Jednoduchost pouz. nastroju 2 5 0 2 37,50
Reseni bez posunu 0 4 1 2 29,17
Volba pocatku KSS 1 2 0 0 12,50
Numericka spravnost 3 7 1 2 54,17
Konec¢ny vysledek 2 7 4 3 66,67

Tabulka 4.2: Priklad druhy — vyhodnoceni

Uspésnost druhého pifkladu je oproti prvnimu slabsi. Spravné precist zadani
tlohy zvladlo 83,33 % zdku — z toho 95 % zadanou situaci spravné zobrazilo
v obrazku. Zvolit pro vypocet analytickou metodu, kterd je v tomto pripadé
jednodussi, zvladlo necelych 46 %. Bez pokusu o posun vSak tuto tlohu fesilo jen
29,17 % zaku. Ke spravnému vysledku dospélo 66,67 % dotdzanych.

Hodnoceni obou prikladi dohromady

U kazdé tridy uvadime pocet respondentt, kteri splnili dané kritérium. Pro-
centualni tspésnost z celkového poctu respondenti je shrnuta v poslednim sloupci

tabulky [4.3}

Spravnou metodu v obou prikladech zvolilo necelych 33 %. Propojit analy-
tickou a syntetickou metodu tedy nezvladla ani polovina respondentii. Potésujici
je vsak procento zakt, kteri zadané tlohy zobrazili spravné. Mizeme z toho usou-
dit, Ze 66,67 % zak m4 dobfe rozvinutou prostorovou piedstavivost. V tabulce[4.3]
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kritéria Zatec Kadan uspésnost
3. roénik | septima | 3. roénik | septima (%)
Prostorové vidéni 3 6 3 4 66,67
Spréavna volba metod 2 3 0 3 33,33
Spravné vysledky 1 2 2 2 25,00
Jen analytickd metoda 0 3 0 0 12,50
Jen syntetickd metoda 1 3 3 2 37,50

Tabulka 4.3: Hodnoceni obou prikladii dohromady

vidime i procenta zakt, jez preferuji bud analytickou, nebo syntetickou metodu.
Doplnujici otazky

Pro doplnujici otazky byla stanovena nasledujici kritéria, na jejichz zékladé
byla hodnocena tspésnost odpovédi:

o odhaleni souvislosti pro vypocet vzdalenosti dvou bodu

e spravné precteni paté doplnujici otézkyﬂ

o urceni spravné c¢asové posloupnosti vyvoje metod

e mnavaznost metod

Vyhodnoceni vyse uvedenych kritérii jsem zaznamenala do tabulky (tabulka
dle typu skoly a dle zaka. U kazdé tridy uvadime pocet respondentii, kteri splnili
dané kritérium. Procentualni tspésnost z celkového poctu respondentti je shrnuta
v poslednim sloupci tabulky:

kritéria Zatec Kadan uspésnost
3. ro¢nik | septima | 3. ro¢nik | septima (%)
odhaleni souvislosti 0 3 4 2 37,50
spravné ¢teni 5. otazky 2 4 5 4 62,50
¢asova posloupnost 5 4 5 4 75,00
névaznost metod 2 4 b) 4 62,50

Tabulka 4.4: Hodnoceni doplnujicich otézek

Urceni casové souslednosti a navaznosti obsahti jednotlivych metod zakiam
nedélalo problémy. Odhalit souvislost mezi vzorcem pro vypocet vzdalenosti dvou
bodi v analytické geometrii a syntetické geometrii zvlddlo vSak jen 37,5 % zaku
a to i presto, Ze si zaci mohli danou tlohu prevést do roviny.

20tézka ¢islo pét nabizi dvé mozné odpovédi — bud analytickd geometrie navazuje na syntet-
ickou nebo syntetickd geometrie navazuje na analytickou. Nelze tedy na tuto otazku odpovédét
jen slovem , ANO*. Pokud zak odpovédél jen ,ANO“, tak si zrejmé nedocetl celou otazku.
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Z.aver

Za cil své diplomové prace jsem si stanovila ukazat souvislosti mezi analytickou
a syntetickou geometrii na metrickych tlohéch v prostoru. Spolu s timto cilem
vyvstalo nékolik domnének a otazek, které se tykaly znalosti obou pristupu a také
souvislost{ mezi nimi. K potvrzeni nebo vyvraceni téchto domnének a k nalezeni
odpovédi na otazky byl zakam tretich ro¢nika ctyrletych gymnéazii a sedmych
rocnikil osmiletych gymnézii zadan test s doplnujicimi otdazkami v podobé dvou
prikladii. Pomoci tohoto prizkumu jsem zjistila, ze volba syntetické metody je
pro zaky prijatelnéjsi. Vyzkum ukézal, ze priblizné jedna tretina zakl Tesila obé
ulohy syntetickou metodou. Naproti tomu jen jedna osmina zaku aplikovala na
obé tulohy analytickou metodu. U zbyvajicich zaka byl v nékterych pripadech
v tloze ¢islo dvé vidét pokus o posunuti zadanych primek do spoleéného bodu
za Celem uréeni jejich odchylky. Uloha ¢islo dvé pro nékteré zaky znamenala
i problém s prostorovou predstavivosti — jednalo se vSak pouze o jednu tretinu
testovanych zakiu.

7 celkového poctu 24 respondentt jich jedna tietina zvolila v obou prikladech
spravnou metodu Teseni. Z pruzkumu ovsem vyplyva, ze v této jedné tretiné
prevazuji zaci osmiletych gymnazii. Kromeé toho je zretelné, ze ani vysledek skol
neni rovnocenny.

7 vysledku vyplyva, ze neznalosti souvislosti mezi syntetickou a analytickou
geometrii jsou u nékterych zaka patrné. Touto praci se tedy snazim existujici
neznalosti souvislosti vyplnit. Ukazuji zde riazné pristupy k reSeni metrickych
uloh v prostoru. Jednotlivé geometrické situace prinaseji jak synteticky pohled,
tak analyticky. Ze syntetického pohledu se snazim odvodit analyticky. V praci lze
tedy, mimo jiné, nalézt odvozeni nékterych vztahti analytické geometrie.

Kromé teoretického nalezeni souvislosti si zak muze procvic¢it danou pro-
blematiku na sadé priklada, ktera je soucasti webové aplikace Portal sttedoskolské
matematiky. U kazdého priklad 1ze nalézt obé metody TeSeni. Z uvedenych reseni
lze porovnat, ktera metoda je pro danou situaci jednodussi. Priklady vsak nebrani
zakum v kreativité vymyslet dalsi postupy, které by byly jednodussi.

Pritomnost syntetickych a analytickych feseni na jednom misté zakovi prinasi
moznost objevovat souvislosti obou metod, které se ve skolach obvykle vyucuji
oddélené. Nepodarilo se mi najit ucebnici, ve které by obé metody byly propo-
jeny. Kromeé tradic¢nich feseni zak pri feseni tloh vyuzije napriklad i znalost vek-
torového soucinu a vztahu pro obsah/objem geometrického ttvaru.

Jak lze vidét na ukazce prikladu v uzivatelské dokumentaci, ktera je soucasti
prilohy, postupy resenych prikladl jsou zpracovany pomoci prostorovych animaci
v aplikaci GeoGebra Classic 5.0.542, ¢imz napomahaji v rozvoji prostorové pred-
stavivosti. Animace umoznuji zaktum zhlédnout zadané situace i z jinych pohledu,
nez pouze z obvyklého pravého horniho nadhledu. Bohuzel se béhem vypracova-
vani nepovedlo zajistit funkcionalitu otevirani jednotlivych feseni v novém okné
prohlize¢e ani zobrazeni vicero feSeni najednou. Zék si tedy nemtize prohlizet
rizné postupy reSeni zaroven. Pri¢inou byla omezeni na strané prohlizecii a ome-
zeni plynouci z prav na zménu soubort, jez tvori hlavni layout stranek Portdlu
stredoskolské matematiky.

Praci je mozné dale rozsirovat o dalsi postupy jednotlivych prikladi nebo
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prevést kapitoly o feseni odchylek a vzdalenosti do webové podoby. Prevedenim
téchto kapitol do webové podoby by mohlo dojit k propojeni s ptiklady pomoci
odkazu na danou problematiku. Zak by tim mél ke konkrétnimu feseni uveden
i obecny postup pomoci odkazu na danou problematiku. V podobném duchu by
poté mohly byt zpracovany polohové tlohy v prostoru nebo geometrie v roviné.
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A Dotaznik k prizkumu zaku

v

Prizkum pFistupu Zaka k feseni geometrickych uloh
Vazené respondentky, vazeni respondenti,
obracim se na Vas s prosbou o vyplnéni tohoto dotazniku, ktery poslouzi jako podklad pro diplomovou
praci na téma ,Analyticky a synteticky pfistup k feSeni metrickych Uloh v prostoru”. Dovoluji si Vas
timto pozadat o co nejpresnéjsi a pravdivé vyplnéni. Vyplnéni dotazniku je anonymni a dobrovolné.
Vase odpovédi poslouzi k sestaveni zavérd hypotéz, které byly stanoveny pfed samotnym sestavenim

dotazniku.

Dékuji za pfipadnou spoluprdci, lva Kreslova, studentka Matematicko-fyzikdIni fakulty UK v Praze.

Nasledujici pfiklady jsou zaméreny na vhodnou volbu metody feseni. U kazdé ulohy napiste, zdali jste
pouzili syntetickou nebo analytickou metodu a svou volbu zdlvodnéte. Snazte se pfi Feseni Uloh

odpovidat co nejpfesnéji. Budu vsak rada i za myslenky, pokud byste presné odpovédi neznali.

Zadani':
1. Jedanakrychle ABCDEFGH, kde |AB| = 6 cm, a pfimka p, ktera prochazi body Q, R. Bod Q je
stfedem hrany BF a bod R je bodem hrany GH tak, ze |HR| = g |GH|. Urcete odchylku pfimky

p aroviny ABE.

H, G
|
I
O S .
D c
A B

1 zdroj: POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: Stereometrie. 3. vydani. Praha:
Prometheus, 1995, s. 223. ISBN 80-7196-389-9.
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2. Je déna krychle ABCDEFGH, kde |AB| = 4 cm, a pfimky p, q. Pfimka p je ddna body
B, G. Pfimka q je ddna body E a N, kde bod N je stfedem hrany CD. Urcete odchylku

ptfimek p, q.
H, G
1
|
E i F
|
}
1
|
1
e >
/"D c
A B

Doplnujici otazky:
1) Do jaké tfidy chodite: ................
2) Jaky typ skolského zafizeni navstévujete?
a. stredni prdmyslova skola
b. gymndzium
c. obchodni akademie
d. stfedni stavebni Skola
3) Jaksouvisivzorec pro vypocet vzdalenosti 2 bodU v analytické geometrii se syntetickou
geometrii?
4) Byla objevena dfive analytickd, nebo syntetickd geometrie?

5) Navazuje analytickd geometrie na syntetickou geometrii, nebo je tomu naopak?
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B Uzivatelska dokumentace

B.1 Specifikace zadani

Zadanim je sestavit sadu prikladt vénujici se problematice metrickych tloh
v prostoru. Priklady jsou rozdélené dle zaméreni na odchylky a vzdalenosti. Kazda
kapitola je dale rozdélena na podkapitoly dle objekt, k nimz se hledana vlastnost
vztahuje. Uzivatel si tedy miize vybrat prfimo, co ho zajima.

Kazdy priklad uzivateli nabizi nahled dané situace, analytické reSeni, synte-
tické pocetni Teseni a syntetické konstrukéni feseni. Uzivateli je tedy nabid-
nuto vice pristupt k feseni kazdé tlohy — mohou vsak existovat jesté nazornéjsi
a jednodussi feseni, nez je na této strance uvedeno.

B.2 Soucast Portdlu stredoskolské matematiky

Reseni metrickych dloh v prostoru

POl SiME005k0lsk: MAEMaKy

Univerzita Karlova v Praze
Matematicke-fyzikiini fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Obrazek B.1: Titulni stranka

Webové stranky s metrickymi tlohami v prostoru jsou soucasti Portalu stre-
doskolské matematiky https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/. Pri ote-
vieni kapitoly s metrickymi tlohami v prostoru se ndm zobrazi titulni stranka
informujici uzivatele, Ze tento material vznikl jako soucast diplomové prace. Tato
stranka se déle sklada z:

 hlavicky obsahujici nazev kapitoly

o hlavniho menu, které je soucasti Portdlu stredoskolské matematiky a uzi-
vateli umoznuje volbu dalsich témat

« téla, kam se zobrazuje obsah dané¢ho tématu
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o paticky

Nés zajima cast stranek, jez se zobrazuje v téle webovych stranek stredoskolského
portalu — na obrazku [B.1] je bile podbarvena.

B.3 Struktura stranky

Stranka se sklada z postranniho menu a z prostoru pro zobrazeni zvoleného
kontextu. Postranni menu obsahuje nasledujici polozky:

« Uvod

o Odchylky
Odchylka dvou primek
Odchylka primky od roviny
Odchylka dvou rovin

o Vzdalenosti
Vzdalenost dvou bodt
Vzdalenost bodu od roviny
Vzdalenost primky od roviny
Vzdalenost dvou rovin
Vzdalenost bodu od primky
Vzdalenost dvou primek
Prostor pro zobrazovani zvoleného kontextu se kromé kontextu uvodu rozklada
na jednotlivé priklady. Kazdy priklad je slozen ze zadani a ze ti{ pristupii k feseni.

Jednotlivé pristupy k reseni jsou podbarveny zelené, aby dochézelo k jejich vizual-
nimu odliseni.

Uvod + Piklady k procviéeni:
Odchylky + 1. Je dana kychle ABCDEFGH, |4B| = 4 em. Uréete odchylku pfimky AB od piimky Sz E.
Odehylka dvou piimek Znazoméni situace | Analytické feSeni | Syntetické pocetni feSeni | Syntetické konstrukéni feSeni

Odchylka piimky od
roviny . I
Znazornéni situace

Odchylka dvou rovin

Vzdalenosti +

) zowazh posun plimiy P

,5//

A

2 Je dana krychle ABCDEFGH., |4B| = 4 em. UrCete odchylku pfimek S, B, Sz G-

Znézoméni situace | Analytické feSeni | Syntetické potetni feSeni | Synteficke konstrukéni FeSeni

3. Je dan pravidelny Etyfboky jehlan ABCDV , [4B| =4 em, SV |=5 cm. Uréete odchylku pfimek AScp,
cr

Znazoméni situace | Analytické feSeni | Syntetické poCetni feSeni | Syntetické konstrukéni feSeni

Obrazek B.2: Struktura stranky s kontextem ptikladi
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B.4 Ovladani stranek

B.4.1 Postranni menu

Postranni menu se rozbali pri najeti ukazatelem mysi na jednu z hlavnich
polozek menu (tivod, odchylky, vzdalenosti) a nasledném stisknuti levého tlacitka
mysi. Opakovanim tikonu se menu opét sbali. Klikneme-li levym tlac¢itkem mysi
na libovolnou polozku postranniho menu, dojde ke zméné obsahu v c¢asti stranky
pro zobrazovani kontextu.

B.4.2 Zobrazeni kontextu

Kontext stranek se méni kliknutim na libovolnou polozku postranniho menu.
Kontext stranek lze ptiblizit zvySenim rozliseni prohlizece — lze vyuzit klavesovou
zkratku CTRL+kolecko. Pokud se obsah stranky nevejde na obrazovku moni-
toru/displeje, 1ze jej posunout pomoci kolecka mysi.

B.4.3 Ovladani prikladu

Kazdy priklad se sklada ze zadani, tii feSeni a ndhledu. Zadéani je statické —
uzivatel priklad vzdy vidi. Ostatni ¢asti si lze dynamicky zobrazit nebo skryt dle
potteby. V jednom panelu prohlizece lze zobrazit vzdy pravé jednu z moznosti.
Doprovodné ¢asti se zobrazi pri kliknuti na jejich nazev. Pojmenovani jednotlivych
¢asti se nachazeji hned pod zadanim prikladu — jsou zbarveny do modra. Situaci
Ize vidét nazorné na obrazku [B.3

1. Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urgete odchylku piimky 4B od pfimky Sy E.

Znazornéni situace | Analytické fedeni | Syntetické poéetni fedeni | Syntetické konstrukéni feSeni

Obrazek B.3: Ukazka zadani prikladu

Zobrazeni situace

1. Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = 4 cm. Urcete odchylku primky 4B od pfimky S, I

Znazornéni situace | Analytické feSeni | Syntetické pocetni feSeni | Syntetické konstrukéni feSeni

Znazornéni situace

[ zobrazit pasun pifmky

Obrazek B.4: Zobrazeni situace
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Znézornéni situace obsahuje vyobrazeni zadané situace pomoci Grafického
ndhledu 3D v aplikaci GeoGebra Classic 5.0.542. Toto zobrazeni napomaha uzi-
vateli nahlédnout do problematiky. Uzivatel mize se situaci pohybovat, ¢imz ji
muze vidét z rtznych stran. Pohybu uzivatel docili najetim ukazatele mysi na
okénko s vyobrazenym télesem a jemnymi pohyby mysi se stisknutym levym
tlacitkem.

Kromé moznosti pootoceni situace si uzivatel mize zobrazit pomocné objekty,
které mu napovi, jak tlohu resit. Tyto objekty se zobrazi pri zaskrtnuti checkboxu
v levé ¢asti okénka zobrazujictho danou situaci (viz obrézek [B.4)).

Analytické reseni

Analytickeé feseni

Zadanou krychli jsme vhodné umistili do po€atku soustavy soufadnic:

Zobrazit posun phimky - ' o
. 1
Soufadnice bodi: F ; &
A= [[H]: [}l E= |[];('I'_ 4] .
B=[400 F=[h04 !
C =440 G=[44:4] .
D=[040 H=[44] :
Sap = [0;0;2] D";_____---
Spr = [4;0;2] | ‘,""J’ (
A — Y
B >
Pro vypocet odchylky dvou pfimek pouzZijeme vztah:
BA - SzrE
R o
|BA||SrE]|

(Vektor BA je smérovwym vektorem pfimky AB a Spp E je smérovym vektorem piimky SgzE.)

Pro smérové vektory pfimek plati:

—_— —_—

B4 =(4:0;0) SzrE=(4:0:2)
Dosadme nyni do vztahu pro odchylku pfimek:

@00y @02 [4-4] 18] 2 _2v5 e
5

P T@00*0:2) /BRI 8v3 o5

Obrazek B.5: Analytické feseni dle zadani prikladu

Analytické Teseni je doprovazeno zobrazenim télesa pomoci Grafického nahledu
3D v aplikaci GeoGebra Classic 5.0.542. Téleso je vyobrazeno jiz se zasazenim
do kartézské soustavy souradnic. Uzivatel mé opét moznost si s danym télesem
pootocit, ¢imz se u¢i vnimat télesa z jinych 1hli pohledu. Kromé zobrazeni télesa
je zde uveden postup vypoctu pomoci nastroji analytické geometrie.

Syntetické pocetni reSeni

Syntetické pocetni TeSeni prinasi jen staticky obrazek, ve kterém je uveden
nastin feseni spolu se zadanou situaci. Pod obrazkem se zadanou situaci se nachazi
postup vypoctu daného prikladu. Uzivatel zde muze najit inspiraci, jak danou
problematiku resit.
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Syntetické pocetni feSeni

fun)
(23]

A NG
]
i
1
E : F
I
|
I oy
Sad] JE— Sbr o
// D
s,
s Py
R / bl
| B

Pfimku Sz E jsme posunuli o vektor SgzB, €imz jsme zikali pfimku BS . Plimky SprE. BS ;5 sviraji hledany
ihel . Pojdme tedy zjistit jeho velikost.
PouZijeme goniometrickou funkei tangens:

|48 |

2
Y= B "

Obréazek B.6: Syntetické pocetni feseni

Syntetické konstrukéni reseni

Syntetické konstrukéni feseni

@ = 26°33

Zapis konstrukce
1) &tverec ABFE; |AB| =4 cm
2) Sgg; Spr Je stied strany BF
3)P;SzrENAB={P}

Provedenim konstrukce jsme ziskali Ghel SBFPB, JehoZz velikost je hledanou odchylkou.

Obrazek B.7: Syntetické konstrukéni reseni
Posledni ukazkou je syntetické konstrukeni feseni, které poskytuje nahled kon-
strukce daného problému spolu s jeho zapisem. Zapis konstrukce je sepsan po-

moci zkraceného symbolického zapisu. Pouzité symboly nalezneme v Seznamu
pouZitého znaceni na strané [44]

B.5 Podpora prohlizeci

Webova stranka s priklady byla spusténa v prohlizecich Safari 12.0.3 na
mobilnim zarizeni, Chrome 74.0.3729.169, Firefox 67.0, Microsoft FEdgeHTML
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17.17134 a Internet Ezplorer 11. Funkcionalita stranek je zachovana ve vsech
vyse vyjmenovanych prohlize¢ich kromé prohlizece Internet Explorer 11, kde je
omezena funkcionalita vlozenych iframe. Nejnovéjsi verze webového prohlizece
Opera maji stejné jadro jako prohlize¢ Chrome 74.0.3729.169 — funkcionalita
stranek by tedy méla byt shodna s prohlizecem Chrome 74.0.3729.169. V né-
kterych prohlizecich dochazi jen k malému posunu pisma zobrazeného v ETEXu
— prehlednosti ani smysluplnosti textu to vsak nebréani.
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C Programatorska dokumentace

C.1 Specifikace zadani

Cilem bylo vytvorit prispévek do predlozené sablony webovych stranek Portdl
stredoskolské matematiky. Tento prispévek ma formu jedné stranky, ktera je struk-
turovana do vice ¢asti. Tato stranka/prispévek obsahuje sadu tloh k procviceni
prikladii zameérujicich se na feseni metrickych tloh v prostoru. Kazdy priklad ob-
sahuje nahledovou c¢ast, analytické reseni, syntetické pocetni reseni a konstrukéni
reseni.

C.2 Volba programovacich jazyki

Programovaci jazyky jsou stanoveny zadanim prace. Vzhledem ke skutec¢nosti,
ze se jedna o prispévek do stranek Portdlu stredoskolské matematiky, jsou jiz
vSechny programovaci jazyky stanoveny. Zakladnim jazykem je tedy znackovaci
jazyk HT'M L5. Vzhled prispévku je zajisStovan pomoci C'S'S3 a dynamicnost stra-
nek podporuji skriptovaci jazyky PHP, JavaScript.

C.3 Potrebné externi knihovny

Jedna se o stranky s matematickou tematikou, proto bylo tfeba vybrat kni-
hovnu, kterd nam poskytne vhodné zobrazeni matematickych vyrazi. Pro tyto
ucely byla zvolena javascriptova knihovna MathJax, ktera umi zobrazit vyrazy
a rovnice pomoci KTEXu.

C.4 Prostredi tvorby

Sablona webovych stranek Portdlu stredoskolské matematiky je napséna
v programovacim jazyku PH P. Pro implementovani naseho prispévku potiebu-
jeme tedy server, jenz podporuje PHP, a néjaky editor. Za server byl zvolen
Apache server — pro jeho instalaci byla vyuzita aplikace XAMP, jez je schopna
nainstalovat jak Apache server, tak PH P knihovnu. Samotny zdrojovy kod stra-
nek je upravovan pomoci editoru PSPad.

C.5 Program webovych stranek

C.5.1 Struktura kodu

Cely kod je rozdélen do nékolika logickych celkit v podobé jednotlivych sou-
bor1, jejichz obsah se vklada do hlavni stranky v podobé souboru fce.inc. V tom-
to souboru najdeme rozdéleni stranky na hlavicku, horni menu, bo¢ni menu,
paticku a obsah téla — jednotlivé ¢asti obsahuji logiku pro nahrani spravného
obsahu dle parametru v URL adrese.
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Dalsi dulezitou ¢asti jsou soubory s kaskddovymi styly — (maji priponu .css)
— a soubor obsahujici javascriptové funkce (myP H P.inc) — samotny JavaScript
je do stranky vlozen pomoci php piikazu echo.

Kromé téchto casti je samotny obsah stranky délen dle jeho zaméreni — ti-
tulni stranka, ivod, vzdalenosti a odchylky. Samotné vzdalenosti a odchylky jsou
dale déleny na jednotlivé priklady. VSechny priklady maji shodnou sablonu, ktera
zabezpecuje shodny vzhled a funkcionalitu.

C.5.2 Klicové funkcionality

<script>
var situation3d=
var analytic3="";
</script>
<div class="example_task”>
<p><!—ZADANF—></p>
</div>
<div class="example_solutions”>
<div class="example_solutions_options”>
<a class="options” href="#situation3” onclick="SetSRC(’sol’,’
situation3 ) "></a>
<span>|</span>
<a class="options” href="#analytic3” onclick="SetSRC(’sol’,’
analytic3 ’) "></a>
<span>|</span>
<a class="options” href="#syntetic3” onclick="collapse (’sol’,’
syntetic3 ) "></a>
<span> |</span>
<a class="options” href="#contruction3” onclick="collapse (’sol
’,’contructiond ’) "></a>
</div>
<div class="example_solutions_all”>
<div id="situation3” class="sol” style="display:none;”>
<div class="title_solution”>
<p><!—NAVRH Nadpis—></p>

99,

</div>

<iframe id="iframe_situation3” scrolling="no” title="...” src=
77 width="90%" height="211px” style="border:0px;”> </iframe>
</div>

<div id="analytic3” class="sol” style="display :none;”>
<div class="title_solution”>

<p><!—ANALYTIKA Nadpis—></p> <|—ANALYTIKA——>
</div>
<!—POPIS RESENI ANALYTIKA——>
</div>

<div id="syntetic3” class="sol” style="display:none;”"><!—
SYNTETIKA—>
<div class="title_solution”>
<p><!——SYNTETIKA Nadpis—></p>
</div>
<img class="solutions\_construction” title="..” src=".."/>
<div class="solution_text”>
<!—POPIS RESENI SYNTETIKA—>
</div>
</div>
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<div id="contruction3” class="sol” style="display:none;”"><!—
KONSTRUKCE—>
<div class="title_solution”>
<p><!|——KONSTRUKCE Nadpis—></p>
</div>
<img class="solutions_construction” title="..” src="..7/>
<div class="solution_text”>
<|—KONSTRUKCE Nadpis—></br>
<div style="margin—left:1%”">
<!—Postup KONSTRUKCE——>
</div>
<!—ZAVER—>
</div>
</div>
</div>
</div>

Listing C.1: Sablona pro jednotlivé piiklady

function collapse(cl,from){
sub = document . getElementsByClassName (cl);
for(i = 0; i < sub.length; i++){

if(sub[i].id != from && sub[i].style.display != ’none’){
subcats (sub[i].id);
}
}
subcats (from) ;

H
Listing C.2: Funkce pro skryti uréité c¢asti stranky

function SetSRC(sol, id){
var iframeld = ’iframe_’+id;
var sub = document.getElementById (iframeld );
if (sub.srcl="")
sub.src=eval(id);
else sub="";
collapse (sol ,id);

Listing C.3: Funkce pro zobrazeni iframe

.example_name {
color: blue;
font—weight: bold;
margin—bottom: 2%

}

.example {
counter—reset: section;

}

.example .example_task p:before {
counter—increment: section;

” ”

content: counter(section) 7. 7;

}

.example_solutions_options {
padding—bottom:2%;
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}

a.options {
text—decoration: underline;

color: #007bff;
}

.example_solutions_all {
text—align: center;
display: grid;

}

img.solutions_construction {
width: 350px;

height: auto;

text—align: left;
padding—bottom:10px;

}

img.solutions_syntetic {
width: 350px;

height: auto;
text—align: left;
padding—bottom:10px;

}

iframe {
text—align: center;

}

.solution_text {
text—align: justify;

}

.title_solution{

color: black;

font—weight: bold;

font—size: 14dpx;
border—bottom: 3px solid black;
margin—bottom:20px;

}

.sol{
background—color:#FOFFFO0;
padding:5px;

}
Listing C.4: Kaskadové styly priklada

C.5.3 Komplikace a jejich reseni

Prvotni navrh stranek obsahoval vyplnéné src cesty v tazich ¢frame. Toto
reseni vsak pfineslo nemalé latence pri nacitani stranek. Vznik latence byl zpi-
soben stanovenim maximalniho poc¢tu kontextt vyuzivajicich WebGL API pro
vykreslovani 3D objektii. Tento pocet je stanoven prohlizecem. Pti prekroceni to-
hoto maximélniho poc¢tu dochéazelo k nasilnému ukonceni predchozich jiz bézicich
kontextii, coz zptsobovalo nevykresleni nahledi.

Problém byl vyTesen javacriptovou funkei, kterd URL adresu ¢ framu vyplni
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az pri kliknuti na zobrazeni dané casti kodu. Prohlize¢ se tedy nesnazi nahrat
obsah vsech i framu najednou.

C.6 Znazornéni prikladu

GeoGebra

Jednotlivé ukazky situaci v prikladech byly vytvoreny v programu GeoGe-
bra Classic 5.0.542. Aplikace je dostupna v prohlizec¢ich nebo si ji lze zdarma
stahnout.

Iframe

I frame je tag z HT M L, ktery umoznuje zobrazit ¢ast jiné stranky. Diky této
funkcionalité nemusime do webovych stranek vkladat applety. Soubory aplikace
GeoGebra Classic 5.0.542 1ze ulozit do cloudu na strankach www.geogebra.org,.
Takto ulozend teseni lze sdilet na svych strankach pravé pomoci tagu i frame.
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