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Abstrakt

Tématem této prace je uhel v d&jinach lidstva. Uvodni &ast prace je
vénovana prvnim dochovanym zminkdm o thlech v historii. Ve druhé¢ a tfeti ¢asti
je pozornost vénovana vyvoji nastroju a ptistrojti umoznujicich métit thly v praxi.
Ctvrta ¢ast se zaméfuje na problematiku zavedeni (thli v ugebnicich pro zakladni
a stiedni $koly v Ceské republice. Sleduje, zda jsou v jednotlivych uéebnicich
uhly zavedeny stejnym zpisobem, nebo vykazuje-li n€kterd ucebnice v tomto
sméru vyrazngj$i odchylku. V dalSich ¢astech se prace vénuje riznym druhtim
uhld a dvojicim uhll a operacim s nimi. Pozornost je zde vénovana jak pocetnim,
tak grafickym operacim s thly. Podstatnou ¢ast prace tvoii goniometrické funkce.
Préace poskytuje riizné zplisoby zavedeni a definice goniometrickych funkci. Na
ptikladech pfedvadi vyuziti a vyznam goniometrickych funkci a jejich vlastnosti
pii feSeni praktickych uloh. Ptredposledni kapitola je vénovana komplexnim
Cislam. V této casti se prace zamétfuje piedevS§im na komplexni Ccisla
v goniometrickém tvaru a vypoctim s nimi. Pro zajimavost a zpestteni je v praci
zafazena také Cast, kterd je vénovana knize s ndzvem Plochozemé anglického
autora Edwina Abbotta. Kniha popularizuje geometrii a poskytuje netradicni
pohled nejen na samotny tihel, ale 1 ostatni rovinné Gtvary. V zavérecné Casti prace
je zatazena sbirka uloh. Celou praci uzaviraji feSeni a vysledky ke zminéné¢ sbirce.

Klicova slova

Uhel, velikost uhlu, druhy whli, thel v u¢ebnicich, méfeni Ghld, ptistroje
na méteni thll, goniometrické funkce, komplexni Cisla



Abstract

The theme of this work is an angle in the history of mankind. The
introductory part of the work is devoted to the first surviving mention of angles
in the history. In the second and the third part is the attention given to the
development of tools and instruments that allow to measure angles in practice.
The fourth section focuses on the issue of the introduction of the angles in the
textbooks for primary and secondary schools in the Czech Republic. It monitors
that in each of textbooks the angles are introduced in the same way, or if there are
some textbooks show a more significant deviation in this direction. In other parts
of the work devoted to the various kinds of angles and couples of angles and
operations with them. Attention is paid to how the counting here, so the graphics
operations with the angles. A substantial part of the work consists of trigonometric
functions. The work provides multiple ways of introduction and definitions of the
trigonometric functions. The examples demonstrate the application and
importance of trigonometric functions and their properties in the solution of
practical tasks. The penultimate chapter is devoted to the complex numbers. In
this section, the work focuses primarily on complex numbers in goniometrickém
shape and calculations with them. A section is devoted to a book called Flatland
by the english author Edwin Abbott for curiosity and diversification in this work
is also included. The book popularise the geometry and provides non-traditional
view of both the angle itself, but also other flat structures. The collection of tasks
is integrated in the final part of the work. The whole work is closed by the
solutions and the results of the collection.

Keywords

An angle, size of angles, types of angles, an angle in students books, devices
for measuring angles, goniometric functions, complex numbers
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Uvod

Pro zpracovani bakalatské prace jsem si vybrala téma ,, Uhel v geometrii“. Toto téma
jsem si zvolila proto, ze mne zajimalo, kdy nasi pfedkové uhel ,,objevili a kdy a jakym
zpusobem s nim zacali pracovat. Co je k tomu vedlo? Jak se vyvijely néstroje a piistroje
umoznujici thly métit? Dale pak, jestli je ve vSech soucasnych u¢ebnicich pro zékladni Skolu
uhel zaveden stejnym zpiisobem, nebo, jsou-li v tomto ohledu n¢jaké vyrazné rozdily. Jak je
dand problematika zpracovana v ucebnicich pro stfedni Skoly?

Uvodni ¢ast prace je vénovana pojmu thel v d¢jinach lidstva. Pozorovani za¢ina v dobé
kamenné.

Druhé, obsahlejsi ¢ast sleduje vyvoj méticich néstrojii a ptistroji — od nejjednodussich
az po velmi slozité piistroje, které mame moznost vyuzivat v souasné dobé. Podava také
vysvétleni, pro¢ métime thly v uhlovych stupnich (thlovych minutach, tthlovych vtefinach) a
radidnech.

Tteti Cast prace se zabyva problematikou méteni tthlu v technické praxi.

Ctvrta, nejobsahlejsi ¢ast, podava prehled o nejéastéji uzivanych uéebnicich matematiky
pro zadkladni Skolu a o tom, jak je v nich tihel zaveden. Pro srovnani pak obsahuje ukazku ze
dvou ucebnic pro stiedni Skolu.

V paté Casti je pozornost vénovana rozliSeni thli podle velikosti a dvojicim uhld, se
kterymi se ve zminénych ucebnicich setkavame.

Dalsi ¢ast predvadi zakladni operace, které se zaci zékladni Skoly uci s tthly provadét.

Znacna pozornost je také vénovana goniometrickym funkcim a moznostem jejich
vyuziti pti vypoctech v trojihelnicich — v pravothlych i obecnych.

Na c¢ast v€nované goniometrii navazuji komplexni ¢isla. V této kapitole je pozornost
zaméiena piredevsim na komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru a vypoctim s t€mito Cisly.

Ke konci prace je zafazena Cast, kterd se vénuje knize nazvané Plochozemé¢ (Flatland).
Sam autor Edwin A. Abbott knihu oznacil za ,, Roman mnoha rozmerii “, ackoliv popisuje pouze
Zivot v roving.

ZavereCnou cast prace tvoii mald sbirka uloh k procvi¢eni ziskanych znalosti a
dovednosti a jejich vysledky. Ulohy jsou zamémé zvoleny tak, aby odpovidaly testim
piijimacich zkouSek na stfedni Skoly a dale pak maturitnim didaktickym testtim.



1. Uhel v déjinach

1. 1. Starsi doba kamenna (paleolit)

Chceme-li zjistit, kde se v nasi dlouh¢ historii poprvé setkdvame s thlem, musime se
ponofit az do doby kamenné. Lidé¢ tehdy zili v jeskynich a jejich zivot se po nékolik stoleti nebo
spise tisicileti ptilis nelisil od zivota zvitat. Hlavni naplni jejich zivota bylo ziskdvani potravy.
Za tim Ucelem si postupné zacali vyrabét nejprve zbrané vhodné k lovu i rybolovu, pozdéji
nastroje pro snadnéjsi zpracovani svého ulovku. Pozvolna dochazelo k rozvoji dorozumivacich
schopnosti. Z kreseb (z doby odhadované na 15 000 let pt. n. 1.), které byly nalezeny predevsim
ve francouzskych a Spanélskych jeskynich, je patrné, Ze v té€ dobé jiz €lovek mél pozoruhodnou
schopnost vnimat tvar.

1. 2. Mladsi doba kamenna (neolit)

Pro sledovani pojmu thel (i geometrie jako celku) se ukazuje velmi diilezitym obdobi
neolitu (mladi doba kamenna — 8 000 — 5 000 1. p. n. 1.). Clovék opousti jeskyné. Prechazi od
pouhého loveni a sbirani potravy k jeji skuteéné vyrob¢€. Zacina se velmi intenzivné vénovat
zemédélstvi. Ke stavbé svych domi a vymeéteni poli je nucen nalézt zpusob, jak vyméfit isecky
a vytyc¢it pravé thly. VylepSuje a vyzdobuje si sva obydli — spléta rohoze, pali a zdobi hrnc¢ifské
vyrobky (ornamenty jsou bohaté na shodnosti, symetrie a podobnosti).

Z této doby pochazeji prvni opravdu zietelné stopy poznani thlu. Bezesporu tehdy lidé
znali trojihelniky (jsou velmi ¢astym ozdobnym tvarem na riznych malbach a nalezenych
pfedmétech) — tim padem jist€¢ i Ghly. I kdyZz je moZznd nijak samostatné nenazyvali a
neoznacovali (kromé pravého thlu, ktery mé velmi Siroké uziti).

Mnohé kvantitativni vztahy a geometrické utvary byly tedy spravné poznany davno pted
nas$im letopoctem. Archeologické vykopavky potvrzuji, Ze ¢loveék vytvotil prvni geometrické
pojmy (i aritmetické) uz v dob€ kamenné.

S ptechodem k zemédé€lstvi si lidé vice nez diive zacali vSimat vegetacnich zmén a
spojovat je s periodickymi zménami M¢sice. Pozorovali také slunovraty a vychody souhvézdi
pfi stmivani. Uzivali lunarni kalendaf. Vénovali se astronomii. Souhvézdi jako voditek pii
moteplavbé vyuzivaly jiz primitivni nérody. S rozvojem astronomie velmi uzce souvisi vyrazny
pokrok ve znalostech a uzivani tihli. Uzivali souhvézdi jako voditek pii moteplavbé. K tomu
uhly nepostradatelné patfi. Rozvoj astronomie neni mozny bez rozvoje matematickych
poznatktli. Zpocatku ndhodné, pozdéji stale soustavnéjsi pozorovani oblohy, vedlo k objeveni
vlastnosti smérovych uhlf (také koule a kruhu). [

1 STRUIK, Dirk Jan. Déjiny matematiky. Praha: Orbis, 1963. Mala moderni encyklopedie (Orbis), str. 8-18,
26-33
KOLMAN, Arnost. Déjiny matematiky ve starovéku. Praha: Academia, 1968.Ch. J. Scriba, P. Schreiber: 5000
Years of Geometry, 2015 str.13-14, 25-32
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1. 3. Babylonie

Pojem uhlu velmi tzce souvisi se vznikem geometrie jako védy. Pro vznik matematické
metody je rozhodujici zhruba 4. stoleti pf. n. 1. Tehdy postupné vznikly jednotlivé Casti
Euklidovych Zakladli. Tomu vSak ptedchazel dlouhy vyvoj, ve kterém byly ziskdvany
jednotlivé poznatky, a byla zkoumana jejich vzdjemna logicka souvislost. V Egypté a Babylonii
nebyly ptirodovédné znalosti (kromé astronomickych) pisemné zachycovany.

1. 4. Recko

Teprve u Rekdl (po¢inaje asi 4. stoletim pf. n. 1.) se objevuji zaznamy o jednotlivych
fyzikalnich poznatcich — napt. geometrické optika (zakon odrazu — tzn. tihlu).

Egyptské papyry nebo babylonska matematika z doby kolem roku 2000 pft. n. 1. doklada
velmi vysokou urovein znalosti. V Babylonii (nézev jizni ¢asti Mezopotamie v dneSnim Irdku)
se tehdy uzivalo Sedesatkové soustavy. Babylonané pravdépodobné znali ,,Pythagorovu* vétu
vice nez 1000 let pred Pythagorem. To svéd¢i o tom, ze méli dosti znacné zakladni geometrické
znalosti. Siroce pouZivali pojmu podobnosti geometrickych utvarg. [?!

Obrovskym piinosem pro vyvoj geometrie byly Zaklady. Ty zformuloval tfecky
matematik a filosof Euklides z Alexandrie zhruba kolem roku 300 pf. n. I (vice nez 200 let po
Pythagorovi). Dilo ¢ita 13 svazka. Jedna se pravdépodobné o nejznaméjsi ucebnici vSech dob.
Prvnich 6 svazkl je vénovano rovinné geometrii. Euklides se vénuje téz thlim. Pfelomovy
vyznam této ucebnice spociva v tom, ze vSechna tvrzeni jsou zde diikladné dokazana. Pivodné
bylo dilo sepsano v fecting. Ve sttedovéku (11. — 14. st. n. 1.) byly svazky v drZeni Arabti a byly
proto pielozeny do arabstiny, v pozdnim stfedovéku (14. — 15. st. n. 1.) do latiny, v roce 1570
do angli¢tiny. Diky svym Zakladim je Euklides nazyvan ,,Otcem geometrie®. Zaklady se staly
druhou nejcastéji tiSténou knihou zapadniho svéta (hned po Bibli). Po dobu 2 000 let byly
nejuznavangjsi uéebnici. !

< [4]

., Prirodni zakony nejsou nic jiného nez matematické myslenky od Boha.* ™! - tzn., Ze

matematika podpira vSechny ptirodni zakony.
O tihlech pojednéavé kniha prvni Euklidovych Zakladd, (Obr. 1.1) - body 8-12 !
., Rovinny pak uhel je vzajemny sklon dvou car, v roviné se stykajicich a neleZicich
k sobé v primce. *
., Kdyz pak c¢ary uhel svirajici jsou primky, uhel zove se primkovym. “
., Kdyz se postavi primka na primku tak, Ze sousedni uhly ¢ini navzajem stejnymi, jeden
i druhy z tech stejnych uhlu jest pravy, a primka postavena zove se kolmici té, na niz jest
postavena.

2 HAVLICEK, Karel. Cesty moderni matematiky. 2., roz3. a preprac. vyd. Praha: Horizont, 1976. Mala moderni
encyklopedie (Horizont), str. 224 — 229.

3 BAKALARI. Matematika: Zaklady geometrie: Eukleides jako "otec geometrie" — Khanova

Skola. KhanAcademy [online]. 2018 [cit. 2018-11-27]. Dostupné z: https://khanovaskola.cz/video/48/353/264-
eukleides-jako-otec-geometrie

4 EUKLEIDES. Eukleidovy Ziklady [Elementa]. Praha: Jednota Geskych mathematikd a fysikt, 1907, kniha 1.
S EUKLEIDES. Eukleidovy Ziklady [Elementa]. Praha: Jednota ¢eskych mathematika a fysikd, 1907, kniha 1.,
str.1
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,, Tupy jest uhel pravého veétsi.

,, Ostry pak pravého mensi. *
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Eukleidovy Zaklady.

Kniha prvni.
Yyméry.

. Bod jest, ¢co nema dilu

Cira pak délka bez ditky.
Hranicemi Sdry jsou body.

- PHimd jest Edra (pFimka), ktera svymi body tihne se rovné.
. Plocha jest, co jen deélku o SiFku ma
. Hranicemi plochy jsow &dry.

Hovinnd jest plocha (rovina), kiterd pfimkami na ni jsoucimi pro-
stird se rovne

H-e:!'l.lilln_\.' pak dhel je vzdjemny sklon dvow &ar, v rovind se
stykajicich a neleficich k sobé v pFimce

, ‘h:llj'}} pak Ziry dhel svirajici jsou piimky, dhel zove se piim kovim.
. Kdy: se postavi pHmka na pHimku tak, Ze sousedni uhly Gini

navedjem &tejnymi, jeden i druby z téch stejnych dhld jest
pravy, a pfimka postavend zove se kolmici t8, na nid jest po-
stavena.

Tupy jest Uhel pravého vEts]

Catry pak pravého mensi,

. Meze jest, co jest nileho hramici,

Litvnr jest, co ndjaki nebo néjakd meze objimaji.

Kruh jest (tvar rovinng, objimany jednou darou (jei se NAZYVE
obvodem), k ni od jednoho bodu wvnitf dtveru vedené piimiky
vsecky sobé rovny jsou.

Stiedem pak krubu zove so tén bod,

Primérem kruhu jest pHmka nékterd vedena stfedem a konéici
52 na obou stranich obvodem kruhu, jef také rozdéhije kruh
na polovice

Polokruh pak jest dtvar omezeny primérem a 2dst obvodu
jim usedeného. Sthed polokruhu je tfE jako kruhu,

Frant, Servit. Enkleidovy Takladr i

Obr. 1.1

Historie méreni uhla

Chceme-li mluvit o tthlu, nemtizeme opominout vyvoj zpisobti méteni thla a jednotky

velikosti uhla.
Nejnovéjsi metody a pristroje ndm umoziuji spolehlivé méfit tthly ve zlomceich sekund

oblouku (opticky i elektronicky). Vzdy to tak ale nebylo.
Z pocatku byly thly méteny primitivnimi metodami. V disledku pozadavku na zvyseni

presnosti, se badatelé predhanéli v navrhovani zptisobtl, jak dosdhnout co nejlepsiho mozného
méfeni. Nejvétsiho pokroku pak bylo dosazeno predev§im koncem 20. stoleti — az do dneska.

2.1. Jednotky velikosti ihli — stupfiova mira

V roce 1936 byla v iranu, nedaleko starobylého mésta Babylon (hlavni mésto
Mezopotamie = oznaceni pro oblast mezi fekami Eufrat a Tigris) nalezena hlinéna deska
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(Obr. 2. 1) s nezndmym textem (pochdzejicim pravdépodobné z obdobi kolem 4 000 pt. n. 1).
Tento text byl rozlustén az v roce 1950.

Babylonskym védciim byl znam fakt, Ze obvod hexagonu je pfesné Sestkrat vétsi nez
polomér ohrani¢eného kruhu. To byl s nejvétsi pravdépodobnosti diivod, pro¢ se rozhodli
rozdelit kruh na 360 stejnych dilt (odtud 360°).

Srovnavali zenit pfimo nad hlavou s nekonecnym obzorem. Mezi zenitem a horizontem
byl pravy uhel. Dva pravé thly tvofily cely oblouk nebeské klenby a tedy polovinu kruZnice.
Neni zcela jasné, pro¢ Babyloniané zvolili ¢islo 360 pro urceni uhlu celé kruznice. Kazdopadné
zvolili ¢islo, které bylo velmi dobfe déliteln€, a proto vhodné pro vyjadfovani mensich thli a
zlomki thld. Béhem staleti se pfesnost piistrojli na méteni thlové vzdalenosti mezi objekty
stale zvySovala. Kvadranty mély velikost ¢tvrtiny celé kruznice (90°), sextanty tvorily Sestinu
kruznice (60°) a oktanty pak zaujimaly jednu osminu (45°) celé kruznice.

Obr. 2. 1 Hlinéna deska zobrazujici matematické symboly

Napis na desce (nazvana Plimpton 322-3700 let stara) vyjadiuje pomér obvodu
pravidelného Sestithelniku k délce kruznice. (Odtud pak odvodili m = 25/8 = 3,125.) To je
diikkazem, ze Babylofiané pouzivali sexazicky systém - zalozeny na 60 (nikoli centenzimalni
systém - zalozeny na jednotkéach 10) a také, ze uz velmi dobie znali trigonometrii (a tedy také
uhly).

Pro ptesnéj$i méteni se pak uzivaji jednotky nazvané thlové minuty (1°=60"), ptipadné
uhlové vtefiny (1" =60"").

Déleni kruhu s velkou ptesnosti bylo dlouhotrvajicim problémem. V roce 1793
panovala ptedstava, ze nejpfesnéjsi mozné meéteni od dob antického matematika, astronoma,
astrologa Claudia Ptolemaia (85-165 1. n. 1.) do Casli polského astronoma a matematika
Mikulése Kopernika (1473-1543) je dé€leni na 5-10 uhlovych minut. Dansky astronom a
astrolog Tycho de Brahe (1546—1601) ho snizil na 1 minutu, polskému astronomovi Johannesu
Heveliovi (1611-1687) se to podafilo na 15-20 vtetfin. Anglicky hodinat Georg Graham
(1673—1751) dosahl ptesnosti métfeni na 7-8 vtefin. V roce 1773 se podafilo londynskému
vynalezci Jessi Ramsdenovi (1735-1800) vyrobit piistroj teodolit (Obr. 2. 2), s jehoz pomoci
dokazal kruh opakované rozd¢lit s presnosti na 3 vtefiny.
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Obr. 2. 2 - Ramsdentv teodolit — védecké muzeum v Londyné

Na vyrobu teodolitli se zaméfila fada riznych firem. S postupem a vyvojem novych
technologii (optické teodolity) doslo v 20. a 21. stoleti k sestrojeni spousty typt teodolitd
s velmi pfesnym métenim thli.

2. 1. 1. Groma

Historie matematického méteni tihli ve stupiiové mite pravdépodobné pochazi ptiblizné
z roku 1500 pt. n. 1. V Egypté k méfeni vyuzivali stin slunce zobrazeny na kamenném stole. Jak
takové méteni probihalo je zobrazeno na deskach, které je mozné spatfit v egyptském muzeu
v Berling (obr. 2. 3 a 2. 4).

Obr. 2.3 - Scéna z hrobky Djeserkeresonb  Opr. 2. 4 - Scéna z hrobky Menna

Prvnim zndmym nastrojem na meéfeni thlu byl pravdépodobné egyptsky Groma
pouzivany pii budovani obrovskych staveb, jako jsou pyramidy. Slouzil k vytyCovani pravych
uhli. Jeho pouziti bylo vyrazné omezeno tim, Ze pfistroj bylo mozné vyuzit jen na pomérné
plochy terén. Pfesnost méteni byla navic limitovana vzdalenosti.

Od Egyptani piejali tento nastroj Rimané. Ackoliv byl Groma jedinou pomtickou
umoziujici méfit thly, kterou méli k dispozici, dokazali Rimané pomoci pravych uhli
zvladnout 1 slozité vytyCovaci ulohy — kruhové ¢i eliptické amfiteatry nebo razeni tuneld. Pro
stavby vytyCené na piimkach (silnice) byl idedlnim néstrojem.

Groma se skladal ze ¢tyi kamenii zavéSenych na dvou tyckach, které jsou v pravém uhlu

(Obr. 2. 5). Méfeni bylo provadéno vizudlnim porovnanim dvou zavéSenych kabelll a bodem,
ktery mél byt urcen.
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Obr. 2. 5 - Model egyptského Gromy

Kdyz byly v roce 1912 vykopany Pompeje, byly objeveny verze Gromy, které jsou
zhotovené z Zelezného nosice s bronzovym zavazim. (6

2. 1. 2. Dioptr

Pravdépodobné prvnim opravdovym nastrojem na méteni thla byl Dioptr (Obr. 2. 6)
(tfecké slovo = prizor — v soucasné dobé znam jako zamétovaci pomticka, mifidlo zbrani).
Pochazi zhruba z roku 1 500 pft. n. . Z popisu Herona Alexandrijského (10-70 1. n. L.) vyplyva,
ze dioptr lze povazovat za predchidce teodolitu (geodeticky piistroj k méfeni a vytyCovani
vodorovnych a svislych uhla).

Obr. 2. 6 - Model dioptru

Tento pfistroj byl slozen z velké kruhové kovové desky, kterou bylo mozné otacet
vodorovné o 360° ozubenym kolem a z dalsi desky, kterou bylo mozné pfistroj naklonit ve
svislé roviné pomoci ¢epu. K deskam bylo mozné pfipojit vyrovnavaci zatizeni. Vodorovna
deska mohla byt zarovnéna kovovou liStou s dvojici otevienych mifidel. Cely piistroj byl
namontovan na tézkém devéném podstavci. [7!

8 Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Groma [online]. c2018 [citovano 27. 11.2018]. Dostupny z WWW:
<https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Groma&oldid=16532450>

" Cojeto?: Co je to dioptr? [online]. Praha: Superia.cz, 2017 [cit. 2019-02-10]. Dostupné z:
http://cojeto.superia.cz/ruzne/dioptr.php
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2. 1. 3. Trikvetr

Velkym pfinosem v méfeni thla byl vynalez feckého matematika, astrologa a geografa
Claudia Ptolemaia (85—-165 n. 1.) nazvany trikvetr. Bylo to zafizeni slozené ze tii ¢asti. Jedna
byla zasazena do zemé¢. DalSimi dvéma bylo mozné otacCet — tak, aby spolecné s pevnou
vertikalni ty¢i vytvorily rovnoramenny trojuhelnik.

Trikvetrem bylo mozné pozorovat hvézdy a planety. V pozd¢jsich dobach byl vyuzivan
armadou pfi terénnich prizkumech.

Trikvetr byl pfimym pfedchiidcem dalSich ptistrojii — kvadrantu, sextantu a oktantu. U
téchto pfistroji bylo rameno se stupnici nahrazeno ¢asti kruhu — u kvadrantu ¢tvrtinou, u
sextantu $estinou, u oktantu osminou. [*

2. 1. 4. Astrolab

Prvnim ru¢nim navigacnim pfistrojem byl Astrolab (Obr. 2. 7). Umoznil urcit polohu
na mofi. Siroké vyuziti m¢l i pfi vymétovani pii stavebnich pracich.

Obr. 2. 8 - Méfeni thlu nebeského télesa nad horizontem pouzitim astrolabu

Principy, na kterych byl zaloZzen Astrolab, byly znamy jiz pted 150 lety pf. n. 1. Prvni
dolozeny Astrolab vSak pochazi az z doby zhruba kolem roku 400 n. 1. Velmi hojné jich
vyuzivali v maurském svété kolem roku 800 n. 1. Odtud se pozdéji (zacatek 12. st.) rozsifil do

8 Encyklopedie Vsevéd: Trikvetr [online]. Praha: Netpoint, 2015, 2015 [cit. 2018-11-27]. Dostupné z:
http://encyklopedie.vseved.cz/trikvetr
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Evropy. Zde byl nejpopularnéjsim astronomickym nastrojem az do 17. stoleti, kdy jej nahradil
Sextant (Obr. 2. 9). [¥]

Obr. 2. 9 - Sextant

2. 1. 5. Teodolit

V roce 1571 nachézime prvni zminku o pfistroji nazvaném Teodolit. Objev byl piipsan
anglickému matematiku a geodetovi Leonardu Diggesovi (1515-1559) (Obr. 2. 10). Zvetejnil
ho vSak az Diggestiv syn Thomas Diggest v knize nazvané Pantometria.

Obr. 2. 10 - Diggesiiv Teodolit

Teodolit je pfistroj na presné métfeni a vytyCovani vodorovnych a vyskovych uhlt.
Prosel fadou velkych zmén a zdokonaleni. Vyuziva se dodnes.

3

Obrazky 2. 11a—2. 11d dokumentuji, jakého vyvoje doznal teodolit od svého ,,zrozeni
do dnesniho dne.

9 SCHEIRICH, Petr. Vesmir: Velké uméni astronavigace: Od astrolabu po sextant. Vesmir: Velké umeéni
astronavigace: Od astrolabu po sextant [online]. Praha: WebActive, 2018, 1. 10. 2018, 2018(10) [cit. 2019-02-
01]. ISSN 1214-4029. Dostupné z: https://www.citacepro.com/dok/gwDH90rJmERbpq97
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Obr. 2. 11b - Teodolit z 18. stoleti

e

Obr 2. 11c - Teodolit z roku 1840 Obr 2. 11d - Teodolit z roku 2018

Teodolity se pouzivaji od 19. st. predev§im v zeméméticstvi pro métfeni prostorovych
soufadnic. Od té doby prodélaly vyznamny konstrukéni a technologicky vyvoj, ale hlavni
myslenka dvou oto¢nych na sebe kolmych os a kolmé zamérné piimky ziistava stale zachovana.
Stejné tak podminka, Ze dalekohledem teodolitu musi byt vidét na méfeny bod (nebo na bod
nahradni k méfenému bodu zpravidla blizky). [1]

Na vyrobu teodoliti se zaméfila fada riznych firem. S postupem a vyvojem novych
technologii (optické teodolity) doSlo v 20. a 21. stoleti k sestrojeni spousty typt teodolith
s velmi pfesnym méfenim Ghlé. !

2. 2. Jednotky velikosti uhli — obloukova mira

Kromé stupniové miry (thlové stupné, minuty, vtefiny) je mozné k vyjadieni velikosti
uhlu pouzit také obloukovou miru. Jeji jednotkou je radian (1 rad).

10 WALLIS, David A. History of Technology: History of Angle Measurement. History of Technology: History of
Angle Measurement [online]. Cairo, Egypt: Pfaraohs to Geoinfrmatics, 2005 [cit. 2019-02-01]. Dostupné z:
https://www.fig.net/resources/proceedings/fig_proceedings/cairo/papers/wshs_01/wshs01 02 wallis.pdf
' Wikipedie: Oteviend encyklopedie: Teodolit [online]. ¢2017 [citovéno 27. 11. 2018]. Dostupny

z WWW: <https://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=Teodolit&oldid=15603358>
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K zavedeni a pfedstavé radianu vyuzijeme jednotkovou kruznici, tj. kruznici
s polomérem 1. (Obr. 2. 12)

Obr. 2. 12 — Jednotkova kruznice

Délka vyznaceného oblouku AB je stejna jako polomér kruznice — v tomto piipadé 1.
Uhel ASB pak ma velikost 1 rad. Je potiebné zdiraznit, Ze nejde o délku Gisedky 4B, ale opravdu
o délku oblouku AB (odtud obloukova mira).

S myslenkou na zavedeni tihlové jednotky, ktera velikosti odpovida jednomu radianu,
se poprvé setkavame pravdépodobné v roce 1714 u Rogera Cotese. Nazev radian vSak poprvé
pouzil az o vice nez 150 let pozdé&ji (v roce 1873) Jameson Thomson.

2. 3. Vztah mezi jednotkami stupnové a obloukové miry

Oblouk kruznice ma délku » (polomér kruznice) (Obr. 2. 12). Celd kruznice ma délku
0 = 2nr. Na kruznici tedy mizeme nanést 2m oblouki o velikosti 7. Miizeme napsat:

360° =2nrad = 180° = mwrad

m (Cteme pi) je matematicka konstanta, kterd udava pomér obvodu O jakéhokoli kruhu
a jeho priméru d (0O = md, protoze prumér kruhu je dvojnasobkem poloméru t€hoz kruhu,
dostaneme zminény vztah O = 2nr). Tuto konstantu nazyvame Ludolfovym c¢islem — podle
némeckého matematika Ludolpha van Ceulena (1540 — 1610), ktery vypoctu hodnoty tohoto
¢isla vénoval znacnou cast svého zivota. Dokazal ji urcit s presnosti na 35 desetinnych mist. Po
jeho smrti mu byla tato hodnota dokonce vytesana na nahrobni kdmen.

Recké pismeno 7 pro oznaéeni tohoto ¢&isla pouzil poprvé velisky matematik William
Jones vroce 1706 jako zkratku feckého slova pro obvod (fecky perimetros). Oznaceni
zpopularizoval v roce 1737 Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler. V anglické literatuie
se pouziva spise oznaceni Archimédova konstanta.

Jednotku rad Casto vynechdvame a piSeme pouze tihel o velikosti napiiklad 2.

= 360° =2m a 180° = m
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Vztah mezi jednotkami je mozné ptiblizné vyjadrit takto:

1rad = 57°17°45” 1° = = rad 12
180

Tabulka dulezitych hodnot velikosti thlt

Velikost uhlu

Stupfiova mira 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Obloukova 0
mira

ol S
G
wl S
N
|
S

2.4. Setinna mira

Kromé¢ stupnové a obloukové miry je mozné k vyjadieni velikosti tthlu pouzit také
setinnou miru. Ta je definovana tak, Ze pravy thel (90°) je rozdélen na 100 dild. Ty potom
nazyvame gony nebo také grady, ¢i setinné stupné.

Setinny stupeii (1#) se dale déli na 100 setinnych minut (1°), tzn., Zze 18 = 100°, setinnou
minutu mizeme rozdélit na 100 setinnych vtetfin (1°°), tzn., ze1° = 100°.

Vztah mezi setinnou a obloukovou mirou je vyjadien takto: 19 = % rad 3!

Setinné miry se vyuziva ztidka. Na zékladni ani stfedni Skole se nevyucuje.

3.  Méreni uhla v technické praxi

V technické praxi se velikost rovinného tthlu udava ve stupnich, které se déli na minuty
a vtetfiny. Uhly se méfi bud’ pfimo thloméry, thelniky, thlovymi mérkami apod., nebo nepiimo
tim, ze se urci jiné rozmeéry a velikost thlu se z nich vypocita.

2 HAVRLANT, Lukas. Matematika.cz: radian. Matematika.cz: radian [online]. Brno: Nova média, s.r.0. 2013,
2013 [cit. 2018-11-27]. Dostupné z: https://matematika.cz/radian

BB HAVRLANT, Lukas. Matematika.cz: uhel. Matematika.cz: vihel [online]. Brno: Nova média, s.r.o. 2013, 2013
[cit. 2018-11-27]. Dostupné z: https://matematika.cz/uhel
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3. 1. Piimé méreni uhlu
Uhelniky

V praxi se nejCastéji setkavame s potiebou zkontrolovat, zda je méteny thel pravy.
K tomu ucelu se vyuzivaji pevné thelniky (Obr. 3. 1).

\. - :

Obr. 3. 1 - Uhelniky - plochy, p¥ilozny, nozovy
Pokud je potfeba zm¢ftit jiny tthel nez pravy, pouzivaji se specialni thelniky.
Uhlové mérky
Pouzivaji se na presné méfeni thli. Sadu thlovych mérek (Obr. 3. 2) tvofi kalené
ocelové desticky, brouSené a lapované, s dvéma nebo Ctyimi pfesn¢ vyrobenymi uhly. Sada

umoziuje vytvaret sestavenim mérek jakykoliv thel. Sestavené mérky se upinaji do drzaku.
Pouzivaji se 3 stupné piesnosti uhlovych mérek, s maximalni odchylkou + 3, & 10, £+ 30 vtefin.

Obr. 3. 2 - Uhlové mérky

Uhloméry
Uhloméry jsou nejéastdji pouzivanym méfidlem. Pro méfeni Ghlt se pouZivaji rizné
druhy thlomért, které obvykle umozituji méteni uhla v rozsahu 0° az 180°. V dilenskych

podminkach se pouzivaji thloméry obloukové a univerzalni.

a) Obloukové dilenské tthloméry (Obr. 3. 3) maji rozliSitelnost obvykle 1° a mohou byt
pouzity jen pro méné presna méfeni, napft. pii riiznych zamecnickych pracich.

=

Obr. 3. 3 - Obloukovy uhlomér
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b) Univerzalni uhloméry (Obr. 3. 4) se uplatiiuji pro presnéjsi méteni thli. Ma dveé
navzajem kolmé ramena a jedno vymeénitelné pravitko. Celé stupné odecitame na stupnici, ktera
je rozdélena na Ctyii kvadranty po 2° a hodnotu thlu uréuje nulova carka. Minuty odecitame od
nuly v tom samém sméru. Presnost odecitani je 5 minut. Také se pouzivaji optické tthloméry
s odecitdnim pomoci lupy (Obr. 3. 5).

Obr. 3. 4 - Universalni uhlomér Obr. 3. 5 - Universalni thlomér s lupou

¢) Optické délici hlavy se pouzivaji pro méfeni a piesnou vyrobu, kde je pozadovano
presné déleni a odeditani uhlu. [

3. 2. Nepiimé méreni uhli
Nepiima métfeni uhla jsou metody zaloZzené na trigonometrickych funkcich. Lze jimi
m¢éfit ukosy, kuzele, sklony apod.

Sinusové pravitko

Sinusové pravitko (Obr. 3. 6 a, b) je presné brousena desticka, na jejiz obou stranach
jsou umistény valecky stejného praméru (100, 200, 300, 400 mm). Je-1i thel piesné dodrzen,
uchylkomér neukédze zadnou tchylku.

Obr. 3. 6 a-Sinusove pravitko Obr. 3. 6 b-Sinusové magnetické pravitko

4. Zavedeni uhla ve Skole
4.1. Zakladni Skola

4.1.1. MATEMATIKA pro 6. ro¢nik Zakladni Skoly, Nakladatelstvi
Fortuna 2007

14 Méteni Gthlt. Méreni tihlii [online]. Ivandice: MaB Calibr, spol., 2014, 2014 [cit. 2018-11-27]. Dostupné z:
http://www.mbcalibr.cz/mereni-uhlu.html
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3.1 Uhel jako E4et roviny

Narysujte do seSitu dvé primky p, q, kieré jsou a) riznobéiné, b) rovaobéiné,
¢) splyvajici. Na kolik Edstl rozdéli celou rovinu pislusnd dvojice piimek?

q
Riiznob&zky d&li rovinu na Ctyfi ¢dsti. KaZdou z nich budeme nazyvat
tihel.
Uhel ovSem neni jen to, co mime narysovino v se$itu nebo v uéebnici.
Uhel je stejné jako pfimka nebo polopiimka nekoneény itvar.
Predstavujeme si, Ze se stdle rozevird, aniZ by nékde konéil.

Polopiimky VA a VB, které thel vymezuji, nazyvdme ramena dhlu. Bodu
V budeme fikat vrchol thlu. Uhel se oznatuje pomoci vrcholu a dvou
bodil na ramenech. N4§ tihel mdZzeme popsat jako thel AVB, pouZivime
symbol x.

% AVB

K oznaceni ihlu potiebujeme tfi bodv. V3imnéie si, Ze nazev vrcho-
lu je vZdy uprostied. Pofad{ krajnich bodi neni rozhodujici. [15]

15 COUFALOVA, Jana. Matematika pro 6. rocnik zékladni $koly. 2., upr. vyd. Praha: Fortuna, 2007. ISBN 978-
80-7168-992-8, str. 87-88.
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4.1.2. Matematika, Geometrie, ucebnice pro Zikladni $koly a viceleta
Gymnazia, Fraus

o

h oE 78 Fio o

s, Porzorujte obrazky. Které body L% APREQJHL’NgW Voma |
ST jsou dillezitg, abychom mohli Pt WHEL

uréit sklon stfechy domu?

Jaky je sklon pilith Eiffelovy vEZe?

Je sklon, ktery stavitelé naméfili

a oznacili pismeny HEF, stejny

jako FEG?

Je dilezity sklon, pod nimZ delfin

vyskoi nad vodu?

3.1 Co si predstavujete
pod pojmem dhel?
Zkuste urcit, ktery
z 1ihld na obrazku
je vedi. §

Cast roviny oznatena obloukem se nazjvd
dhel. Uhel AVB je ohrani¢en polopfimkami
VA a VB. Bod Vije vrchol thiu a polopfimky

jeme za soudast Ghlu,

Uhly se abvykle oznacuiji pismeny Fecké
abecedy o, B, %, 6, £...

Uhel AVB znagime < AVB (vrchol piseme
vidy doprostied). Viimnéte si, Ze na obraz-
ku uréuje vrchol Varamena VAa VBdva |
thly — cca . L - [16]

1s BINTEROVA, Helena, Eduard FUCHS a Pavel TLUSTY. Matematika 6 pro zdkladni skoly a viceletd
gymnazia. Plzen: Fraus, 2007. ISBN 978-80-7238-656-7, str.19-20.
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4.1.3. HEJNEHO METODA B

Na obrézku je Ghel ¢ (Eteme ff). Je to &ast roviny
ohrani¢end polopiimkami UT a UV, rameny

uhlu . Ramena UT a UV sviraji Ghel ¢.

Bod U je vrchol ihlu .

Znatime @ = <TUV nebo <VUT. Uhel ¢ je ostry,
protoZe jeho velikost je méné ne 90°, _
Uhel, jeho# velikost je 90°, se nazyvé pravy.

Méfenf Ghll zavedli astronomové
v Mezopotamii pfed vice nez péti tisici lety.
Za zéklad vzali plny dhel (,jednu otoku®)

a rozdélili jej na 360 stupiid. [17]
4.1.4. HRAVA MATEMATIKA, Pracovni seSit pro 6. roénik ZS a viceleta
Gymnazia

7 HEJNY, Milan, Pavel SALOM, Darina JIROTKOVA, Jana HANUSOVA, Anna SUKNIAK, Eva
BOMEROVA a Katetina EICHLEROV A. Matematika. Tlustroval Luka§ URBANEK. Praha: H-mat, 2015. ISBN

978-80-905756-1-5, str.5.
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UHEL

Uhel nebo rovinny thel je &ast roviny uréend dvéma
polopfimkami se spoleénym podédtkem

B

v A
Pojmenovani
— ramena Uhlu jsou polopiimky, které uréuji dhel v roving
(polopiimka VA, polopfimka VB)
—vrchol thlu je spoleény bod ramen (bod V)

Znazornéni thlu
- thel se znazornuje pomoci ramen, mezi kterymi
se vyznadi oblougkem u vrcholu Ghiu

Znacka Ghlu
— tihel se oznaduje symbolem <<

Velikost tGhlu
— méfime pomoci Uhloméru ve stupnich, minutach
a vtefinach

1 stupefi ... 1°

1 minuta ... 1' 1 vtefina ... 1"

Prevody
1° =60' = 3600"
1 =60"
25°16' = 1516’ 25+60' + 16' = 1500' + 16’
1984 = 334 1984 : 60 = 33° zbytek 4
Osa tihlu

— polopiimka, ktera rozdéluje Uhel na dvé stejné velka éasti
— pocate&ni bod polopfimky je vrchol dhlu

Oznaéeni GhlG

1. zpusob: 2. zplsob:
— pomoci pismen fecké — pomoci tif bodl
abecedy (. B, v) (X AVB)
B
o
v A

Rozdéleni Ghlu
e vnitini L'lhei mnozina bod( ohrani¢ena rameny Ghlu
&jsi - mnozina bodu roviny, které nejsou body

vnitfniho thlu

Zapis vnitfnich a vnéjsich uhld

— vnitini Uhel zapisujeme pomoci pismen fecké abecedy
(o, B )

— vnéjsi thel se oznacuje znakem vnitfniho thlu s ¢arkou

(o, B, )

Druhy tihid, rozdéleni uhli podie velikosti

a) Primy uhel (o = 180°)
— uhel, jehoZ ramena jsou navzajem opagné
polopfimky, takze spolu vytvareji pfimku
— polovina roviny

o

-+
p -

b) Pravy thel (B = 90°)
— uhel, ktery sviraji dvé kolmice
— polovina pfimeého thlu
— oznaéujeme ho tec¢kou v obloucku

B
B
v

c) Ostry thel (0° <y < 90°)
— Uhel mensi nez pravy thel

e

d) Tupy thel (90° < & < 180°)
— thel vétsl nez pravy Uhel a mensi nez pfimy uhel

BKK(:EL___+_
Vv
A

>.._

(18]

18 HERMpCHOVA, Dana, Jana PRESOVA, Petr KASSAK, et al. Hravd matematika 6: pracovni sesit pro 6.
rocnik ZS a viceleta gymndzia: v souladu s RVP ZV. Praha: Taktik, 2014. ISBN 978-80-87881-18-7, str. 6/4.
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4.1.5. MATEMATIKA 6, Prodos

Slyeli jste uz nékdy slovo ,ihel“? Pfi jaké prﬂeiltosu?

; Pulepi‘ﬁnky VA a VB se spoieéalym poi&éﬂcem (m obr.) nr(‘.nji v mvmé dvé
Kazdd z técbto&ﬂsu‘ senazivéuhel

LAVB

V- V‘I‘Ghofiﬂﬂu :
VA, VB - ramena thlu (patﬁ obématih}um)
AAVB, G:AVB thel AVB (s Vrcholemﬂ !

4.1.6. MATEMATIKA pro 6. ro¢nik Zakladni Skoly [3], Prometheus

1 MOLNAR, Josef. Matematika 6: [ucebnice pro zédkladni §koly]. Olomouc: Prodos, 1998. ISBN 80-85806-98-
3, str.58.
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?ﬁ Pepa vrhd kouli. Cenda oznaduje mista
dopadu koule trojiihelnikovymi praporky.
Anicka je zvédavd: ,,Dopadne tentokrdt
koule do vymezeného tihlu?

a) Kterymi pismeny jsou oznaceny dopa-
dy koule do tihlu?

b) Které pismeno oznaluje dopad koule
mimo tihel?

B Uhly a sportovni discipliny. Poznds, o které sporty jde?

<52 B —1

UHEL o

Bod V je vrehol Ghlu AVB. {
Poloptimky VA a VB jsou ramena tihlu.

Uhel na obrdzku, ktery md vrchol V a ramena VA, VB, oznacujeme takto:
¥ AVR nebo ¢« BVA & AVB nebo e BVA

Pismeno oznacujici vrchol je vidy uprostied.

e R L A TR S S

el je &st roviny,

I i ——————

5]' i
i !
» » Body M, A, B, V pat#i iihlu AVB. i
; + i
E . Bod N nepatif ihlu AVB. |
| 7 -
g Vv B Me X AVB N¢ ¥ AVB |

a >V
B
_ a=3$AVB = AVB
E - |
i Uhly ¢asto oznacujeme pismeny fecké abecedy. | [20]
L N AN NN S WA A —

2 ODVARKO, Oldtich a Jiti KADLECEK. Matematika pro 6. rocnik zdkladni $koly: [ucebnice zpracovand
podle ucebnich osnov vzdeélavaciho programu Zakladni skola. Praha: Prometheus, 1997. Ucebnice pro zékladni

Skoly. ISBN 80-7196-092-6, str 3-5.
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4.1.7. Matematika 6, 1. DiL, Prometheus

Uhel je &4st roviny omezens dvéma polopiimkami se spoleénym
tatkem.

Pozorujte! Zaptsems

Uhel @ je uréeny polopfimka-  a = S PQ
mi QP a @QR. :

Bod V je vnitinim bodem V € o neba
tihlu a. V e A PQI

Bod ¢ je vreholiihlu PQR, polopfimky QP a R jsou ramena toh
ihlu,

< 7

Na. obrdzku jsou narysoviny dva thly urdené rameny QP a QHf
Aby bylo jasné, kterd &dst roviny thel o tvoi, vyznadujeme ji maly
oblou¢kem. Narysujte si na kus papiru podobnou dvojici polopfm
a podle nich papir rozstfihnéte.

P o

Dostanete tak model dvojice Ghli a, o'. Jejich slozenim ziskite op
celou rovinu. POZOR! MtiZeme vymodelovat vidy jen &ist dhlu, cel

ihel je nekoneénd velky. [21]

2 SAROUNOVA, Alena, Jan MARES, Jitka RUZICKOVA a Vénceslava VATEROVA. Matematika 6. 2.
vydéni. Ilustroval Martin MASEK. Praha: Prometheus, 2015. U&ebnice pro zékladni §koly (Prometheus). ISBN
978-80-7196-373-8, str.94.
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4.1.8. MATEMATIKA udebnice vytvorena v souladu s RVP ZV
ROVINNE UTVARY, Nova $kola, s. r. 0. 2015

MATEMATIKA

uesbnice wytvorend v souladu s RYP 2V
ROVINNE UTVARY,

>» KdyZ architekt projektuje diim, pouziva
> primky a tseky, hleda jejich prisetiky
| avyznatuje dilezité body. Nékdy narysu-
je piimky rovnob&zné, nékdy riiznob&zné,
nékdy musf nebo chee peuzit lomengé Sary
¢l kiivky.
Bod, ptimka a kruZnice jsou zakladni sta-
vebni kameny geometrie. Geometrie je pak
odpradédvna uméni, diky némuz lidé planuji,
vyméiuji, stavi a konstruuji.

i Zakladnimi geometrickymi Gtvary, se kterymi budeme dale pracovat, jsou bod,
piimka a &isti piimky — tise¢ka a polop¥imka. Pomoci pfimek dile uréujeme
uihly. Pfipomefime si je na obrazcich:

/ ——/f/—

rls An Pemnn

& D (53 D v W
kel bd - S polopfimka k = CD »UVa sUW
(p ojéét ek) opacna nejsou opacné

/nekonvexnl thel tupy Uhel
|&GHI|>180° 90° < |« KLM]| < 180°
E F
= | i
\ |
( :;;-‘-) - pfimy uhel '
krajni body | |scHIJ| = 180° N
|EF| =25 cm pravy Uhel |% GHI|= 90° ostry thel
(HG L <HI) 0° < [&MLN|<90°

[22]

22 JEDLICKOVA, Michaela, Peter KRUPKA a Jana NECHVATALOVA. Matematika: rovinné iitvary.
Tlustroval Martin BASAR. Brno: Nova $kola, 2015. Duhova fada. ISBN 978-80-7289-7612, str. 2.
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4.1.9. ZAKLADNI GEOMETRICKE UTVARY, Prometheus

Co je uhel

UHEL

Y FUK « FUK
Pismeno U oznacuje vrechol thlu.
Polopiimky UK a UF jsou ramena tihlu.

Uhel je &dst roviny.

Uhly ¢asto znadime feckymi pismeny:
« — alfa £ —béla
Yy — gamma 0 —delta
£ —epsilon o -1

(23]

4.1.10. Priivodce matematikou 2, didaktis

matematikou 2

2 ODVARKO, Oldtich a Jiti KADLECEK. Zdkladni geometrické iitvary: pracovni sesit z matematiky: [pro
zakladni skoly a nizsi rocniky viceletych gymnazii]. Praha: Prometheus, 1996. Ucebnice pro zakladni Skoly.
ISBN 80-7196-018-7, str.28-29.
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{3 Uhel

UHEL je &4st roviny ohrani¢en4 dvéma
polopfimkami se spole¢nym pocétkem.
Poloptimky nazyvame R AMENA UHLU
a podatek polopifmek VRCHOL UHLU.

ramena thlu

Dvé polapfimky se spolecnym pocitker rozdéluji rovinu

na dva dhly. Graficky tyto thly odliSujeme eblouky kruznic,
jejichi stiedy se nachéze]i ve wrcholu Ghlu. Tyto dva Uhly
miizeme rozliSit i popisem pormoci libovolnéne vnitintho
bodu {Ghel s vnitfnim bodem X).
Uhly ozna¢ujeme: Zapisujeme: Cteme:
malymi pismeny fecké abecedy, & i uhel alfa, thel beta, ...
pomoci trojice bodii v pofadi: libovolny vnitini & 4y dhel AVB
bod jednoho ramene, vrchol dhlu, libovolny bod 2 i shed avs Druné pismeno v poradi

druhého ramene a pomoci symbolit € nebo . anatujevicholghly,  [24]

4.2. Stredni $kola

4.2.1. MATEMATIKA pro stifedni odborné Skoly a studijni obory
stiednich odbornych ucilist’, SPN

24 PALKOVA, Martina. Privodce matematikou 2, aneb, Co byste méli znadt z geometrie ze zakladni skoly. Brno:
Didaktis, 2007. Co byste méli znat ze zakladni $koly. ISBN 978-80-7358-083-4, str. 13.
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El'fhel a jeho velikost

Stejné jako v zdkladni $kole budeme i v této kapitole cha-
1 jako jistou podmnozinu mnoZiny viech bodi dané roviny.
li dany t¥i body V, 4, B, které nelezi v pfimce, urduji polo-
VA, VB dva thly: konvexni ihel AVB (zna&ime « AVB nebo
‘) se nazyva prinik dvou polorovin V4B a VBA; druhy thel
yv& nekonvexni. Bod ¥ je vrchol obou téchto nihli, polopkim-
VB jsou jejich ramena.

-li polopiimky V4, VB opainé, pak kazdy z obou Ghld, které
, 8¢ nazyvé ahel pkimy. Pfipustime-li, aby polop¥imky ¥4, VB
ply, vznikne bud ithel nulovy (jeho viechny body vypliuji po-
ku), nebo iihel piny (jeho body vyplituji celou rovinu). Uhel
, nulovy a plny poditame také mezi thly konvexni.

kost Gihlu udavame v mife stupiiové nebo v mife obloukové.
otkovy iihel ve stuphové mife je Ghel, ktery vznikne rozdéle-
Fimého Ghlu na 180 shodnych Ghld; velikost tohoto thlu je
stupeii (piseme 1°). Rozd&lenim thlu velikosti 1° na $edesat
dnych hid vznikne Ghel velikosti jedna minuta (piseme 17)
Hlenim tohoto tihiu opét na Sedesat shodnych Ghlt dostaneme
| velikosti jedna vtei‘-ina {pieme 1”). Plati tedy

: = 60', 1" = 60".

y Bihel ma tedy vehkoqt 180°, pravy uhel 90°, nulovy 0° a veli-
' plného dihlu je 360°.

mife obloukové uréujeme velikost thiu pomoct délky oblouku
ce, jeZ ma stfed ve vrcholu daného uhlu. Cheeme-li urdit ve-
st hlu AVB v obloukové mife, sestrojime kruznici k libovolné-
ploméru rse sttedem ve vrcholu ¥ daného ghlu (viz: obr. 4.1).

[25]

4.2.2. Matematika PRO GYMNAZIA Planimetrie, Prometheus

Ma
tes
ma
Il

Planimetie

+
Koo

25 ODVARKO, Oldiich a Jana REPOVA. Matematika pro stiedni odborné skoly a studijni obory stiednich
odbornych ucilist. 5. vyd. Praha: Prometheus, 1996. Ucebnice pro stfedni Skoly. ISBN 80-7196-039-x, str. 139.
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Polopfimky VA, VB se nazyvaji ramena, bod VV vrchol obou ahli.
Véechny body ramen lezi v obou Ghlech. Kazdy bod roviny, ktery nelezi
na zadném z ramen VA, V3, je vnitinim bodem jednoho z ihli AVE.

Nejsou-li polopfimky VA, VB opaéné, je jeden tthel AVB priinikem
polorovin VAB, VBA a nazyva se konvexni thel AVB (obr.9a);
znaéime < AVB. Druhy thel AVB vznikne sjednocenim polorovin opaé-
nych k polorovinam VAB, VBA a nazyva se nekonvexni 1ihel AVB
(obr. 9b). Znaéime @ AVEB.

: 1&'?

i

J A'A’A.l' X
'"'“'"!'lﬂ""'
e
Rt

.Obln 9a Obr. 9b
1.2 Polorovina, thel, dvojice tihla )

—

Primka déli révinu na dvé navzdjem opadnd poloroviny a je
dejich spole¢nou hramief neboli hraniéni pfimkou (obr. 7).

. o
A\ il

Obr. 7 Obr. 8

Hraniéni pfimka p patii do obou polorovin. Kazdy bod roviny,
ktery nelezi na hraniéni pifmece, je vnitinim bodem jedné z obou
polorovin. Polorovinu s hranici p a vnitfnim bodem M znaé&ime —pM;
Je-li p= — AB, pak —pM = — ABM.

Dvé riizné polopfimky VA, VB délf rovinu na dva tuhly AVB
{obr.8). '

[26]

Shrnuti: Ve viech zminénych ucebnicich je thel definovan jako &ast roviny, ktera je
vymezena dvéma polopfimkami se spoleénym pocatkem. Tento spolecny bod je nazyvan
vrcholem hlu. Oznacen je obvykle V.

Poloptimky uréujici thel (VA, VB) jsou nazyvany rameny thlu. Uhel je zndzornén
oblou¢kem mezi zminénymi polopiimkami, v zapise tremi velkymi pismeny — vrchol je vzdy
prostfednim z nich - 4 AVB.

6 POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymndzia: planimetrie. Dot. 2. vyd. Praha: Prometheus, 1995.
Ucebnice pro stfedni Skoly. ISBN 80-85849-07-0, str. 11-12.
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Jedinou vyjimkou je uéebnice pro Gymnézia. Uhel je zde definovan jako praémnik
polorovin — konvexni thel (obr. 9a ze str. 15) nebo sjednoceni polorovin — nekonvexni thel
(obr. 9b — ze str. 15).

5.  Vlastnosti thli
Co je to thel, uz zde bylo zminéno nékolikrat. Pro uplnost je jesté potieba
piipomenout, Ze soucasti tthlu jsou i jeho ramena a ze uhel je nekone¢ny (ne jeho

velikost) stejn¢ jako poloptimky, které ho vymezuji.

Podivejme se nyni na dalsi vlastnosti uhlt.

5.1. Druhy uhli podle velikosti

Nulovy tihel — ramena tihlu tvoii dvé shodné polopiimky se spolecnym pocatkem
(ramena lezi na sob€) - nema zadny vnitini bod (Obr. 5. 1)

a=0°=0xn

\V4 =B

Obr. 5.1

Primy thel — ramena uhlu tvofi dvé navzajem opacné polopiimky se spolenym
pocatkem (Obr. 5. 2)

a=180°=m

Plny uhel - ramena thlu tvofi dvé shodné poloptimky se spolenym pocatkem
(ramena lezi na sob¢) - vnitinimi body jsou vSechny body roviny (Obr. 5. 3)

a=360°=2m
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Obr. 5.3

Pravy uhel — ramena thlu tvoii dvé kolmé polopiimky se spoleénym pocatkem
(Obr. 5. 4)

a=90°=—-

N

Obr. 5. 4

Ostry uhel — thel vétsi nez nulovy a mensi nez pravy. (Obr. 5. 5)

0°<a<9o0°

0< <Tt
<3

Obr.5.5

Tupy uhel — thel vétsi nez pravy a mensi nez piimy. (Obr. 5. 6)
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90° < a¢ < 180°

—<a<m

Obr. 5.6

Vsechny pravé jmenované thly se nazyvaji konvexni.

Kosy thel

Kosym uhlem je kazdy uhel, ktery neni nulovy ( @ # 0°), pravy (a # 90°),
pfimy (a # 180°) ani plny (a # 360)

Nekonvexnimi thly pak nazyvame takové thly, které jsou vétsi nez pfimy uhel a mensi
nez plny uhel.

V nekonvexnim thlu 1ze najit dva body takové, Ze usecka s témito krajnimi body, ma
alespon jeden vnitini bod, ktery tomuto uhlu nenalezi. (Obr. 5. 7)

Tyto body thlu nenalezi

5.2. Dvojice uhla
Vedlejsi uhly

Dvojice uhlt, které maji jedno rameno spolecné a zbyla dvé ramena tvori
navzajem opacné polopiimky se spole¢nym pocatkem V. (Obr. 5. 8)

Soucet dvou vedlejsich uhli je vzdy 180°
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45
o

Obr. 5. 8
Dvojice vedlejsich thlu: af By V.6 6,a

a+pB=p+y=y+86=6+a=180°

Vrcholové uhly

Dvojice uhlt, jejichz rameny jsou navzajem opacné polopfimky se spole¢nym
pocatkem V. (Obr. 5. 9)

Vrcholové thly jsou shodné.

Obr. 5.9

Dvojice vrcholovych uhlia: a,a” B,B°

a=a B=f

Dopliikové tihly

Dvojice thli, kterd ma spolecné rameno a jejich soucet je 90°. (Obr. 5. 10)

Obr. 5. 10

a+ B =90°
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Vyplitkové tihly

Vyplitkovymi thly je libovolna dvojice uhli, jejichz soucet je 180°.
(Obr. 5. 11)

Obr. 5. 11
a+ B =180°

Sty¢né uhly
Sty¢nymi thly je dvojice uhld, kterd ma jedno rameno spolecné a soucasné je

soucet velikosti téchto thli mensi nez 360°. (Obr. 5. 12)

4«— Spolecné rameno

Obr. 5. 12
a+ B < 360°

Souhlasné uhly

Souhlasnymi uhly je dvojice uhli, ktera vznikne, pokud dvé riiznobézné
piimky a, b ,,ptekiizi* dalsi riznobézna ptimka ¢ (hrani¢ni pricka). (Obr. 5. 13)

Obr. 5. 13
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Souhlasné uhly lezi ve stejné poloroving s hrani¢ni ptimkou. (Obr. 5. 14)

<«———Hranicni pfimka

A
5 @
/ /o; o

[#)

Obr. 5. 14

Dvojice souhlasnych uhlt: o, & S, B’

Jsou-li ptimky a, b rovnobézné (a || b), pak jsou souhlasné uhly shodné.
(Obr. 5. 15)

5 a’ / LI
y B
a f
% a
Obr. 5. 15

a=a B=p y=y 6=¢&

Stiidavé uhly

Stejné jako v ptipad€ souhlasnych uhla, stfidavé uhly vzniknou ,,piekiizenim™
dvou riznobéznych ptimek a, b dalsi riznobéznou ptimkou c (ptickou). (Obr. 5. 16)

Stiidavé uhly lezi v polorovinach navzajem opacnych s hrani¢ni piimkou.

Obr. 5. 16

Dvojice sttidavych thlu: ¢, & B,B°
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Jsou-li ptimky a, b rovnobézné (a || b), pak jsou sttidavé thly shodné. (Obr. 5. 17)

’

|

v’ , b
Y 6
1l
a I
)(/ a
B
Obr. 5. 17

a=a B=B y=y &=8& 11

Piilehlé dhly

Stejn¢ jako v ptipadé¢ souhlasnych a stfidavych uhli vychdzime z dvojice
riznobéznych ptimek a, b a tteti c (pricka), ktera je k obéma riznobézna. (Obr. 5. 18)

Obr. 5. 18

Ptilehlé tihly lezi ve stejné poloroving s hrani¢ni pfimkou c.

Dvojice ptilehlych uhlt: «, 6 B,y

Jsou-li pfimky @, b rovnobézné (a || b), pak je soucet dvojice prilehlych tihla 180°.
(Obr. 5. 19)

27 KRYNICKY, Martin. Matematika ZS: Souhlasné a stfidavé thly. Realistické ucebnice matematiky a fyziky:
kdyz (se) chcete naucit... [online]. Strakonice, 2010, 27. 8. 2018 [cit. 2018-11-27]. Dostupné z:
http://www.realisticky.cz/ucebnice/03%20Matematika%20Z%C5%A0/01%206.%20r0%C4%8Dn%C3%ADk/0
5%20%C3%9Ahel/14%20Souhlasn%C3%A9%20a%20st%C5%99%C3%ADdavY%C3%A9%20%C3%BAhly.p
df
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http://www.realisticky.cz/ucebnice/03%20Matematika%20Z%C5%A0/01%206.%20ro%C4%8Dn%C3%ADk/05%20%C3%9Ahel/14%20Souhlasn%C3%A9%20a%20st%C5%99%C3%ADdav%C3%A9%20%C3%BAhly.pdf
http://www.realisticky.cz/ucebnice/03%20Matematika%20Z%C5%A0/01%206.%20ro%C4%8Dn%C3%ADk/05%20%C3%9Ahel/14%20Souhlasn%C3%A9%20a%20st%C5%99%C3%ADdav%C3%A9%20%C3%BAhly.pdf
http://www.realisticky.cz/ucebnice/03%20Matematika%20Z%C5%A0/01%206.%20ro%C4%8Dn%C3%ADk/05%20%C3%9Ahel/14%20Souhlasn%C3%A9%20a%20st%C5%99%C3%ADdav%C3%A9%20%C3%BAhly.pdf

Obr. 5. 19

a+6=180° p+y=180°

5.3. Uhly ptislu$né k obvodu kruZnice
Stredovy thel

Body A, B déli kruznici k£ na dva oblouky — ADB a ACB. Kazdému z téchto
oblouktli odpovida jeden stiedovy thel (oblouku ADB thel a, oblouku ACB thel ).
Rikame, Ze se jedné o stiedovy thel piisluiny oblouku ADB (ACB). (Obr. 5. 20)

Stiredovym thlem nazveme takovy thel a, (f), jehoz vrcholem je stfed kruznice,
jehoZ ramena prochazeji krajnimi body oblouku 4B kruznice k.

Obr. 5. 20

Kazdému oblouku kruznice pfislusi pravé jeden stiedovy uhel — je uréen
jednoznacné, protoze kruznice ma pouze jeden stied.

Obvodovy uhel

Obvodovym uthlem nazveme kazdy uhel, jehoz vrchol V'lezi na kruznici a
jehoz ramena prochazeji krajnimi body oblouku AB kruznice (A # V, B # V).
(Obr. 5. 21)

42



Obr. 5. 21

Obvodovych uhla piislusnych danému oblouku ACB existuje v kruznici nekonecné
mnoho, protoze druhy oblouk AVB obsahuje nekone¢né¢ mnoho bodi. Vsechny tyto obvodové
uhly vSak maji stejnou velikost.

Véta o stiredovém a obvodovém uhlu

Velikost stiedového uhlu je rovna dvojnasobku velikosti obvodového uhlu
piislusného témuz oblouku. (Obr. 5. 22). [?8]

Obr. 5. 22

Thaletova véta

Vsechny obvodové tihly sestrojené nad primérem kruznice jsou pravé. (Obr. 5. 23)

28 KRYNYCKY, Martin. Uéebnice matematiky pro gymnazia: Planimetrie. Ucebnice matematiky pro gymndzia:
Planimetrie [online]. Strakonice: www.realisticky.cz, 2010, 2010 [cit. 2019-01-27]. Dostupné z:
http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/03%20Planimetrief
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Obr. 5. 23

Takovych thla existuje nekonecné mnoho.

Kruznici k, na které lezi body 4, B, C (C;, C», C3, ...) nazyvame Thaletovou kruznici.
Veétu s nejveétsi pravdépodobnosti znali uz Egypt'ané a Babyloniané. Jako prvni ji vSak
dokazal az Thalés z Milétu (zhruba 600 1. pf. n. L.).

Thaletova véta je zvlastnim pfipadem véty o sttedovém a obvodovém uhlu — stfedovy
uhel ma velikost 180°, obvodovy pak velikost polovi¢ni, tzn. 90°.

Usekovy tihel
Usekovym uhlem nazveme uhel, ktery svira tétiva 4B kruznice ks te€nou ¢
kruznice k v bod¢ 4, ptipadné v bod¢ B. (Obr. 5. 24)

Obr. 5. 24
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Vztah mezi stfedovym, obvodovym a tisekovym tihlem

Trojuhelnik ABS (Obr. 5. 25) je rovnoramenny
(|AS| = |BS|, zdkladna AB).

Vyska na zédkladnu AB rozd¢li sttedovy thel na
dva stejn¢ velké — maji poloviéni velikost nez
sttedovy thel = maji velikost uhlu a.

V trojihelniku APS ma thel g velikost f =90° - a

a’ + B =90° (poloptimka AR je te¢nou ke kruznici
= je kolma na polomér AS) = a’ =90°-p

a’ =90° - (90° - @)

= a=«a

Obr. 5. 25

Obvodovy a usekovy uhel maji tedy stejnou velikost. Stftedovy uhel ma oproti t€émto
dvéma uhliim velikost dvojnasobnou. (Obr. 5. 26) [#]

29 SUSSELMILCH, David. Planimetrie: usekovy thel. Planimetrie: tisekovy tihel [online]. Praha: TOPlist, 1997,
1997 [cit. 2019-01-27]. Dostupné z: http://planimetrie.kvalitne.cz/uhly usekovy.html
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6. Pocetni operace s uhly

6.1. Méreni uhld

Diive, nez zacneme provadét operace s thly, musime se naucit spravné méfit velikosti
uhla.

Uhly ve skole métime thlomérem.

Uhlomér ptilozime k hlu tak, Ze znatka na stiedu thloméru lezi na vrcholu tthlu. Hranu
uhloméru ptilozime k jednomu rameni thlu. Velikost thlu odecteme na stupnici v miste, kde
druhé rameno protind thlomér. (Obr. 6. 1)

. -!I TR | oy V - ;m = "
'i . ‘_‘ e ‘ni ol L | o-m.u‘l@u—u E} fi) Gaibee ! [j Ovin o-::;m }D-)lrﬂ-_l
st don ot dont st T TR R “_ij i 1

"t F bt oiadyotend -I-u’.-' land ! [30]

Obr. 6. 1

6.2. Scitani a od¢itani uhla
Scitat uhly mizeme pocetné i graficky.

Ptedtim, nez se pustime do s¢itdni (a odCitani) uhla, musime si ukdzat, jak graficky
prenaset uhly.

Piiklad 1: Uhel XVA pieneste na danou polopiimku s pocatkem ¥V tak, aby byl bod
V" vrcholem pteneseného uhlu. (Obr. 6. 2)

Obr. 6. 2

30 PALKOVA, Martina. Privodce matematikou 2, aneb, Co byste méli znadt z geometrie ze zakladni skoly. Brno:
Didaktis, 2007. Co byste méli znat ze zakladni Skoly. ISBN 978-80-7358-083-4, str. 36.
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Postup:
1) Ve vrcholu V'’ sestrojime kruznici &k~ se stejnym polomérem jako ma kruznice

k. Prisecik kruznice k" s danou poloptimkou oznac¢ime X". (Obr. 6. 3)
K

X B
Obr. 6.3
2) Sestrojime kruznici /" se sttedem v bodé¢ X’ s polomérem |XA|. Prisecik
kruznic k" a l” oznaCime 4 ". (Obr. 6. 4)
K
I AT
X v

I4

Obr. 6. 4
3) Sestrojime polopiimku V'A4" - tvofi druhé rameno pfenesené¢ho thlu X'V’'A4

(Obr. 6. 5)

Grafické s¢itani a od¢itani uhld
Graficky thly a, B s¢itame tak, Ze jeden thel pfeneseme k druhému (popsanym

6.2.1.
zpusobem) mimo uhel tak, aby mély spole¢né rameno se spole¢nym vrcholem.

Vytvotime tak dvojici sty¢nych uhli. Grafickym souctem téchto thla je pak jejich

sjednoceni. Krajni ramena sviraji vysledny thel a + f. (Obr. 6. 6)

3l PALKOVA, Martina. Privodce matematikou 2, aneb, Co byste méli znadt z geometrie ze zakladni skoly. Brno:
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Obr. 6. 6

Graficky thly , § (a > B) (Obr. 6. 7) od¢itame tak, ze thel B pfeneseme k uhlu « tak,
aby mély spolecné rameno se spolecnym vrcholem. Ramena thla «, S, ktera spolu nesplyvaji,
sviraji vysledny thel, jehoz velikost se rovna rozdilu thlt «, S .

[32]

Obr. 6. 7
V ptipad¢, Ze je naopak a < 3, 1ze urcit pouze f — a.

Odcitat mizeme vzdy pouze uhel s mensi velikosti od thlu s vétsi velikosti (potadi
nelze prohodit). Jedinou vyjimkou je ptipad, kdy maji oba uhly stejnou velikost. Jejich
rozdilem je pak thel o velikosti 0° (nulovy thel).

6.2.2. Pocetni s¢itani a od¢itani uhli
Chceme-li scitat (odcitat) velikosti uhli, sc¢itame (od¢itame) zvlast stupné,
zvlast minuty, zvlast vtefiny.

Priklad 1: Sectéte thly ¢ = 48°15"23" a f = 95° 27" 31".

48°15° 23"
95°27°31" _

p—— a+ [ =143°42" 54"
143°42° 54

Pokud pfi s¢itani Ghla dojde k tomu, Ze pocet minut (vtetfin) bude vétsi nebo
roven 60, pfevedeme tento pocet na stupné (minuty) — podle nésledujiciho pravidla.

1°=60" 1"=60"

Priklad 2: Sectéte thly a« = 48° 51”32 a f = 95° 27" 31"

32 PALKOVA, Martina. Privodce matematikou 2, aneb, Co byste méli znadt z geometrie ze zakladni skoly. Brno:
Didaktis, 2007. Co byste méli znat ze zakladni $koly. ISBN 978-80-7358-083-4, str. 20.
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48°51°32”
95°27°31”

T 1432797037 =144°19°03""
143°78° 63

Pokud pfi od¢itani uhli nastane situace, ze mensSitel mé vice minut (vtetin) nez
mensenec, musime si nejprve ,,vypujCit* potfebny pocet stupiiti (minut) a prevést je na
minuty (vtefiny) tak, abychom mohli uhly odecist.

Priklad 3: Odectéte uhly @« = 148°11"32" a f = 95° 27" 13"

148°11° 32" 147°71 32"
95°27°13" _ =95°27° 13"
- 52°44° 19"

Priklad 4: Odectéte uhly y =87° 32" 157" a § =54° 42" 33"

87°32" 15”7 86°92" 15”7 86°91" 75”7
54°42° 33" _ —54°42"33" _ —54°42" 33"

— - 32°49° 42”7

6.3. Nasobeni uhlii pFirozenym ¢islem
6.3.1. Grafické nasobeni uhli prirozenym ¢islem
Graficky nasobit thel znamena, Ze dany thel budeme n¢kolikrat pficitat.

Mame-li napiiklad graficky urcit ¢tyfnasobek néjakého tihlu, pficteme k tomuto thlu 3 uhly
stejné velikosti. (Obr. 6. 8)

|

Obr. 6. 8

6.3.2. Pocetni nasobeni uhli prirozenym cislem

Chceme-li uhly vynasobit numericky, vynasobime (stejné jako pii s¢itani) zvIast’ stupné,
zvlast’ minuty a zvlast’ vtefiny. Pokud po vyndsobeni bude mit vysledek vice nez 60 vtefin,
pfevedeme je na minuty. Obdobné minuty pievedeme na stupné.
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Piiklad 1: Vypocitejte: 4 * a, je-li a« = 32° 16" 12"
4%32°16" 127" =128° 64" 48" =129° 04" 48"

6.4. Déleni uhlia

Pocetné muzeme thly d€lit pfirozenymi Cisly. Graficky vSak obecny tihel pouze 2, 4, 8
atd. Obecné lze fici, ze graficky d¢€lit thel mizeme hodnotami 2™, kde # je piirozené ¢islo.

Priklad 1: Vypocitejte: a : 2, je-li a = 84° 30’
84°30" :2=42°15"

Pokud neni néktera zdanych hodnot danym délitelem celoCiselné délitelna,
postupujeme tak, ze si bud’ ,,vypij¢ime* pottebny pocet z vétsi jednotky, (minuty ze stupid,
vtefiny z minut) a pievede podle pravidla 1°=60", 1" = 60"", nebo pfevedeme zbytek z tohoto
déleni na mensi jednotku a pokracujeme v déleni.

Priklad 2: Vypocitejte: a : 4, je-li a = 137° 20°
137°20":4=136°:4+(1°+20"): 4=34°+ 80" : 4 =34°+20"=34° 20’

Ptiklad 3: Vypocitejte: a : 4, je-li a = 148° 02°

148°02":4=144°:4+(2°+2"):4=36°+ (120" +2") : 4=36°+ 30"+ 2" : 4
=36°30"+120"":4=36°30"30"

Ptiklad 4: Vypocitejte: a : 5, je-li a = 137° 17’

137°17:5=135°:5+(2°+17):5=27°+ (120" +17"): 5=27°+137":5
=27°+27"+27:5=27°27"+120"7:5=27°27" 24"

6.4.1. Osa uhlu

Osa thlu je poloptimka, ktera dany uhel dé€li na dvé stejné Casti (ahly s velikosti jedné
poloviny ptivodniho uhlu).

Pomoci kruzitka ozna¢ime uhel oblou¢kem libovolného poloméru. Postupné
sestrojime z obou prisecikl tohoto oblouku a ramen oblouky o stejném poloméru. Prisecik
téchto dvou obloukli spojime s vrcholem thlu. Tato polopfimka je osou thlu. Zméfenim
pomoci thloméru miizeme zkontrolovat, Ze osa ptivodni uhel pili. (Obr. 6. 9)

50



Obr. 6.9

Pti pocetni operaci postupujeme obdobné jako v ptedchozich vypoctech.

6.4. 2. Konstrukce tithlu dané velikosti — bez pouziti ithloméru
Konstrukce thlu o velikosti 60°

Konstrukci tohoto thlu zacneme tim, ze sestrojime libovolnou polopiimku VX. Dale
sestrojime kruznici k(V,r = |VX|) a kruznici I[(X, r = |VX|). Pruseéikem téchto dvou
kruZznic je bod Y. Poloptimka VY tvoii druhé rameno hledaného thlu. (Obr. 6. 10)

v X!

Obr. 6. 10

Konstrukce ihlu o velikosti 30°

Nejprve sestrojime pravé popsanym zpisobem thel o velikosti 60°. Tento thel pak osou
rozdélime na poloviny. Tim ziskame thel o velikosti 30°. (Obr. 6. 11)

Obr. 6. 11

Konstrukce uhlu o velikosti 90°

Nejprve sestrojime piimy uhel. Poté zkonstrujeme osu tohoto thlu. Ta nam thel
rozd¢li na dva pravé uhly. (Obr. 6. 12)
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2 v ¥ [33]

S vyuzitim grafického sc€itani, odc¢itani, déleni a nasobeni thla lze pak sestrojit dalsi
uhly — napt. 120°, 45°, 135°, 150° atd.

6.4.3. Trisekce ahlu

Trisekei thlu rozumime konstrukéni rozdéleni thlu na tfi stejné ¢asti za uziti pouze
pravitka a kruzitka (pro obecny thel). V ptipad¢, ze budeme chtit délit pfimy nebo plny uhel,
je uloha snadno fesSitelnd, protoze sestrojit uhel o velikosti 60° 1ze snadno. Stejné tak neni
problém graficky na tietiny rozdélit pravy thel. Staci opét vyuzit thel o velikosti 60° a ten pak
osou rozdélit na dva thly s velikosti 30°. Tim nam vzniknou tfi Ghly této velikosti.

Tim, jak rozd¢lit na tetiny thel obecné velikosti, se matematici zabyvali jiz zhruba od
5. st. pf. n. 1. Teprve v 19. stoleti se francouzskému matematikovi Evaristu Galoisovi podafilo
dokazat, Ze je uloha nefesitelna.

Trisekce uhlu je jednim z tzv. klasickych konstrukénich problémt antické matematiky.
Dal$imi dvéma jsou kvadratura kruhu (k danému kruhu zkonstruovat ¢tverec o stejném obsahu
pouze - za uziti pravitka a kruzitka) a duplikace krychle (k dané krychli zkonstruovat krychli
s dvojnasobnym objemem pouze za uziti pravitka a kruzitka). 34

7. Orientovany uhel

N¢kolikrat jiz zde bylo zminéno, Ze ihel tvoii dvé polopfimky (ramena) se spolecnym
pocatkem (vrcholem). Zminéné polopiimky VA,VB vzdy v roviné vyty¢i dva uhly. Pokud
nejsou tyto thly shodné (180°), je jeden tihel vétsi (nekonvexni) a jeden mensi (konvexni).
V obou ptipadech se vSak jedna o tthel £AVB. (Obr. 7. 1)

3 PALKOVA, Martina. Privodce matematikou 2, aneb, Co byste méli znadt z geometrie ze zakladni skoly. Brno:
Didaktis, 2007. Co byste méli znat ze zakladni $koly. ISBN 978-80-7358-083-4, str. 22.

34 ROKYTA, Mirko. Trisekce thlu, kvadratura kruhu a jiné podobné "nemozné tlohy". Trisekce ithlu,
kvadratura kruhu a jiné podobné "nemozné uilohy" [online]. Praha: katedra matematické analyzy MFF UK Praha
[cit. 2019-02-01]. Dostupné z: http://www.talnet.cz/documents/18/39cdd2ad-93d3-4dca-afb4-97796ebeaed8
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Obr. 7. 1

Pokud neni tthel AV B blize urcen, neni jasné, o kterém z téchto thli vlastné mluvime.
Vétsinou predpokladame, ze spravnym uhlem je ten s mensi velikosti. Tento nas predpoklad
vSak nemusi byt vzdy spravny. Abychom ptedesli moznému nedorozumeéni, zavadime pojem
orientovany uhel.

Predtim vSak jest¢ musime zavést dva nové pojmy — tj. poc¢atecni a koncové rameno
uhlu. (Obr.7. 2). Polopfimku VA nazveme pocate¢nim ramenem, polopiimku VB pak
koncovym ramenem thlu AVB.

A

Pocate¢ni rameno thlu

Obr. 7.2

Z toho, ze zavadime pojmy pocatecni a koncové rameno thlu, je ziejmé, ze zalezi na
potadi ramen uhlu, ktery vznikl tak, ze jedno z ramen, ktera se ptivodn¢ prekryvala, se pohnulo
(bod V ziistava spolecnym pocatkem polopiimek) a dostalo se az do pozice koncového ramene.

A nyni nastava okamzik, kdy musime odlisit, kterym smérem se rameno uhlu ,,vydalo®.
Vznikl-1i thel pohybem ramene proti sméru pohybu hodiovych ruc¢icek, méa thel kladnou
velikost. Naopak, pokud uhel vznikl tak, Ze se rameno uhlu pohybovalo po sméru hodinovych
rucicek, jedna se o uhel se zapornou velikosti. (Obr. 7. 3)
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zaporny smér

Obr.7.3

Orientovanym uhlem pak oznaCime usporddanou dvojici polopiimek se spoleCnym
pocatkem. Zapsat ho mizeme dvéma zpiisoby. Bud’ (VA, VB), nebo spise jednoduseji AVB.

U takto definovaného thlu hovoiime o zakladni velikosti orientované¢ho thlu. Ta
vznikne pohybem pocate¢niho ramene VA do polohy koncového ramene VB proti sméru
pohybu hodinovych rucicek, tzn. v kladném sméru. Zakladni velikost orientovaného uhlu je
vzdy v intervalu (0° 360°), nebo je-li velikost thlu vyjadfena v obloukové mite (0, 27).

Zprava je tento interval otevieny, protoze, ma-li thel velikost 360° (2m), koncové
rameno VB splyne s po¢ate¢nim ramenem VA. Velikost tihlu je tim padem rovna 0°. 13

V piipadé, ze velikost thlu pfesahne 360°, znamena to, ze koncové rameno VB thlu
,ob¢hlo kolem dokola* (a to i n€kolikrat) a pohybovalo se danym smérem dale. Kazdou
takovou velikost uhlu mizeme vyjadrit v zadkladni velikosti jednoduchym vypoctem. Od dané
velikosti odecteme 360° tolikrat, kolikrat je to mozné (aniz bychom dostali thel se zapornou
velikosti). To Ize provést jak ve stupiiové, tak v obloukové mifte.

Ptiklad 1: Velikost daného orientovaného thlu vyjadiete v zadkladni velikosti:
a) 540° b) 960° 0) o d)

Reseni: a) 540° = 360° + 180° — zékladni velikost = 180°
b) 960° =2 * 360° + 240° — zékladni velikost = 240°

c) zn =2r + %n — zakladni velikost = %n

d) gn = 8 + %n — zakladni velikost = %n

8. Goniometrie

Pii vyctu vlastnosti a vyuziti thli nelze opomenout goniometrické funkce a jejich
vyznam nejen pii vypoctech velikosti uhlii. Na zacatek par slov o historii goniometrie.

35 Matematika.cz: Orientovany tihel [online]. Brno: Nova média, 2014 [cit. 2018-12-25]. Dostupné z:
https://matematika.cz/orientovany-uhel
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Co slovo goniometrie znamend? Co si pod nim predstavit?

Toto oznaceni pochazi ptivodné z fectiny a vzniklo spojenim dvou ¢asti: gonia (thel) +
metrd (méfim). Jedna se tedy o kapitolu z matematiky, ktera se zabyva métenim uhli a jejich
vypocty. Hlavnim prostiedkem, kterého se pii téchto vypoctech vyuziva, jsou goniometrické
funkce.

V jedné zprvnich kapitol této prace jsem se zminila o tom, ze jiz Egyptané a
Babyloniané méli znacné poznatky o uhlech. Bezesporu je mozné fici, ze pravé oni polozili
zaklady goniometrie (matematické discipliny zabyvajici se goniometrickymi funkcemi). Jejich
hlavnim z&jmem byla trigonometrie (trigéonon = trojuhelnik). Tento podobor goniometrie, jenz
vyuziva goniometrickych funkci pfi feSeni tloh o trojuhelnicich, pro né byl velmi dilezitym —
nezbytné jej potiebovali v zeméméfictvi, astrologii, navigaci, atd. Napisy na zhruba 3 700 let
staré desce nazvané Plimpton 322 (Obr. 2. 1) (australsti védci jsou piesvédceni, Ze se jim je
koneéné podafilo rozlustit) dokazuji, ze Babylofiané jiz v té dobé (vice nez 1 000 let pred Reky)
znali trigonometrii. Tabulka obsahuje sérii 15 takovych pravothlych trojuhelnikl, Ze prvni
trojihelnik je rovnoramenny. U kazdého dalSiho ze ¢trnacti trojuhelniki jedna odvésna ziistava
stejnd, druhé se zkracuje. Timto zplisobem se postupné zmensuje uhel mezi pfeponou a pevnou
odvésnou.

Goniometrickymi funkcemi a vypocty jejich hodnot se pravdépodobné jako prvni
zabyval Hipparchos z Nikaje (zhruba 150 let pt. n. 1.). Porovnaval délky oblouku kruznice pii
daném sttedovém thlu s délkami jim odpovidajicich tétiv. Jeho dilo vyrazné rozsitil Ptolemaios
(odvodil vzorce odpovidajici dne$nim sin(a + f),sin(a — f)). K velkému pokroku pak
ptispéli Indové a Arabové. Ve 4. — 5. stoleti byla poprvé uvedena definice sinu jako poméru
mezi polovinou thlu a polovinou secny. Dnes pouZzivané slovo sinus pochazi z latinského
vyrazu pro zahyb nebo zatoku. Vzniklo nespravnym piekladem ve vyznamu ,pultétiva“.
Zhruba v 10. stoleti jiz Arabové pouzivali vS§echny goniometrické funkce. Pro sinus a tangens
meéli tabulky s pfesnosti na 8 desetinnych mist pro thly vzdalené od sebe o ¢tvrtinu stupné.

Zajimavosti je, ze ackoliv dnes pii vypoctech pouzivame castéji funkci tangens
(pfedevsim proto, ze na kalkulackéch kotangens neni a vypocet je proto komplikovanéjsi),
v historii matematiky se objevil diive kotangens. Funkce kotangens byla zndma jiz zhruba
v 9. stoleti. Tangens se poprvé objevil az v druhé poloviné 16. stoleti v dile Regiomontana.
Teprve koncem 16. stoleti byly goniometrické funkce definovany tak, jak je dnes ptredevsim
zname — tzn. pies pravotihlé trojuhelniky (v dile Opus palatinum de triangulis). (¢

Definovat goniometrické funkce je mozné nékolika zplisoby — pomoci vlastnosti, tad,
jednotkové kruznice atd.

8.1. Goniometrické funkce definované pomoci pravouhlého trojuhelniku

vvvvvv

3 REICHL, Jaroslav. Encyklopedie fyziky: D&jiny matematiky a fyziky. Encyklopedie fyziky: Déjiny matematiky
a fyziky [online]. Praha: Aitis, 2018, 2018 [cit. 2018-12-25]. Dostupné z:
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1545-nazvy-goniometrickych-funkci#

Matematika s radosti: goniometrie [online]. Ostrava: Isibalo, 2016 [cit. 2019-02-10]. Dostupné z:
http://msr.vsb.cz/goniometrie/trigonometrie
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jej uvadim na prvnim misté.

Mame-li pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem pfi vrcholu C, nazyvame strany
a, b odvésnami, stranu ¢ ptreponou (vzdy nejdelsi ze vSech tii stran pravothlého trojuhelnika).
Trojuhelnik ABC muze vypadat naptiklad jako na (Obr. 8. 1).

C — , a A

Odvésny / b

Obr. 8. 1

Pro definovani jednotlivych goniometrickych funkci nestaci urcit, ktera strana je
odvésnou a ktera preponou. Dulezity je fakt, jakou polohu ma odvésna vzhledem k danému
uhlu — tzn., je-li prilehla (lezi pii thlu) nebo protilehla (lezi proti tthlu). (Obr. 8. 2)

B
a...... protilehla odvésna
a.
b.... prilehl4 odvésna
a
a...... prilehla odvésna
B: b.... protilehla odvésna

Obr. 8.2

Jednotlivé goniometrické funkce jsou definovany pomérem délek stran pravouhlého
trojuhelniku ABC (Obr. 8. 2) takto:

sinus kosinus
' protilehla odvésna a prilehld odvésna b
sina = v =— cos a = Z = -
prepona ¢ prepona
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i protilehla odvésna b prilehla odvésna a
sin B = - = - cos B= . = -
prepona c pirepona c
tangens kotangens
, protilehld odvésna a . ptilehla odvésna
a= == cotg a = = —
& prilehld odvésna b g protilehld odvésna  a
protilehla odvésna b prilehla odvésna a
gB= — < == cotg B = —— . =—
ptilehla odvésna a protilehla odvésna b

Goniometrické funkce, definované pomoci pravouhlého trojahelniku, jsou jen pro ostré
uhly.

8.2. Goniometrické funkce definované pomoci jednotkové kruZznice

Hodnoty goniometrickych funkci mizeme vycist z jednotkové kruznice, tzn. kruznice
k se sttedem O o poloméru jedna.

Prtsecik této kruznice s koncovym ramenem orientovaného thlu a oznac¢ime C. Bodem
C sestrojime kolmici k ose x. Jejich prusecik je na ose x obrazem realného ¢isla Xc. Bodem C
dale vedeme kolmici k ose y. Jejich prisecik je na ose y obrazem realného ¢isla Ye. O ¢Cislech
Xc, Yctekneme, Ze jsou prvni a druhou soufadnici bodu C, zna¢ime C[X,, Y. ]. (Obr. 8. 3)

Prvni soufadnici bodu C jednotkové kruznice na koncovém rameni orientovaného uhlu

a v zékladni poloze nazyvame kosinus . Hodnotu funkce kosinus ,,odecteme* na ose x
(zelend). (Obr. 8. 3)

Druhou soufadnici bodu C jednotkové kruznice na koncovém rameni orientované¢ho

uhlu a v zékladni poloze nazyvame sinus a. Hodnotu funkce sinus ,,odecteme® na ose y
(Cervena). (Obr. 8. 3)

Uvedenymi defini¢nimi vztahy je kazdému realnému ¢islu pfifazeno pravé jedno
realné Cislo sin x a prave jedno redlné Cislo cos x. Tyto vztahy udéavaji funkéni predpisy
funkce sinus: y = sin x a funkce kosinus: y = cos x, x se nazyva argument funkce.

Hodnoty funkci tangens a kotangens argumentu x sestrojime opét pomoci soufadnic
bodii C jednotkové kruznice k. Patu kolmice vedené bodem C k ose x zna¢ime C;. V bodech
J[1,0], D[0, 1] sestrojime te¢ny kruznice k, které jsou rovnobézné po fad¢ se soutadnicovymi
osami y, x. Pfimka OC protne tyto teCny po fad¢ v bodech P, Q. Z podobnosti trojuhelnikii
AC,0C~AJOP a AC,0C~ADQO plyne, 7ze |P]J|=|tgal, |QD| = |cotg a|, takze
P[1,tg al, Q[cotg a, 1]. (Obr. 8. 3)
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Hodnoté¢ funkce tangens odpovida délka usecky JP (polopiimka JP je tecnou
k jednotkové kruznici — prochazi bodem J [1, 0], JP |l y) (fialova). (Obr. 8. 3)

Hodnot¢ funkce kotangens odpovida délka usecky DQ (poloptimka DQ je tecnou
k jednotkové kruznici — prochazi bodem D [0, 1], DQ || x) (modra). (Obr. 8. 3)

D cotg a Q

sina

[37]

Obr. 8.3

8.3. Vlastnosti goniometrickych funkeci
Goniometrické funkce maji celou fadu vlastnosti a vztahti. Jejich vycet by byl hodné

pro realna Cisla x a pfirozena ¢isla .

sin?x + cos?x =1

sinx
tgx = cosx #0 > x#Qk+1DZ>
cosx 2
cos x .
cotg x = — sinx #0 = x # km
sinx

3 PETRANEK, Oldiich. Matematika 3: pro stiedni priimyslové $koly a stiedni zemédélské technické skoly.
Dotisk 1. vydani. Praha: SPN, 1980.

MOTYCKOVA, Marie. Goniometrie a trigonometrie: VyuZiti internetu ve vyuce goniometrie na stfedni $kole.
Goniometrie a trigonometrie: VyuZiti internetu ve vyuce goniometrie na stfedni skole [online]. Praha:
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, 2006, 2006 [cit. 2019-02-26]. Dostupné z:
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/motyckova/Stranky_s_aplety/Uvod.html
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tgx* cotgx =1 x;tkg
. T . T
sinx = cos (E—x), cos x =sm(5—x)

sin 2x =2 sin x cos x

2 2

cos 2x = cos® x — sin“x
sin (x +y)=sin x cos x + cos x sin x
sin (x —y) = Sin X cos y — cos X Sin y

cos (x +y)=cos x cosy—sinxsiny

cos (x —y)=cosxcosy + sinxsiny

U goniometrickych funkci, stejné jako vSech ostatnich funkci posuzujeme sudost, resp.
lichost funkce.

Pro sudou funkci plati: f(—x) = f(x), pro v8echna x, pro kterd je dana funkce
definovana (tj. pro vSechna x z defini¢niho oboru D (f)).

Pro lichou funkci plati: f(—x) = —f(x), pro v8echna x, pro ktera je dana funkce
definovana (tj. pro vSechna x z defini¢niho oboru D (f)).

sin(-x)=-sinx ......... sinus je funkce licha
cos (-x)=cosx ......... kosinus je funkce suda
tg(-x)=-1gx ......... tangens je funkce licha

cotg (- x) = - cotg x ....kotangens je funkce licha

Grafy goniometrickych funkeci:

Sinus Kosinus

AR Wzn ‘llO anz 2m
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Tangens Kotangens

5
N i |
> 3
2] 3 \
1] 1k
-m/2 (1)_0 /2 _.[]I ; .
-2 -]
_3 _3
_4 4
-5 =g

Tabulka Defini¢nich obori a Obori hodnot goniometrickych funkci

Funkce f D(f) H(f)
sin R (=1;1)
cos R (-1;1)
g R—{(2k +1) 5} R
coig R — (kr} R

Defini¢nim oborem funkce f* (D (f)) nazyvame mnozinu v§ech proménnych x, pro ktera
je dana funkce definovana.

U funkei sinus a kosinus jsou defininim oborem vSechna realné Cisla, tzn., ze za x

vvvvvv

Funkce tangens je definovédna jako pomér funkci sinus ku kosinu (t ga= Z:; Z) Jmenovatel

lomeného vyrazu se nikdy nesmi rovnat 0. Proto musime ,,08etfit* ptipad, kdy by se cos a

rovnal 0. Z defini¢niho oboru tedy musime vyloucit hodnoty 2,37”, 5711 atd. Jde o vSechny liché

nasobky g tzn. (2k + 1)% , kde k € Z. S funkci kotangens je situace velmi podobna. Ve

jmenovateli (cot ga= %) nesmi byt 0. Proto musime z defini¢niho oboru vyloucit v§echny

hodnoty, pro které funkce sinus nabyva hodnoty 0. Zde se jedna o celociselné nasobky 7, tzn.
km, kde k € Z.

Oborem hodnot funkce f (H(f)) nazyvame mnozinu vSech hodnot y, kterych dana
funkce miize nabyvat (po dosazeni za x).
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Tabulka vyznamnych hodnot goniometrickych funkci

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
X i3 i3 T T 37T
0 6 4 3 2 m > 2m
: 1
sin x 0 — ﬂ E 1 0 -1 0
2 2 2
1
cos X 1 E ﬂ - 0 -1 0 1
2 2 2
g x 0 E 1 V3 nedef. 0 nedef. 0
3
cotgx | nedef. V3 1 ﬁ 0 nedef. 0 nedef.
3 [38]
Periody goniometrickych funkeci
Funkce sin cos tg cotg
Perioda 2 2 s T

Znaménka hodnot funkei na intervalech

T T 3 3n
(02 &) (=) (5:27)
sin + + - -
cos + - - +
tg + - + -
cotg + - + -

Piiklad 1: Pouzitim Pythagorovy véty a vztahi pro goniometrické funkce dokazte

platnost vzorce: sin’ a + cos’ a =1
Reseni: Vyjdeme z Pythagorovy véty, piedpoladame pravouhly trojihelnik ABC
s pravym thlem pfi vrcholu C: a+b’=c7 /7
a? = b?
=t =71

CROR

a . .
—=sina A —=cosa = sin‘a+cos’a=1
C C

38 HUDCOVA, Milada. Shirka itloh z matematiky pro SOS, SOU a ndstavbové studium. 2. vydani. Praha:
Prometheus, 2005. ISBN 80-7196-318-6, str. 137-148.

61



Ptiklad 2: Pouzitim definice goniometrickych funkci v pravouhlém trojuhelniku ABC s

pravym uhlem pii vrcholu C a vlastnosti goniometrickych funkci dokazte platnost vzorce:
sina

tga=

cosa

Reseni: Vyjdeme z definice funkce tangens v pravothlém trojuhelniku ABC
s pravym uhlem pii vrcholu C.

a
a . . < , 1_ ¢
tg a= 5 Dale zlomek na pravé stran€ rozsifime vyrazem — = 3
Cc —
Cc
a
a . b c _ sina sina
—=sima N -=cosa = [ >tga=
Cc c = cos o cosa
Cc

Piiklad 3:

Pouzitim vztahii pro funkce tangens a kotangens (tg a=-— cotg a = =22 )
cosa sina

dokazte platnost vztahu: cotg a = (tg a)™?!

R L " cosa 1 1 (t )_1
eseni: co a =— == == o
9 sina S$™"% tga 9
cosa

cotga = (tg a)™?

Ptiklad 4: V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C je dan uhel
a = 48° a strana @ = 9 cm. Vypocitejte délky zbyvajicich stran a vnitini thly daného
trojihelniku. (Obr. 8. 4)

Reseni:
B Z obrazku je jasné, ze zname thel a a odvésnu, kterd je vzhledem
k tomuto uhlu protilehla = miZeme pouzit funkci sinus
(vypocitame pieponu c¢), nebo funkci tangens (vypocitdme
prilehlou odvésnu b.
a=9cm c i a oy o .
sin @ = - stranu b mizeme dopocitat napf.
9
sin 48° =~ Pythagorovou v. c=a’+ b’
| 48°\ __9 2_ 024 12
C b A €7 sinase 12,17=9"+b
Obr. 8. 4 c=12.1cm b=8.1cm
Y =90° = p =180° - (48° + 90°) «— Soucet vnitinich uhli A je 180°
L =42°
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Ptiklad 5: Ze vzdalenosti 450 m je vrchol Eiffelovy véze vidét pod tthlem 35° 45",
Urcete vysku véze. (Obr. 8. 5)

Reseni: Zname uhel a a odvésnu piilehlou
k tomuto thlu. Chceme vypocitat
protilehlou odvésnu = k vypoctu
pouzijeme funkci tangens

/ _v
ga d
¥ d [} 4 :_17
1g35°45 =
Obr. 8.5

v=450 * tg 35° 45’
v=324m

Eiffelova véz je vysoka pfiblizné 324 metry.

Goniometrické funkce jsou pro vypocty velmi dualezité. Jejich vyuziti je vSak znacné
omezeno faktem, ze je k vypoctim mlzeme pouzit pouze v pravouhlém trojihelniku. Z toho
diivodu je nezbytné ptidat prostiedek, ktery ndm umozni provadét vypocty velikosti vnitinich
uhli a délek stran v obecnych trojihelnicich, ne jen v pravothlych.

8.4. Sinova véta

V kazdém trojuhelniku se stranami a, b, ¢ a vnitinimi uhly «, 8, y plati:

a b _ ¢

= = = 2r
sina  sinfi  siny ’

kde r je polomér kruznice opsané danému trojuhelniku.

Sinovou vétu tedy mizeme pouzit, pokud zname dva vnitini thly trojihelniku a stranu
proti jednomu z nich, nebo zname-li dv¢€ strany a thel proti jedné ze stran.

Z prave uvedeného vztahu je patrné, ze diky pomériim stran a sintim ptisluSnych uhla
dokédzeme vypocitat také polomér kruznice opsané danému trojuhelniku.

Sinova véta je tedy velmi uziteCnym prostiedkem pii feSeni prvki trojaheliku. Pfi jejim
pouziti v§ak musime dat pozor. Pokud méme zadany velikosti dvou vnitinich thlt a délku jedné
strany trojuhelniku, neni s feSenim zadny problém. PotiZe ale mohou nastat v piipadé, Ze mame
zadanou velikost pouze jednoho vnitiniho thlu a k tomu délky dvou stran, které tento uhel
nesviraji. V takovém ptipad€ musime jesté predtim, nez se pustime do samotného feSeni, ud¢lat
kontrolu, kolik trojuhelnikti s danymi prvky miize existovat.

Tupy thel

Pokud je strana protilehla k danému tupému uhlu vétsi nez druhd strana = existuje
pouze jeden trojuhelnik = uloha ma jediné feseni

Napt.: a=105°,a=12cm,b=9 cm
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a > b = 1 feSeni

Pokud je strana protilehla k danému tupému uhlu kratsi nebo rovna délce druhé strany
= trojuhelnik neexistuje = uloha nema feSeni (znamenalo by to totiz, ze dany trojihelnik by
musel mit dva tupé uhly, coz neni mozné).

Ostry uhel

Pokud je strana protilehld k danému uhlu vétsi nez druhd strana (Obr. 8. 6), existuje
jedno feseni.

Obr. 8. 6

a>b = 1 feSeni

Pokud je ale délka protilehlé strany k danému ostrému thlu mensi, nebo rovna délce
druh¢ strany (Obr. 8. 7), musime testovat (pfedpokladdejme, Ze strana b je prtilehla strana
k danému thlu a strana a je strana protilehld):

B
A Obr. 8.7
Posuzujeme pocet moznych trojuhelnikii pti fesSeni sinové véty. Vyjadiime tedy funkci
sinus tak, jak byla jiz zde byla definovana (s vyuzitim pravouhlého trojihelniku)

. protilehla odvésna
sina —

prepona

Zatim vSak zadny pravouhly trojuhelnik nemame. Staci ale v nasem trojihelniku doplnit
vysku v.. Vyska je kolmé na stranu AB. Rozdéli nam dany trojuhelnik na dva pravothlé. Pro
nase potieby je dulezity trojihelnik AVC. (Obr. 8. 8). V tomto trojahelniku jiz mizeme upaltnit
funci sinus. Pfeponou je strana b, odvésnou protilehlou k tthlu a je pravé sestrojena vyska v..
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Obr. 8. 8

Vzhledem k funkci sin @ mohou nastat tfi moznosti:

=sina

Sl IS

1y

<

. protilehla odvésna v,
sina = . =— =
prepona b

c
; = a= v,

S| R

Tato moznost nastane pouze v pripad¢, Ze trojuhelnik ABC je pravouhly - s pravym
uhlem pii vrcholu B. (Obr. 8. 9).

C
b VC_ a
@/
A V=B
Obr. 8.9
Uloha ma tedy jediné fesen.
a ,
2) 5 > sina
sina ==% = 255 = a > v, A b>a
b b b

Existuji dva trojuhelniky, které¢ tyto podminky splituji = uloha ma dvé feSeni. (Obr. 8. 10)

C C
b a b
Ve a Ve
a a /
A AV/ B A B Vv
Obr. 8. 10
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3) %<sina

. Ve a Ve
sina=— = —-<—= = a < ve
b b b
Takovy trojuhelnik neexistuje = uloha nema feseni

Ptiklad 1: Vypocitejte délku strany ¢ a vnitini thly g, y trojuhelniku ABC, je-li dano:
a=9cm, a=105° F =48°.
Reseni: Mame zadany 2 uhly = nemusime délat test poétu feseni

a b 9 b _ 9 % Sin 48°

. - = . - = .
sina sin 8 sin 105° sin 48° sin 105°

b=6,9cm

Ptiklad 2: Urcete velikosti vnitinich thli 8,y a délku strany c trojahelniku ABC, je-li
dano: ¢ =52°,a=12 cm, b = 14 cm.

Reseni: Mame zadan pouze jeden uhel = musime provést kontrolu, kolik bude mit
uloha feseni.

. , a .
Zadany thel a je ostry = 5 ? sina

a 12 a ooy,
—=—=0(, 8571 sin 52° =0, 788 = — > sin a = 2 feSeni
b 14 b
L. ., a b 12 14 . 14 * sin 52°
l. feseni: ——=——= - == sin f =——
sina sinf sin52° sinf 12
L1 =67°

Abychom mohli dopocitat stranu ¢, musime nejprve urcit velikost uhlu y
y=180°-(a+ B) =y =180°(52°+67)=> y=61°

a c 12 c 12 * sin61°
:> o e——

c
sina  siny sin52° sin61° sin 52°

c=13,3cm

Vysledky prvniho fe$eni: A ABC: a =52° a=12cm
p=67° b=14cm
y=61° c=13,3 cm

2. teSeni: f, = 180° - f; = 113°
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Délku strany ¢, dopocitame zcela stejnym postupem jako pii predchozim feSeni

y=15°¢=3,9cm

Vysledky druhého fe§eni: A ABC: «a =152° a=12cm
p=113° b=14cm
y =15° c=39cm

8.5. Kosinova véta

V kazdém trojuhelniku se stranami a, b, ¢ a vnitinimi uhly «, 8, y plati:
a*=b>+c* —2bc * cos a
b*=a*+c*—2ac * cos f

c=d’+b*—2ab * cosy

Kosinovou vétu vyuzijeme v piipadé€, Ze zname dvé strany a thel jimi sevieny, nebo
mame zadané vSechny tii strany trojihelniku — pomoci kosinové véty pak dokdzeme vypocitat
zbyvajici stranu nebo libovolny vnitini thel trojihelniku.

Ptiklad 1: V trojuhelniku ABC je dan uhel y = 67° a stranya=8,9cmab =15, 6 cm.
Vypocitejte délku strany ¢ a tthly a, 5. (Obr. 8. 11)

Resent:

C Zname dvé strany a uhel, ktery tyto strany sviraji =
pouzijeme kosinovou vétu — tzv. ,,céckovou*

8,9 cm 2=a’+b*—2ab *cosy

?=8,92+5,6-2%8,9%5 6*cos 67°

8,5
‘L ?=179,21 +31,36-38, 95
Obr. 8. 11 =8 5cm

Nyni potfebujeme vypocitat jeden z thli «,f. K tomu mizeme vyuzit bud opét
kosinovou vétu — ,,ackovou® nebo ,,béckovou*, nebo vypocet provedeme pomoci sinové véty.
V obou ptipadech musime dostat stejny vysledek (£ zaokrouhleni)

Pouziji ,,béckovou* kosinovou vétu: b*=a*+c?—2ac* cos B
5,62=8,92+8,52—2*8,9*8,5*60Sﬂ
31,36 =79,21+72,25-151,3 * cos
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B =37°30’
Nyni jiz zbyva jen dopocitat velikost thlu a:
a=180°-(L+y) = a =75°30’

Vysledky feseni: A ABC : a=75°30" a=28,9cm
B =37°30" b=15,6cm
y =67° c=38,5cm

0. Komplexni ¢isla
Chci-li podat uceleny prehled vyuziti uhli, nemohu opominout komplexni ¢isla.

Komplexni Cisla tvofi ¢iselny obor, ktery vznikl rozsifenim oboru realnych cCisel. Jejich
nazev pochazi z latinského slova complexus, tzn. slozeny. Poprvé se snimi setkdvame
pravdépodobné v dile italského matematika Gerolama Cardana, ktery zil v letech
1501-1576. Na jeho dilo navazali Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716), Abraham de
Moivre (1667-1754). Leonhard Paul Euler (1707-1783) zavedl oznaeni pro imaginarni
jednotku. Na konci 18. stoleti némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zavedl
zplisob znazoriiovani komplexnich ¢&isel v roving. B!

Obor komplexnich c¢isel vznikl z potieby feSeni rovnic, které by v oboru redlnych cisel
feSeni neméla, nebo nem¢éla prislusny pocet koteni, tj. tolik kotentl, jaky je stupeni rovnice.

Komplexni ¢&islo a je uspofadana dvojice redlnych &isel (aq, a,), kde a, je realna ¢ast
komplexniho ¢isla, a, je imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla.

Moznosti zapisu komplexnich éisel

1) uspotadana dvojice (a4, a,)

2) algebraicky tvar = symbolicky zapis a = a; + a,i, kde i je imaginarni jednotka, pro
kterou plati:

i2=-1

3) goniometricky tvar: a=lal *(cosa +isina)

S komplexnimi ¢isly mizeme provadét bézné pocetni operace, tzn. scitat, odcitat,
nasobit, delit, umocnovat, zjiStovat jejich vzdalenost od pocatku soustavy souradnic (Gaussovy
roviny). Popsané operace je mozné provést jak s algebraickym, tak goniometrickym tvarem
komplexnich ¢isel. Vzhledem k tomu, Ze tématem této prace jsou uhly, zaméfim se predevSim

3 VLACHOVA, Magda. Techmania.cz: Slavni matematici, fyzici a vynalezci. Techmania.cz: Slavni matematici,
fyzici a vyndlezci [online]. Praha: vedci.wz, 2009, 2009 [cit. 2018-12-30]. Dostupné z:
http://vedci.wz.cz/historie/12.htm

68


http://vedci.wz.cz/Osobnosti/Leibnitz_G_W.htm

na goniometricky tvar (v algebraickém se uhel neobjevuje). Oba tvary mizeme prevadet
z jednoho do druhého — z algebraického do goniometrického a naopak.

Obrazem komplexniho ¢isla a = (aq,a,) je bod roviny A [a4,a,] (Obr. 9. 1). Této
roving fikame Gaussova rovina nebo rovina komplexnich ¢isel.

vt
Alaq, a,]
a, J 1, Y42
|al
Na a .
0) a, X
Obr. 9. 1
A - obraz komplexniho ¢islaa = a; + azi,a # 0
a — argument komplexniho ¢isla a
, a, , a; ,
Plati: cosa =ﬁ =a,=|a|l *cosa, sina =ﬁ = a,=|al *sina
a a

x je redlna osa
Y je imagindrni osa
Piiklad 1: Zapiste komplexni &islo a = 5v/3 + 5i v goniometrickém tvaru

Nejprve potiebuje zjistit |a| tzn. vzdalenost ¢isla od poc¢atku Gaussovy roviny

al=J@Z+ & > lal=|(5V3) + 52

|la| =v75 + 25
|al =10

Nyni potiebujeme zjistit ptislusny tthel a. Aby bylo jasné, co vlastné¢ budeme pocitat,
znazornim nejprve komplexni ¢islo v Gaussove roving. (Obr. 9. 2) (Obr. 9. 3)

yﬂ y A
a, Alay; a; ] - A[5v3; 5]
lal 10
\ a a R
0 a ! 0 x
Obr. 9.2 ! X Obr. 9. 3 5V3
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a 5V3 V3

1
cosa = — = cosa=——=—
la| 10 2 -
= a=30°= —
. a, , 5 1 6
sina —— = sina=—=-—
la| 10 2

Nyni uz jen zjisténé udaje dosadime do goniometrického tvaru komplexniho cisla:

a=la|l *(cosa +isina)

a=10%* (cos%+ isin%) =10 * (cos 30° + i sin 30°)

Priklad 2: Zapiste komplexni a = % (cos 330° + i sin 330°) ¢islo v algebraickém tvaru

Tento ptechod je jednodussi — staci urcit cos 330°, sin 330° a vynasobit

seie (i)

3

a=—-

5

[

ul | -

Nasobeni komplexnich ¢isel
Pokud chceme nésobit komplexni ¢isla v algebraickém tvaru, staci pouze
roznasobit zdvorku zavorkou.

Ptiklad 1: Vynasobte komplexni &islaa = (3 +2i), b=(1-3i)  (i?)=-1

A~ N\

a*b=03+2i)*(1-3)=3-9i+2i—67=3-Ti—6(-1)=3-7i+6=9-7i

N—

Pro nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
a=|a| * (cosa +isina), b=|b| * (cos f + i sin ) pouzijeme vzorecek:

a*b=|al*|b|*[cos (a+B)+isin(a+p)]

3
Ptiklad 2: Urcete soucin komplexnich Cisel a = P *(cos 210° + isin 210°),

b=06* (cos30°+isin30°).

3
Po dosazeni do vzorecku: a *b= < *6 * [cos (210° + 30°) + i sin (210° + 30°)]
18 ..
= a* b= - * (cos 240° + i sin 240°)
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V piipadé, ze soucet thlt a, f v argumentu goniometrickych funkci vyjde vétsi nebo
roven 360°, pfevedeme tento soucet na uhel v zédkladni velikosti.

Déleni komplexnich ¢isel

Pro déleni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
a=|a| * (cosa +isina), b= |b| * (cos B +isinf) pouzijeme vzoreCek (podobny
a Jal

jako u sou¢inu): 5ol * [cos (@ — B) + isin (a — B)]

Ptiklad 1: Urcete podil komplexnich ¢isel @ =2 * (cos 315° + i sin 315°),
b=4%*(cos 45° +isin45°)

a
b

NN

Po dosazeni do vzorecku: * [cos (315° — 45°) + isin (315° — 45°)]

1
2 = 2% (cos 270° + i 5in 270°)

= = —
2

>y

V ptipadé, Ze rozdil uhld a, f v argumentu goniometrickych funkei vyjde vétsi nebo
roven 360°, prevedeme tento soucet na uhel v zdkladni velikosti. Mlze také nastat situace, ze
rozdil ahlt vyjde v zdporné velikosti. V tom piipadé tento uhel pfevedeme opét do zakladni
velikosti.

Umocniovani komplexnich ¢isel

Pro umocnéni komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru
a=|a| * (cosa + isina), a # 0, pouzijeme vzorecek :

a™=la|" * (cosna+isinna),n €N ..... Moivreova véta

Piiklad 1: Pomoci Moivreovy vypoététe a®, je-lia = -2 — 2i

Moivreova véta je formulovdna pro komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru. Proto
musime dané komplexni ¢islo nejprve prevést z algebraického do goniometrického tvaru.

lal =y/(=2)2 + (-2)2 =V8=2V2

a2 1 2
COS“_E_WE__TE__7} 5
= a=225°=-T
. Q-2 V2 4
Slna—m—ﬁ——7

= a =22 * (cos 225° + i sin 225°)

Nyni uz mizeme pouzit Moivreovu vétu:
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a®= (2\/?)6 * (cos (6 x 225°) +isin (6 * 225°)) =
=512 * (cos 1350° + i sin 1350°)
= a® =512 * (cos 270° + i sin 270°)

Binomicka rovnice

Pfi vyctu oblasti, ve kterych se vyuziva thll, nemohu opomenout zminit binomické
rovnice. Tyto rovnice maji feSeni v oboru komplexnich cisel. Zndzornit je proto mizeme
v Gaussove roving.

Jedna se o rovnice typu x" = a, kde a je komplexni ¢islo a n je pfirozené ¢islo. Pokud
a zapiSeme v goniometrickém tvaru:

a=lal * (cosa tisina),tzn. x™ =|a| * (cosa +isina).

Pak ma tato rovnice v oboru komplexnich cisel pravé n raznych kotent, a to:

a+2km

xx = +/|al * (cos %Zkﬂ +isin ), kde k €{0,1,2,...,n — 1}, n je piir. &islo
Piiklad 1: V oboru komplexnich ¢&isel feste rovnici x* = - 81.

Nejprve si musime Cislo — 81 (komplexni ¢islo v algebraickém tvaru) vyjadrit
v goniometrickém tvaru.

a=-81 = |a|=4/(—81)2 + 02 =812 =8I
a, -81
cosq=—=—=-
la| 81 a=180°=1r = a=28l*(cosm+isinm)
0
sing=—2=—=0
al 81

+isin

P n a+2km . . o+2km
Nyni budeme dosazovat do vzorce xj, = +/|al| * (cos ),

prok€{0,1,2,..,n—1}

x, = V81 * (cos%m + isin n+zkn), k€{0,1,2,3}

T+ 2*0m , . T+2x0m s , . T
Xg=3% (cos T+LsmT)=3 * (cosz+lsmz)=

se(Eid

32

Xo =

3\/§i
2 T 2
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T+ 2*%1*TT

x1=3*(cos—+ [
4

_ vz, V2
_3*( 2+lz)
3V2 3V2 .
—_—

x =
1 2 2

+ 2x*2
x2:3*(cosu
2 . V2
e (o0
2
3v2 32
Xp=——F—— — —(——
2 2

+ 2%3% .
x3=3*(cosn4—n+151
2 2

3v2  .3V2
Xz =—-1—
2 2

. T+ 2*1x*TT 3 . . 31
SlnT):?)*(COST-I-lSlnT):

.. TC+ 2%2%T 51 ., . bm
+LsmT)=3*(cosT+15m7)=

)

T+ 2*2%TT 71T . . I
n—) =3%* (cos— + i sm—) =
4 4 4

Grafické znazornéni kotent — Gaussova rovina (Obr. 9. 3)

X1

yﬂ

TN %

[

-\

-3

=V

3

X2

10. Plochozemé

[40]

Obr. 9.3

Vsichni povazujeme za samoziejmé, ze se s uhly setkdvame pfi matematice, fyzice,
zemgpise, astronomii atd., i to, Ze se bez nich neobejdou napi. navigacni systémy. Malokoho
ale asi napadne, Ze na tthly miZeme narazit i1 pii pro€itani populdrni literatury. Podafilo se mi
objevit knihu, jejiz autor poskytuje velmi neobvykly pohled na rovinné utvary v tzv.
Plochozemi. Autorem je anglicky ucitel, spisovatel a teolog Edwin Abbott. Kniha byla vydana

4 HUDCOVA, Milada a Libuse KUBICIKOVA. Shirka iiloh z matematiky pro SOS, SOU a ndstavbové studium.
2. vyd. Praha: Prometheus, 2005. ISBN 80-7196-318-6, str. 178-192.
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jiz v roce 1884 — byla ptelozena do vice nez tficeti jazykli — do CeStiny vSak az v roce 2013.
Neékdy byva oznacovana za matematickou fikci nebo také matematicko-filozofickou fantazii
na geometrické téma. Soucasné je vSak také socialni satirou. Kritizuje nerovnopravné postaveni
zen ve spole¢nosti.

Plochozemé je velmi zvlastni ,,uzemni celek*. Obyvatele tvoii vyhradné rovinné ttvary.
Pohled na né neni ale tradi¢ni — tak, jak jsme zvykli. Na obyvatele nepohliZime shora, ale
z roviny, v niZ se nachdzeji. Autor pro lepsi pfedstavu uvadi ptiklad s penci lezici na stole.
Pokud se na minci divame shora, vidime kruh. Kdyz se vSak skldnime stale nize, tvar se
postupné zkresluje. Nejprve tedy vidime kruh, pozdéji elipsu a v okamziku, kdy se pohledem
dostaneme az na hranu stolu, miizeme minci spatfit uz pouze jako piimku (Pfedpokladam, ze
se ma jednat o usecku, a ze oznaceni piimka zde vznikla nepfesnym piekladem z originalu).
Stejny princip plati pro viechny obyvatele Plochozems. [4!]

Ptestoze vSechny rovinné utvary vidime jako pfimky, nejsou si obyvatelé¢ Plochozemée
Dé€Inikt. Maji velmi kratkou zakladnu a tihel u vrcholu ostry a hrozivy. O stupinek vyse stoji
Rovnostranné trojuhelniky. Ty tvofi stfedni tfidu. Pétihelniky a ¢tverce jsou povazovani za
Odborniky a Dzentlmeny. Slechtu tvofi Sesti a viceuhelniky. Pokud je mnoZstvi stran tak velké
a délky stran tak malé, Ze je nelze odlisit od kruhu, patii Plochozemstan do kruhového -
knézského tadu.

I v této jasné urcené hierarchii je vSak mozny postup. Syn mé vzdy o jednu stranu vice
nez jeho otec. Synem ctverce je pétitthelnik, synem pétithelniku Sestithelnik, atd. To se vSak
netykd Vojakti a DéElnikl. Ti takto povysit nemohou. Zcela vyjimecné se stane, Ze se
v manZelstvi Rovnoramennému otci narodi Rovnostranny potomek. Casto se pak v takovém
ptipad¢ stane, ze dit¢ do té miry napodobuje své rodice, ze opét klesne do tfidy
Rovnoramennych. Ti jsou v Plochozemi povazovani za lizu.

A jak je to v Plochozemi s Zenami? Ty tvofi zvlastni kategorii. VSechny zeny vypadaji
jako jehla. Jsou proto velmi nebezpecné. Pokud jsou k pozorovateli nato¢eny bokem, vypadaji
jako ptfimka. Pokud se ale natoci tsty, pozorovatel vidi pouze bod. V piipadé€, ze se k zené
v tuto chvili kdokoliv neopatrné piiblizi, mize dojit k fatalnimu zranéni. Zeny maji velmi
podiadné postaveni.

Obyvatel¢ Plochozem¢ se nejsou schopni navzajem rozeznat zrakem. Poznévaji se tedy
dotykem. Diky dlouholeté praxi a zkuSenostem dospéli k tomu, Ze neni nezbytné, aby se
vzdjemné museli dotknout vSech stran poznadvaného mnohouhelniku. Staci dotyk na thel. Je
vsak pti tom potieba davat velky pozor a byt ostrazity. Ostré thly jsou velmi nebezpecné. Velmi
snadno, i neumyslné, mohou zpusobit zdvazné, nenapravitelné¢ zranéni. Aby neohrozil
pozorovatele, musi proto poznavany vzdy stat zcela nehybné.

Z toho, co jiz bylo o Plochozemi feceno, je zjevné, ze thly zde hraji velmi vyznamnou,
da se fici, stézejni roli.

41 ABBOTT, Edwin Abbott. Plochozemé: romdan mnoha rozmérii. Brno: B4U, 2013. ISBN 978-80-87222-21-8,
str. 18-19.
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Dal8im diivodem, pro¢ jsou thly v Plochozemi tak dilezité, je to, Ze mozkova kapacita
obyvatel se zde méfi velikosti vnitinich Ghli pii vrcholech — u rovnoramenného trojihelniku
uhlu proti zakladné.

Autor knihy si za Ctenare klade otazku: ,,Co muzete vy v Plochozemi védeét o uhlech,
stupnich a minutach? My v prostoru uhel vidime, protozZe jsme schopni spatrit dve Primky
sbihajici se jedna k druhé, ale vy, kteri vidite vidy pouze jednu Primku nebo utrzky Primek
slyvajici do Primky jediné — jak byste asi mohli rozeznat uhel, natoz zaznamendavat uhly ruznych
velikosti? “ 4%

Nasledné¢ se ¢tenai docka vysvétleni, ze prestoze v Plochozemi thly nevidi, dokézi je

vvvvvv

nez zrak. A to je hmat. Jeho pomoci a dlouholetym cvikem rozlisuji thly ptesnéji nez obcané
Prostorozemé zrakem.

U tfidy Rovnoramennych zacinaji obyvatelé s velikosti thlu na ptal stupni. V kazdé
generaci pak roste velikost tohoto thlu o dalsi ptl stupen — az do 60°. Tvoii tak ,,Abecedu
uhla®, tj. stupnici po ptl stupnich — od 0,5° az do 60°. Intelekt takovych Rovnoramennych
jedincti je tedy maximalné 60°. Jednotlivei s mozkovou kapacitou napiesahujici 10° jsou
zbaveni ob&anskych prav. %]

vvvvvv

nez v nasi ,,Prostorozemi*. Kniha nabizi velmi zajimavy a zdbavny pohled na rovinné utvary.

11.  Ulohy na procvi¢eni
11. 1. Zapis uhlu

Ptiklad 1: Rozhodnéte, které z polopiimek vymezuji uhel. Zdivodnéte, proc.
(Obr. 11. 1-11.5)

a) b) c)

N H
B D G A
8] /F

C
E
\ \%
Obr. 11. 1 Obr. 11.2 Obr. 11.3

42 ABBOTT, Edwin Abbott. Plochozemé: romdan mnoha rozmérii. Brno: B4U, 2013. ISBN 978-80-87222-21-8,
str. 36

4 ABBOTT, Edwin Abbott. Plochozemé: roman mnoha rozmérii. Brno: B4U, 2013. ISBN 978-80-87222-21-8,
str. 34-37.
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d)

©)
L
: K \ /\/\P/
O
] M
Obr. 11.4 Obr. 11.5

Ptiklad 2: Rozhodnéte, které z tihlii jsou konvexni a nekonvexni, ostré, tupé, pravé,
piimé. (Obr. 11. 6)

L o (o=

Obr. 11. 6

[44]

Ptiklad 3: Urcete velikosti konvexnich uhld, které sviraji hodinové rucicky, pokud
ukazuji cas: (Obr. 11. 7)

a) 6:00 b) 3:00 c) 8:00

Obr. 11.7

Ptiklad 4: Bez pouziti thloméru (trojuhelniku s ryskou) sestrojte tthly o velikosti:

a) 135° b) 105° ¢) 120° d) 75°

Ptiklad 5: Jana vidéla rozhlednu pod thlem 40°. Petra vidéla stejnou rozhlednu pod
uhlem 34°. Které z divek byla k rozhledné blize? Nacrtnéte si obrazek.

% MOLNAR, Josef. Matematika 6: [ucebnice pro zdkladni skoly]. Olomouc: Prodos, 1998. ISBN 80-85806-98-
3, str.66
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11. 2. Operace s uhly
Ptiklad 1: Pfeved’te velikost thlu na stupn¢ a minuty:

a) 158" b) 328’ c) 421° d) 555’

Ptiklad 2: Preved’te velikost tthlu na minuty:

a)3°15°  1)2°07°  ¢)5°12° &) 7°77

Ptiklad 3: Preved’te velikost thlu na stupn¢ a minuty:
a) 2,5° b) (1%) T 0)3,75° d) (3 %) ’

e) 12,4° f) 23,7° g)21.3° 31,25°

Ptiklad 4: Dopliite mezi velikosti thl znak <, =, > tak, aby byl zapis pravdivy.
a) 92° 5600° b) 380" 6°20° c)3°30" 330’

Priklad 5: Vypocitejte:
a)3°15+7°22 b) 42° 33'+57° 59" c¢) 87° 55'+73° 44’

d) 22°54'+ 17° 34" ) 98°32°+49° 52" f) 156° 17"+ 79° 58"

Ptiklad 6: Vypocitejte

a) 15°* 3 b) 15°23" * 3
23° %4 24°34" * 4
28° %5 36°27" * 5
24° * 6 29°42" * 6

Ptiklad 7: Vypocitejte
a) 74°55°-27°42" b)) 159°22°-76° 15" ¢) 174° 36’- 96° 29’
d) 85°157-47°32" €)92°29"-54°55" ¢)122°47°-98° 56’

Ptiklad 8: Vypocitejte
a) 124°36": 4 b) 126°: 5
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115°35":5 83°:5
96°54": 6 85°03":7
123°12%:3 50°247: 4

Ptiklad 9: Vypocitejte velikost thlu a, jestlize plati:

a)a +43°15" =97° b) 76° 39" — a = 25° 32’

11. 3. Grafické operace s uhly

Piiklad 1: Sestrojte Uhly a = 48° f = 69°. Dané¢ uhly graficky sectéte. Proved’te
zkousku vypoctem. Rozhodnéte, o jaky tihel (podle velikosti) se jedna.

Priklad 2: Sestrojte uhly y = 56°,§ = 132°. Graficky urcete § — y. Proved’te zkousku
vypoctem. Rozhodnéte, o jaky uhel (podle velikosti) se jedna.

Piiklad 3: Sestrojte uhly a = 37°,f = 72°y = 83°. Graficky uréete a +y —f.
Provedte zkousku vypoctem. Rozhodnéte, o jaky thel (podle velikosti) se jedna.

Piiklad 4: Sestrojte uthly a = 44° f = 81° 7y = 35°. Graficky urete [ —y + a.
Proved’te zkousku vypoctem. Rozhodnéte, o jaky uhel (podle velikosti) se jedna.

Ptiklad 5: Graficky urcete velikost uhlu a (Obr. 11. 8)

,R\c‘!.+ﬁ+”{ 5 {HB C””?/ g
\ L [45]
Obr. 11.8

% ODVARKO, Oldfich a Jiti KADLECEK. Pracovni sesit z matematiky: soubor iiloh pro 6. rocnik zdkladni

Skoly. 4., pteprac. vyd. Praha: Prometheus, 2011. Ucebnice pro zakladni skoly (Prometheus). ISBN
9788071964223, str. 20
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Piiklad 6: Graficky urcete velikost thluy = 2a — 8, je-li: @ = 36°, f = 54°. Vysledek
ovéite pocetné. Dopliite tvrzeni: Vysledny thel je ...........
(ostry, pravy, tupy, pfimy)
Ptiklad 7: Graficky urcete velikost thluy = a + g, je-li: @ = 62°, B = 74°. Vysledek
ovéite pocetné. Dopliite tvrzeni: Vysledny thel je ...........
(ostry, pravy, tupy, piimy

11. 4. Dvojice uhli

Ptiklad 1: Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni.

a) Sectenim tii ostrych uhlu Ize ziskat ptimy uhel ANO NE
b) V trojuhelniku mohou byt tfi shodné vnitini thly ANO NE
c¢) Rozdil tupého a ostrého thlu je vzdy ostry thel ANO NE
d) Soucet vrcholovych thla je vzdy 180° ANO NE
e) Soucet vedlejSich thli je tupy thel ANO NE
f) Pravy tihel je konvexni ANO NE

Ptiklad 2: Urcete velikosti vSech vyznac¢enych uhlt. (Obr. 11.9)

Obr. 11.9

Ptiklad 3: Urcete velikost vSech uhlt — je-li dano: f =3y, f +vy = 4a

(Obr. 11. 10)
Obr. 11. 10

Ptiklad 4: Urcete velikosti vSech uhlt: (Obr. 11. 11), (Obr. 11. 12),
(Obr. 11. 13)



c)
o) o
300 90
|4
a o
I 120
Obr. 11. 11 Obr. 11. 12 Obr. 11. 13

Piiklad 5: Urcete velikosti vSech vnitinich thla trojihelniku (soucet vnitinich thla
trojihelniku je vzdy 180°): (Obr. 11. 14), (Obr. 11. 15)

a) b)
140°
14
14
a B /60°
/ 1159 a 5
/ 135°
Obr. 11. 14 Obr. 11. 15
Ptiklad 6: Urcete velikosti vSech vyznac¢enych uhlt: (Obr. 11. 16)
1l K /1 40° 19
] . " 77 9
I Y 18 d €
]
75°/ «a o &
Obr. 11. 16
Ptiklad 7: Najdéte chyby a opravte je. (Obr. 11. 17), (Obr. 11. 18)
a) b)
120°
o 60° 80°
15 120°
Obr. 11. 17 Obr. 11. 18
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Ptiklad 8: Jeden ze dvou vedlejSich thll je tiikrat mensi nez druhy. Urcete velikost obou
uhlu.

Ptiklad 9: Soucet dvou vrcholovych thll je 144°. Uréete velikost obou uhli.

Ptiklad 10: Napiste velikosti vSech uhla vyznacenych v obdélniku ABCD. (Obr. 11. 19)

D C
® )
Y
50° B
65°
a
A B
Obr. 11. 19

Ptiklad 11: Jeden z vedlejSich uhli je o 35° vétsi nez druhy. Urcete velikosti obou uhli.

Ptiklad 12: Dokazte, ze soucet vnitinich thll v trojihelniku je 180°.

Ptiklad 13: Soucet tii ze Ctyf vyobrazenych thla je 240°. Urcete velikosti vSech uhlu.
(Obr. 11. 20)

Obr. 11. 20

Ptiklad 14: Urcete velikosti vSech uhla: (Obr. 11. 21)
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80° / 7]

55° Y o]
? [46]

Obr. 11. 21

Ptiklad 15: Na obrazku je obdélnik KLMN. Dopliite nazvy dvojic thla. (Obr. 11. 22)

a }
N . M
7
K L
B
[47]
Obr. 11.22
[0 I 1101
YaLJSOU o,
PBagjsou ...oovviiiiiiiiiiiinnnnn..
GAEJSOU o,
QA0 JSOU cvieianiaiianianaannnnn,
QAP JSOU o,

Ptiklad 16: Kule¢nikova koule se odrazi od kraje kule¢nikového stolu pod stejnym
uhlem, pod jakym dopadla (ihel odrazu se rovna uhlu dopadu). (Obr. 11. 23) Napiste velikosti
vSech oznacenych uhli.

4 HERMOCHOVA, Dana, Jana PRESOVA, Petr KASSAK, et al. Hravd matematika 6: pracovni sesit pro 6.
rocnik ZS a viceletd gymndzia: v souladu s RVP ZV. Praha: Taktik, 2014. ISBN 978-80-87881-18-7, str. 86.

4 ODVARKO, Oldtich a Jiti KADLECEK. Zdkladni geometrické iitvary: pracovni sesit z matematiky: [pro
zakladni skoly a nizsi rocniky viceletych gymnazii]. Praha: Prometheus, 1996. Ucebnice pro zakladni §koly.
ISBN 80-7196-018-7, str. 43
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[48]

Obr. 11.23

11. 5. Uhly p¥islu$né k obvodu kruZnice

5
Ptiklad 1: Vypocitejte velikost obvodového uhlu k oblouku, ktery ma délku ’p
délky kruznice.

Ptiklad 2: Vypocitejte velikosti vnitinich thll v trojuhelniku, ktery vznikne, pokud na
ciferniku spojime body oznacujici ¢isla 2, 7, 10.

Priklad 3: V tétivovém Ctyfuhelniku ABCD plati: @ = 54°, f = 94°. Urcete velikosti
zbyvajicich vnitinich hlt daného ¢tyfuhelniku.

11. 6. Goniometrie

V této kratké kapitole se objevuje n€kolik novych pojmii. Aby nedoslo k nedorozuméni
v tom, co ma Ctendi pocitat, povazuji za prospésné tyto pojmy priblizit.

Vyskovy thel

Pokud pozorovatel vidi sledovany objekt nad sebou, jedna se o vySkovy uhel mezi

horizontélni linif a linii jeho pohledu na objekt. (11. 24)

pozorovany objekt pozorovany objekt
[ )

pozorovatel horizont pozorovatel horizont

Obr. 11. 24

48 ODVARKO, Oldfich a Jiti KADLECEK. Zdkladni geometrické iitvary: pracovni sesit z matematiky: [pro
zakladni skoly a nizsi rocniky viceletych gymnazii]. Praha: Prometheus, 1996. Ucebnice pro zakladni §koly.
ISBN 80-7196-018-7, str. 44
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Hloubkovy thel

S hloubkovym tihlem je situace obdobnd. Pokud pozorovatel vidi sledovany objekt pod
sebou, jedna se o hloubkovy uhel mezi horizontdlni linii a linii jeho pohledu na objekt.
(Obr. 11. 25)

pozorovatel horizont

pozorovany objekt
Obr. 11. 25

Zorny uhel

Zornym thlem rozumime uthel, ktery sviraji ,,pohledy ke dvéma riiznym objektim
nebo dvéma riiznym ¢astem téhoz objektu. (Obr. 11. 26)

® jeden pozorovany objekt

zorny thel
pozorovatel

® druhy pozorovany objekt

Obr. 11. 26

Priklad 1: Vypocitejte délku tunelu, jestlize vzdalenost koncii tunelu od zvolené¢ho mista
je 548 m a 376 m. Uhel, pod kterym vidime oba konce tunelu mé velikost 79° 30"

Ptiklad 2: Letadlo leti ve stalé vysce 2 500 m k letisti. Pfi prvnim méfeni je letadlo vidét
pod vyskovym uhlem 25°, pii druhém méfeni pod thlem 62°. Vypocitejte vzdalenost, kterou
letadlo uletélo mezi jednotlivymi métenimi.

Ptiklad 3: Z okna domu stojiciho u feky se divame kolmo na feku a vidime na protéjSim
bfehu kdmen v hloubkovém tihlu 7° 15°. Z jiného okna, které je o 12 metri vySe vidime stejny
kamen pod tthlem 8° 40" (Obr. 11. 27). Jak S§iroka je feka?
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v+12

v
7°15
dim T kamen
feka
Obr. 11. 27

Ptiklad 4: Na biehu teky se zaci ucili obsluhovat méfici piistroje — teodolit a laserovy
dalkomér. Zmétili nasledujici tdaje: |[BD| =40 m, |< ADB| =20°, |« CBD| = 50°,
|« ACD| = |« BCD| =90° (Obr. 11. 28). Vypotitejte itku feky. [+’

<«—— feka

1

Obr. 11. 28

Ptiklad 5: Svisle rostouci strom je vysoky 39 m. Misto pozorovani P je od paty kmene
stromu vzdaleno 101 m a od vrcholu stromu 128 m. Z mista pozorovani P se strom od paty
kmene po jeho vrchol jevi v zorném thlu ¢. Urcete velikost zorného thlu. (Obr. 11. 29)

4 CERMAT. Statnimaturita-matika.cz: Didaktické testy z matematiky. Maturita z matiky: Didaktické testy z
matematiky [online]. Praha: Bigger, 2017, [cit. 2018-12-30]. Dostupné z: http://www.statnimaturita-
matika.cz/wp-content/uploads/maturita-matematika-jaro-2017-test-novy-amos.pdf, str. 13
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39m

Obr. 11. 29

Ptiklad 6: Hranice LP mezi dvéma pozemky ma délku 125 metrd. Od jejiho levého
okraje L vede rovna pé&Sina LM, ktera s touto hranici svird thel o velikosti 60°. Na pé&Sin¢ je
stanovisté 4, z nc¢hoz je hranice LP vidét pod zornym thlem 20°. Jaka je vzdalenost AL
stanovisté 4 od levého okraje L hranice LP? [°!1 (Obr. 11. 30)

p
— S—
~
125m “H%H
(;Bh ~
60° ) M
L
Obr. 11. 30

11. 7. Komplexni ¢isla

Ptiklad 1: Komplexni ¢islo a = g V2 - g V2i zapiste v goniometrickém tvaru.
Ptiklad 2: Vynésobte komplexni ¢islaa =3 * (cos %ﬂ +isin %),
=2, (COS7—T[ + isin7—n).
9 4 4
Vypocet ovérte vynasobenim danych komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru.

Ptiklad 3: Vypocitejte podil komplexnich cisel %, a = cos 675° + i sin 675°,

b = cos 945° + i sin 945°.
Vysledek ovéite vydélenim danych komplexnich cisel v algebraickém tvaru.

30 CERMAT. Statnimaturita-matika.cz: Didaktické testy z matematiky. Maturita z matiky: Didaktické testy z
matematiky [online]. Praha: Bigger, 2016, [cit. 2018-12-30]. Dostupné z: http://www.statnimaturita-
matika.cz/wp-content/uploads/maturita-matematika-didakticky-test-zadani-2016-jaro.pdf, str. 11

Sl CERMAT. Statnimaturita-matika.cz: Didaktické testy z matematiky. Maturita z matiky: Didaktické testy
z matematiky [online]. Praha: Bigger, 2015 [cit. 2019-01-01]. Dostupné z: http://www.statnimaturita-
matika.cz/wp-content/uploads/matematika-test-zadani-maturita-2015-podzim.pdf, str. 12
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Ptiklad 4: Urcete sou¢in komplexnich ¢isel a = 3 * (cos 60° - i sin 60°),
1 7T ., . 7T
== x (cos— + lsm—)
4 6 6

Piiklad 5: Pomoci Moivreovy véty vypoéitejte > mocninu daného komplexniho &isla
a=3*(cos 210° + i sin 210°).
Vysledek ovéite umocnénim daného komplexniho Cisla v algebraickém tvaru.

Piiklad 6: V oboru komplexnich ¢&isel feste danou binomickou rovnici x> + 64 =0

Ptiklad 7: V oboru komplexnich ¢isel feste danou binomickou rovnici
X =-4+4i3.

Reseni
11. 1. Zapis Ghlu
Priklad 1:a)— VA,— VB a d)—JI,—JK
Ostatni nejsou polopiimky se spole¢nym pocatkem

Ptiklad 2: konvexni — a, 3, 8, ¢,

ostré - 3,6 tupé-a,w  primy-—¢ pravy-zadny nekonvexni - y
Priklad 3: 6:00 = 180° 3:00 = 90° 8:00 = 120°
Ptiklad 4:

4.1. 135° Ize sestrojit tak, ze a) nejprve sestrojime osu pravého thlu. Tim
ziskdme thel o velikosti 45°. Ten pak seCteme s pravym thlem.
b) sestrojime osu pravého uhlu, tim ziskdme

uhel o velikosti 45° a ten pak odec¢teme od pifimého thlu.

4.2. 105° Ize sestrojit tak, Ze a) nejprve sestrojime thel o velikosti 15° tak, Ze
uhel o velikosti 60° (jeho konstrukce byla popsana diive)
rozdélime osou na thly o velikosti 30° a jeden z nich pak opét
osou rozdélime na uhly s velikosti 15°. Tento Uhel pficteme
k pravému thlu.

b) osou rozdélime uhel o velikosti 60° na dva
uhly s velikosti 30°. Jeden z nich pak odecteme od uhlu o
velikosti 135° (postup a)

4.3. 120° Ize sestrojit tak, Ze a) k pravému thlu pfi¢teme thel o velikosti 30°.
b) od ptfimého thlu odecteme tihel o velikosti

60°.
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4.4. 75° Ize sestrojit tak, ze a) seCteme uhly s velikosti 60° a 15°.

b) od pravého tihlu odecteme tuhel o velikosti
15°.

¢) uhel o velikosti 150° rozd¢lime osou na dva
uhly s velikosti 75°.

Ptiklad 5:

K vyteseni této tlohy je dostacujici nacrtek (Obr. 11. 31)

R

40° 20
Obr. 11.31 I P

K rozhledn¢ byla blize Jana.
11. 2. Operace s uhly
Priklad 1:  a) 158'=2° 38’ b) 328'=5°28"

) 421'=7°01" d) 555'=9° 15
Priklad2:  a)3° 15'=3.60"+15 =195’ b) 2°07'=2.60+7'= 127’

) 5°12'=5.60"+12" =312’ d) 7° 77'=7.60'+77'= 497’
Piiklad 3:  a)2,5°=2°30’ b) (1 g) “=1°40°  ¢)3,75°=3°45

d) (3%) °=3036

€) 12,4° = 12°+ 0,4 * 60" = 12° + 24" = 12° 24’
£)23,7°=23°+ 0,7 * 60" = 23° + 42" = 23° 42’
) 21,3°=21°+0,3 * 60" =21°+ 18" =21° 18’
h) 31,25° = 31° + 0,25 * 60" = 31°+ 15" =31° 15’

Priklad4:  a)92° < 5600" (5520° < 5600")
b) 380" = 6°20° (380" = 380")
¢) 3°30" < 330" (210" < 330"

Priklad 5: a)3° 15" +7°22"=10°37"
b) 42° 33"+ 57° 59" =99° 92" = 100° 32’
c) 87° 55" +73°44" =160° 99" = 161° 39’
d) 22° 54"+ 17° 34" = 39° 88'=40° 28’
e) 98° 32" +49° 52" = 147° 84'= 148° 24’
f) 156° 17" +79° 58" =235° 75" =236° 15’
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Priklad 6: a) 45° b) 15° 23" * 3 =45° 69" =46° 09’

92° 23°34"*4=92°136"=94° 16"

140° 36°27 *5=180° 135" =182° 15’

144° 29°42" * 6=174°252"=178° 12’
Priklad 7: a)47° 13’ b) 83° 07’ c) 78° 07’

d) 85° 157 -47°32"=84°75" - 47° 32" =37°43’

€) 92° 29" -54° 55" =91° 89" - 54° 55" =37° 34’

) 122° 47" -98° 56" = 121° 107" - 98° 56" = 23° 51’

Piiklad 8: a) 124°36" : 4=31°09’
115°357:5=23°07"
96° 54" :6=16°09"
123° 127 :3 =41° 04’

b) 126°:5=125°60":5=25°12"
83°:5=280°180":5=16°36"
85°03":7=84°63":7=12°09"
50°24":4=48° 144" : 4=12° 36’

Piiklad 9: a) a+43°15" =97°

a =97°—43° 15’
a = 53°45’

b) 76° 39" — a = 25° 32’

a =76°39 —25°32’
a =51°07"

11. 3. Grafické operace s uhly

Priklad 1: a+f =117° ..... tupy Ghel
Piiklad 2: §—y=76°..... ostry thel
Priklad 3: a+y— [ =48°..... ostry thel
Priklad 4: B —v+a=90°..... pravy thel

Piiklad 5: Nejprve graficky od (a + 8 +y) — (a + 8) = y, potom
(a+y)-v=«a
Priklad 6: a) graficky: nejprve 2 * a, potom 2 * a — f§
b)pocetné: y =2 * a—f
Yy =2 x 36°—54°
y =18°

Vysledny uhel je ostry.
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Ptiklad 7: a) graficky: nejprve g, potom @ + g
74°
2

b) pocetné: y = 62° +

y = 62°+ 37°
y =99°
Vysledny uhel je tupy.
11. 4. Dvojice uhla
Priklad 1: a) ANO b) ANO c) NE
d) NE e) NE f) ANO

Piiklad 2: a = 60° p =y =120°

Priklad 3: g =3y p+y=4a a+3a+a=180°
3y+y=4a 4a = 180°
4y = 4a a = 36°

y=a

a=y=¢=06=36° p=¢=3%36°=108°
Priklad 4: aya=90° p=6=60° y=30°

b)a =35° y =45°
B =6 =180° — (35° + 45°) = 100°

©)f=30° §=120° a=y=230°

Piiklad S: a) f = 180° — 60° = 120° y = 180° — 140° = 40°
a = 180° — (120° + 40°) = 20°
b) a = 180° — 115° = 65° p = 180° — 135° = 45°

y = 180° — (65° + 45°) = 70°
Piiklad6: B=t=1=75 a=y=rx=pu=180°—75 =105°
O=F=c=40° n=9=35=e=180°—40°=140°

Ptiklad 7: a) Chybn¢ je thel o velikosti 150°. Ma byt 160°
b) Chybné je uhel o velikosti 80°. Ma byt 60°.

Priklad 8: a + 3a = 180° p =135°

4a = 180°
a =45°
Priklad 9: 2a = 144°
a=72°
Priklad 10: a =25° B = 50° y = 130°
5 = 65° £ =25° @ = 65°
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Piiklad 11: a + a + 35° = 180°
2a + 35° = 180°
2 = 145°

a =72°30°

Ptiklad 12: K dikazu pouzijeme trojuhelnik ABC (Obr. 11. 32)

C
n BN a
y a
a B
I A B a
Obr. 11. 32

Sestrojime-li rovnobézku s ptimkou a tak, ze C € a’, pak piimka a” vytvofi spolu se
stranami trojuhelniku u vrcholu C nékolik uhli. Uhel a’je souhlasny s thlem a. M4 proto
stejnou velikost jako tthel @. Obdobné to plati s tthly 8 a f°. Uhly y,y” jsou vrcholové. Maji
proto také stejnou velikost. Z obrazku je patrné, ze a” + ” + y* = 180°. Protoze tyto uhly maji
stejnou velikost jako jejich ,,bez¢arkovi® jmenovci, a protoze stejnou operaci lze provést pro
jakykoli trojuhelnik, je dokdzano, Ze soucet vnitinich thll trojuhelniku je 180°.

Piiklad 13:

a+a+f =240 } a+180°=240° = a=60°

a+ B = 180°
B = 180° — 60°
B =120°

Priklad 14: a = 55°
B =y = 180° — (55° + 80°) = 45°
6 = 180° — (92° + 45°) = 43°
w = 180° — 43° = 137°

e=w=137°
Ptiklad 15: aayjsou...... souhlasné..................
yafjsou...... vrcholové..................
facjsou....... souhlasné..................
dagjsou....... vedlej$i......ooooeeiinnn.n.
aadjsou...... vedlej$i.....oooovennin..n.
aafjsou...... stiidaveé...............o.l
Priklad 16: a = 70° B =70° y =70°
6 =110° e =40° a =70°
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11.5 Uhly p¥islu$né k obvodu kruZnice

Priklad 1:  (Obr. 11. 33)

5
D¢élka oblouku je ’p kruznice = velikost

5
sttedového uhlu jsou 2 360° = 150°

Velikost obvodového thlu je polovinou velikosti

y o 150°
sttedového uhlu = -5 = 75°

Obr. 11. 33

Piiklad 2:

Vsechny tfi vyznacené thly jsou thly obvodovymi
— doplnime k nim odpovidajici stfedové thly —
(Obr. 11. 34) jejich velikosti dokdzeme snadno
zjistit. Obvodové uhlly pak maji velikost
polovoc¢ni oproti thlim stfedovym

3
1)a"=360°* — =90°
12

v
a=—=45°
2

Obr. 11. 34

4
f = O ¥ — — o
2)y"=360°* — =120

v
2

y===60°

5
= Ok — = o
3) B =360°* = =150

B
2
Zkouska: @ + B +y = 45° + 60° + 75° = 180°
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Piiklad 3:
Ctyithelnik ABCD je tétivovy = lze mu opsat kruznici (Obr. 11. 35)

Uhel a je obvodovym tthlem k men$imu oblouku
BD, thel y je obvodovym thlem k vétSimu
obloukuBD=>a +y=180°=>y =180°-«a

y = 180° - 54° >  y=126°
Uhel B je obvodovym tihlem k vétsimu oblouku

AC, uhel 6 je obvodovym uhlem k menSimu
oblouku AC=+§=180°=§=180°-f

Obr. 11. 35

6 =180° - 94° = 6 =86°
Zkouska: a + f +y + 6 = 54° + 94° + 126° + 86° = 360°

11. 6. Goniometrie

Priklad 1: Z obrazku (Obr. 11. 36) je vidét, Ze zname dvé
strany trojuhelnika a tihel jimi sevieny =
pouzijeme kosinovou vétu

9 30 c?=a*+b*—2ab *cosy
548 376 m > =548>+376> -2 * 548 * 376 * cos 79,5°
c=605m

Tunel je dlouhy 605 metr.

Obr. 11. 36
Ptiklad 2: Na obrazku (Obr. 11. 37) mame dva pravouhlé
trojuhelniky. V obou zname thel a odvésnu
S k tomuto thlu protilehlou. Vypocitat pottebujeme
5 odvé€snu k thlu pfilehlou = pouzijeme funkci
’ 62° 5288 tangens.
2500 2500
2500 tg 25° = S tg 25° =
1 S2
2500 2500
51 = Sy =
tg 25° tg 62°
Obr. 11. 37 51 =5361m S =1329m

Vzdalenosti jest¢ musime odeCist = s =s; - S,
s=4032m

Mezi dvéma meéfenimi letadlo ulet€lo vzdalenost 4 032 metra.
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Priklad 3:

Méme zadané dva pravouhlé trojuhelniky

(Obr. 11. 38), ve kterych zname thel a délku
spole¢né odvésny (Sitka feky) - k tomuto uhlu
prilehlé. Dokazeme vyjadiit délku protilehlé
odvésny. Délku spoleéné¢ odvésny dame do

v+12

v .
rovnosti.
tg 7°15 =2 tg8°40" = 2
9 d 9 d
_ v _ v+2
Obr. 11. 38 tg 7,25° tg 8,67°
v v+12

tg 7,25° tg 8,67°
v *tg 8,67°= (v + 12) * tg 7,25°
0,1525v=(v+12) *0, 1272
v=060,33m

60,33
> d=747m
tg 7,25°

v dosadime = d =

Reka je $iroka 474 metry.

Priklad 4:

Vypocet zacneme tim, ze urCime velikosti dvou vnitinich uhla trojihelniku 4ABD.

(Obr. 11. 39)
Dy C |« ABD| = 180°-50°=130°
\ |« DAB| = 180° - (20° + 130°) = 30°
203 40m
50° s Nyni zname dva vnitini thly trojihelniku a stranu
# proti jednomu z nich = pouzijeme sinovou vétu
40 d 40 * sin 20°
s - = = v
sin30° sin20° sin 30°
# d=27.4m
A
Obr. 11. 39

Reka je $iroka 27, 4 metru.
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Priklad 5: (Obr. 11. 40)
K Mame zadané vSechny tfi strany
trojuhelniku — chceme zjistit

velikost jednoho vnitiniho uhlu

39m
=  pouzijeme kosinovou vétu

c?=a’+ b’ —2bc *cosy
a® + b2 - c?

= cosy = obe

2 2_n02
Obr. 11. 40 cosy = 101%+128%-39
2 %101 %128

Velikost zorného thlu je 14° 13",

Piklad 6:  (Obr. 11. 41)

P
- —
-

125m “Hﬁh

{ 205 ~
60° A M
L Obr. 11. 41
|AL|=?
Nejprve dopocitame zbyvajici vnitini thel: [XAPL| = 180° - (60° + 20°)
|<APL| = 100°

125 |AL|

Nyni mizeme pouzit sinovou vétu: — -
sin20° sin100°

125 * sin 100°
|AL| =

sin 20°

|AL|=360 m

Vzdalenost AL stanovisté 4 od levého okraje L hranice LP je 360 metru.
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11. 7. Komplexni ¢isla

Priklad 1:

|a|=\/(§\/§)2+(1\/§)2 R R e L

9 3

T e— = *—:
cosa ol = 3 i
3 = a=315°=
a, —3V2 7V2 . 3 V2
sina=—=——=—— % —=——
lal = 3 14 2
14 oL . o
= a=— (cos 315° +isin 315°)
Priklad 2:
_ 2 3m | 7m 3m | 7m\]| _ 2 or or
a*b—3*;*[cos(7+4)+Lsm(4+7)]—§*(cos—+t n—)
% 2% o ST _ 2 4 Ty oiein®)=2x
a*b 3 (cos + isin ) 3 (cosz+lsm2) 3 0+ix1)
a*b=§i
2 9 2 2
w« po2, (Y2, V2 V2_oV2\_2 (_2,.2,.2_ .22
= a*b 3*( 2+l2)*(2 lz) 3*(4+l4+l4 14)
« p—2 (21p;4 1
a*b=2x(-1+i+3)
a*h=2i
3
=>3*(cos—+lsm )*g*(cos%ﬂ+isin%n)=
V2 2 2 V22 2 2 2
—2x (Y2 YZ) % Z Yo _ s MeY__fx (242 25 _ 2 ;2
3 ( +i 2) 9*(2 lz) 3(4+4l+4l l)
_ 2% (——+l+l —2;
3 2) 3!
Priklad 3:
%=cos(675°-945°)+isin (675° - 945°) = cos (- 270°) + i sin (- 270°)
a a
—=cos 90° + i sin 90° > —=]
b b
2 V2 V2. 2
a=—-—i— b=-——-i—
2 2 2 2
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miry)

N V2.2 N 1 21 1. 1
a_ 7ty T Tly % P S 2 _ 2z '3 _ i
b V2.2 Z .z vz 2 T_ ;21 1,1 1
—— =i —+i— - 2 2
2 2 2 2 2 2
a .
—=]
b
Ptiklad 4:
Vtomto piipadé¢ ¢islo a neodpovidd predpisu komplexniho ¢isla

v goniometrickém tvaru: a = |a|(cosa + isina) = musime nejprve ¢islo a upravit tak,
aby pfedpisu odpovidalo = vyuzijeme toho, ze funkce sinus je lichd =
- sin a = sin (- a) a funkce kosinus je suda = cos a = cos (-a)

= a=3%* (cos 60° -isin 60°) =3 * (cos (- 60°) + i sin (- 60°))
a =3 *(cos 300° + i sin 300°)

Jesté ptevedeme velikost thlu v ¢isle b do stupnové miry (nebo naopak a do obloukové

1
b= 2 * (cos 210° + i sin 210°)
Nyni uz miizeme pouzit vzorec pro soucin komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
a*b=3 * % [cos (300° + 210°) + i sin (300° + 210°)]

a* b=2 % (cos 510°+isin 510°) == * (cos 150° + i sin 150°)

Priklad 5:
a’,a=3* (cos 210° + i sin 210°)
a’=3%*(cos 5 *210° +isin 5 * 210°) = 243 * (cos 1050° + i sin 1050°)

(3-4)

@ =243 * (cos 330° + i sin 330°) = 243 *

s (21

S a5=35% (—?—i1)5=-243 * (§+l§)
3

2
() +5+ (D)« G)+10 (D) +10v (DG
+5*§*(1i)4+(1i)5
2 2

2

Zkouska:

5

(F+i9)- )
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5

(£+il)=ﬁ+5*i*li+10*£*(_1)+10*§*(_li)+£*i+ii=
2 2 32 16 2 8 4 4 8 2 16 32
_ 93 45, 303 30, 53 1,
32 32 32 32 32 32
V3 1\° V3 1
(T+i3) =—F+5
= a5—-243*(—ﬁ+li)=243A(£—3i)
2 2 2 2

Priklad 6: ¥ +64=0
X’ =-64

x| =0 + (—64)2 = 64

X1 —64
cosaq=—=—-=-]
x| 64
a=T1
. X2 0
sima=—=—=0
x| 64

3 m+2km . . mt2km
:>xk=\/64*(cos S tisin— )

x0=4*(cos§+isin§)=4*(%+i§)=2+2\/§

X, = 4% (cos ”J;ﬂ+i5in"+:") =4 * (cosm+isinm)=4*(-1+01i)=
=-4
x, =4 % (cos "":m isinn+:”)=4 * (coss?ﬂ+isin5?n)=4 * G—i §)=
=2-23

Priklad7: x’=-4+4i+3

| x| =J(—4)2 + (4\/§)2 =V16+ 16 *3=/64=38

X -4 1

cosqg =—=—=—=

[x|] 8 2
a=120° =

. X, 43 /3

singqg =—=——=—

|x] 8 2

98



a+2km
Dosadime do vzorce x; = +/|x| * (cos
U z

2 2
5 -n+2km .. Tm+2km
= x, =V8* cos3T+Lsm3T

2T 21

5 3 .. 3 5
Xo=V8* cos%+15m% =8

2T

5 ?+271' L. 2 iom
x1 =V8*| cos c— tisin

3

5 81 . . 8m
= 8*(cos—+15m—)
15 15

5 " Z?”+41't L Z7”+41't
X, =V8 *| cos s +isin

*

n “*j""), ke€f0,1,2..,n—1}

21 . . 2T
(COS— +1sin —)
15 15

2T+6T 2m+6T

5 . .
V8 * | cos ; + i sin ; =

2m+121 2m+121

5 8 14m . . l4m
=4/8 * (cos—+ lSlTl—)
15 15

2ﬂ+6n 2T
5 3 .. 3
X3 = V8 * cos35 + isin-

5 20m ..
=38 * (cosE+Lsm

2m+18T 2m+18T

5 ..
= 3/8 * cos%+zsm%

201 5 41T . . Am
E) =38 * (cos?+ lSlTl?)

2—n+87'r 2—n+87'r

3

5 . .
x, = /8 * cos35 +isin

2TT+24T1 27T+24T1
5 . . - 2
=38 * cos%+t5m%

5 8 26T . . 26T
=4/8 % (cos—+ i sm—)
15 15
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Zavér
V bakaléiské praci se mi podafilo nalézt odpoveédi na vétSinu otdzek, které jsem si
polozila.

Na otazku, kdy nasi predkové ,,objevili* uhel, je mozné odpovédét v podstaté pouze na
zékladé¢ domnének. Z doby, kdy k tomu, s nejvétsi pravdépodobnosti, doslo (doba kamennd)
neexistuji zadné zaznamy. Nemame tedy zadny dikaz o tom, Ze to tak opravdu bylo. Pouze
tedy predpokladdme, Ze takovy vyvoj byl nevyhnutelny. Aktivné pak lidé s tthly nepochybné
museli zacit pracovat v dobé¢, kdy opustili jeskyné a byli nuceni zacit vymétovat pole, silnice a
stavét obydli. Aby jim mohla byt spravedlivé vyméfena dan, musely byt jejich pozemky
zakresleny. Tam jiZ je nepochybné, ze byl thel béZzné uzivan. Potvrdila se mi ma domnénka, Ze
k hlavnimu pokroku ve znalostech a vyuzivani thlu doslo v souvislosti s rozvojem astronomie
a potfeby navigace. Diky velkému tlaku na potteby presnéjSiho méteni thlt doslo k popsanému
vyvoji stale dokonalejSich pfistroji az k soucasnym elektronickym.

Ve vsech, na Zékladni Skole bézn¢ uzivanych, ucebnicich, je uhel zaveden stejnym
zpiisobem — je vymezen dvéma polopfimkami se spolenym pocatkem. V podstaté jedinou
odchylkou je ucebnice pro Gymndzia, ve které je uhel definovan jako priinik polorovin
(konvexni thel) nebo sjednoceni polorovin (nekonvexni thel).

Rozdé€leni uhla podle velikosti je, myslim, vSeobecné zndma skutecnost.
K ptekvapivému zjisténi jsem dospéla u dvojic thla. V naprosté vétsiné ucebnic jsou dvojice
souhlasnych a stfidavych uhli definovany pomoci dvojice rovnobéznych (a jedné s nimi
riznobézné piimky). To je vSak pouze zvlastni ptipad. Ve skuteCnosti tyto dvojice uhla
najdeme u kazdé trojice navzdjem rtiznych riznobéznych ptimek (které netvoii svazek). Tyto
uhly jsou stfidavymi nebo souhlasnymi, jen nemaji stejnou velikost. Protoze jsou ale takto
definované uhly téZko vyuzitelné k vypoctim, uvadi se v uCebnicich vétsinou definice prave
pomoci rovnobézek.

Novym ,,objevem* pro mne byly také uhly doplitkové, vyplitkové, sty¢né a ptilehlé. Asi
proto, Ze ani s t€émito poznatky se v bézn¢ uzivanych ucebnicich nesetkavame.

Velmi mne zaujala kniha (romén mnoha rozmérit) Plochozemé. Poskytuje netradi¢ni,
zajimavy a humorny nahled do svéta rovinnych ttvarti. Nejsem si jista jednim pojmem. Asi
bych misto Pfimky volila oznaceni Gisecka. Mozna doslo k nepfesnosti prekladem, mozna to tak
opravdu mélo byt. Kniha je ale opravdu velmi zajimava. Mohu ji vSem viele doporucit.

Jsem velmi rada, Ze jsem si pfi psani této prace prostudovala spoustu materiala — jak
historickych, tak soucasnych. Zcela jist¢ me to posunulo o stupinek dale a az pii vyuce narazime
na téma uhll, budu ji moci obohatit o zajimava fakta (nejen z déjin matematiky), ktera se casto
opomijeji. Pro déti jsou ale urcité zajimava.
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