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Abstrakt: Problém nejmensich ¢tverct (dale jen LS problém) je aproximacni tiloha
reseni soustav linearnich algebraickych rovnic, které jsou z néjakého divodu za-
tizeny chybami. Existence a jednoznacnost feseni a metody TeSeni jsou zndmé
pro riizné typy matic, kterymi tyto soustavy reprezentujeme. Typicky jsou matice
ridké a obrovskych dimenzi, ale velmi ¢asto dostavame z praxe i tilohy s maticemi
o proménlivé hustoté nenulovych prvki. Témi se mysli fidké matice s jednim nebo
vice hustymi radky. Zde rozebirame metody reSeni tohoto LS problému. Obvykle
jsou zalozeny na rozdéleni tilohy na hustou a fidkou ¢ast, které resi oddélené. Tak
pro Tidkou c¢ast muze prestat platit predpoklad plné sloupcové hodnosti, ktery
je potfebny pro vétsinu metod. Proto se zde specidlné zabyvame postupy, které
tento problém Tesi.
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Abstract: The Least-Squares problem (LS problem) is an approximation method
for solving a system of linear algebraic equations which are burdened with errors
for many reasons. The existence and uniqueness of solutions and LS methods for
those solutions are available for different types of matrices that represent these
systems. Matrices are typically huge and sparse, however, many practical appli-
cations generate sparse-dense matrices - known as sparse matricies with one or
more dense rows. We focus on LS methods for this type of LS problem. These are
usually based on splitting matrix to sparse and dense part and dealing with both
of them separately. Therefore basic assumption of full column rank of the sparse
part which is needed for most LS methods doesn’t have to hold. We specifically
address the procedures that solve this problem with non-regularity.
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Uvod

V praxi se casto setkdvame s potiebou fesit soustavu linearnich algebraic-
kych rovnic, kterd je, napr. dusledkem nepresnosti v méreni, zatizena chybami.
Tuto tlohu nazyvame problém nejmensich ¢tverct (téz LS problém, z anglického
terminu Least Squares Problem) a reprezentujeme ji maticové ve tvaru

min |Az —b||,, kde m,neN,m>n, Aec R™" beR", =€ R"

Diky vyspélejsim modernim technikam dokazeme pracovat s obrovskym mnoz-
stvim dat, a proto jsou stale Castéjsi tlohy s rozsahlou matici A. Pro zaruceni
efektivity vypoctu feSeni musime zohlednovat strukturu matice. Typicky se se-
tkdvame s fidkymi maticemi. Protoze ale tato klasifikace neni striktné dana nebo
ji vyhovuje pouze ¢ast soustavy, jsou bézné i matice o proménlivé hustoté ne-
nulovych prvki. Témi se mysli fidké matice s jednim nebo vice hustymi radky.
Ulohu s takovymi maticemi nazjvaime kombinovany ¥dky-husty LS problém a
zapisujeme ji jako

AS bS AS
Az) " \ba Ag

min
X

kde A= < ) , Ag e R™="" Ay € R™*™,

)
2

b= (bs> , by € R™, bg € R™,
ba

m=mg+mg, mg=>mn, mg=> 1.

Tato prace se zabyva fesenim kombinovaného ridko-hustého LS problému.
Nejdriv vsak ¢tenare seznami s existenci a jednoznacénosti feseni LS problému a
s primymi metodami LS TeSeni s malou a hustou matici. Diraz je kladen spise
na numerické vlastnosti a aplikaci metod nez na detailni odvozeni. Nasledné text
popisuje modifikace pfimych a iteracni metody pro LS problém s velkou a ridkou
matici. Ukazuje se, Zze optimalni je vhodné kombinace primé a iteracni metody,
typicky pak itera¢ni metoda predpodminéna néjakou netiplnou faktorizaci.

V kapitole 2 jsou popsany tii specidlni metody feseni kombinovaného ridko-
hustého LS problému, tj. metoda Aktualizace feseni, metoda kombinace predpod-
minéni fidké a husté ¢asti a metoda Schurova doplinku. Navic je zde rozvedena
znamé technika stretchingu (z anglického terminu stretching), ktera je velmi po-
uzivanym nastrojem pro zachazeni s nezadoucimi hustymi radky. Spociva v pre-
usporadani nenulovych prvka husté ¢asti Ay tak, aby doslo ke ziidnuti a zvétseni
celé matice.

Specialni pozornost je pak vénovana pripadu, kdy matice fidké ¢asti A, nespl-
nuje predpoklad plné sloupcové hodnosti kvili pritomnosti nulovych sloupct. Ty
zpusobi potize v prubéhu kazdé z doposud zminénych metod, a proto je potieba
bud do metod zahrnout néjaky dalsi osettovaci krok nebo aplikovat tiplné jiny po-
stup. Takové modifikace jsou shrnuty v kapitole 3, kde jsou predstaveny blokové
predpodminénd metoda s ¢astecnym stretchingem, metoda Schurova dopliku s re-
gularizaci a metoda Kombinace ¢aste¢nych feseni. Numerické experimenty prace
se vénuji pravé témto metodam a jejich zavislosti na tloze, volbé parametri a
nulovych sloupcich.



1. Uvod do problému nejmensich
ctvercu

Jednou ze zédkladnich tiloh numerické linedrni algebry je feseni soustavy linear-
nich algebraickych rovnic. Takovou soustavu lze maticové reprezentovat ve tvaru
Az = b, kde bez jmy na obecnosti budte m,n € N,m >na A€ R™" be R™,
x € R". Je-li matice A ¢tvercova a regularni, tedy s plnou sloupcovou hodnosti,
existuje TeSeni této soustavy, které je navic jednoznacné.

Problém nejmensich ¢tverct (déle jako LS problém, z anglického terminu Least
Squares Problem) je matematicko-statistickd metoda zabyvajici se aproximacni
ulohou Az =~ b. Ve statistice je tato tloha, predstavujici aproximaci danych
hodnot primkou, nazyvana linedrni regrese, ale s jeji obdobou ¢i modifikaci je
mozné se setkat i v jinych aplikacich, kde ma své specifické nazvy a postupy
feseni. LS problém obecné vyvstava z praxe z potieby adaptace matematického
modelu odpovidajicitho matici A na namérené hodnoty vektoru pravé strany b,
které zpravidla obsahuji chyby zptisobené neptresnostmi v méreni nebo vypocty
v konecné aritmetice. Bézné se vliv téchto chyb snizuje pomoci vétsiho poctu
pozorovani nez je neznamych proménnych. Potom tedy plati m > n a uloha se
nazyva preurc¢end. Vektor z, ktery minimalizuje normu rezidua r definovaného
predpisem r = b — Ax, se nazyva reSeni tlohy ve smyslu nejmensich ¢tvercu.

Definice 1 (Problém nejmensich ¢tverci). Budte A € R™*™, b € R™. Problémem
nejmensich ctverci je nazjvdna uloha urcent vektoru x € R™ takového, Ze plati

mifn IIf]] za podminky Az =0+ f.
Casto se setkdme s formulaci LS problému jako tlohy uréeni vektoru « € R”
splnujiciho v Eukleidovské normé

mxinHA:c—bHQ. (1.1)

Mnoho metod, které LS problém fesi, vychazi z ekvivalentni charakterizace
pomoci soustavy normalnich rovnic. Toto shrnuje nasledujici véta, jejiz dikaz je
k nalezeni v [10].

Véta 1. Necht A € R™ ™, b € R™. Potom x je resenim problému nejmensich
ctvercu prdave tehdy, kdyz je resenim soustavy normdlnich rovnic,

AT Az = A"b, (1.2)

Pozndmka. LS problém lze ekvivalentné definovat v oboru komplexnich ¢isel, tim
se ale prace zabyvat nebude. Je vhodné také zminit, ze existuje i obecnéjsi varianta
LS problému, tzv. problém tplnych nejmensich ¢tvercu (déle jako TLS problém,
z anglického terminu Total Least Squares Problem), ktery je v .mnoha ohledech
velmi odlisny od LS problému a jeho podrobny popis je nad ramec této prace.
TLS problém uvazuje chyby nejen ve vektoru pravé strany b, ale i v samotném
modelu, tj. v matici soustavy A. Ve statistice se takova tloha nazyva ortogondlni
regrese. Vice se jim zabyva napf. [24] nebo [25].
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V nasledujicich podkapitolach jsou shrnuty teoretické vlastnosti maticového
LS problému (1.1). Predevsim tedy existence a jednoznacnost reseni a metody
reseni. Nejdrive bude diskutovan pripad, kdy je matice soustavy A relativné mala
a je mozné o ni uvazovat jako o matici husté. Pozdéji bude uvedena teorie uvazu-
jici matici A, kterd je velka a ridka. Takto se prace postupné dostane k maticim
s proménlivou hustotou nenulovych prvki v fadcich, coz je hlavnim tématem.
Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, predpokladejme od nynéjska, ze matice A mé
plnou sloupcovou hodnost, tj. necht rank(A) = n.

1.1 Existence a jednoznacnost LS reseni

Existence LS feSeni (déle téz jako feSeni LS problému) se da ukdzat pomoci
rozkladu pravé strany b = Ax + r do dvou ortogonalnich komponent

Az € R(A), reN(AD)

a vyuzitim faktu, Ze nejlepsi aproximace vektoru pravé strany b je jednoznacné
dana ortogonalni projekci bz 4y do prostoru oboru hodnot R(A). Piesné odvozeni
lze nalézt v knize [10], odkud jsou prevzaty i nasledujici dvé véty.

Véta 2 (Existence LS feseni). Necht A € R"™*", b € R™. Vektor = je resenim
problému nejmensich ctverciu prave tehdy, kdyz

Az = b|r(a), 16— Az|| = [|b]arcary |-

Pokud matice A nemé plnou sloupcovou hodnost, potom LS feSeni neni jedno-
znacné. V takovém pripadé se za Teseni uvazuje to minimalni v norme, o kterém
lze dokazat, ze uz existuje pouze jedno.

Véta 3 (Jednoznacnost LS feseni). Necht A € R™ ", b € R™. Potom existuje
pravée jedno reseni x problému nejmensich ctvercu minimdlni v normé, které je
ddano vztahy

Ax = b‘R(A) a S R(AT).

1.2 Standardni metody reseni LS problému

Metody Teseni LS problému se obvykle déli do dvou zédkladnich skupin, pifimé
a iteracni metody. Kazda z nich obsahuje v praxi vice i méné pouzivané tesice,
které se aplikuji na rtzné typy LS problému. Volba mezi jednotlivymi skupinami
a jejich metodami je primarné zalozena na vlastnostech matice A. Nelze vsak
ale zanedbat ani vliv pocitacové architektury, kterd muze napt. nabizet moznost
paralelniho vypoctu. Déle je volba ovlivnéna ptivodem a strukturou matice, nebo
tfeba i jeji dalsi aplikaci a zpracovanim. Zde budou stru¢né popsany nékteré vy-
brané priklady. Diraz je kladen spise na chovani, numerické vlastnosti a rozdily



mezi metodami nez na jejich odvozeni a detailni popis.

Piimé metody jsou zalozZeny na rozkladu matice A a na jeho aplikaci, obvykle
ve formé substituci. Obecné plati, Zze tyto metody jsou vhodnéjSim néstrojem
pro malé a husté ulohy. Proto jsou i bézné v blokovych variantach klasickych
algoritmu. K hlavnim prikladim patii metody zalozené na QR rozkladu, Cho-
leského rozkladu, nebo Gaussové eliminaci, napr. Peters-Wilkinsonova metoda,
vypocet pomoci pseudoinverze z LU rozkladu nebo pomoci rozsitené matice sou-
stavy. V obecném pripadé, kdy nemusi byt splnén predpoklad plné sloupcové
hodnosti, se casto pouziva SVD rozklad. VsSechny tento text pozdéji probere.
Nutno zminit, ze existuji tzv. ridké varianty nékterych téchto metod, které se po-
uzivaji jako tesice LS problému s velkou a ridkou matici nebo k predpodminéni.
Toto bude vice rozebrano v podkapitole 1.3.

Iteracni metody, které aproximuji presné LS feSeni diky postupnému vylep-
blému. A to nejen proto, ze mohou rychleji poskytnout alespon néjaky vysledek,
ale i kviili samotné praci s matici. Ta nemusi byt dana explicitné svou strukturou,
ale napriklad jen svym pusobenim na vektor, tedy jako operator. Do této skupiny
se Tadi nize rozebirané metody CGLS, LSQR a LSMR, ale i dalsi.

Rozdéleni primych a iteracnich metod podle jejich aplikaci neni striktni. Acko-
liv itera¢ni metoda muze zpresnit vysledek poskytnuty primou metodou, je velmi
casté, ze se prima metoda pouzije k zefektivnéni té iteracni. Toto vede k vseo-
becné rozsitené myslence, Ze v jistém smyslu nejlepsim LS feSicem je kombinace
primé a iterac¢ni metody.

1.2.1 Metody zalozené na Gaussové eliminaci

V prvni fadé se nabizi fesit LS problém pomoci Gaussovy eliminace, nebot
prave tak se resi klasické soustavy algebraickych rovnic. Predpokladame zde, ze
¢tenar je obeznamen s obecnymi vztahy propojujici Gaussovu eliminaci s LU roz-
kladem ¢i jeho specidlnimi variantami. Zde budou vice rozebrany tii varianty
tohoto postupu, tj. Peters-Wilkinsonova metoda, vypocet pomoci pseudoinverze
z LU rozkladu a transformace na rozsitrenou matici soustavy.

Definice 2 (LU rozklad). Necht A € R™ ™ je reqularni matice. Rozklad tvaru
A=1LU,

kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednotkovou diagondlou a U je horni troj-
thelnikovd matice, je nazyvdn LU rozkladem matice A.
1.2.1.1 Peters-Wilkinsonova metoda

Peters-Wilkinsonova metoda je zalozena na LU rozkladu provadéného Gaus-
sovou eliminaci s ¢astecnou pivotaci, tj.

1, AT, = (ﬁ;) = LU = @) U,

kde Ly € R™™ je jednotkova dolni trojuhelnikova, U € R™™ je nesingularni
regularni) horni trojihelnikova a matice Iy, Il, reprezentuji ¢astecné pivotace.
gularni) horni trojihelnikova tice 11y, 11 tuji castecné pivot



Céstecna pivotace Ffadkt neni nutnd, ale mize se tak ziskat dobfe podminény
faktor L. To byva pro stabilitu vypoctu a feseni podstatnéjsi nez vypocetni na-
rofnost samotné pivotace. LS problém (1.1) pak pfejde na tvar

mylnHLy—bQ, Uz =y,
kde # = %2, b = IL1b, viz [4]. ReSeni tohoto problému lze potom jiz snadno a
bez vyznacné ztraty na presnosti obdrzet ze soustavy normélnich rovnic

LTLy = L"b.

Lze ukazat, zZe tento postup je stabilnéjsi nez reseni soustavy norméalnich rov-
nic (1.2) pravé diky vlastnostem LU rozkladu. Navic pokud nebude nutné, nebu-
dou zde diskutovany konkrétni perturbacni a stabilitni odhady, tykajici se téchto
problémii a prislusnych algoritm.

1.2.1.2 Pseudoinverze

LS feseni 1ze explicitné vyjadrit pomoci tzv. pseudoinverze. Tento pojem je
definovan vice zptusoby, ale nejbéznéji se pouziva v nasledujici smyslu.

Definice 3 (Pseudoinverze). Pseudoinverze obecné obdélnikové matice Y € R™*"
se definuje jako matice X € R™™ takovd, Ze

XYX =X, YXY =Y,
kde matice Y X, XY jsou ortogondlni.

Pro regularni matici Y, zjevné plati X = Y 1. Zde proto bude pseudoinverzi
myslena matice X takova, ze LS TeSeni je dano jako Xb, coz pro regularni matici
soustavy odpovida vektoru A~'b.

Bud stiale A € R™™ ¢tvercova regularni matice. Pak ji 1ze obecné rozlozit
na tvar A = BC, kde B,C € R™" a rank(B) = rank(C) = n. Z definice
LS feseni minimalizuje reziduum, a tedy plati ortogonalita

AT(b— Ax) =0, (1.3)

ze které primo vychazi charakterizace LS problému pomoci soustavy normélnich
rovnic (1.2). Pak néasledujicimi tpravami plyne z (1.3) explicitni vyjadieni LS Te-
seni x.

ATAz = ATy < COT'BTBCz = CTB™b,
&  Cr=(B"B)"'B"b.

Odtud plyne, ze LS feSenf lze zapsat ve tvaru z = CT(CCT)~1 (BT B)~' BTb.
Toto odvozeni je prevzato z [27], kde je i dokdzéno, Ze vektor z je LS TeSeni
minimalni v normé a je jednoznacné. Matice pseudoinverze je potom tvaru X =
ctcety-Y(BTB) BT,

Clanek [27] navic ukazuje, Ze matice X je nezavisld na volbé matic B, C, a
proto lze vhodné polozit B = L, C = U, kde L,U jsou faktory z LU rozkladu.
Pti této volbé jsou bézné nutné radkové pivotace, diky kterym je mozné zarucit,
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aby matice L byla dobre podminénd. Mozna Spatnd podminénost matice A se tedy
prenasi pouze do matice U. Diky predpokladu plné sloupcové hodnosti se ale daji
virazy UT(UUT)™! a (LTL)™'LT zredukovat. Explicitn{ vyjddieni LS feSeni tak
prejde na jednodussi tvar, tj.

r=U"L"LUUN) ' LYY < x=U"'L7'b

Vliv Spatné podminénosti tilohy se diky této redukci nepropaguje. LU rozklad
matice provadény Gaussovou eliminaci s ¢astecnou pivotaci je podminéné zpétné
stabilni a vyzaduje %n?’ operaci. Je tedy obecné stabilnéjsi, ale drazsi nez napft.
Choleského faktorizace téz pouzivand pro reseni LS problému. Ta je vice disku-
tovana v sekci 1.2.3.

1.2.1.3 Rozsifena matice soustavy

LS problém (1.1) 1ze charakterizovat pomoci rozsifené matice systému, viz [4],

[ 0) ()= 6) -

Tato ekvivalence je snadno vidét po jednom kroku blokové eliminace, ktera

(1.4) prevadi na tvar
I A v\ b
0 —ATA) \z)  \-ATp)"

Soustava (1.4) je ¢tvercova, symetrickd a regularni. Pokud A # 0, pak je
soustava navic indefinitni. ReSeni soustavy je zavislé na vhodné pivotaci, ale i
pri pouziti tzv. Bunch-Kaufmann pivotace, ktera se bézné aplikuje, byva dosazeni
vysledku zna¢né narocné, casové i vypocetné. Soustava je obtizné TeSitelna, i
pokud je matice A faktorizovana QR rozkladem, viz sekce 1.2.2. LS TeSeni jde
potom explicitné vyjadrit pomoci

<Z;> = QTbv Rz = d17 r= Q <§2> )

kde r = y = b— Ax. Tento postup muze byt atraktivni, pokud je obecny indefinitni
resi¢ k dispozici.

1.2.2 Metoda zaloZzena na QR rozkladu

LS problém je ortogonalné invariantni tloha diky Eukleidovské normé, a je
proto mozné ho vhodné reformulovat za pouziti ortogonalni matice @) z QR roz-
kladu.

Definice 4 (QR rozklad). Bud A € R™" obecnd obdélnikovd matice. Rozklad
tvaru
A=QR,

kde Q € R™ ™ je matice s ortonormdlnimi sloupci, tj. QTQ = I, a R € R™"
md vsechny prvky pod hlavni diagondlou nulové, tj. R = [r;j|,r;; = 0 proi > j,
se nazyvd QR rozklad matice A.



QR rozklad existuje pro libovolnou matici a predpoklad plné sloupcové hod-
nosti zajistuje jeho jednoznacnost v pripadé zafixovani znamének diagonalnich
prvki matice R. V pripadé, ze rank(A) < n nebo se A takové matici blizi, jsou
nasnadé jisté radkové permutace aplikované na matici A, pomoci kterych lze
QR rozklad také urcit jednoznacné.

Pro tento odstavec bud LS problém (1.1) uvazovan v matematicky ekvivalent-
nim tvaru

min HQT(AQ: - b)’

2 Y
kde QT € R™ ™ je ortogonalni matice. Nasledujici dpravy transformuji (1.1)
na tlohu

min [|b— Az| = min [b — QRz| = min |Q"b — Rx|| = ()"0, (1.5)

kde Q = [q1, s Qs Gty - - @] = [Qm, @], viz [10]. Plati, Ze ndsobeni orto-
gonalni matici lze provadét pomoci zpétné stabilniho algoritmu a navic vznikla
tloha (1.5) by méla byt snadnéji Tesitelna.

Tuto faktorizaci 1ze aplikovat vzdy, ma-li matice A dobfe uré¢enou numerickou
sloupcovou hodnost, tj. je-li splnéno

kde o1(A), resp. 0, (A), znaci nejvétsi, resp. nejmensi, singularni ¢islo matice A
a ¢ strojovou presnost, viz [10].

Numerické vlastnosti vypoctu QR rozkladu jsou klicové pro celkové tfeseni
LS problému. 7Z definice rozkladu plati, ze faktor R ma stejnd singularni ¢isla
jako matice A, ¢ehoz se da dobte vyuzit pii numerické analyze nebo dalsich vy-
poctech. Ditkaz existence tohoto rozkladu, k nalezeni v knize [4], zase ukazuje, ze
vypocet je provadén pomoci ortogonalnich transformaci. Aplikaci téchto trans-
formaci na matici A lze ziskat numericky stabilnim zpusobem matici v predem
zvoleném tvaru. Zde tedy horni trojuhelnikovou matici R. Jednim z nejranéjsich
zastupct téchto ortogonalnich transformaci jsou Householderovy reflexe, které
spocivaji v zrcadleni vektoru podle nadroviny. Jejich odvozeni lze najit napriklad
v [20] nebo [4]. Ve stejnou dobu byly také predstaveny Givensovy rotace, viz [15],
které z geometrického pohledu predstavuji otoc¢eni vektoru o néjaky thel. Vypo-
cet QR rozkladu pomoci nékteré z téchto transformaci je zalozen na postupné
aplikaci reflexe nebo rotace na matici A, tedy

Py PPA = (13“) Q=(P.- PP) =PP- P,

kde kazda z matic P, i € {1,...,n}, nuluje urcitou ¢ast prislusného vektoru.

Vypocet pomoci Householderovych reflexi vyzaduje pro obdélnikovou matici
n?(m — %n) operaci, vypocet pomoci Givensovych rotaci vyzaduje dvakrat tolik.
Oba ptistupy jsou tedy srovnatelné s metodou zalozenou na Choleského rozkladu,
rozebranou v sekci 1.2.3. Pokud vsak plati, ze m > n, pak je QR rozklad dvoj-
nasobné vypocetné drazsi.

Poslednim zminénym zptisobem vypocétu QR rozkladu je Gram-Schmidtav
ortogonaliza¢ni proces vyzadujici mn? operaci. Hlavni nevyhodou tohoto pro-

cesu muze byt znacnd ztrata ortogonality v aritmetice konecné presnosti, tj.
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HQTQ -1 HF =~ k2e. U Householderovych reflexi i Givensovych rotaci se ztrata
ortogonality drzi na trovni strojové presnosti €. Neni vSak pravda, ze je Gram-
Schmidttiv proces kvili tomuto nepouzitelny. Plati ale, ze klasicky algoritmus
neni vhodny pro feseni LS problému, ackoliv je 1épe paralelizovatelny. Jeho mo-
difikovana rekurzivni varianta (dale jako MGS, z anglického terminu Modified
Gram-Schmidt algorithm) aplikovana na matici (A,b) je numericky zpétné sta-
bilni algoritmus, a tedy nepodléha tolik vlivu zaokrouhlovacich chyb. Pro MGS
lze ukazat, ze HQTQ -1 HF = ke, a dokonce bylo experimentalné ukazano, ze dava
o néco presnéjsi vysledky nez jiné ortogonalni metody. Spekuluje se, ze to miize
byt zplisobeno necitlivosti MGS na radkové permutace ¢asto potiebné pii vypo-
¢tech rozkladu.

Ackoliv existuji novéjsi implementace téchto algoritmi vhodné vyuzivajici po-
¢itacovou architekturu a paralelismus, tedy i blokové a jiné hybridni varianty, stale

Vv

resi¢iim.

1.2.3 Metoda zaloZzena na Choleského rozkladu

Charakterizace LS problému (1.1) pomoci soustavy normélnich rovnic z Véty 1
dobte poslouzi k odvozeni dalsi skupiny metod, které jsou vhodné pro soustavy
se symetrickou pozitivné definitni matici. Charakterizace (1.2) je snadnymi tpra-
vami preveditelnd na ekvivalentni tvar (1.5) a TeSeni lze vyjadiit explicitné rov-
nosti

z = (ATA)"1 AT,

Velkou vyhodou tohoto postupu miize byt zmenseni celé tlohy, pokud m > n
a n je malé. V opatném piipadé je mozné nasobit transponovanou matici AT
zprava. Pokud je i pfesto matice soustavy velkd, vyuziva se blokovych algoritmi.
Navic ze symetrie sta¢i ukladat pouze horni nebo dolni trojihelnik matice AT A.
Timto se pamé&tova naroc¢nost vypoétu vyrazné snizuje. Matici A7 A a novou pra-
vou stranu ATb lze obdrzet v %n(n + 1)m + mn krocich. Casova narocnost je
ovlivnéna sloupcovou nebo fadkovou reprezentaci matice AT A a vektoru ATb. Je
nutné mit na paméti architekturu pocitace, aby nedochazelo k opakovanému pro-
chéazeni sloupci nebo pripadnému nahlizeni do sekundérniho ulozisté. Jiz bylo
zminéno, ze matice nemuseji byt nutné ukladany po prvcich, ale jako néjaké
funkce. V takovych pripadech je prochazeni o to drazsi. V praxi se této teorie vy-
uziva pro vyvoj iteracnich metod, napt. CGLS, CGNR nebo CGNE, které matici
soustavy AT A explicitné nekonstruuji.

Choleského rozklad je typickym nastrojem pro primou metodu resici LS pro-
blém ve tvaru (1.2). Jde o rozklad tvaru A = LL”, ktery je roven LU rozkladu
pro symetrické a pozitivné definitni matice. Jeho odvozeni a ditkaz nasledujici
vety je k nalezeni v [10].

Véta 4 (Choleského rozklad). Pro kazdou symetrickou pozitivné definitni ma-
tici A existuje jednoznacny rozklad

A=LL",

kde L je dolni trojuhelnikova matice s kladnymi proky na diagondle.



Ziskat takovy rozklad lze bezpodminecné zpétné stabilnim algoritmem bez po-
treby pivotaci, ovsem pouze ma-li matice A plnou sloupcovou hodnost. Choles-
kého rozklad vyzaduje %mn2 + %n?’ + O(mn) operaci, a fadi se tak k méné casové
narocnym metodam. Vypocet LS feseni potom probihé ve dvou krocich, jez v kaz-
dém z nich se fesi trojihelnikova soustava, konkrétné

LTz = AT a La= z. (1.6)

Numerické Teseni je znacné ovlivnéno faktem, ze podminénost soustavy mize
rust kvadraticky vici puvodni, nebot

K(ATA) = [x(A)],

a tedy propagace zaokrouhlovacich chyb miize vést k znehodnoceni vysledku.
Nékdy je mozné zvolit parametrizaci, a tim se vyhnout Spatné podminéné loze.
Obecné ale tento postup neni vhodny pro Spatné podminéné matice a bezpecné
ho Ize aplikovat pouze, pokud x%(4) < % Proto neni tato metoda zpétné stabilni.

1.2.4 Metoda zalozenia na SVD rozkladu

Ackoliv je singularni rozklad matice bez diskuze nejmocnéjsim a nejvice fika-
jicim rozkladem, nebude vzdy vhodnym néstrojem pro feseni LS problému. Jeho
hlavni sila spociva v aplikovatelnosti na matice, které nesplnuji zatim tak po-
tfebny predpoklad plné sloupcové hodnosti nebo jsou spatné podminéné. Obrov-
skou nevyhodou je vSak jeho vypocetni narocnost, a tak je prihodnym pro reseni
LS problému s malou, hustou matici soutavy. Nésledujici véta, prevzatd z [4],
popisuje Teseni obecného LS problému pomoci SVD rozkladu.

Véta 5. Bud nasledujici predpis obecny LS problém

| o
minflal,, 5= {x € R[]~ Az, = min},

kde A € R™" a rank(A) = r < min(m,n). Tato dloha md vzdy jednoznacné
resent, které za pouZiti ekonomického SVD rozkladu matice A = U, X, VI md tvar

_ S0P 0N, g
x_VT<O O)Urb—Ab,

kde AT je Mooreova-Penroseova pseudoinverze.

Stabilni algoritmus pro SVD rozklad vychazi z prevedeni matice A na horni
bidiagonalni tvar napt. Lanczosovym procesem. Efektivnéjsim je vsak algoritmus
od dvojice Demmel-Kahan, coz je v principu spojeni tzv. posunutého QR algo-
ritmu (z anglického terminu Shifted QR algorithm) a stabilni implementace s nu-
lovym posunutim, diky ¢emuz jsou singularni ¢isla bidiagonalni matice spoc¢tena
velmi presné a rychle. Diive se SVD rozklad pocital metodami Jacobiho typu. Ty
stale patii k nejpresnéjsim, ale pomalym metodam, viz [4]. Obecné je jakykoliv
postup vypoctu SVD rozkladu velmi pracny, a je proto ¢asto nahrazovan méné
vypocetné narocnym QR rozkladem se sloupcovou pivotaci. V sekci 1.2.2 jsou
shrnuty numerické vlastnosti QR rozkladu a lze tvrdit, ze se mize jednat také
o velmi mocny Tesic.
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1.3 Metody reseni ridkého LS problému

V podkapitole 1.2 byly rozebrany varianty metod, které jsou vhodné pro reseni
LS problému s malymi hustymi maticemi. V soucasné praxi se ale diky potrebam
aplika¢ni praxe i vyspélejsim technikdm pocita s obrovskym mnozstvim dat, a
tak pti jejich zpracovavani vznikaji velké a z principu nutné i fidké matice. Proto
museji algoritmy zohlednovat strukturu matice. V nésledujicich odstavcich jsou
rozebrany modifikace primych metod a iterac¢ni metody vhodnéjsi pro ridké vy-
pocty. Prace s fidkymi maticemi obecné vyzaduje vyuziti grafovych reprezentaci
a dalsich nastroju pro efektivni vypocty. Nékteré z nich jsou v praci rozepsany.

Pojem tidké matice byl uz nékolikrat zminén a zatim vzdy bez definice, ac-
koliv zni dosti intuitivné. Jedna se o takové matice, jejichz velka cast prvki je
nulovych. To je velmi vagni a nematematickd formulace. Konkrétnéji se vyjadril
J. H. Wilkinson v [37], ktery fidkou matici definoval jako libovolnou matici s do-
statenym poctem nulovych prvki, takze se toho vyplati vyuzit. Zohlednénim
ridkosti se zvysuje efektivita vypocti, nebof se ukladaji pouze nenulové prvky a
pouze s nimi se také pocita. Odtud pak také prameni snaha vyhnout se zaplnéni
matice, tj. vzniku novych nenulovych prvk.

Stale bud v nasledujicich ivahach v platnosti predpoklad plné sloupcové hod-
nosti. Pro tuto podkapitolu bud LS problém

min | Az — bl (L.7)

kde A € R™*" je velka a tidka, m > n, nazyvan ridky LS problém.

Jiz bylo zminéno, ze pro ridké matice jsou ukladany pouze nenulové prvky.
K efektivnimu ulozeni maticové struktury do paméti pocitace se obvykle pouzi-
vaji grafové reprezentace. V mnoha algoritmech lze na matici pohlizet nejprve
symbolicky (jako na elimina¢ni strom) a analyzovat tak problém dfive nez na-
stane krok numerického rozkladu (dale téz jako numerické faktorizace) a samotné
reseni ulohy.

Zésadnim krokem pro feseni fidkého LS problému je nalezeni vhodné permu-
tace takové, aby nedochazelo k zaplnéni, resp. jenom k minimalnimu moznému
zaplnéni matice. Tento krok je soucasti tzv. symbolické faktorizace a zac¢ina jim
jakékoliv teseni ridkého LS problému nezavisle na zvolené dalsi metodé. V praxi
jsou permutace zalozeny na pribliznych metodach (heuristikdch), nebot jejich
nalezeni pro tulohu reprezentovanou jako rozhodovaci kombinatoricky problém,
predstavuje NP-uplny problém. Tedy s nejveétsi pravdépodobnosti neexistuje so-
fistikovany robustni pfistup, ktery tlohu vyfesi v polynomidlnim case presné.
Mezi nejznameé;jsi algoritmy pouzivané k preusporadani sloupct I1A, resp. symet-
ricky fadki a sloupcti matice AT A, pati{ algoritmus minimalniho stupné a variace
metody vnofenych fezu, vice o nich je k nalezeni napt. v [2] nebo [4].

I v ridkém pripadé bude platit predpoklad plné sloupcové hodnosti, pokud
nebude feceno jinak.

1.3.1 Ridké piimé metody

Jako prvni se nabizi tesit fidky LS problém obdobné jako ten husty, a to
primymi metodami. Obecny princip je zachovan. Tedy vypocet spociva ve fak-
torizaci matice A a nasledném reseni vétSinou trojuhelnikovych soustav pomoci
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substituce, viz podkapitola 1.2. Avsak jsou nutné jisté modifikace standardnich
metod tak, aby jejich aplikovani na fidky LS problém bylo co nejoptimalnéjsi.
Tyto ridké variace tii pfimych metod, které jsou popsany v podkapitole 1.2, bu-
dou shrnuty v nasledujicich sekcich 1.3.1.1, 1.3.1.2 a 1.3.1.3. Zde bud jen strucné
shrnuto, ze Teseni fidkého LS problému pomoci QR rozkladu je tzce spjato s Te-
senim tidké pozitivné definitni soustavy Choleského rozkladem. A varianta reseni
LS problému pomoci rozsitené soustavy je zalozena na fidkém rozkladu inde-
finitnich symetrickych matic. Varianty zminénych metod a jejich srovnani jsou
k nalezeni v ¢lanku [8] nebo [18].

1.3.1.1 Ridka LU faktorizace

Uéinnou metodou pro idky LS problém, obzvl4sté pak se Spatné podminénou
matici, je pouziti LU rozkladu na soustavu normalnich rovnic (1.2). Tato metoda,
ktera je modifikaci Peters-Wilkinsonovy metody popsané v sekci 1.2.1.1, byla
poprvé sepsana v [5] a vyuziva nasledujictho déleni faktoru L tvaru

L= (ﬁ;) ;b= (2;) (1.8)

pro permutovanou matici soustavy I1; All, = LU.
Po zadefinovani dvou pomocnych vektoru ¢, d

Llc = bl, d= bg - LQC, (19)

plati rovnosti
II,(b — Ax) = (2) — Lz, z=Ulltz —c

Proto pokud z Tesi minimaliza¢ni problém

(-

potom vektor z = x1 + x5 je TeSenim tlohy (1.7). Pokud je norma ||b — Az, =
|d||, dostatecné mald, vektor x; mize byt navic prohldSen za TeSeni a vypocet
vektortl 2, a z vitbec nemusi probéhnout. Setif se tak vypocetni naro¢nost.

Je vidét, ze se tento pripad efektivné vyhyba moznému kvadratickému nartstu
¢isla podminénosti. Permutacni matice II;, Ily totiz kromé zachovavani ridkosti
slouzi i k izolovani vlivu mozné Spatné podminénosti matic A a U na podminénost
faktoru L. Tak matice Iy, Il; pfispivaji k numerické stabilité metody. Obecné
je ale stabilita stdle primo zavisla na podminénosti matice L. Proto plati, ze
metoda zalozena na QR rozkladu bude stejné stabilnéjsi. Na druhou stranu si
umi LU faktorizace lépe poradit se zaplnénim. Taky proto bude jen pro lehce
preurcené problémy jedna z nejlepsich viibec.

Z Algoritmu 1, prevzatého z [18], je vidét, Ze matice U je potfeba pouze
pri zpétné substituci. Proto mtze byt ulozena v sekundarnim tlozisti a nezhorsuje
tak pamétovou naroc¢nost vypoctu.

Zde stoji za zminku, Ze metodu pouzivajici rozsitené matice soustavy (1.4)
lze také vyuzit pro tidky LS problém. Z numerického pohledu je sice vypocetné

Vv

min
z

, kde Ulllz, =c¢, Ulizy =z,
2

Stejné jako vyse je tento postup velmi efektivni, je-li k dispozici prislusny indefi-
nitni fesi¢ s fidkou variantou vyse zminéné Bunch-Kaufmann pivotace.
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Algoritmus 1: Ridky LS problém pomoci LU faktorizace.

Data: A€ R™*", be R"

Vypocet faktorizace 1I; Ally = LU, kde jsou permutacni matice vhodné
voleny tak, aby zachovaly tidky faktor U a L a faktor L byl navic dobre
podminén.

Vypocet Lic = by z rovnosti (1.9), viz znaceni z (1.8).

Vypodet UllLx, = c.

Vypoéet d = by — Loc z rovnosti (1.9), viz znaceni z (1.8).

Pokud je velikost normy ||d||, dostate¢né mald, x = x; a vypocet kondi.

Vypocet LTLz = LT (2), napi. pomoci Algoritmu 3.
Vypocet UlZxy = 2.

Vypocet x = x1 + .

1.3.1.2 Ridka QR faktorizace

Z numerickych vlastnosti popsanych v sekci 1.2.2 plyne, ze pouziti QR roz-
kladu vede na stabilni vypocet. Na druhou stranu je vSak QR rozklad casové
narocny a navic kvili uzitym ortogonalnim transformacim v ném dochazi k tak
nechténému zaplnéni. Déle je pro tilohy s velmi rizné skdlovanymi fadky velmi
nepresny. Toto samotné by zdanlive stacilo k zavrzeni metody QR rozkladu pro re-
seni Tidkého LS problému (1.7). Je nutné mit ale na paméti, ze vzniklé zaplnéni
je odhadovano a pro nékteré matice se tento odhad miize dramaticky lisit od sku-
tec¢nosti. Konkrétné tomu tak je pro matice, které nemaji silnou Hallovu vlastnost
viz [7], kde bude odhad zaplnéni zna¢né nadhodnocen. Protoze je QR rozklad tak
hojné vyuzivanym nastrojem pro husty LS problém, byly v minulosti navrzeny
jeho tidké modifikace. Znovu jsou aplikovany permutace v symbolické faktorizaci
za ucelem zachovani fidkosti. To sice nema vliv na vysledny faktor R, ale bude tim
ovlivnéna vypocetni narocnost rozkladu. Proto se strategie preusporadani voli a
aplikuji s ohledem na skuteény numericky vypocet a je mozné jimi narocnost ale-
spon c¢astecné snizit. Dalsim argumentem pro QR rozklad byla skutec¢nost, Ze se
hodi i pro tlohy s matici, kterd neméa plnou sloupcovou hodnost. Toto pretrvava
i pro ridky pripad.

V élanku [14] je popsdna numericky stabilni metoda Feseni fidkého LS pro-
blému zalozena na QR rozkladu provadéného Givensovymi rotacemi, kterd se
snazi prevzit pozitiva z metody Choleského rozkladu v sekci 1.2.3. V zasadé se
proto jedna o specidlni p¥ipad této metody. Ridkd QR faktorizace se vSak potyka
s vétsi vypocetni narocnosti.

Celd metoda je odvozena z ekvivalence mezi metodou zalozenou na QR roz-
kladu a charakterizaci LS problému ve tvaru normalnich rovnic (1.2).

AT Az = ATb < RTRx = RTQ™b
& RTRr = RTQTb
& R =Q%b

Odtud se dokazuje rovnost mezi Choleského faktorem matice AT A a matici R
z QR rozkladu.
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Tedy tidky LS problém je v tomto pripadé preveden na soustavu normaél-
nich rovnic, ale misto Choleského faktorizace a nésledného feseni soustav (1.6),
je aplikovana stabilni QR faktorizace na permutovanou matici IIA. Pii fidkych
vypoctech byvaly casto preferovany Givensovy rotace, nebof nejsou na rozdil
od Householderovych reflexi nebo Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu
doprovazeny tak velkym zaplnénim v pribéhu vypoctu. U Householderovych
reflexi a Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu se muze vzniklé zaplnéni
ke konci vypoctu zase redukovat, ale neni mozné to néjak zarucit. Navic pro Gi-
vensovy rotace neni potfeba mit k dispozici celé sloupce matice A, nebot je A
zpracovavana postupné po radcich. Proto 1ze v pribéhu vypoctu pridavat radky,
¢ehoz se da vyuzit pti tzv. aktualizovacich technikach, které budou rozebrany
pozdéji. Déale 1ze kazdou Givensovu rotaci reprezentovat jednim ¢islem a je tak
pamétova narocnost nizsi nez u jinych ortogonalnich transformaci. Algoritmus 2,
ktery schématicky popisuje pribéh vypoctu, je detailnéji rozebran v [18].

Algoritmus 2: Ridky LS problém pomoci QR faktorizace.
Data: A€ R™*", be R"
Vyhodnoceni struktury matice AT A.
Nalezeni permutaéni matice II takové, ze I17 AT ATl m4 ¥{dky Choleského
faktor L.
Symbolicks faktorizace II7 AT AIl a odhad struktury faktoru L.
Numericky vypocet faktoru L a ¢ = IIT ATh pomoci Givensovych rotaci.
Vypocet Ry = c.
Vypocet x = Ily.

Jednou z novych efektivnéjsich variant QR rozkladu pro ridky LS problém je
tzv. Multifrontdlni QR rozklad (z anglického terminu Multifrontal QR Decom-
position), predstaven v [9], ktery se ale potykd s pamétovou ndroc¢nosti. Tento
rozklad funguje na principu rozdéleni matice na malé husté podmatice a postup-
ném aplikovani Householderovych reflexi. Tim se mtize ¢astecné vyhnout zaplnéni
v pribéhu vypoctu a lze jej dobte paralelizovat. V implementaci metody nara-
zime na koncept eliminac¢nich stromi, které reprezentuji cely postup. Detailnéjsi
popis metody je v knize [4].

1.3.1.3 Ridka Choleského faktorizace

Nez prijde na fadu samotny numericky vypocet Choleského faktorizace, je
potfeba mit v fidkém pifpadé k dispozici odhad struktury matice ATA a vo-
lit pak permutacni matici II takovou, ze matice II” AT ATl m4 tidky Choleského
faktor. Jeho struktura je pak prakticky dand a mize se tak doptredu alokovat
misto v paméti. K tomuto odhadu je nutny tzv. predpoklad o nevyruseni, ktery
rika, ze soucet nebo rozdil dvou nenulovych prvki je téz nenulovy prvek. Protoze
se struktury ridkych matic reprezentuji grafy, nebyvaji odhady struktur slozité
na vyhodnoceni. Struktura Choleského faktoru se pak celkem snadno ziska apli-
kaci grafového modelu Gaussovy eliminace na graf matice II7 AT AIl. Celkovy
proces faktorizace je timto zachycen v eliminacnich grafech, ve kterych je pod-
chyceno i zaplnéni. Zde je zdhodno zminit, Ze pokud fidkd matice A obsahuje
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snad jenom jeden husty fadek, bude nutné matice A7 A hustd a piimé aplikace
ridkych metod pak ztraci na vyznamu. V takovém pripadé se miize husty radek
vypustit, vypocet se provede pro zbylou ridkou matici a na konci se vyuzije jiz
zminénych technik aktualizace podobné jako u vypocti, kdy v pribéhu pribyvaji
radky matice soustavy. Tento problém je ale jako celek komplexnéjsi a kompliko-
vanéjsi, a proto se mu text vénuje pozdéji.

Jak jiz bylo ukazano, faktor R z QR rozkladu odpovida Choleskému faktoru L
matice ATA. Ale pokud by se struktura faktoru R méla odhadovat stejné jako
struktura L, pak bude zna¢né nadhodnocena. Prikladem bud diagonalni matice
s prvnim hustym fddkem. Pak R = A, ale matice AT A je hust4, a tedy i jeji fak-
tor L by byl odhadnut husty. Toto predstavuje strukturalni vyruseni prvki, které
chce mit na paméti i pres platnost predpokladu o nevyruseni. Struktura faktoru R
byva z pravidla ur¢ena béhem symbolické faze faktorizace z Givensovych rotaci
nebo Houselholderovych reflexi, ale i ty mohou strukturu nadhodnotit. Bezpec-
nou predikci struktury R lze zatim ziskat pouze pro matice se silnou Hallovou
vlastnosti, jak je shrnuto v nésledujici vété, viz [4].

Véta 6. Bud A € R™*™, m > n, matice se silnou Hallovou vlastnosti. Potom je
mozné ze struktury AT A sprdavné vyvodit strukturu faktoru R kromé numerickijch
vyrusend.

Protoze Choleského faktorizace nevyzaduje pivotace pro udrzeni stability vy-
poctu, mohou byt voleny tak, aby se zachovala co nejvétsi fidkost. Choleského
faktorizace tak miize na rozdil od QR rozkladu poskytovat velmi dobré netplné
rozklady, které slouzi k predpodminovani. Navic poradi radki neméa vliv na fak-
torizaci. To v duasledku znamend, ze je lze libovolné permutovat a faktorizovat
postupné. Matice proto nemusi byt nikdy ulozena celd v rychle pristupné paméti.

Obdobné jako v hustém pripadé dava metoda pomoci soustavy normalnich
rovnic uspokojivé vysledky s dostatecnou presnosti avsak pouze pro dobtfe podmi-
néné matice. Pro spatné podminéné matice je vhodnéjsi vyuzit QR rozkladu nebo
metodu vylepsovat iterativnim zpresnénim. Dale nelze tuto metodu snadno adap-
tovat na obecnéjsi tlohy, napriklad pro matice nespliujici predpoklad plné sloup-
cové hodnosti. Toto predstavuje hlavni tiskali dalSiho smérovani tohoto textu.
Schématicky Algoritmus 3 nize, ktery popisuje feseni LS problému pomoci Cho-
leského faktorizace, je prevzat z [18].

Algoritmus 3: Ridky LS problém pomoci Choleského faktorizace.
Data: Ae¢ R™", be R"
Vyhodnoceni struktury matice AT A.
Nalezeni permutaéni matice II takové, ze IT7 AT ATl m4 ¥idky Choleského
faktor L.
Symbolicks faktorizace II7 AT AIl a odhad struktury faktoru L.
Numericky vypocet ATA a ATD.
Numerické faktorizace IIT AT AIl = LT L.
Vypocet LTz = TIT ATb.
Vypocet Ly = z.
Vypocet x = Ily.
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1.3.2 Ridké itera¢ni metody

Doposud rozebirané metody pocitaly LS feseni v konec¢ném a predem odhad-
nutelném poctu krokt. Presnost ziskaného teseni se tedy da zlepsit pouze zo-
pakovanim celého vypoctu. Tomuto se vyhybaji iteracni metody. Ty aproximuji
presné Teseni postupné, iteracné, a jsou navrzeny tak, aby iterace byly co nejméné
naroc¢né. Tak je mozné ziskat feseni s predem danou toleranci v kratsim case nez
za pouziti primé metody. Zjevné jsou vhodné pro vypocty, kdy postaci velmi ori-
entac¢ni aproximované feseni. Na druhou stranu, pokud je cilem se k presnému
reseni priblizit co nejvice, znovu budou voleny itera¢ni metody. Obecné mohou
byt levnéjsi a rychlejsi nez klasické rozklady v primych metodach, ale nejsou to-
lik robustni. Tyto metody nebyly zarazeny do podkapitoly 1.2, protoze nabyvaji
smyslu a svého potencidlu v plné mire az pro LS prolém s velkou ridkou matici.

Primarnim kritériem pro vybér iteracni metody je konvergence. Idealni ite-
racni metoda bude konvergovat vzdy a v co nejmensim poc¢tu krokta. To je od-
vislé od samotné metody, jeji implementace i predpodminéni. Nejrozsitenéjsi jsou
metody pro Teseni symetrickych pozitivné definitnich systémi, které se aplikuji
na LS problém v ekvivalentnim tvaru normélnich rovnic (1.2). Jak jiz bylo zmi-
néno na zacatku podkapitoly 1.2, iteracni metody nepotiebuji mit k dispozici
matici A explicitné, a tedy ani matice AT A nemusi byt explicitné konstruovana.
Timto se vyhybaji znacné nevyhodé této ekvivalentni formulace.

[tera¢ni metody jsou rozdéleny do dvou skupin, které se principialné lisi. Sta-
cionarni iteracni metody, které byvaji casto oznacovany za klasické, stépi matici A
na dvé vhodné zvolené matice, kde z pravidla alespon jedna je regularni a dobte
invertovatelna. ReSend soustava pak spliiuje

(M+N)x=5b
r=M"'b—Nz)=x+M'(b— Azx),

odkud je odvozen obecny iterac¢ni krok metody
wp= (I — M *A)x,_1 + M b,

Na soustavu s normalni matici byvaji typicky aplikovany stacionarni metody
tvaru

Mz* D) = Nz®) L k=0,1,---

K hlavnim zastupciim takovych metod patii Gaussova-Seidelova metoda, Ja-
cobiho metoda, metoda SOR (z anglického terminu Successive Ouverrelazation
method) nebo SSOR (z anglického terminu Symetric Successive Overelazation
method). Detailnimu rozboru metod se text vénovat nebude, ale jsou k nalezeni
napf. v knize [10].

Vyznamnéjsi a druhou skupinou iterac¢nich metod jsou tzv. projekéni iteracni
metody. Ty konstruuji posloupnosti aproximujicich feseni z, € xzg + Sk, kde
Sk € R"™ je k-dimenzionélni podprostor nazyvan prostor aproximace (z anglic-
kého terminu Search space). Tedy tyto metody hledaji feseni na mensim ale velmi
blizkém podprostoru, kam je tloha projektovana tak, aby byla lépe a snadnéji te-
sitelnd. Reziduum r; L Cg, kde C, C R™ je k-dimenzionalni podprostor nazyvan
prostor podminek (z anglického terminu Constraint space), a spliuje tzv. Petrov-
Galerkinovu podminku. Ta popisuje tradi¢ni volbu predpokladu kolmosti rezidua
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a v kombinaci s podminkou ristu dimenze prostori S; a Cp dava, ze potom
projekéni metoda nalezne feseni ptvodni tlohy nejpozdéji v n krocich. Nejpod-
statnéjsimi projekénimi metodami jsou Krylovské iteracni metody, které vyuzivaji
Krylovovych podprostori. Rozdil mezi jednotlivymi metodami pak ¢ini princip
generovani vhodné baze Krylovova podprostoru. To je typicky provadéno pomoci
Lanczosova algoritmu pro symetrické nebo Arnoldiho algoritmu pro nesymetrické
matice.

Nejznaméjsi Krylovskou metodou je zarucené metoda sdruzenych gradienti.
Té se vénuje sekce 1.3.2.1. Dale jsou rozebrany metody LSQR a LSMR. Jakako-
liv itera¢ni metoda odvozena pro symetrickou pozitivné definitni soustavu rovnic
muze byt aplikovana na ekvivalentni charakterizaci LS problému ve tvaru nor-
mélnich rovnic (1.2). Kvili moznému vétsimu zaplnéni a citlivosti feSeni na per-
turbace je vSak vhodnéjsi uvazovat soustavu ve faktorovém tvaru

AT(Az —b) = 0.

Dalsi ekvivalentni formulace je pomoci rozsitené matice soustavy. Tu lze také
resit iteracnimi metodami, ale pouze témi, které jsou vhodné pro symetrické in-
definitni soustavy. Takovych vsak neni mnoho.

1.3.2.1 Metoda sdruzenych gradientt pro ridky LS problém

Tato sekce shrnuje nejzékladnéjsi poznatky o CGLS (z anglického terminu
Conjugate Gradients for Least Squares), coz je iteraéni metoda sdruzenych gra-
dienti pro feseni fidkého LS problému. Stejné jako pro originalni metodu sdruze-
nych gradienti plati i pro CGLS, Ze v pfesné aritmetice nalezne feseni nejpozdéji
v n krocich. Proto byla diive metoda sdruzenych gradientti mylné oznacovana
za primou metodu.

Zakladni ideou CGLS je minimalizovani chybového funkcionalu na urcité va-
rieté Krylovova prostoru. Bud « = Afb piesné feseni dané pseudoinverzi AT =
(ATA)7'AT a r = b — Az bud piislusné reziduum. Potom vektor aproximace z*)
minimalizuje chybovy funkcional

E(m(k)) = (x — x(k))T(ATA) (x — a:(k))

na prostoru z®) € () + IC (ATA, AT(b — Az(®)). Plati, Ze normy |jr — r®||
a ||z — 2®| monoténné klesaji. A pokud je matice A §patné podminénd, pak
norma ||ATr® | miize vyrazné oscilovat. Matice soustavy musi byt nejen regu-
larni, ale navic symetricka a pozitivné definitni. To je zde zaruceno aplikaci me-
tody na soustavu normalnich rovnic AT A,

Konvergence CGLS je primo zavisla na rozlozeni vlastnich ¢isel matice A
a na normach projekci pocatecniho rezidua, jak je popsano v nasledujici vété.
Pro dukladnéjsi studium je vhodna kniha [21].

Véta 7 (Konvergence CG a zavislost na rozlozeni vlastnich ¢isel). Bud A € R™*"
symetricka pozitivné definitni matice. Potom metoda sdruZenych gradienti CG
pro soustavu Ax = b konverguje nejpozdéji v n-té iteraci. Navic pro A-normu
k-té chyby e®) plati

pETL j

1/2
' n ’CU"Z
€L = o] sy (z S
Jj=1
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a tedy odhad relativni A-normy chyby je tvaru

el < min max |[p(\;)].
|e©@]|4 — pemki=1,.n' "

Kviili stabilité je CGLS aplikovana na ekvivalentni charakterizaci LS problému
ve tvaru (1.2). Obecné je metoda pamétové nendrocnd, protoze v kazdé iteraci
je nutno uchovavat pouze ctyti vektory x,p € R", a r,q € R™. Navic v kazdé
iteraci dochdzi nanejvys k ndsobeni matice s vektorem Ap, a ATr;,. A tedy pokud
je toto nasobeni implementovano efektivné pro ridké matice, jedna se téz o vy-
pocetné velmi nenarocny algoritmus. Implementace nasobeni vektoru a matice je
ovlivnéna pocitacovou architekturou i samotnym ukladanim vektorti a matic.

Algoritmus CGLS, ktery byl prvné odvozen M. R. Hestenesem a E. Stiefelem
v [19], se neaplikuje pfimo na soustavu normélnich rovnic, nebot by to mohlo
vést na numericky nestabilni algoritmus. Tato skutecnost je dikladné rozebrana
v [6]. Jak je vidét z Algoritmu 4, pocet potfebnych operaci v kazdé iteraci od-
povida 2nz(A) + 3n + 2m, kde nz(A) je pocet nenulovych prvkia matice A. Zde
je uveden algoritmus PCGLS, ktery méa v sobé navic zapracovano predpodminéni.

Algoritmus 4: PCGLS

/* Inicializace. x/
r© =bp— Az,

S(O) — p(o) — M_T(ATT(O)),

Yo = s 1%

for k=0,1,2... do
while v, > tol do

#8) = 1),
g® = At

2
o =/ ¢

PO ) gy g,

gk+1) — M—T(ATT(k));

2
Ve+1 = HS(HI)H ;
Bk = Yie+1/ Ve
p(k+1) — s(k+1) + ﬁkp(k),
end
end

Existuji dalsi dvé modifikace této metody, CGNR a CGNE;, které hledaji apro-
ximované feseni na stejném Krylovoveé podprostoru, ale s rozdilnou minimalizac¢ni
podminkou. CGNR spocita aproximované feseni s nejmensi moznou normou rezi-
dua, zatimco CGNE spoc¢itd aproximované reseni s co nejmensi moznou normou
chyby. Algoritmické zépisy je mozné dohledat v knize [29].
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1.3.2.2 LSQR

Velmi castou alternativou pro CGLS je metoda LSQR. Ta je matematicky
ekvivalentni, protoze generuje stejnou posloupnost aproximaci feseni xy, resp.
stejnou alespon v pripadé presné aritmetiky. Odtud plyne, ze pro LSQR plati
obdobné vysledky, zavéry analyz chovani a odhady o konvergenci jako pro CGLS.
LSQR ve svém principu tedy minimalizuje normy ||74||. Hlavnim rozdilem je vsak
zpusob, jakym se generuje posloupnost aproximaci z;. LSQR vyuziva tzv. Golub-
Kahanovy bidiagonalizace, pomoci které soubézné pocita dveé ortogondlni baze.

Cely proces bidiagonalizace spociva v nasledujicich rekurencich. Pro j =
1,2,...

pruy = b,
a1V = ATul,
Bir1uj1 = Avj — ajuy,

T
Vi = AT — B,

kde aji1, 41 > 0 takové, ze ||uji1|| = [Jvj11]] = 1. V k-tém kroku budte Vj, =
(Ul,...,Uk), Uk = (ul,...,uk) a
aq
Ba
B, = 53 c R(k+1)><k.
: o
Bre1

Sloupce matice Vj, tvoif ortonormélni bazi Krylovova podprostoru K (AT A, s©)),
kde s = AT(b — Az(©), a navic jsou matice Vj a Uy, ortogonélni, maticové
zapsano tedy plati

VkTvk = I, Ug+1Uk+1 = lpq1.
Odtud, pokud z® = V,y® pak plati

. . _ . _ . (k) H
min[b = Awe| = min il = min [ Buy® = Bre ]

Reseni y™® je mozné ziskat napt. aplikaci Givensovych rotaci, tedy QR rozkla-
dem. Odtud si ziskava metoda sviij nazev i numerickou stabilitu. Plati, ze LSQR
je numericky spolehlivéjsi nez CGLS, pokud je zapotiebi vice iteraci a matice A
je Spatné podminéna. Obdobné jako u CGLS, se v kazdé iteraci ndsobi matice
s vektorem. Znovu tedy implementace tohoto nasobeni znac¢né ovliviiuje efekti-
vitu algoritmu.

Algoritmus 5, vyvinut Ch. C. Paigem a M. Saundersem v [26], vyzaduje
3m + 5n nasobeni, tedy o 2n vice nasobeni nez CGLS. V paméti drzi dva m-
slozkové a tii n-slozkové vektory, tedy o jeden vektor vice nez CGLS. Kli¢ové slovo
givrot v Algoritmu 5 reprezentuje funkci vracejici Givensovu rotaci. Pro vstupni
parametry «, 3 tedy givrot vrati c, s, p takové, ze

—sa+cf=0 a p=,/(a®+5?).
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Cely cyklus algoritmu kon¢i, kdyz je dosazeno konvergence. To je rozhodnuto
na zakladé zvoleného zastavovaciho kritéria, mezi které typicky patii zkoumani
nékteré z norem ||ry||, ||zkll, ||skll, ||A]| nebo HAT ‘, resp. jejich odhadu. V [26] je
ukazano, ze vyhodnoceni téchto zastavovacich kritérii neni narocné a v porovnani
se zastavovacim kritériem u CGLS dokonce levnéjsi.

Algoritmus 5: LSQR

/* Inicializace. */
70 = 0;

Brug = b; a1v; = ATUl;

EUl = U1;

O = Bi;

p1 = aa;

for k=0,1,2... do
/* Bidiagonalizace. */
Brr1urr1 = Av, — agug;
AT .
U1V 41 = A" U1 — Brrave;

/* QR rozklad: Konstrukce a aplikace rotace. */
(ks Sk, pr] = giorot (D, Brea);

Ok = SkQk+1;

Pr+1 = CkQkt1;

P = Ch;

¢k+1 = —3k¢k;

/* Aktualizace xp a Wyyq. x/
T = Tp—1 + (Pr/ pr)We;
W41 = Vg1 — (9k+1/pk)’wk;

end

1.3.2.3 LSMR

Posledni zde srovnavanou metodou je LSMR. Zjednoduseno do jedné véty jde
o MINRES aplikované na LS problém ve tvaru soustavy normalnich rovnic (1.2).
Odtud je mozné pozorovat jistou paralelu s LSQR, které je ekvivalentni sdruze-
nym gradienttiim téz aplikovanym na (1.2). Narozdil vsak od LSQR metoda LSMR

ve svém principu minimalizuje normy HATrk H Bud zachovano znaceni z predchozi

sekce 1.3.2.2 a bud B r = k. S pomoci Golub-Kahanovy bidiagonalizace lze za-

psat LS problém jako
A B!I'B
Bier — (A g kT> Yk

min
Brii€r

y(k)

)ATrkH = min
y(0)
Tento LS podproblém se vytesi pomoci dvou po sobé jdoucich QR rozkladi

realizovanych Givensovymi rotacemi, coz je jadrem LSMR metody. Detailnéjsi

odvozeni je k nalezeni v ¢lanku [13].
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Komplexita vypoc¢tu LSMR je srovnatelnd s LSQR, ale LSMR lépe konver-
guje pro ur¢ité druhy LS problému. Tim je mysleno, ze v pripadé tiloh s ome-
zenou paméti nebo takovych tloh, které museji byt zastaveny drive, je LSMR
vhodnéjsi metodou. Navic bylo experimentalné dokazano, ze ¢im blize je aproxi-
mace TeSeni 2% presnému fFeseni, tim levnéji je mozné ziskat odhad zpétné chyby,
na kterém je postaveno zastavovaci kritérium algoritmu. Nasleduje Algoritmus 6,
ktery schématicky popisuje pritbéh metody.

Algoritmus 6: LSMR

/* Inicializace. x/
20 = 0;

Bruy = b vy = Aluy;

ay = ag; 61 = a1 81;

po=1; po =1

co = 1; S50 = 0;

hy = vy flo =0;

for k=1,2,3... do
/* Bidiagonalizace. */
Br1Uk+1 = Avy, — oyug;
AT .
Qpr1Vp1 = A" U1 — Brt1vk;

/* QR rozklad: konstrukce a aplikace rotace Fj. x/
pr = /(% + BE); Cr = A/ pr; Sk = Brt1/ Pk

Ort1 = SpQpyt; Qg1 = CpQpyt;

/* QR rozklad: konstrukce a aplikace rotace Fj. */
Or = Sk—1P%; P = \/(@k—lpk)2 + 071

Cr = Ch—1Pk/ Pi; Sk = Ops1/Prs

Ce = CrCy; Chr1 = —5kCys

/* Aktualizace h, h a Ty . */

hye = i, — Orpr/ (1)) o — 1;
zr = Tp—1 + (G/ (PrDr) ) i
Pis1 = Vi1 — Ors1/ pr) s

end
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2. Kombinovany ridky-husty
LS problém

V minulé kapitole byl rozebran LS problém s hustou i ridkou matici a moz-
nosti jeho reseni. S ohledem na pragmaticnost definice ridkosti je ale obecné slozité
rozhodnout, kdy mé byt matice povazovana za ¥idkou. Casto je tato klasifikace
zavisla na konkrétnim problému. Matice, ktera je pro jednu tlohu ridka, muze
byt pro jinou husta. O to vice, pokud ma matice proménlivou hustotu nenulovych
prvkl v fadcich. To znamend, Ze rozhodovaci kritérium fidkosti uréi ¢ast matice
jako tidkou a zbytek jako hustou. Pak neni zjevné, které metody a tesic¢e apliko-
vat. Na tyto specifické matice je proto vhodné specialné nahlizet jako na ridké
matice s jednim nebo vice hustymi radky, napt. Obrazek 2.1. Pro korektnéjsi za-
vedeni pojmu proménlivé hustoty nenulovych prvka v fadcich poslouzi nasledujici
definice.

Definice 5. Matice A € R™*™ md proménlivou hustotu nenulovych prvki, jestlize
je ridkd, ale obsahuje mg hustych radki, kde 1 < mg < m.

Hustym radkem se v tomto kontextu bude rozumét radek s vyrazné vice ne-
nulovymi prvky nez ostatni radky, ackoliv jich pordd muze byt podstatné méné
nez je dimenze n. Prirozené pak lze takovou matici rozdélit do dvou ¢asti, ridké a
husté. Stejné tak prirozené jsou odtud i odvozovany jednotlivé pristupy k reseni
prislusného LS problému, které s témito oddélenymi ¢dstmi vhodné pracuji, aby
docilili co mozna nejpresnéjsiho, robustniho a efektivniho postupu reseni.

* *
*
* *
* *
* *
*

X ok ok % ok ok k%
Obrazek 2.1: Schéma ridké matice s jednim hustym radkem.

Bud v této kapitole kombinovanym ridko-hustym LS problémem oznacovan
takovy LS problém, jehoz matice A € R™*™ ma proménlivou hustotu nenulovych
prvkil v fadcich. Necht je proto mozné ji a prislusnou pravou stranu b € R™
rozdélit do dvou odpovidajicich ¢asti

A _ <As> ’ AS e Rman, Ad e Rmdxn;
Aq

- <b> b eR™, byeR™,
ba
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kde m = mg + mg, ms > n, my > 1. Potom prislusny LS problém je tloha

minimalizace normy
Ag\ (b
Aa) "7 \ba

Evidentnim tskalim feSen{ LS problému (2.1) je zaplnéni v matici A A, ke kte-
rému nutné dojde kvuli pritomnosti A;. A to i kdyby se Ay skladala pouze z jed-
noho hustého faddku. Matice AT A pak bude nutné hustd. Konkrétné bude celd
husta, pokud je v platnosti predpoklad o nevyruseni. Pokud tomu tak neni, mohou
se nékteré prvky vynulovat, ale v matici i presto dojde k vyznamnému zaplnéni.
Neni tedy vhodné a kolikrat vibec mozné pouzit primo ridké varianty metod re-
Seni LS problému. Charakterizace LS problému ve tvaru normélnich rovnic (1.2),
kterd se doposud zdala jako jeden z nejlepsich pristupti, minimalné pro predpod-
minéni, tedy prakticky ihned ztraci na svych vyhodach.

K zaplnéni miize dojit i jinak neZ kvili samotnému souc¢inu AT A, a tudiz to
nenf jedinym potencidlnim problémem této tlohy. Ridké varianty metod pro fe-
seni LS problému nemusi byt totiz aplikovatelné. Kvili zaplnéni vznikajicimu
v prubéhu celého vypoctu by se metody mély zcela vyhybat iplnym faktorizacim
v jejich klasickych podobach. Dokonce i netplné varianty faktorizaci, kterymi se
casto predpodminuje, nemuseji byt vhodnym néastrojem. Pri snaze udrzet zaplnéni
pod stanovenou mirou, je snadné volit netplnou faktorizaci velmi nepresnou, a
proto neefektivni. VSechny tyto obtize miize zpisobit uz jenom jeden husty radek.
Odtud plyne jasnd motivace zabyvat se metodami, které jsou specifické pro feseni
LS problému ve tvaru (2.1).

V zdsadé existuji ti moznosti, jak si s LS problémem (2.1) poradit. Husté
radky lze ve vypocCtu nejdrive uplné ignorovat a nasledné jimi ziskané reseni
chytte aktualizovat. Tento postup aktualizace (z anglického terminu updating) je
casty v tulohach, kde pribyvaji fadky matice A v prubéhu vypoctu. Typicky se
pri aktualizaci aplikuji primé ridké metody, coz pro velké matice prinasi driive
diskutované nevyhody v efektivité a pamétové i vypocetni ndroc¢nosti. S konkrét-
nimi piiklady takovych metod se lze seznamit naptiklad v [14], [5] nebo [3], které
vyuzivajl QR rozkladu. Nutno poznamenat, ze pouze LS TeSeni je aktualizovano,
nikoliv faktorizace pouzita ve vypoctu. Ta je zde obvykle pritomna pouze impli-
citné. Vice se aktualizaci vénuje podkapitola 2.1.

Matici soustavy lze vhodné predpodminit a minimalizovat tak dopad hustych
radkt na zaplnéni. Pouzitelnych a pouzivanych predpodminéni je vice, napt. po-
moci Schurova dopliku nebo specifickym predpodminénim sdruzenych gradienti,
jak popisuji podkapitoly 2.3 a 2.2. Volba mezi predpodminénim je primarné ovliv-
néna velikosti, strukturou a realnou aplikaci modelovaného problému.

Déle se vyuziva techniky zredéni matice Ay a zvétseni tim matice soustavy,
tzv. stretchingu (z anglického terminu stretching). Ten spoc¢iva v roztrhnuti hus-
tého tadku do dvou ¢i vice radki, které jiz mohou byt povazovany za tidké. Takto
se uméle LS problém zvétsuje. Rozhodnuti o rozdéleni fadku je ale velmi slozité.
V praktickych situacich miize byt rozhodovaci kritérium zaloZeno napr. na od-
hadu efektivity ridkého resice. To je ale jen jedna z vice moznosti. V nasledujicim
textu bude tato technika popsana blize v podkapitole 2.4.

min
X

(2.1)

2

23



2.1 Aktualizace reseni LS problému
Bud z, LS feseni podproblému s fidkou matici Aj
mxinHAsx— bs||, - (2.2)

Metoda, kterd fesi LS problém (2.1) pomoci aktualizace LS Feseni z,, modifi-
kuje tento mezivysledek pomoci hustych diive opomenutych radkt. Zjevné je
tedy aktualizace aplikovand pouze na LS feseni, nikoliv na pouzitou faktorizaci
¢i metodu. Proto je tento postup vyhodny pro repetitivni tilohy nebo tlohy, kde
pribyvaji radky matice postupné béhem vypoctu.

Jednou z moznosti, jak ziskat LS feseni, je pouziti Woodburyho formule
na rozvoj inverze C'~! ve tvaru

Cl=(Cy+ ATA) ' =Ct = CTTAL (1, + AaCT P AT T ALC
kde Cs, = AT A,. Pak Ize LS Feseni explicitné vyjadrit jako

T = Tg + Cs_lAg(Imd + AdOS_IAZ;)_I(bd — Adl’s),

v, = (AAT) AT, (2:3)

Tuto soustavu uz snadno tesi Peters-Wilkinsonova metoda, viz sekce 1.2.1.1,
nebo metody shrnuté v [5]. Kazdy pouzity fesi¢ by se vSsak mél snazit vyhnout
explicitnimu vyhodnocovani faktorizace matice Cs. Tento cely postup lze zaradit
do prvni kategorie jako priklad techniky aktualizace, ackoliv ma vazbu i na me-
tody vyuzivajici specidlnfho pfedpodminéni. Inverze matice C' = C,+ AL Ay, kterd
je rozvinuta pomoci Woodburyho vztahu, mize totiz aproximovat inverzi matice
predpodminéni. Pak ji 1ze snadno kombinovat s itera¢nimi metodami jako jsou
sdruzené gradienty, LSQR, LSMR atd.

Bud zde nyni popsana metoda Aktualizace LS TfeSeni, kterou poprvé popisuji
¢lanky [5] a [14]. Bud z = x4 + z LS TeSeni puvodni tlohy. Aktualizace Feseni
bude oznacena vektorem z. Pro rezidua odpovidajici LS problému (2.1) plati tyto
rovnosti

7"3([173) = bs - Asxsa rd($s> = bd - Adxs-
Aktualizace by idealné méla tyto dvé rezidua minimalizovat a to ve smyslu
min |7 (25) — Agzl5 + ra(es) — Aazl3.- (2.4)

Diky rovnosti ATry(z,) = 0 plati ndsledujici ekvivalence s (2.4)

()= ()
(Z) kde (Bg In,) (Z) = ra(z,),

kde u = Ryz, By = AgR;', v = rq(x,) — Bgu. Posledni ekvivalentni problém je
pak snadno fesitelny QR rozkladem a zpétnou substituci, viz [14]. Podstatnou
nevyhodou této metody je ale potreba explicitni formulace faktoru Ry, coz byva

problematické.

2
min{ [ Az |2 4 [ Agz — ra(e)[2} © min

< min

2
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Déleni matice A na hustou a ridkou ¢dst ma své problémy. Muze se stat, ze
nebude dobfe navrzeno pro konkrétni matici soustavy a husty radek se tak vy-
hodnoti jako tidky. Toto zjevné predstavuje komplikaci pro metodu Aktualizace.
Déle je mozné, ze matice A, je podstatné hiite podminéna nez ptivodni matice A.
Pak dochazi ke ztraté presnosti ziskaného reseni. Vzdy je proto nutno sledovat
stabilitu vypoétu, nebot aktualizace nemusi byt stabilni pro vSechny tlohy. Ob-
zvlasté pak pro ty spatné podminéné.

2.2 Metoda kombinace predpodminéni ridké a
husté casti

S fesenim LS problému (2.1) je mozné si poradit aplikovanim predpodminé-
nych sdruzenych gradientt na fidkou ¢ast matice v kombinaci s faktorizaci hustych
radku. Tento pristup je predstaven v ¢lanku [32], kde je téZ experimentdlné uka-
zana vetsi efektivita metody v porovnani s pfedpodminénymi sdruzenymi gradi-
enty, které nevénuji hustym radkiam specialni pozornost. Pouzitda metoda sdruze-
nych gradientii ve varianté vhodné pro LS problém, tedy CGLS, je predpodminéna
pomoci netiplné Choleského faktorizace matice C; = LyLT, zatimco husté cast
matice je faktorizovana tuplnym Choleského rozkladem, tj. radu my.

Clanek [32] rozebira piipad, kdy faktorizace matice C neni efektivni, a¢ uz
z divodu malé tidkosti nebo celkové dimenze matice. Pak se feseni LS problému
ziska jako soucet x = x, + y, kde z, je aproximace Teseni pro ridky LS podpro-
blém (2.2) a y je vektor korekce, ktery lze explicitné vyjadrit. Odtud je vidét uzka
vazba na metodu aktualizace z predchozi podkapitoly 2.1.

LS problém (2.1) lze prevést aplikaci Choleského faktorizace Cy = L,LT

na ekvivalentni tvar
B, ([ bs
By) " \ba

ASLS_T T bs
(k) - 3)

kde presny tvar korekce y formuluje nasledujici lemma. Dtkaz Lemmatu 8 je
k nalezeni v [32]. V ¢lanku je téz korekce podrobnéji odvozena.

(2.5)

< min
z

)
2 2

Lemma 8 (Formulace vektoru korekce). LS reseni problému (2.5) lze vyjddrit
jako z = &1 + y1, kde &1 je libovolnd aproximace reseni LS problému (2.5) a

y1 = B3 ps + By (I, + BaBy) ™ (pa — BaB; ps),
kde By = AdL;T, Ps = by — BTy a Pd = by — ByZ1.

Metoda vsSak narazi na mozny problém s vyhodnocenim korekce y, coz ma
zjevné velky vliv na efektivitu i pfesnost feSeni. Obecné totiz matice B, miize
byt husta, coz zptsobi vysokou pameétovou narocnost. Ziskat pocatecéni aproxi-
maci Z; byva problematické a v konecném disledku to muze vést na velmi drahé
predpodminéni. Proto se v praxi voli korekce, jejiz vyhodnoceni je efektivnéjsi,
napr.

y1 = B (I, + BaBg) ™" pa-
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Obé varianty vektoru korekce y; obsahuji spole¢ny ¢len BY(I,,, + ByBY)™!.
Jeho vyhodnoceni je podstatnym krokem celé metody a miize mit velky vliv na jeji
chovani. V algoritmu této metody, ktery je pouzit v experimentech kapitoly 4, je
vyhodnoceni tohoto ¢lenu zapracovano pomoci Choleského faktorizace

I, + BaBY = LyLY.

Clanek [32] uvadi i moznost vyuziti LQ rozkladu jako alternativu.

Kvili vypusténi hustych radkt nemusi mit A, plnou sloupcovou hodnost. Po-
tom je nutnd bud dprava matice fesené soustavy regularizaci, napi. AT A, + al,
nebo aplikace metody vhodné pro préaci se singuldrnimi maticemi a maticemi,
které nemaji plnou sloupcovou hodnost. Vice se takovym metodam vénuje text
v kapitolach 3 a 4.

Bylo experimentalné ukazano, ze tato metoda predpodminénych sdruzenych
gradienti konverguje rychleji a je i méné ¢asové narocna nez metody, které nevy-
hodnocuji husté radky specidlné. A dokonce existuji ulohy, které nedokazi resit
ostatni metody a tato konverguje v rozumném poctu iteraci.

Stoji za zminku, ze popsané predpodminéni mutze byt aplikované i na jinou ite-
racni metodu. Nejen tedy na sdruzené gradienty, ale i napt. na LSMR nebo LSQR.
Konkrétni algoritmus nebude uveden zde, ale je k nalezeni s detailnim popisem
v [32] a v prilohdch této prace, nebot byl pouZit pro experimenty v kapitole 4.

2.3 Metoda Schurova doplnku

Dalsi zde rozebrand metoda pro feSeni LS problému (2.1) vyuziva Schurova
dopliiku a je odvozena v ¢lanku [33]. V prvnim kroku se tloha prevede na tzv. re-
dukovany tvar s rozsirenou matici soustavy o velikosti (n 4+ mg) X (n + myg), tj.

G ) ()= () (2:6)
(-0 (-

Ackoliv se jednd o symetrickou, kvazi-definitni soustavu [36], ktera je fesitelna
ridkymi metodami pro indefinitni systémy, je vyhodnéjsi aplikovat metodu Schu-
rova doplitku. Ta totiz bude mit lepsi numerické vlastnosti a lépe si poradi se
stale velkou matici. Béhem vypoctu neni potieba tolik mista v paméti jako u in-
definitnich metod, ale hlavné metoda Schurova doplinku bere ohled na blokovou
strukturu soustavy. Takto je metoda ospravedlnéna a zaroven jsou shrnuty jeji
hlavni pozitiva.

Bud pro ucely tohoto odstavce LS problém (2.1) charakterizovan ve tvaru
normalnich rovnic

kde reziduum splnuje

ATAz = ATb & (ATA, + ATA )z = (AT + AD)b.
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Potom plati nésledujici ekvivalence

(Cs+ AYApx = Co = ATb = ATb, + ALby = ¢
0= Ad$ — Ad$

s (M) -):

Pak lze matici soustavy rozepsat jako

G-I )E D e

kde matice By je takova, ze plati rovnosti
LBY =AY T4+ ByBY = L,LY.

Odtud lze jednoduse demonstrovat souvislost redukovaného tvaru LS pro-
blému (2.6) s Woodburyho vztahem a explicitnim predpisem pro LS feseni (2.3),
viz [35]. V metodé Schurova doplitku je vSak tento rozklad aplikovdn na matici
soustavy (2.6). Pomoci Choleského faktorizace C; = L LT a matice Schurova
doplinku S; € R™4*™d ktera je ridka diky ridkosti faktoru L, tedy plati

o (-0 AT _ (L —1I, L] Bj
Ad Imd Bd Imd Sd Im,j ’

LBY =-AY  S;=1,,+ B4B].

kde

Protoze Choleského faktor L, je dolni trojihelnikova matice, 1ze z prvni rov-
nice ziskat snadnou substituci matici BY, kterd je i{dk4. Nasledné uZ jen zbyva
vyresit dvé soustavy

S 1) i B e | BV B

Posledni rovnice dava rq = y4, ¢imz se soustava jesté redukuje. Schurtv dopl-
nék Sy je nutno bud znovu rozlozit pomoci Choleského faktorizace nebo je mozné
ho vyhodnotit implicitné. Obecné jsou tyto dvé soustavy trojihelnikové, a proto
snadno a hlavné levné fesitelné.

Stabilita Choleského rozkladu, diskutovana v sekci 1.2.3, zarucuje, ze se jedna
o efektivni metodu nevyzadujici pivotaci. Navic je velmi snadna na implementaci.
Stejné ale jako u metody PCGLS v podkapitole 2.2, je nutné hlidat zaplnéni, které
spolu s velikosti tilohy zpiisobuje této metodé nejvétsi potize. Proto byva pamé-
tova naroc¢nost predni nevyhodou metody.

Kv1li Choleského rozkladtim, na kterych je metoda zalozena, je nutny predpo-
klad plné sloupcové hodnosti matice A,. I kdyz ma A plnou sloupcovou hodnost,
nen{ nijak zaruceno, 7e tomu tak bude i pro AT A,. Nulové sloupce totiZ mohou
vzniknout pri rozdéleni matice A na hustou a ridkou ¢ast. Takovou situaci lze
resit napr. odstranénim nulovych sloupcu matice A, aplikaci regularizacniho pa-
rametru nebo pomoci Véty 10. Témto postuptim se blize vénuje kapitola 3.
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2.4 Stretching

J. F. Grear navrhl ve svém ¢lanku [16] maticovou metodu nazyvanou stret-
ching. Sam stretching se popisuje jako technika, ktera odstrani husté radky, které
tolik vadi fidkym metoddm a efektivité vypoctu. Odstranénim se zde ale nemysli
celkové opomenuti. Jde o jisté preusporadani nenulovych prvka tak, aby doslo
ke zfedéni a zvétseni matice, viz Obrézek 2.2. Pritom se z LS problému s takto
rozsifenou matici snadno ziska reseni puvodniho problému. Matice soustavy by
potom méla byt regularni a lépe rozlozitelna. Pripadné se stretching pouziva
na sloupce. To je ale v jinych aplikacich, kde sloupce znamenaji radky a soustava
norméalnich rovnic je tvaru AA”. Idedlni stretching by viibec nemél zvysit ¢islo
podminénosti nebo zménit spektralni vlastnosti problému AT A, protoze pak jeho
aplikaci neni narusena stabilita vypoctu. V praxi se toho vsak docilit neda. Proto
se za dobry stretching povazuje ten, ktery méni tyto vlastnosti tlohy co mozna
nejméné. Grear ukazuje prednosti stretchingu na soustavach se sipovou matici,
kde je LS feseni ziskdno pomoci LU rozkladu a transformace na trojihelniko-
vou matici. Stretching se tak ukazuje jako vhodny nastroj pro zefektivnéni reseni
LS problému (2.1).

N N * %
N *
* * * *
* * * *
% % = * *
N *
%k ok ok sk kK sk * X
O
%k
% %

Obrézek 2.2: Priklad stretchingu jednoho hustého radku.

Pro stretching je kritické rozhodnuti, do kolika tadkt bude husta ¢ast A,
rozdélena. Cim vice vznikne novych fadkd, tim ¥idsi bude matice soustavy, coz
je velmi cenéné. Ale také to muze vyrazné ovlivnit ulohu jako takovou, zvysit
jeji ¢islo podminénosti a nezarucuje to ani fidkost Choleského faktoru, a tedy
ani moznost vyuziti fidkych p¥imych fesi¢t. Clanek [34] navrhuje kombinatoricky
postup, ktery rozhodne, do kolika ¢asti a jakym zptisobem budou husté radky
rozdéleny. Rozhoduje tak na zakladé vazby mezi ridkou ¢asti A, a rozdélovanymi
hustymi radky, viz sekce 2.4.2.

Nésleduji dva konkrétni priklady stretchingu. Obecny tadkovy stretching,
ktery je detailné rozebrany v ¢lanku [1] i se svoji specidlni bindrni variantou,
a Tidky stretching.

2.4.1 Radkovy stretching

Binarni radkovy stretching je nejjednodussi varianta této techniky. Ta roz-
déli jeden husty radek do dvou fadkt vyhodnocenych jiz jako ridké. Bez Gjmy
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na obecnosti lze predpokladat, ze husty radek matice A € R™*" je pravé ten
posledni m-ty. Rozdéleni posledniho fadku soustavy bude tedy tvaru

T T T
A, T = Q1 T1 + Q0T = by — Ty,

kde b, predstavuje posledni prvek pravé strany b a r,, posledni prvek rezidua r =
b — Ax. Necht je k LS problému (2.1) priddna rovnice

T T
V2s + A1 T1 — Ay = 0.

Aplikaci Givensovy rotace tvaru

o5 ( )

na posledni dva fadky rozsiteného LS problému jsou ziskany findlni dva radky
stretchingu a LS problém prejde na tvar

- AS - bs + Ts
-1 ﬂafﬂ :L‘; %(bm + 7nm)

Protoze Givensovy rotace jsou ortogonélni transformace a LS problém je or-
togonalné invariantni loha, plati, Ze mnoziny feseni LS problému (2.1) a nové
ziskaného rozsiteného LS problému (2.8) jsou totozné ve svych puvodnich kom-
ponentéch. Spojovaci pomocny prvek s a piislusna konstanta v/2 jsou vhodné
volené tak, aby aplikovand Givensova rotace dala dobry vysledek ve smyslu nu-
lového posledniho prvku rezidua prislusného LS problému (2.8). Z popsaného
principu stretchingu je zjevné, Ze cely proces lze aplikovat rekurzivné a tak husty
radek délit do vice, dokud neni dosazena zadouci ridkost.

Zobecnénim binarniho tfadkového stretchingu lze docilit rozdéleni hustého
radku rovnou do vice tidkych bez nutné rekurze. Bud proto pro tucely tohoto
odstavce husta cast A, tvorena pouze jednim poslednim radkem matice A ozna-
¢enym al, = d'. Obecny fadkovy stretching rozdéli d* do k riznych fadki
DT € R¥™ obsahujicich vidy ¢ast hustého fddku d. Tak LS problém (2.1)

prejde na tvar
~ AS 0 z @~ bs
(Y ) () e

kde s € R*!, jednotkovy vektor e € R¥ a matice
1

A=

min
xr

Pro ilustraci dobte poslouzi Obrazek 2.2, ktery odpovida strukturou matici A
z (2.9). Matice vazby S je regularni a splituje rovnost STe = 0. Protoze pro pseu-
doinverzi ST plati
ST —S(STS) 15Tz =0,
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viz [10] a [1], 1ze explicitné vyjadFit ortogonalni projekci do nulového prostoru S7.
Tak se ziska predpis pro prvnich k rovnic soustavy (2.9) jako soucet ortogonalnich
komponent prostorit R(S) a N (ST)

[Ss+ (I — llfeeT)DT:v] + ;eeTDTx = \}Ebde. (2.10)
Norma rezidua je potom minimalizovana pro s = STD7z.

Numericka stabilita tohoto postupu je podrobné odvozena v ¢lanku [1] a shr-
nuta do véty, ktera je v [34] doplnéna. Nésleduje jeji korektni znéni bez dikazu,
ktery lze najit v citovanych ¢lancich. Véta je odvozena pro radkovy stretching
aplikovany na prvni fadek matice namisto posledniho. Tato fadkova permutace
je ale bez 1jmy na obecnosti.

Véta 9 (Odhad ¢isla podminénosti rozsitené matice). Horni odhad ¢isla podmi-

nénosti rozsirené matice
A _ ’}/S DT
0 A,

s parametrem y = %\/pk | Adlly, kde p znaci pocet hustych rddki, je ddn predpisem

~ ok || Agl| o
K*(A) < K* Ak <1+2 k414 —mn )
1AII3 [z

kde o2, je nejmensi singuldrni ¢islo matice A.

2.4.2 Ridky stretching

Rédkovy stretching transformuje LS problém (2.1) na celkové Fidky, avSak
nijak nezohlednuje strukturu Choleského faktoru L matice A. Teto faktor mize
byt totiz i presto husty, nebot jeho ridkost je zavisla na poctu stretchingem gene-
rovanych radkl a strukture ridké c¢asti A;. Moznym divodem pro vznik zaplnéni
ve faktoru miuze byt fakt, ze radkovy stretching rozdéli husty radek do radkt
o rovnocenném poctu nenulovych prvki, navic typicky za sebou serazenych. To
nemusi byt kompatibilni se zbytkem matice. Toto je demonstrovano na trech jed-
noduchych piikladech v élanku [34], kde je z tohoto duvodu navrzena jind varianta
tzv. fidkého stretchingu, kterd se snazi minimalizovat zaplnéni v Choleského fak-
toru.

Necht je zachovano znaceni z predchozi sekce 2.4.1. Bud tedy d’ husty fadek
matice Ay, DT bud z d” stretchingem generovans ridka matice a

- (1)

bud celd matice soustavy po aplikaci stretchingu. Pro nazornost bud tedy Cho-
leského faktor soustavy normélnich rovnic rozepsan ve tvaru

AT D\ (A ATA, + DD" DS
_ AT 4 s s - s {1s
C=AA= ( ST> (DT S) - < STDT STS>'

Zjevné je pro zaplnéni urcujici blok AT A, + DDT. Tedy pravé zde je soustfedéna
snaha ho minimalizovat. Pozorovani prevzata z ¢lanku [34] ukazuji, jakym zpu-
sobem je nutné analyzovat strukturu a navadéji tak na lepsi modifikaci metody
stretchingu.

30



Pozorovani 1. Matice STS je tridiagondlni, a tudiZ pocet nenulovych proki
v (2,2) bloku Choleského faktoru L zdvisi pouze na poctu k € IN stretchingem
generovanyjch radki. Proto by mélo byt k malé.

Definice 6 (Dominance struktury). Necht u, v jsou ridké vektory a Struct(u),
Struct(v) mnozZiny indexi nenulovijch prvki ve vektorech u, v. Potom struktura u
dominuje v, pokud

Struct(v) C Struct(u).

Pozorovani 2. Zapinéni v vidicim bloku AT A, + DDT Choleského faktoru L
zpusobené hustym radkem bude minimdlni, pokud je struktura normdlni matice
generovanych 7adki DDT obsaZena ve strukture matice AT A,.

Pro nazornost je definice dominance struktury znazornéna Obrazkem 2.3, kde
struktura vektoru u dominuje vektorim v a w, ale nedominuje vektoru z.

ul *
o7

wl | %
2T * k%

Obrézek 2.3: Priklad dominance struktury.

Na zékladé Pozorovani 1 a 2 se Tidky stretching snazi najit rozdéleni ne-
nulovych prvki fadku d” mezi co nejméné fidkych strukturalné disjunktnich
fadka DT, které jsou dominovany strukturou ifdké ¢asti A,. Postup je velmi
blizky tloze minimdlniho pokryti mnoziny (z anglického terminu Minimal Set
Cover Problem). Jednda se o NP-tiplny problém nalezeni minimalniho po¢tu pod-
mnozin néjakého souboru mnozin, ktery pokryva dané univerzum. Pravé kvuli
slozitosti této ulohy je v praxi fidky stretching, jakozto kombinatoricka tloha,
reSen aproximacne.

Bindrni fadkovy stretching §lo zobecnit pro vice fadkt bez uziti rekurze. Ridky
stretching je odvozen pro rozhozeni jednoho hustého fadku do k tidkych. Tedy
pokud ma Ay vice radkt nez jeden lze stejny algoritmus opakované aplikovat
na jednotlivé husté radky. Ackoliv to lze délat do jisté miry paralelné, stejné
ridky stretching nardzi na vypocetni narocnost. Stretching bude mit vzdy jisty
negativni vliv na celkovou c¢asovou a pamétovou narocnost. To je zjevné z prin-
cipu rozdéleni radkt do vice a tim ¢asto velmi podstatnym zvétsenim tlohy. Proto
sami autori ¢lanku [34] poznamendvaji, ze by bylo zdhodno zobecnit Fidky stret-
ching na blokovou variantu.

Navic 1ze pouzit této techniky nejen pro uplné rozklady ale i pro neuplné
faktorizace jako predpodminéni pro iteracni metodu. Tomu se vénuje podkapi-
tola 3.2.1. Stretching by mohl byt téz aplikovan na tlohy, kde Ay nema plnou
sloupcovou hodnost. Husté tadky A, by po stretchingu mohly byt zpét vraceny
k A, a zajistit tak plnou sloupcovou hodnost.
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3. Problém nulovych sloupci
matice Ag

Uvodn{ rozdéleni matice A na iidkou a hustou ¢ast mize vytvorit z reguldrni
matice dvé matice, které takové nejsou, napt. jsou singularni nebo obsahuji nulové
sloupce. Priklad takového rozdéleni matice je ilustrovan Obrazkem 3.1. Hlavné
pro A, to vyzaduje specidlni pozornost pri volbé a aplikaci ridké metody.

0 =* 0 =%

* 0 0

0 =x 0

0 0 A,
* 0 0

0 * 0 =%

0 x 0
********}Ad

Obrézek 3.1: Priklad rozdéleni matice nesplnujici pro A, predpoklad plné sloup-
cové hodnosti.

3.1 Metody reseni LS problému s A, singularni

Necht nyni matice soustavy nesplnuji predpoklad plné sloupcové hodnosti,
tedy plati rank(A) = k < min(m,n). Zde bude vsak jen zbézné nastinéno, jak
tento pripad Tesit, nebot se jedna o obsahly problém, ktery je nad ramec této
prace.

Uz jen samotné urc¢eni hodnosti matice je casto komplikované, nebof muze
zaviset na zvolené metodé, muze se ménit diky perturbacim matice a presné vy-
hodnoceni nemusi byt ¢asto ani mozné. Proto se sloupcova hodnost musi nekdy
odhadovat.

Pokud k < n, neexistuje jednoznacné reseni LS problému a za LS Teseni se bere
to minimalni v normé. Takové feseni poskytuje Moore-Penrosova pseudoinverze,
kterou lze ziskat napt. metodou SVD rozkladu, jak je shrnuto v 1.2.4. Takovy
postup je obvykle neefektivni pro matice, které nejsou malé a husté. Predevsim
proto, ze matice rozkladu U a V jsou obecné husté a béhem transformace ma-
tice A na diagonalni tvar dochézi k velkému zaplnéni. Dobrou volbou pro feSeni
LS problému s matici, kterd neméa plnou sloupcovou hodnost, se ukazuje metoda
zalozena na QR rozkladu, proto se o ni text vice rozepisuje v sekci 3.1.2. Pravde-
podobné vhodnéjsim postupem je ale vyuziti Dulmage-Mendelsohnova rozkladu,
viz sekce 3.1.1.
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3.1.1 Metoda Dulmage-Mendelsohnova rozkladu

Dulmage-Mendelsohntiv rozklad je kanonicky rozklad bipartitniho grafu re-
prezentujici obecnou obdélnikovou matici pomoci mnozin jejich radki, sloupct
a nenulovych prvki. Rozklad prevede ¢tvercovou i obdélnikovou, nesymetrickou
matici do blokové trojuhelnikového tvaru. Algoritmus vypoctu tohoto rozkladu je
zalozen na parovani bipartitniho grafu nebo vrcholovych pokryti. Teorie Dulmage-
Mendelsohnova rozkladu byla poprvé popsana v ¢lanku [11].

Zde bude velmi stru¢né shrnuta aplikace Dulmage-Mendelsohnova rozkladu
na LS problém, viz [28]. Bud pro tcely tohoto odstavce matice A prevedena
na blokové dolni trojihelnikovy tvar

Ay
X A, ,
X X A

kde A, je preurcena matice, A, je Ctvercova, A, je nedourcend a matice X symbo-
lizuje obecnou matici, kterda mize byt trivialni nebo dokonce nulova. Vsechny tti
podmatice maji silnou Hallovu vlastnost. Nutno podotknout, ze A; nema s ozna-
¢enim Tidké ¢asti matice A pouzivanym vyse nic spolecného a jde jen o duplicitni,
ale konvencni, znaceni.

Potom lze feseni LS problému s takovou matici A urc¢it jen praci s podma-
ticemi Ay, As a A,. Typicky se matice faktorizuji QR rozkladem, kde je diky
silné Hallové vlastnosti zachovan predpoklad o nevyruseni a tak lze predpoveé-
dét strukturu faktoru R velmi presné. Tim se Setii na paméti i vypocetni na-
ro¢nosti. Metoda teseni LS problému pomoci Dulmage-Mendelsohnova rozkladu
tedy transformuje matici a vyuzije metody QR rozkladu na jednotlivé bloky. Ty
lze totiz klasifikovat jako malé a husté, a proto je uplny QR rozklad vhodnym
nastrojem, viz sekce 1.2.2.

3.1.2 Varianta ridké QR faktorizace

Jiz bylo zminéno, 7Ze na tlohy s matici nespliujici predpoklad plné sloupcové
hodnosti 1ze také aplikovat metodu zalozenou na QR rozkladu, nebof rozklad
existuje a lze jej ziskat stabilnim zptsobem. Kazdopadné i tak jsou nutné mo-
difikace, viz [17]. Faktor R z QR rozkladu bude singuldrni matice, a nelze proto
rovnou pouzit pro feseni piislusného LS problému (2.1). Modifikace metody spo-
¢ivaji ve specialnim preusporadani sloupcii béhem faktorizace tak, ze v kazdém
kroku je redukovan sloupec s nejvétsi normou. Tedy rozklad je tvaru

R U

kde R € R*** je horni trojuhelnikovd matice a P je matice provadénych per-
mutaci. Za predpokladu presné aritmetiky bude R singuldrni a 7" = 0. V praxi
se nulovost 7" musi vétsinou vynucovat pomoci néjakého kritéria, casto zaloze-
ného na velikosti normy 7' nebo ¢isle podminénosti faktoru R. Potom vypocet
LS problému vede na rovnici

(o %) ()= ()
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kde prava strana odpovida vektoru QQb. Minimalniho feseni se pak zaruci ortogo-
nalnimi transformacemi matice U. Tedy metoda fesi soustavu

QAVV Tz = Qb,

kde R € R¥** je aktualizovand, regularni, horni trojihelnikovd matice a V je
ortogonalni matice zohlednujici permutace P. Potom pro vysledné LS feseni plati

x-V(%),kdeRy—c

Uz jen kvili sloupcovému pristupu je tento postup nekonsistentni s radkoveé
orientovanym pristupem ridké QR faktorizace pro feseni LS problému, ktera je
rozevedena v sekci 1.3.1.2. To je jeden z divodii, pro¢ tento postup neni uplné
vhodny pro fidky LS problém. Clanek [17] v8ak tuto problematiku rozkryva a
navrhuje jak vhodnéji upravit vypocet pro ridkou tlohu. Metoda v podstaté sek-
vencné promitne pravou stranu b do oboru hodnot matice A a vysledek znovu
promitne na nulovy prostor matice A. V ¢lanku je uveden schématicky algorit-
mus pro Teseni ridkého LS problému se singularni matici, ktery bere v potaz
zaplnéni.

3.2 Metody reseni LS problému s nulovymi
sloupci

Nechtf nyni matice As neni regularni, protoze obsahuje nulové sloupce. Jednéa
se tak o specialni pripad, kdy matice A, nesplnuje predpoklad plné sloupcové
hodnosti. V nasledujicich sekcich jsou shrnuty postupy a mozné modifikace vyse
popsanych metod, kterymi lze problém nulovych sloupcti obejit nebo efektivné
resit. Mezi né patii blokové predpodminénd metoda s ¢astecnym stretchingem,
technika regularizace a metoda kombinace ¢astecnych reseni.

3.2.1 Blokové predpodminéna metoda s casteCcnym stret-
chingem

Hlavnim nebezpec¢im stretchingu je sice paméfova narocnost tlohy, ale zaro-
vell se miiZe stét, ze matice soustavy nemé plnou sloupcovou hodnost. Céstecny
stretching, ilustrovan Obrézkem 3.2, bere v potaz oba tyto problémy. V podstaté
jde o tidky stretching, ktery neni aplikovany na celou hustou ¢ast Ay, ale pouze
na vybranou podmatici. Podmatice by meéla obsahovat takové husté radky, které
po aplikaci stretchingu zptisobi zanik nulovych sloupcti v nové vzniklé ridké ¢asti.

Césteény stretching tedy generuje dalsi Fidkou ¢dst Agyeren, matici vazby S a
zbylou hustou ¢ést A, Preznacenim pak lze ziskat novou Fidkou a hustou ¢ast
matice soustavy. Stejného postupu lze vyuzit i v pripadé, ze Ag neobsahuje nulové
sloupce, ale i presto nema plnou sloupcovou hodnost.

Metoda Feseni LS problému (2.1) s matici As obsahujici nulové sloupce, ktera
je zde predstavena, kombinuje fidky stretching a predpodminénou iteracni me-
todu. Nejprve vyuzije modifikovaného ridkého stretchingu za ticelem ziskani ridké
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AS ms

A
Ad stretch

Obrazek 3.2: Schéma c¢astecného stretchingu.

soustavy splnujici predpoklad plné sloupcové hodnosti. Potom se na soustavu
aplikuje predpodminéni pomoci blokové faktorizace tak, aby tloha byla dobfte
resitelna iteracni metodou.

Metoda vychdzi z (2.7), kde z divodu vypocetni narocnosti bud nyni Cs ~
ESLST pouze netiplnd Choleského faktorizace matice AT A,. Metoda vyuZivd na-
vic blokového pristupu, ktery navadi k pouziti symetrického pozitivné definitniho
predpodminéni vhodného pro metodu CGLS. Tedy

c, AT\ _ (L, I LT BT 3.1)
Ay —1) " \By Ly ~1 Lr)’ ‘

kde ESB~T = AdT al+ édBNT = [:dlfg. Dosazenim rovnosti

(Co+ ATA)™ = (I 0) (id fl%) B (é) .

do rozkladu (3.1) lze ziskat symetrické pozitivné definitni predpodminéni vhodné
napf. pro itera¢ni metody PCGLS, LSQR nebo LSMR. Algoritmus faktorizace
s detailnim popisem implementace do zminénych iteracnich metod je k nalezeni
v [35]. Zaroven je zpracovan v kédu v prilohéach 4.3.

Rozhodovacich kritérii a postupt, podle kterych se uréi hustd podmatice
pro castecny stretching, je vice a rozdily mezi nimi nebyly zatim dikladné studo-
vané. Vhodnou volbu lze proto urcit experimentalné. Jednou z moznosti je jeden
po druhém brat ty husté radky, které maji jako prvni nenulovy prvek v jinak
nulovém sloupci As. V ¢lanku [35] je zvolena varianta LU rozkladu s fadkovou pi-
votaci. Na matici A4 je aplikovano tolik iteraci LU rozkladu, kolik ma A4 nulovych
radkl a sloupci. Vzniklé pivotované radky pak tvori hledanou podmatici.

3.2.2 Regularizace

Protoze rank(As) = ngs < n zpusobi, ze piislusna Cj je pozitivné semidefinitni
matice, neni mozné Tesit LS problém pomoci klasické Choleského faktorizace.
V tomto pripadé se totiz rozklad zastavi v kroku, ve kterém je nalezen nulovy
pivot. Proto metody vyuzivajici Choleského rozkladu musi pristoupit k dalsim
variacim. Jednou moznosti je tprava matice C,, nazyvana regularizace, jak je
popséano v [33]. V principu jde o aplikaci posuvu af, na Cy ve tvaru

Cy(a) = AT A, + al,,
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kde a > 0 je Tichonovuv reqularizacni parametr, a I, € R™™ znac¢i matici iden-
tity. Takto posunuty Choleského rozklad uz probéhne bez dalsich problémt a lze
ho aplikovat jako predpodminéni pro iterac¢ni metodu. Parametr « je vhodné vo-
len tak, aby Choleského faktorizace nahrazené matice Cs(«) probéhla tispésné a
zaroven « bylo co nejmensi. V praxi se parametr hled4d inkrementalné.

Popsana regularizace mé globalni vliv, nebof posun al, je aplikovan na celou
diagonalu. To muze byt jiz na prvni pohled zbytecné silny zasah. Proto lze regu-
larizaci lokalizovat a posuvat pouze problematické prvky, které zptisobuji vznik
negativnich pivotia v Choleského faktorizaci. Posun af,, pak mtze mit rizné vahy
pro ruzné diagonalni prvky. V ¢lanku [33] je ale uvedeno, Ze ackoliv lokalizace
regularizace neni slozita, je globalni pristup v pripadé Choleského faktorizace
vhodnéjsi. Tento postup je poprvé navrzen v clanku [30].

3.2.2.1 Varianta metody Schurova doplinku

Metoda Schurova dopliku muze byt v pripadé, ze A, nema plnou sloupcovou
hodnost, regularizovana nasledujicim zptsobem.

M- —Cy(a) AY _ [zs —I, LAST BE’
Ad [md Bd Imd Sd [md
necht zde znadi pravé indefinitni predpodminéni, kde Cy(«) = [:SL;T je Choles-

kého rozklad regularizované matice Cs(a). Ulohu (2.6) lze pak snadnou substituc
prevést na tvar

K (;’;) = <_§3b8> & KMM™! (Z) = <_‘2§b3> (3.2)
o o (2)- (£ () (2)
Wy bq rq Wq

(3.3)

Prvni soustavu (3.2) lze Tesit pomoci itera¢ni metody. Protoze soustava je ne-
symetrickd a predpodminéni je indefinitni, vhodnou metodou je napr. GMRES,
ktera byla pouzita i v experimentech kapitoly 4. Ale lze pouzit i jinych iteracnich
metod, napt. LSMR. Nésledné 1ze na druhou soustavu (3.3) aplikovat analogicky
postup jako v podkapitole 2.3.

3.2.3 Kombinace castec¢nych reseni

Dalsi moznost, jak si poradit s pripadem, kdy A, nem& plnou sloupcovou
hodnost, protoze obsahuje nulové sloupce, je shrnuta v [32]. Bud proto rank(A) =
n, ale rank(As) = ny < n. Potom lze matici A rozdélit na fidkou a hustou ¢ast,
kde je bez tjmy na obecnosti ny nulovych sloupcti matice A, preusporadano

na konec, takto
AN (A, 0
A= (Ad> - (Adl Ad2> = (4 A4). (3.4)

Potom plati, ze LS feseni problému (2.1) lze ziskat kombinaci dvou ¢astecnych
reseni, jak je ukadzano v nasledujici vété. Jeji dikaz je primocary a k nalezeni
v [32].
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Véta 10. Budte z € R™, W € R™*" reseni minimalizacnich uloh

mzinHAlz—bHQ, mmi/nHAlW—AQHF.

Potom je v = (x1 x2)T LS teeni problému (2.1), kde x1 € R™ a x5 € R"™,
dano predpisem

(5’31) - (Z - W“) . ma = (AT(Ay— AW) AT (b — Ay2).

X2 X2

Metoda kombinace ¢asteénych Feseni je zaloZena na Vété 10. Césteéna LS fe-
Seni z, W minimalizac¢nich tloh lze vypocitat nékterou z vySe popsanych me-
tod, napt. pomoci metody kombinace predpodminéni ridké a husté ¢asti popsané
v podkapitole 2.2. Protoze ziskat ¢astecné reseni W obnési feSeni no LS problémi
dimenze m, je tato metoda ¢asové i vypocetné znacné narocna. Plati ale, Ze se tyto
LS teseni daji ziskat pomoci blokové itera¢ni metody nebo paralelné, a tak vy-
razné zefektivnit vypocet. V experimentech této prace se ale LS feSeni W vyhod-
nocuje sekvencné, a proto je nutné zohlednovat spise primérny cas jedné iterace
nez celkovou dobu vypoctu. I presto tato metoda obstojné konkuruje ostatnim.
O to vice, pokud se do ¢asové naroc¢nosti metod zahrne i stretching a pripadné
jiné kroky predchézejici aplikaci metody.
tice AL (Ay — AyW). To je zjevné levndjsi, ¢fim mensi je no. ProtoZe v praxi je
hustd ¢ast Ay typicky mald, je ny malé, a tedy vyhodnoceni matice A (Ay— A, W)
je levné.
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4. Numerické experimenty

V predchozich kapitolach jsou shrnuty vlastnosti a chovani riznych postupt
reseni LS problému. Prvnim rozliSovacim faktorem téchto postupii je charakter
matice soustavy, a proto byl LS problém nejdiive definovan pro malou hustou
matici, nasledné velkou a ridkou a nakonec pro soustavu s proménlivou hustotou
nenulovych prvki v fadcich. Experimenty této kapitoly se budou vénovat kom-
binovanému fidko-hustému LS problému v podobé, v jaké je definovian v (2.1),
tedy

AS bS AS
Ag) T b A

min
xT

kde A= ( ) , Ag € R™*" 0 Ay € R™Mx™,

)
2

b= (bs> , by € R™, by € R™,
ba

m=mgs—+ mg, Mg >n, mg > 1.

Drive v textu byly popsany tii metody vhodné pro feseni tohoto LS problému.
Byly to metoda Aktualizace 2.1, metoda kombinace predpodminéni ridké a husté
¢asti 2.2 (dale uz jen jako PCGLS) a metoda Schurova dopliiku 2.3. Jak uz bylo
zminéno, muze se hned nékolika zpisoby stat, ze ridka ¢ast A, kombinovaného
ridko-hustého LS problému nesplnuje predpoklad plné sloupcové hodnosti a do-
konce, ze obsahuje nulové sloupce. Protoze pak nelze aplikovat klasické varianty
znamych metod, je nutné do postupu reseni pridat krok, ktery tuto situaci resi
nebo sikovné obchazi. V takovém pripadé se text rozepisuje o PCGLS s ¢astecnym
stretchingem 3.2.1, Schurové metodé s regularizaci 3.2.2 a Kombinaci ¢aste¢nych
reseni 3.2.3. VSechny zminéné metody byly pro ucely této prace naprogramované
a pouzité v experimentech této kapitoly.

Ackoliv jsou tyto navrzené postupy znamé a c¢asto pouzivané, neexistuji zadna
pozorovani ani vzajemné porovnani pti aplikaci na LS problém s proménlivou hus-
totou nenulovych prvki. Je tedy jejich potencidlni ptinos zatim nevyhodnocen.
7 tohoto duvodu zde budou predstaveny experimenty, které demonstruji chovani
téchto pristupti pro ruzné konkrétni tlohy. Bude zde zkoumana zavislost metod
na druhu tlohy, na poc¢tu hustych radkl, na poctu nulovych sloupci, ale i zavis-
lost na parametrech samotnych tesicii. Tabulky vypisujici vysledky jednotlivych
experimentu jsou usporadany vzestupné podle poc¢tu nenulovych prvki v matici,
aby se i tento parametr dal snadnéji zohlednit pti analyze vysledki metod.

Specifikujme zde zakladni proménné experimenti. Hustou ¢ast soustavy Ay
jsme uméle generovali po fadcich. Jeji dimenze je urcéena parametrem m_ art
(z anglického terminu artificial). Abychom udrzeli cely vypocet in-cache a mohli
tak 1épe porovnavat ¢asovou narocnost jednotlivych metod, uvazovali jsme m__art
relativné malé v radu nizkych desitek. Praktické tlohy se ale nékdy potykaji s vy-
razné dominantnéjsi hustou ¢asti tlohy. To je vsak nad ramec nasich experimentti.
Pocet hustych radki, na které byl aplikovan stretching, znac¢ime m,_ stretch, a
tedy plati m__art = m_ stretch. Posledni podstatnou proménnou je pocet nulo-
vych sloupcti, znacen n_ nulls. Z praktickych tloh vime, ze takovych sloupcti se
v realnych maticich vyskytuje mélo, ale staci pritomnost jednoho, aby byla cela
uloha pro velké dimenze nefesSitelna klasickymi metodami. V nasledujicich ex-
perimentech jsme nulové sloupce uméle generovali, tzn. nulovali jsme poslednich
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n_ nulls sloupci matice A,. I proto musi byt n_ nulls relativné malé, abychom
vyrazné nezmeénili matici. Zasadnéjsi naruseni struktury totiz mtze vést na trivi-
alni experimenty ¢i zcela bezvyznamnou tlohu.

Matice pouzité v experimentech byly brany z SuiteSparse Matriz Collection
(https://sparse.tamu.edu/) a jejich abecedni vycet je uveden v Tabulce 4.1.
Procedura na doplnéni matice hustymi fadky a stretching radka je napsana
ve Fortranu a byla prevzata od vedouciho prace prof. Tumy. Veskeré zbylé pro-
cedury jsou vlastnim prispévkem a jsou prilozené v prilohach 4.3. Tyto pro-
cedury jsou programované pro MATLAB, ktery je vhodnym numerickym na-
strojem nejen na vypocty, ale i vizualizaci vysledki. Experimenty jsme spous-
téli na pocitaci s procesorem Intel(R) Core(TM) i7-7600U CPU 2.80GHz a
vnitini paméti 16.0GB. Vlastni kédy jsou programované pro MATLAB R2019b
verze 9.7.0.1216025.

Matice m n nz SPD rank(A) =n
Meszaros/aircraft 3,754 7,517 20,267 X v4
Meszaros/cepl 1,521 4,769 8,233 X v
Meszaros/cob 5774 12,325 57,993 x V4
Meszaros/deter3 7,647 21,777 44,547 X v
Meszaros/deter8 3,831 10,905 22,299 X v
Meszaros/fxm2-6 1,520 2,845 12,812 X v
Meszaros/gams60am 714 1,071 2607 X v4
HB/illc1033 1,033 320 4,719 X v
LPnetlib/lpi_cplex] 3,005 5,224 10,947 X v
LPnetlib/lp-d2q06¢ 2,171 5,831 33,081 X v
LPnetlib/lp_agg 488 615 2,862 X v
LPnetlib/lp_pds 02 2,953 7,716 16,571 X v
LPnetlib/lp_stocfor2 2,157 3,045 9,357 X v
Meszaros /rosen2 1,032 3,080 47,536 X v
Meszaros/rosen8 520 1,544 16,058  x v
Meszaros/scagr7-2b 9,743 13,847 35885 X v
Meszaros /scagr7-2c 2,447 3,479 9,005 x v4
HB /well1850 1,850 712 8755 X v

Tabulka 4.1: Matice pouzité v experimentech a jejich zédkladni vlastnosti. Parame-
try m, n a nz znaci pocet radki, sloupct a nenulovych prvki matice. Ve sloupcich
SPD arank(A) = n je vyneseno, zdali je matice symetricka, pozitivné definitni,
a jestli ma plnou sloupcovou hodnost.

Pokud pro pouzitou matici A platilo m < mn, potom jsme matici transpono-
vali, abychom ftesili LS problém s pfeurcenou ulohou. V nékterych experimentech,
napr. regularizaci 4.1 nebo u ¢astecného stretchingu 4.2, bylo potfeba matici A
skalovat. V experimentu regularizace tedy misto matice A probihal vypocet s ma-

tici —— A, kde Gpqe znaci nejvétsi prvek matice A. V experimentech se stretchin-
ax

am,
gem je matice zprava preskdlovana diagonalni matici D na AD, kde (Dy;)? = HTle-H
pro e; nulovy vektor s jednickou na i-té pozici. Vektor pravé strany b je pro jed-

noduchost volen jako vektor samych jednicek.
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Zastavovaci kritérium bylo zalozeno na velikosti podilu
|47n]

7o

<TOL,

kde 7o znadi startovaci reziduum, ry reziduum v k-té iteraci a TOL je pevné zvo-
lend tolerance TOL = 1078, Pro detailnéjdi studium zastavovacich kritérii jsou
vhodné napf. kniha [21] nebo ¢lanek [23]. Navic jsme omezili jesté pocet iteraci
provedenych zvolenou itera¢ni metodou na max__iter = 200.

Jako pfedpodminéni soustavy normalnich rovnic AT A jsme v experimentech
zvolili netplnou Choleského faktorizaci. Ta funguje relativné spolehlivé a je po-
puldrnim nastrojem. Navic pravé proto, ze Choleského faktorizace lze tspésné
pouzit jenom na symetrické pozitivné definitni matice, jsou v nasem pripadé za-
potiebi postupy vhodné pro matice s nulovymi sloupci. Konkurentem by mohla
byt neuplna QR faktorizace. Tu vSak zatim nelze pocitat efektivné a robustné,
proto ji nebylo mozné pouzit. Hlavni aplikaci QR rozkladu jsou stéle tlohy s ma-
lou a hustou matici, kde se pocitaji uplné faktorizace. Vétsimu rozboru chovani a
vlastnosti téchto faktorizaci se vénuji sekce 1.3.1.2 a 1.3.1.3. Novéjsi clanky vénu-
jici se pfedpodminovani ukazuji, ze neldplnou Choleského faktorizaci lze vyrazné
vylepsit nebo nahradit jinym lepsim predpodmirniovacem, viz [31] nebo [12]. To je
ale nad ramec této prace.

4.1 Regularizace

Vénujme se v prvni fadé technice regularizace a porovnejme jeji chovani a
vykon pro vsSechny tfi vyse zminéné metody Aktualizace, PCGLS a Schurova
doplnku. Zde pokud by v néjakém kroku vypoctu nebyla mozna Choleského fak-
torizace, protoze narazi na nulovy pivot a tedy tzv. breakdown, pocitejme s Cho-
leského faktorizaci regularizované matice ve tvaru

Ala) = A+ al,

kde I zna¢i matici identity. Regularizacni parametr « se v praktickych aplikacich
hleda inkrementalné. Zjevné ¢im mensi je parametr «, tim mensi je dopad regu-
larizace, a tedy i mensi odchylka od ptivodni matice A, resp. A, coz je zadouci.
Zéaroven ale muze byt regularizovand matice stale blizko maticim nesplnujici pred-
poklad plné sloupcové hodnosti. To pak miize vést k celkové nestabilité vypoctu.
Tedy volba prilis malého o nemusi zajistit konvergenci metody k LS feseni nebo
jen negativné ovlivni pocet iteraci. Optimalni hodnota parametru « je navic za-
visla i na velikosti prvka matice. Proto je zahodno pred zacatkem vypoctu matici
skalovat. Pro hlubsi analyzu volby parametru a doporucujeme clanek [22], ktery
uvadi na nadmi pouzitou volbu parametru ao = 1073, 107°. Software MATLAB na-
bizi moznost regularizace pro netiplnou Choleského faktorizaci. Piikazem

L = ichol(A, struct(’diagcomp’,alpha));

1ze konstruovat Choleského faktor L takovy, ze LT L ~ M spliujici
alpha = max(sum(abs(A),2) ./ diag(A))-2;
M = A + alphaxdiag(diag(A));
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Tedy L je netplny Choleského faktor diagonalné dominantni matice, ktera
vznikla z A posunutim o alphaxdiag(diag(A)). Tato varianta regularizace, ac
se zdd mnohem sofistikovanéjsi, nezlepsuje pribéh zvolené metody vyraznéji nez
nami aplikovany posun diagonaly.

Sledujme nyni rozdil mezi metodou Aktualizace feseni LS problému, PCGLS
a metodou Schurova doplinku. Porovnani téchto metod je zaloZzeno na poctu ite-
raci a vypocetnim ¢asu v sekundach, které jsou potieba k ziskani stejné presného
LS feseni. Protoze pocet hustych radki m_art nemé na tento druh experimentu
vyznamny vliv, byl téz pevné zvolen m__art = 1.

Pokud matice A, neobsahuje zadné nulové sloupce, lze volit regularizacni pa-
rametr a = 0. Pro srovnani jsme i tento pripad zahrnuli do experimentu. Metoda
Schurova dopliiku je v takovém ptipadé prima metoda, a nemé proto smysl po-
rovnavat pro ni pocet iteraci. Vypocetni ¢as je ovlivnén architekturou pouzitého
pocitace a soubézné bézicich procest. Nevypisujeme zde presné hodnoty, ale je-
nom srovnani poradi, ve kterém jednotlivé metody skoncily. Posledni sloupec
Tabulky 4.2 vyznacuje, kterda z metod byla z hlediska vypocetniho ¢asu nejrych-
lejsi.

Metoda Aktualizace aplikuje sdruzené gradienty predpodminéné Choleského
faktorizaci na regularizovanou matici a nasledné reseni opravi pomoci spoctené
korekce. Metoda PCGLS aplikuje na LS problém sdruzené gradienty, které jsou
vhodné predpodminéné netplnou Choleského faktorizaci s nulovym zaplnénim,
aby byl minimalizovan dopad existence hustych radkt. Schurova metoda trans-
formuje LS problém na indefinitni tilohu a aplikuje GMRES itera¢ni metodu pred-
podminénou Choleského faktorizaci. Velmi zjednodusené tedy sledujeme vliv re-
gularizace a nulovych sloupcti na varianty metod sdruzenych gradienti a GMRES.

Vysledky ukazuji, ze metoda Aktualizace a PCGLS jsou na pocet iteraci prak-
ticky stejné. Metoda Aktualizace vyzaduje obecné o trochu méné iteraci, ale mu-
sime brat v uvahu, ze po skonceni iteracniho procesu musi LS TeSeni x, jesté
aktualizovat. Cas potfebny na samotnou aktualizaci je kratky, nebot potiebu-
jeme Tesit dve typicky velmi malé soustavy. Pricemz QR rozklad, pomoci kterého
fesime soustavy, je mozné pocitat paralelné s itera¢ni metodou pro feseni x,.
Metoda Schurova doplinku se ukazuje pro vétsi tilohy méné naroéna na pocet
provedenych iteraci. AvSak ¢as potTebny na iteraci je vyssi nez u sdruzenych gra-
dientt, a proto vychazi PCGLS lépe.

Ziejmé plati ivaha, ¢im vice obsahuje matice Ay nulovych sloupct, tj. ¢im
vétsi n__nulls, tim vétsi musi byt i o, abychom zajistili konvergenci. Ukazujeme,
ze na pocet nulovych sloupct n_nulls je nejméné zavisla metoda Aktualizace.
Ostatni vyzaduji vice iteraci pro vétsi n_ nulls a i vétsi regularizaci, tj. vétsi a.
Nejméné citlivou metodou na volbu parametru a je metoda Schurova dopliku. Je
tomu tak ale v porovnani se sdruzenymi gradienty. Zajimavé ale je, ze pro efekti-
vitu metody PCGLS stac¢i velmi jednoduché predpodminéni bez zaplnéni. V ramci
experimentu jsme nezkoumali pouziti dalsich metod, jako jsou tfeba LSMR nebo
LSQR a zde je jisté prostor pro dalsi analyzu.
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Aktualizace PCGLS Schurova m.
Matice n_nulls “ “ “ Nejrychlejsi
— 0 107* 107° 0 107* 107° 102 107  metoda
gams60am 1 7 7 7 8 8 8 4 3 Schur. m.
10 7 7 7 8 8 8 4 3
Ip_agg 1 5t 58 14 5t 61 16 62 15 Schur. m.
10 5 48 15 5 61 16 52 16
cepl 1 3 5 5 6 6 6 4 3 PCGLS
10 3 3 3 6 6 5 4 3
scagrv-2c 1 41 41 41 43 44 43 6 4 Schur. m.
10 41 41 41 43 44 43 7 4
Ipi_ cplex1 1 7 24 9 6 27 10 25 7 Schur. m.
10 7 24 9 6 28 10 25 7
rosen8 1 11 11 11 12 12 12 5 3 PCGLS
10 11 11 11 12 12 12 6 4
aircraft 1 1 8 7 5 9 8 8 5 PCGLS
10 1 8 7 5 11 9 10 6
deter8 1 73 78 78 78 81 81 6 4 PCGLS
10 73 78 78 78 84 84 7 4
Ip_ d2q06¢ 1 30 200 200 32200 200 200 200 PCGLS
10 30 200 200 32200 200 200 200
deter3 1 78 83 89 83 88 88 6 4 PCGLS
10 78 83 83 83 90 90 8 4
rosen2 1 12 12 12 12 12 12 4 3 PCGLS
10 12 12 12 12 13 12 5 4

Tabulka 4.2: Porovnani poc¢tu iteraci metod Aktualizace, PCGLS a Schurova do-
pliku v zavislosti na parametru regularizace o a poc¢tu nulovych sloupcti n_ nulls.
Posledni sloupec vypisuje nejrychlejsi metodu z pohledu vypocetniho casu
v sekundéch.

4.2 Céasteény stretching

Dalsim pristupem k feseni kombinovaného ridko-hustého LS problému s nu-
lovymi sloupci v matici A,, se kterym budeme experimentovat, je ¢astecny stret-
ching. Teorie k tomuto postupu je shrnuta v sekci 3.2.1. Pro pfipomenuti se jedna
o vyuziti techniky stretchingu na m__stretch vybranych radka husté casti A, tak,
aby jejich spojenim s ridkou casti A, zanikly nulové sloupce, viz Obrazek 3.2.
Timto zptsobem je mozné ziskat Cs; = AT A, jako symetrickou a pozitivné defi-
nitni matici. Protoze stretching vyrazné zvétsuje dimenzi matice tilohy, mtze byt
castecny stretching, ktery rozvine pouze nékteré z hustych radkt m_ art, lepsi
strategii. Césteény stretching tak miZe pozitivné ovlivnit pamétovou, ale i vipo-
¢etni narocnost celého vypoctu.

Prvni otazkou je, jak vybirat husté fadky vhodné ke stretchingu. Lze je
napt. postupneé iterativné pribirat jeden po druhém, dokud neni matice C, syme-
trickd a pozitivné definitni. To je velmi jednoduchy a tc¢inny pristup, ktery jsme
v tomto experimentu zvolili. Dalsi moznosti je volit postupné husté radky, které
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maji nenulové prvky ve sloupcich, které jsou pro A, nulové. Toto muze usetrit
néjaké misto v paméti. Na rozdil od prvniho ptistupu iterativniho pribirani radkt
tento postup neni zavisly na potradi radkt v matici, resp. jejich permutaci. Ty-
picky vsak nebude takovy rozdil mezi timto castecnych stretchingem a tim s ite-
rativnim pribirani radki. Stoji tedy za zvazeni, jestli hledani potfebnych radkt
neni ptilis ¢asové naroc¢né. Posledni zde uvedenou a nejsofistikovanéjsi moznosti
je vyuziti LU rozkladu s tadkovou pivotaci k urceni vhodnych hustych radk,
kterou popisuje a ve svych experimentech vyuziva ¢lanek [35].

Kromé vyrazného zvétSeni ilohy méa castecny stretching jesté jednu nevyhodu.
I pokud se zbavi nulovych sloupct v matici Ay, nemusi byt splnén predpoklad plné
sloupcové hodnosti, kterou ale predpokladame u celé matice. Netiplna Choleského
faktorizace, kterd je jednim z hlavnich nastroji pro vypocet, potom nemiize byt
aplikovana, protoze nutné narazi na nulovy pivot. V takovém piipadé je mozné
aplikovat stretching na dalsi husté radky, dokud neziskdme pozitivné definitni
matici soustavy. Casto se také vyuziva kombinace s regularizaci, kterd nezpiiso-
buje dalsi zvétsovani tlohy.

Nasledujici experiment sleduje chovani metod Aktualizace, PCGLS a Schu-
rovy metody s vyuzitim c¢astecného stretchingu a jejich zavislost na poctu nu-
lovych sloupctt n_nulls, uméle generovanych hustych radkt m_art a hustych
radka m__stretch vyhrazenych pro stretching. Pro tplnost jsme pozorovali, jak
pocet iteraci, nutnych k dosazeni kyzené pfesnosti, tak i vypocetni ¢as. Cas mé-
fime v MATLABU pomoci prikazi tic, toc umisténych v kodu tésné pred a tésné
po volani funkce metody, viz kédy v prilohach 4.3. Vysledny cas tedy zahrnuje i
reseni pomocnych systému a rozklada a netuplnych faktorizaci, které mohou vy-
pocetni ¢as vyrazné navysovat, pricemz by bylo mozné je Tesit efektivnéji.

Prejdeme nyni k vysledkim a pozorovani plynoucich z experimentu. Pocet
hustych radkt m_ art, které jsou k maticim uméle generovany, negativné ovliv-
nuji vykon vsSech zkoumanych metod. Tedy ¢im vétsi m__art, tim vétsi je casova
naroc¢nost vypoctu. Ukazuje se, ze pocet iteraci zustava ale relativné stabilni.
To miize byt zpisobeno neefektivitou rozkladii a netplnych faktorizaci, které je
nutno pocitat v kazdém volani metody. Odtud je zjevné, Ze nejen numerické vlast-
nosti faktorizace, které jsou studovany v kapitole 1, ale i jejich implementace ma
podstatny vyznam a dopad na konec¢ny vykon metod.

Cim vice je matice tlohy vzdalena od reguldrnich matic, tj. &m vétst je po-
¢et nulovych sloupci n_nulls matice Ay, tim vice je potfeba regularizovat. To
se umérné projevuje na poctu hustych radka m_ stretch, které jsou vstupem
pro casteény stretching. Proto s rostoucim n_ nulls, roste m__stretch, ¢imz se
zvetsuji dimenze myg, n, matice A,. Toto vSe mé za dusledek prodlouzeni vy-
pocetniho ¢asu, viz Tabulka 4.4. Navic obecné plati, Ze jiz pouze pro jeden nu-
lovy sloupec je zapotiebi aplikovat stretching na pomérné velké mnozstvi hustych
radka m__stretch. Nejvice toto demonstruji napt. matice illc1033 a Ip_pds 02.
Casova narocnost je téZ negativné ovlivnéna celkovym poc¢tem nenulovych prvki,
tedy nejen rozlozenim, strukturou matice a jeji dimenzi.

Podivejme se ted na srovnani jednotlivych metod Aktualizace, PCGLS a Schu-
rova doplnku. Prvni dvé metody jsou iterac¢ni, a tedy je pro né mozné srovna-
vat pocet iteraci, viz Tabulka 4.3. Jak jsme predpokladali, obé metody Aktua-
lizace i PCGLS konverguji v obdobném poctu iteraci, nebot se v obojim v za-
kladu jedné o sdruzené gradienty. Rozhodujicim rozdilem mezi nimi vsak je husta
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metoda

Matice m_art m_stretch n_nulls Aktuali PCGLS
ualizace
gams60am 10 3 1 2 2
50 30 3 3
50 40 10 3 3
lpagg 30 10 3 4 4
50 40 10 3 3
illc1033 40 30 1 200 200
40 30 10 200 200
cepl 30 10 1 3 3
30 10 3 3 3
50 30 10 3 3
well1850 10 3 1 7 7
40 3 1 7 5
40 35 10 200 200
scagrr-2c 30 10 1 4 4
50 30 4 5
50 30 10 4 5
Ip_ stocfor2 30 10 1 6 8
30 10 3 6 8
50 30 10 6 7
Ipi_ cplex1 30 10 1 5t )
30 10 3 5 5
50 40 10 6 6
fxm2-6 10 3 1 5 6
30 10 3 5 5
50 30 10 4 5
roseng 30 10 1 2 2
30 10 5 30 29
50 30 10 2 2
Ip_ pds 02 40 30 1 4 5
50 30 5 4 4
deter8 30 10 1 5 5
30 10 5 5 5
Ip_ d2q06¢ 30 10 1 5 5
30 10 3 6 6
50 30 3 6 6
scagr7-2b 10 3 1 7 7
deter3 10 3 1 6 6
rosen2 10 3 1 2 2
30 10 2 2 2
50 30 10 2 2
cob 30 10 1 6 6

Tabulka 4.3: Porovnani poc¢tu iteraci metod Aktualizace a PCGLS v zavislosti
na poctu hustych radka m_ art, radktd m_ stretch urcenych k stretchingu a nu-
lovych sloupctt n__nulls

44



Matice m_art m_ stretch n_nulls Alin etoFi & PCGLS Schurova
tualizace metoda
gams60am 10 3 1 0.173 0.144 0.0962
50 30 5 24.935 24.5 11.601
50 40 10 55.336 52.906 21.496
lpagg 30 10 3 0.485 0.401 0.195
50 40 10 5.100 4.233 1.724
illc1033 40 30 1 11.019 10.569 1.565
40 30 10 10.495 10.45 1.666
cepl 30 10 1 21.83 19.755 6.755
30 10 3 19.627 16.572 6.734
50 30 10 101.14 83.745 32.934
well1850 10 3 1 1.181 1.655 0.388
40 3 1 1.150 1.127 0.404
40 35 10 30.921 18.252 18.151
scagr7-2c 30 10 1 131.09 164.62 51.254
50 30 5 1021.8 11104 291.1
50 30 10 1095.9 1297.5 350.76
Ip_stocfor2 30 10 1 83.291 128.56 31.667
30 10 3 83.575 124.7 30.371
50 30 10 844.8 1087.8 280.21
Ipi_ cplex1 30 10 1 429.76 372.47 83.024
30 10 3 407.9 324.18 80.404
50 40 10 3302.6 2935.7 619.33
fxm?2-6 10 3 1 5.952 8.916 2.399
30 10 3 28.99 34.835 11.294
50 30 10 283.06 359.21 151.42
rosen8 30 10 1 2.178 1.731 0.795
30 10 5 0.893 0.364 0.793
50 30 10 13.86 9.986 4.452
Ip pds 02 40 30 1 2740.9 3251.9 875.97
50 30 5 2603.8 2648.5 865.33
deter8 30 10 1 519.96 614.71 249.94
30 10 5 491.55 542.27 226
Ip_ d2q06¢ 30 10 1 89.982 104.48 39.956
30 10 3 98.476 120.74 32.842
50 30 3 887.67 903.43 228.93
scagr7-2b 10 3 1 2720.9 2489.9 577.53
deter3 10 3 1 1114.8 1481.3 405.05
rosen2 10 3 1 6.505 4.855 2.158
30 10 2 13.921 9.763 4.16
50 30 10 60.052 46.582 20.043
cob 30 10 1 2112.9 2456.2 781.17

Tabulka 4.4: Porovnani vypocetniho ¢asu v sekundach metod Aktualizace,
PCGLS a Schurovy metody v zavislosti na poc¢tu hustych radka m_ art,

radka m__stretch urcéenych k stretchingu a nulovych sloupct n_nulls.
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cast Ay. Plati, Ze pro rostouci pocet hustych radku, na které nebyl aplikovan
stretching, je rychlejSim pristupem metoda Aktualizace. Tedy pokud je rozdil
vhodnéjsi je vyuzit metodu Aktualizace oproti PCGLS. Z vysledkt v Tabulce 4.4
je také evidentni, ze celkové nejrychlejsi je metoda Schurova dopliku a to v né-
kterych pripadech az nasobné. Podstatné je ale vysvétlit proc¢. Zde znovu hraji
neopomenutelnou roli netiplné faktorizace a rozklady, které mohou byt drahé, jak
na pameét tak na cas. Metoda Schurova dopliku pracuje pouze s uplnym Cho-
leského rozkladem matice C, ktery MATLAB Tesi rychleji nez netiplnou Choles-
kého faktorizaci vyuzivanou pro predpodminéni metod Aktualizace a PCGLS. Ani
druh netuplné Choleského faktorizace, at s nulovym zaplnénim nebo se stanovenou
toleranci na nulovani nenulovych prvki, nepredci efektivitu tplného Choleského
rozkladu pro velké matice. Na druhou stranu byly vyvinuty velmi efektivni im-
plementace predpodminéni zalozenych na netplné Choleského faktorizaci, které
by mohly ¢asovou narocnost metod Aktualizace a PCGLS v nasem experimentu
velmi snizit. Proto pouziti funkeci jiz implementovanych v MATLABU nezarucuje
optimalitu vypoctu.

4.3 Srovnani metod reseni LS problému s nulo-
vymi sloupci

Nésledujici odstavce budou vénovany srovnani metod feseni LS problému s nu-
lovymi sloupci tak, jak jsou popsany v podkapitole 3.2. Mezi sebou jsme porovna-
vali Schurovu metodu s regularizaci, predpodminénou metodu s ¢astecnym stret-
chingem, konkrétné PCGLS, a metodu kombinace ¢astecnych teseni. Sledovali
jsme pocet iteraci, celkovy cas v sekundach potfebny k vypoctu, ale i primérny
vypocetni ¢as na jednu iteraci. Pro kazdou testovanou matici jsme ménili pocet
hustych radkt m__art, pocet m__stretch radka urcenych pro stretching a pocet
nulovych sloupct n_ nulls.

Omezeni na presnost, resp. tolerance pro zastavovaci kritérium, a maximalni
pocet provedenych iteraci jsou stale stejna jako v predchozich experimentech,
tedy TOL = 10~% a maxz__iter = 200. Regulariza¢ni parametr pro Schurovu me-
todu byl volen pevné a = 1073, ProtoZe ¢dstecény stretching nezarucuje tispésny
pribéh Choleského faktorizace, a protoze tak vyrazné roste dimenze ulohy, apli-
kovali jsme v nékterych pripadech regularizaci stejné jako u Schurovy metody i
u PCGLS. V Tabulkéach 4.5, 4.6 a 4.7 je pouziti regularizace navic vyznaceno
symbolem *.

Nejdrive shrneme vysledky pro jednotlivé metody a potom prejdeme k jejich
vzajemnému porovnani. Schurova metoda s regularizaci je v poctu iteraci opét
celkem nezavisld na parametrech m_art, m_stretch a n_nulls. Casova naroc¢-
nost metody lehce roste s celkovou dimenzi tlohy, ale na primérny ¢as na iteraci
to nema vyrazny vliv. Z predchozich experiment vime, ze metoda PCGLS s ¢és-
tecnym stretchingem je velmi ovlivnéna n_ nulls a amérné tedy i m_ stretch.
Vyuzitim regularizace v pripadech, kdy byl pocet stretchingem generovanych tid-
kych tadkt prilis vysoky, jsme mohli kontrolovat ¢asovou naroc¢nost vypoctu.
Ukazuje se, ze PCGLS je citlivd na n_ nulls pravé kvili ¢asové narocnosti. Po-
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cet iteraci této metody zustava relativné srovnatelny, ale ¢as potfebny je jednu
iteraci vyrazné roste, viz Tabulka 4.7. Do poctu iteraci ani vypocetniho c¢asu
ale neni zahrnut stretching, ktery metodé predchéazi. Proto je potieba srovnavat
vysledky pro PCGLS tak, ze pocitame s néjakym casem navic. Metoda kombi-
nace ¢asteénych reSeni je nejméné predvidatelnd metoda. Z experimenti plyne,
ze pocet iteraci je ovlivnén spiSe n_ nulls, zatimco ¢as na vypocet spise hus-
tymi fadky m_ art. U nékolika matic je dokonce vétsi iloha rychlejsi nez mensi
se stejnym poctem nulovych sloupci. Nutno ale podotknout, Ze se casto potyka
s problémem singularity matice A;. Pokud je A; blizké singularnim maticim nebo
je Spatné skdlovand castecné reseni z muze byt velmi nepresné a zpusobit tak ne-
stabilitu celého postupu. Dokladaji to tak napt. vysledky pro matice #llc1033,
Ip_pds 02 nebo well1850.

Celkove se ukazuje, ze Schurova metoda s regularizaci je vSeobecné spolehliva
a velmi rychld metoda. Nejen na pocet iteraci, ale i celkovou ¢asovou narocnost
prevlada nad PCGLS s ¢astecnym stretchingem a metodu kombinace ¢aste¢nych
feseni. Nutno zminit, ze c¢astecny stretching je skvély néstroj, avsak vyzaduje
specifictéjsi aplikaci a neni tak robustni jako regularizace. Navic nejen ze je tiloha
zavisla na m__stretch, ale i na provedeni samotného stretchingu. Zde je na druhou
stranu moznost zna¢ného vylepseni a dalsich analyz. Kombinace ¢asteénych te-
primo z definice. Experimenty vSak dokazuji, ze i tak muize snadno konkurovat
ostatnim metodam, nebof jde o velmi rychlou metodu, kterd nevyzaduje zadnych
predchazejicich krokii.
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Schurova PCGLS  Kombinace
Matice m_art m_stretch n_nulls metoda s cast.  castecnych
s regul. stretch. reseni
gams60am 10 3 1 3 2 4
10 3 3 4 4* 206
30 10 3 4 5* 8
Ip_agg 10 3 1 3 4* 4
10 3 3 3 hH* 8
30 10 3 3 4 8
illc1033 10 3 1 38 110%* 202
10 3 3 35 115% 206
30 10 3 47 59* 8
well1850 10 3 1 9 4 4
10 3 3 8 9% 206
30 10 3 6 T* 8
scagr7-2c 10 3 1 5 5* 5
10 3 3 5 6* 207
30 10 3 5 6* 9
Ip_stocfor2 10 3 1 3 10* 13
10 3 3 4 10%* 25
30 10 3 3 8 25
Ipi_ cplex1 10 3 1 4 5* 6
10 3 3 4 * 12
30 10 3 3 5 12
fxm2-6 10 3 1 5 6 9
10 3 3 5 11%* 18
30 10 3 4 5 17
roseng§ 10 3 1 2 3 2
10 3 3 3 4* 4
30 10 3 3 2% 4
Ip_pds 02 10 3 1 8 10%* 201
10 3 3 6 8* 203
30 10 3 5 6* X
Ip_ d2q06¢ 10 3 1 6 13* 8
10 3 3 6 13* 16
30 10 3 6 6 16
deter3 10 3 1 6 6 3
10 3 3 7 9% 5
30 10 3 6 8 5
rosen2 10 3 1 2 2 4
10 3 3 2 3* 206
30 10 3 3 3* 8
cod 10 3 1 3 * 11
10 3 3 4 8% 21
30 10 3 3 6 21

Tabulka 4.5: Porovnani poctu iteraci Schurovy metody, PCGLS s castec-
nym stretchingem a Kombinace c¢éasteénych fteSeni v zavislosti na poctu
hustych tadkt m_ art, tadka m_ stretch urcenych k stretchingu a nulovych
sloupct n__ nulls.
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Schurova PCGLS Kombinace

Matice m_art m_stretch n_nulls metoda s Cast. castecénych
s regul. stretch. reseni
gams60am 10 3 1 0.1971 0.1389 0.0504
10 3 3 0.1372 0.2247* 1.1188
30 10 3 0.1334 2.4149* 0.0843
Ip agg 10 3 1 0.1975 0.1517* 0.0963
10 3 3 0.0866 0.1331%* 0.1527
30 10 3 0.0720 0.3490 0.1590
illc1033 10 3 1 0.0323 1.9739* 1.326
10 3 3 0.0328 2.2021* 1.3705
30 10 3 0.0261 5.2782%* 0.1363
well1850 10 3 1 0.1316 0.9955 0.4690
10 3 3 0.1365 2.0038* 16.114
30 10 3 0.1455 5.8266* 0.9209
scagr7-2c 10 3 1 4.3727 51.242%* 17.146
10 3 3 3.4294 54.159* 491.09
30 10 3 3.8081 179.54%* 31.941
Ip_stocfor2 10 3 1 2.2814 38.162* 19.192
10 3 3 2.7662 38.833* 37.52
30 10 3 2.6193 124.38 37.259
Ipi_ cplex1 10 3 1 9.6226 158.05* 156.44
10 3 3 10.9 209.82* 313.46
30 10 3 9.2142 353.75 313.28
fxm2-6 10 3 1 1.0357 9.2085 4.5453
10 3 3 1.0231 16.679* 8.7867
30 10 3 1.0344 38.15 9.2121
rosen& 10 3 1 0.0789 0.8989 0.7446
10 3 3 0.0799 1.368* 1.2412
30 10 3 0.0906 1.7459* 1.1729
Ip pds 02 10 3 1 5.1865 46.427* 61.518
10 3 3 6.1302 40.212* 68.819
30 10 3 5.8088 277.13* X
Ip_d2q06¢ 10 3 1 2.6676 65.137* 22.002
10 3 3 2.5905 64.533* 44.025
30 10 3 2.6267 114.26 39.357
deter3 10 3 1 91.038 1356.5 328.62
10 3 3 99.98 1908* 536.53
30 10 3 113.73 6208.7 595.48
rosen2 10 3 1 0.3577 4.6112 6.567
10 3 3 0.3517 6.3218%* 219.93
30 10 3 0.3969 13.23* 14.585
cob 10 3 1 40.605 687.14* 501.16
10 3 3 39.798 776.88%* 853.78
30 10 3 41.262 2425.1 895.73

Tabulka 4.6: Porovnani vypocetniho ¢asu v sekundach Schurovy metody, PC-
GLS s ¢astecnym stretchingem a Kombinace ¢astecnych feseni v zavislosti na po-
¢tu hustych radkia m_ art, tadka m__stretch urcenych k stretchingu a nulovych
sloupct n__nulls. 49



Schurova PCGLS Kombinace

Matice m_art m_stretch n_nulls metoda s Cast. castecénych
s regul. stretch. reseni
gams60am 10 3 1 0.0657 0.0695 0.0126
10 3 3 0.0343 0.0562* 0.0054
30 10 3 0.0333 0.4830* 0.0105
Ip_agg 10 3 1 00658  0.3793* 0.0241
10 3 3 0.0289 0.0266* 0.0191
30 10 3 0.0240 0.0873* 0.0199
illc1033 10 3 1 0.0009 0.0179* 0.0066
10 3 3 0.0009 0.0191°* 0.0067
30 10 3 0.0006 0.0895* 0.0170
well1850 10 3 1 0.0146 0.2489 0.1173
10 3 3 0.0171 0.2227* 0.0782
30 10 3 0.0243 0.8324* 0.1151
scagr7-2c 10 3 1 0.8745 10.248* 3.4293
10 3 3 0.6859 9.0265* 2.3724
30 10 3 0.7616 29.924* 3.549
Ip_stocfor2 10 3 1 0.7605 3.8162* 1.4763
10 3 3 0.6916 3.8833* 1.5008
30 10 3 0.8731 15.547 1.4904
Ipi_ cplex1 10 3 1 2.4057 31.609* 26.073
10 3 3 2.7251 29.975* 26.121
30 10 3 3.0714 70.751 26.107
fxm2-6 10 3 1 0.2071 1.5348 0.505
10 3 3 0.2046 1.5162%* 0.4882
30 10 3 0.2586 7.63 0.5419
roseng 10 3 1 0.0395 0.2996 0.3723
10 3 3 0.0266 0.3420%* 0.3103
30 10 3 0.0302 0.8730* 0.2932
Ip_pds_ 02 10 3 1 0.6483 4.6427* 0.3061
10 3 3 1.0217 5.0265* 0.3390
30 10 3 1.1618 46.189* X
Ip_ d2q06¢ 10 3 1 0.4446 5.0105* 2.7502
10 3 3 0.4317 4.964* 2.7516
30 10 3 0.4378 19.043 2.4598
deter3 10 3 1 15.173 226.09 109.54
10 3 3 14.283 212%* 107.31
30 10 3 18.955 776.08 119.1
rosen2 10 3 1 0.1789 2.3056 1.6417
10 3 3 0.1759 2.1073* 1.0676
30 10 3 0.1323 4.41* 1.8231
cod 10 3 1 13.535 98.1628* 45.56
10 3 3 9.9495 97.11* 40.6562
30 10 3 13.754 404.1833 42.6538

Tabulka 4.7: Porovnani podilu ¢asu v sekundach na pocet iteraci Schurovy me-
tody, PCGLS s ¢astecnym stretchingem a Kombinace ¢astecnych feSeni v zavis-
losti na poc¢tu hustych radkt m__art, fadkd m__ stretch urcenych k stretchingu a
nulovych sloupct n_ nulls. 50



Z.aver

Predmeétem této diplomové prace byl problém nejmensich ¢tverct a jeho spe-
cialni aplikace na soustavy s matici o proménlivé hustoté nenulovych prvka v
radcich. Tuto tlohu nazyvame kombinovany ridky-husty LS problém. Nejdiive se
text zabyval definovanim tlohy, existenci a jednoznacnosti LS Teseni a metodam
LS teseni. V prvni fadé byly rozvedeny primé metody vhodné pro malé a husté
soustavy. Potom byly rozepsany jejich zobecnéni a iterac¢ni metody pro soustavy
s velkou a tidkou matici. Uvedené metody jsou ale specializované tak, aby efek-
tivné resili bud hustou nebo fidkou tlohu. Ukazuje se vsak, ze efektivnim feSenim
kombinovaného tidko-hustého LS problému bude nejspise jista kombinace primé
a iteracni metody.

Predpokladali jsme, Ze matice soustavy je velka, jeji znac¢na ¢ast je povazo-
vana za Tidkou a také, ze pocet Tadkt, které jsou husté, je maly. Takové tlohy
totiz plynou z mnoha praktickych aplikaci. Maticové zapsano tedy kombinovany
ridky-husty LS problém odpovida

AS bS AS
Ad) " \ba Ag

min
xT

, kde A—( ),ASE]RWX”, Ag € RM*™,
2

bS mg mq
b= by , by € R™, by € R™,

m =ms+mg, ms > n, mg > 1.

V préci jsme popsali metody feSeni tohoto LS problému, které vhodné zaché-
zeji s prirozenym rozdélenim tlohy na hustou a tidkou cast a tak se efektivné
snazi najit LS feseni. Prvni metodou byla Aktualizace feseni LS problému, ktera
ziska LS Teseni na zakladé ridké ¢asti, vétsinou aplikaci predpodminéné iteracni
metody, a nasledné toto reseni aktualizuje pomoci zbylych hustych radki. Z ex-
perimentti plyne, Ze se jednd o elegantni a rychlou metodu, ktera lze snadno
paralelizovat a dobfe vyuzit, pokud je hustych radktd mélo nebo postupné priby-
vaji v priubéhu vypoctu.

Pritomnost hustych radka komplikuje vypocet primarné kvili vznikajicimu
zaplnéni, kdyz formulujeme tlohu ve tvaru normalnich rovnic. S tim je mozné
si ale poradit aplikaci iteracni metody se specialné navrzenym predpodminénim,
které minimalizuje neptiznivy dopad hustych radkt. Jako ptiklad takové metody
jsme uvedli metodu kombinace predpodminéni fidké a husté casti, ktera vyuziva
metodu sdruzenych gradientt a Choleského faktorizaci. Celkem predvidatelné se
tento postup ukazuje jako velmi uzite¢nd metoda. Diky numerickym vlastnostem
sdruzenych gradient postaci jednoduché predpodminéni pro docileni rychlé a ca-
sové nenaroc¢né metody. Obdobnych vysledkii se dostava i pro metodu Schurova
dopliku. Ta transformuje tlohu na symetrickou, kvazi-definitni soustavu, kterou
pak Tesi s ohledem na blokovou strukturu, a tedy tspornéji nez jiné indefinitni
metody. V experimentech je ukazano, Ze pro mnohé matice je toto nejrychlejsi
metoda, jak na celkovy cas, tak i na pocet iteraci.

Husté tadky je tedy mozno nejdfive ignorovat a zohlednit az na konci vypo-
¢tu, nebo s nimi vhodné pracovat jiz na zac¢atku. Variantou feseni kombinovaného
ridko-hustého LS problému, kterd zachézi s hustymi radky jiz pred samotnym vy-
poctem, je stretching. Tato technika rozdéli husté radky do vice jiz fidkych. Tedy

51



je mozné nasledné vyuzit efektivni ridké metody. Nevyhodou stretchingu je ale
nartust dimenze, ktery byva velky. Proto existuje vice postupt a implementaci
stretchingu, kazdy z nich vhodnéjsi na jiné matice. Césteény stretching, ktery
byl vyuzit v experimentech préce, je specialni varianta stretchingu aplikovanana
pouze na vybranou podmnozinu hustych radki. Tim je sice regulovan nartst di-
menze matice soustavy, je ale zapottebi vyuzit nékteré z predchozich metod.

Rozdéleni tlohy na dvé ¢éasti, které umoznuje efektivné tesit tlohu pomoci
vyse zminénych metod, se potykd s jednou zasadni prekédzkou. Ackoliv ma celd
soustava plnou sloupcovou hodnost, neni to ni¢im zaruceno pro ridkou nebo hus-
tou ¢ast. Proto je velmi pravdépodobné, ze metody LS feseni, které predpokladaji
regularni matici, neni mozné pouzit. My jsme se v této praci vénovali pravé to-
muto pripadu, kdy specidlné ridka ¢ast matice obsahuje nulové sloupce. VSechny
doposud zminéné metody obsahovaly nékde ve vypoctu Choleského faktorizaci
matice AT A,, kterd nutné naraz{ na nulovy pivot kviili pfitomnosti nulovych
sloupct. Je proto nutné pridat kroky, které tuto situaci obchézi nebo resi.

Jednou z moznosti je vyuziti ¢astecného stretchingu. Tedy pokud fidka ¢ast
obsahuje nulové sloupce, je mozné aplikovat stretching na vybrané vhodné husté
radky, pridat je k ridké ¢asti a tak zajistit regularitu matice. Experimenty ukazuji,
ze je zapotiebi relativné sofistikovaného rozhodovaciho kritéria na volbu hustych
radku pro stretching. I v pripadé, ze ridka ¢ast obsahuje pouze jeden nulovy slou-
pec, je potfeba aplikovat stretching na relativné velké mnozstvi hustych radki.
Tak se ale zvétsuje tloha a to ma negativni vliv na casovou naroc¢nost. To lze
ale balancovat metodou LS teseni. Metoda Schurova dopliku se ukazuje jako
velmi dobry fesi¢ jak z casového, ale i vypocetniho pohledu. Je to vSak piimo
ovlivnéno efektivitou implementace Choleského faktorizace pti predpodminéni.
Metoda Schurova doplnku pracuje s uplnou Choleského faktorizaci, zatimco me-
tody Aktualizace ¢i PCGLS pocitaji s netplnou Choleského faktorizaci. Pokud je
tedy nékterd z faktrizaci navrzena lépe, efektivnéji, pak bude i prislusnd metoda
davat lepsi vysledky. Z vysledkua kapitoly 4 také vyplyva, ze metoda Aktualizace
je casové méné narocna nez metoda PCGLS, pokud i po stretchingu ztstava velké
mnozstvi hustych radka.

Jak jiz bylo feceno, nulové sloupce zpusobuji breakdown Choleského faktori-
zace, nebot se v prubéhu rozkladu vyskytne nulovy pivot. Tuto skutec¢nost lze ale
resit malou perturbaci matice, na kterou je faktorizace aplikovana. Tato technika
se nazyva regularizace. Ackoliv o¢ekavame, ze z casového i vypocetniho hlediska
bude metoda PCGLS nejlepsi z porovnavanych metod, ukazuje se, ze metoda
Schurova doplitku je velmi dobry konkurent. Ta neni tolik zavisla na volbé re-
gularizacniho parametru a nevyzaduje proto takovou miru zkusenosti pri reseni
neékterych tloh. Regularizace obstojné funguje i pro metodu Aktualizace, ktera z
porovnani vychazi jako vhodnéjsi pro vysoky pocet nulovych sloupcu.

Pokud soustavu rozdélime podle hustoty nenulovych prvka v fadcich a jesté
navic podle nulovych sloupci, jak je uvedeno v (3.4), je mozné pouzit metodu
kombinace c¢astecnych feseni. Tato metoda tedy preusporada nulové sloupce na
konec matice a Tesi kombinovany ridky-husty LS podproblém a specidlni sou-
stavu s nulovym blokem. K ziskani LS feseni je tedy nutné vyhodnotit celkem
tolik ¥idko-hustych LS problémi, kolik mé matice nulovych sloupci. Casova a
vypocetni narocnost je tedy typicky nasobna oproti ostatnim srovnavanym me-
todam. To lze vsak Tesit pomoci blokovych implementaci a paralelniho vypoctu.
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I pres celkovou narocnost metody je ale cas potfebny na jednu iteraci metody
casto nizsi a nékdy dokonce i vyrazné.

V préaci jsme ukazali, jak postupovat pri feseni kombinovaného tidko-hustého
LS problému. Predstavili jsme rtizné metody, shrnuli jejich numerické vlastnosti
a nastinili jsme jejich aplikovatelnost. V praktické c¢asti jsme porovnali chovani
vybranych metod v zavislosti na druhu tlohy. Zamérili jsme se na problém nulo-
vych sloupcii v idké ¢asti matice, ktery se miize velmi ¢asto objevit a zptlisobit
tak komplikace. Snazime se tak upozornit na novéjsi pristupy reSeni, které se
ukazuji byt v mnohych ptipadech lepsimi reSic¢i nez bézné vyuzivané predpodmi-
néné iteracni metody. Proto jsme se vénovali nejen studiu chovani jednotlivych
metod, ale i vzadjemnému porovnani mezi nimi. Jednotlivé kroky metod by bylo
mozné sledovat dikladnéji a detailnéjsi analyzou je i vylepsit. V predni radé
jsme pocitali s netplnou Choleského faktorizaci jako predpodminéni pro iteracni
metodu PCGLS, kterd lze aplikovat 1épe nebo zcela nahradit lepsim predpodmi-
nénim. Dale jsme porovnavali metody vyuzivajici pouze sdruzenych gradienti,
které jsou osvédcéenou a velmi efektivni metodou, avsak by bylo zajimavé srov-
navat i jiné iterac¢ni metody, napt. LSMR nebo LSQR. Casova narocnost metod
by také mohla byt zrychlena vyuzitim architektury pocitace, paralelnim pocita-
nim nebo blokovymi pristupy. U vSech téchto pripominek je prostor k dalsi praci,
analyze a experimentim.
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Prilohy - Kédy pro Matlab

1 3555555555555 555%55555555%%555555555%55555555%5%5555%555%5%5%5555%5%5%5%5%%%

2 $%55%5%5%5%555%5%55%5%5%555%5%5%5%5%5%%%%% — PCGLS - $%%%%%5%5%5%5%%%%5%5%5%%5%%%%%%%%

3 555555555555 5%5%555%5%5555%5%555%5%555%5%5555%5%555%5%555%5%5%5%5%5%5%555%5%5%5%5%5%5%55%5%%

4

5 %% VSTUP

6 % A_s % ridka cast A

7 % A_d % husta cast A

8 % b_s % ridka cast prave strany b

9 % b_d % husta cast prave strany b

10 % x0 % pocatecni aproximace reseni

11 % max_iter % maximalni pocet iteraci

12 % zastavovaci kriterium

13 % tol % tolerance pro podil norem rnormO / rnorm

14 % zastavovaci kriterium

15 % facts % typ faktorizace pro A_s'xA_s;

16 % 0 — uplna Chol. fakt.

17 % 1 — neuplna Chol. faktorizace s nulovym zaplnenim

18 % 2 - neuplna Chol. faktorizace s toleranci

19 % alpha % regularizacni parameter

20

21 %% VYSTUP

2 % X % reseni

23 % iter % pocet iteraci

24 % resvec % vektor norem rezidua v kazde iteraci

25

26 %%

27 function [x, iter, resvec] = precond_ CGLS_ST (A_s, A_d, b_s, ..
b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha)

28

29 [m_s, n_s] = size(A_s);

30 [m_d, n_d] = size(A_d);

31

32 A = A_Ss;

33 A(m_s+1 : m_s+m_d, 1l:n_s) = A_d;

34 [m,n] = size(A);

35 b = b_s;

36 b(m_s+1 : m_s+m_d, 1) = b_d;

37

38 %% CGLS

39 % inicializace

40 X x0;

41 T b - Axx; % pocatecni reziduum;

42 r_s = r(l:m_s);

43 r_d = r(m_s+1l:m);

4 W = A'xr; % reziduum normalnich rovnic;

45 $ <>w=w_s + w d= (A_s'" x r_s) + ...

(A_d" *= r_d);

46 w_s = (A_s' x r_s);

47 rnormO = norm(r); % pocatecni norma rezidua

48 beta_aux = 1;

49

50 % faktorizace A_s

51 I = eye(n_s);
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53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

68
69
70
71

72
73
74

75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106

C_s = sparse((A_s'xA_s)+alphaxI);
if (facts == 0)
I.s = chol(C_s, 'lower');
elseif (facts == 1)
IL_s = ichol (C_s, struct('type', 'nofill', 'shape', 'lower'"));
elseif (facts == 2)

I_s = ichol (C_s, struct('type', 'ict', 'droptol',3e-05,

end

for i
% pre
L_d

x1

rho_d = r_d - (B_d=*x1l);

bet
bet

if
b
els

b

P
end

r d
res

W
W_S
rno
ite
if
b

end

end

'michol', 'off', 'diagcomp', 0, 'shape', 'lower'));

= A d * inv(L_s'");
= A s * inv(L_s');

= l:max_iter

dpodmineni

= chol(B_dxB_d' + eye(m_d), 'lower'); % rozklad
pseudoinverze

transformace rezidua
= r_d — A_dxv
= r d - A _d+inv(L_s')*x1l
= r_d -
A _dxinv(L_s') *inv (L_s) *w_s
= r d - A dxinv(C_s)*w_s
= r_.d - A_d+inv(C_s)*A_s'*r_s

= inv(L_s) *w_s;

o° o° o oe

o oo oe

B_d'«inv (L_d*L_d') xrho_d; C..
(A_d*inv(L_s')) "xinv (C_d") *rho_d

% = inv(L_s)*A_d'xinv (C_d'"') *rho_d

inv(L_s')*(x1 + u(l:n));

a_aux0 = beta_aux;

a_aux = z'xw;

(i==1)

= z;

e

eta = beta_aux / beta_aux0;

= z + (betaxp);

Axp; % g_s = A_sx*p; g_d = A_dxp;
ha = (z'*w) / (g'*q);

x + (alphaxp); aktualizace aproximace

o° o

r - (alphaxq); aktualizace rezidua
= r(l:m_s);
= r(m_s+1l:m);
vec(i,1l) = norm(r);
A'xr;
= A_s'xr_s; $ w_d = A_d'xr_d;
$ w = w_s+w_d;
rm = norm(w) ;
r = 1i;

(rnorm/rnorm0 < tol)
reak;
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55555555555 5%5%555%5%555%5%5555%555%5%5%555%5%5%5%5%5%5%555%5%5%5%5%5%555%5%5%5%5%5%%%%
$%%%5%%%%55%5%%%5%5%%%%5%%% — Metoda Aktualizace - $%%%%%%5%%%%%%%%%
5555555555555 555555%55555%55%5%%%55%5%55%5%%%55%5%5%55%5%%%5%5%5%%%
%% VSTUP
% A_s % ridka cast A
% A_d % husta cast A
% b_s % ridka cast prave strany b
% b_d % husta cast prave strany Db
% x0 % pocatecni aproximace
% max_iter % maximalni pocet iteraci
% zastavovaci kriterium
% tol % tolerance pro podil norem rnorm0 / rnorm
% zastavovaci kriterium
% alpha % regularizacni parameter
%% VYSTUP
% x % reseni
% iter_xs % pocet iteraci PCGLS pro reseni ridke casti
% resvec_xs % vektor norem rezidua v kazde iteraci PCGLS
%%
function [x, iter_xs, resvec_xs] = updating (A_s, A_d, b_s, .
b_d, x0, max_iter, tol, alpha)
% inicializace
[m_s, n_s] = size(A_s);
[m_d, n_d] = size(A_d);
% Vyres min|| A_s x - b_s || pomoci PCGLS.
% X_s reseni
x0_s = x0(l:n_s,1);
I = eye(n_s);
C_s = sparse((A_s'*A_s)+alphax*I);

ichol (C_s, struct('shape', "upper'));
x_s, relres_xs, iter_xs, resvec_xs] = pcgls (A_s, b_s, x0_s,
M, tol, max_iter);

% Vyres (u) = Q_c (inv(R_c)'xr_d) pro u

% (v) = (0 )

%$ kde Q_c R_.c =C' = (B_.d I_md)"'; B_d = A_d+inv(R_s), O_s R_s
= A_s.

r d=D0b. d- (A d * x_s);

R_s = chol(C_s, 'upper');

B_.d = A_dxinv(R_s)';

I_md = eye(m_d);

C = [B_d I_md];

[Q_c, R.c] = gr(C', 0); % ekonomicky OR rozklad

uv = Q_c * inv(R_c)' * r_d;

u = uv(l:n_s, 1);

% Vyres R_s z = u pro z.

z = inv (R_s) *u;

o\

Aktualizace x_s.
= x_s + z;

o® o o°
o oo oe
o oo oe
o oo oe
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VSTUP
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reseni

o
°

o\°
o\

, b_d)

, b_s

A_d

_ (A_s,

schur_method

[x]

function

15

16

inicializace

%

C

17

7

chol (C_s

A_s'xA_s
[m_d, n_d]

S
S

18

14

, 'lower')
size (A_d);

L_

19

20

21

= -A_d' pro B_d'
L_s)xA_d'

d'
—1xinv(

B_d_trans'

% Vyres L_s*B
B_d trans

22

4

)

23

husta matice

d

B_

o

7

d

B_

%

24

Schuruv doplnek

I_md

25

SPD matice

husta,

d

S_

o\

4

)

m_d

eye (
I_md +

26

14

)

B_dxB_d'

(

d =

S

27

28

= -A_s' x b_s pro y_s.

y_S
*A_s'

Vyres —-L_s *

o
o

29

b
d*r

*

)

y_s = inv(L_s
Vyres -B_d*xy_s + S
L = chol(s_d,

30

= b_d pro r_d.

_d

'lower')
b_d + B_dx

%

31

4

y_s);

32

inv (L) * (b_

zZ =

33

inv (L") *z;

_d

34

35

) pro x.

* r_d

B_d'xr_d

Vyres L_s' * x y_S B_d'
L_s

%

36

)) i

") *x(y_s — |

inv (L_

37 X
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s sEEEEE L LSLLEET5555555555%5%%%
$%%%%%%%5%5%%%%%%%%%% — Metoda Schurova doplnku — $%%%%%%%%%%%%
55%%%5%5%%55%5%%%5%5%%5%5%5%%%%% — s regularizaci - $%%%%5%%%%5%%%%%5%%%%
555555555555 5555%5555555555555555%%%%%5%5%5%5%555%5%5%555555%5%%%%%%
%% VSTUP
% A_s % ridka cast A
$ A_d % husta cast A
% b_s % ridka cast prave strany b
% b_d % husta cast prave strany b
% x0 % pocatecni aproximace
% max_iter % maximalni pocet iteraci
% zastavovaci kriterium
% tol % tolerance pro podil norem rnorm0 / rnorm
% zastavovaci kriterium
% alpha % regularizacni parameter
% restart % pocet iteraci pro restart GMRES metody
%% VYSTUP
% X % reseni
% iter_gmres % pocet iteraci GMRES metody
% resvec_gmres % vektor norem rezidua v kazde iteraci
% flag_gmres % indikator prubehu GMRES metody
%%
function [x, iter_gmres, resvec_gmres, flag_gmres] ce
schur_method_nullclms (A_s, A_d, b_s, b_d, tol, alpha, ...
max_iter, restart)
% inicializace
[m_s, n_s] = size(A_s);
[m_d,n_d] = size(A_d);
I_n = eye(n_s);
I_md = eye(m_d);
C_s = A_s'xA_s;
K= [-C_s A_d'; A_d I_md];
b = [-A_s'+b_s; b_d]l;
IL_s = chol((A_s'*A_s + alphaxI_n), 'lower');
B_d_trans = —-inv(L_s)*A_d';
B_d = B_d_trans';
S_.d=1I_md + (B_dxB_d'");
N1 = zeros(n_s, m_d);
M1l = [L_s N1; B_d I_md];
N2 = zeros(m_d,n_s);
M2 = [-I_n N1; N2 S_dJ];
M3 = [L_s' B_d'; N2 I_md];
M = M1l x M2 % M3;

Vyres Kxinv(M)*w = b pro w pomoci GMRES.
w_gmres, flag_gmres, relres_gmres, iter_gmres, resvec_gmres]

gmres (Kxinv (M), b, restart,tol,max_iter);

%
[

Vyres Mx (x r_d) = (w_s w_d)

Vyres y

pro (x r_d).
(y_s y_d)

o
Cl
% ekvivalentni s: = = inv (M) xz
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o
°

c

o\

[

o\

L

_s = w_gmres(l:n_s,1l);
_d = w_gmres (n_s+l:n_s+m_d,1);

Vyres L_s*u_s = —z_S pro u_s.
s = —inv(L_s) *z_s;

Vyres u_d = z_d + B_dxu_s.
_d = z_d + (B_dxu_s);

S pomoci Choleskeho faktoru matice S_d vyres

pro vy_d.

= chol(S_d, 'lower');
_pom = inv (L) *u_d;
_d = inv (L") xy_pom;

Zformuluj u_s = u_s - B_d'xy_d.
_Ss = u_s - (B_d'xy_d);

Vyres L_s'*xy_s = U_S Pro y_sS.
s = inv(L_s')*u_s;

S_dxy_d =

u_

d
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$%%%%%%%%%%% — Metoda kombinace castecnych reseni - %%%%%%%%%%%%
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% A_s % ridka cast matice A
% A_d % husta cast matice A
% b_s % ridka cast prave strany b
% b_d % husta cast prave strany b
% n_nulls % pocet nulovych sloupcu A_s
% max_iter % maximalni pocet iteraci
% zastavovaci kriterium
% tol % tolerance pro podil norem rnorm0 / rnorm
% zastavovaci kriterium
%% VYSTUP
% x % reseni
% iter % pocet iteraci

o
o

function [x, iter] = comb_part_sols (A_s, A_d, b_s, b_d,
n_nulls, max_iter, tol)

% inicializace

[m_s, n_s] = size(A_s);

[m_d, n_d] = size(A_d);

A_sl = A_s;

A dl = A _d(:, 1:(n_d-n_nulls));

A d2 = A_d(:, (n_d-n_nulls+l): n_d);
A_1l = [A_sl; A_dl];

[m_1, n_1] = size(A_1);

A 2 = [zeros([m_s n_nulls]); A_d2];
[m_2, n_2] = size(A_2);

b = [b_s; b_d];

% Vyres min|| A_l*xz — b ||_2 pro z pomoci PCGLS.
z0 = zeros(n_1, 1);

facts = 2;

alpha = 0;

[z, iter_z, resvec_z] = precond_CGLS_ST (A_sl, A_dl, b_s,
b_d, z0, max_iter, tol, facts, alpha);

% Vyres min| | A_1+W - A_2 ||_F pro W pomoci PCGLS.
wO = zeros(n_1, 1);

facts = 2;

alpha = 0;

iter_ W_sum = 0;

for i =1 : n_2

[w, iter_w, resvec_w] = precond_CGLS_ST (A_sl, A_d1,
A 2(l:n_s,i), A_2(m_s+1l:m_2,1i), w0, max_iter, tol,
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facts, alpha);

W(:,1) = w;

iter W_sum = iter_W_sum + iter_w;
end
% Zformuluj x kombinaci castecnych reseni.
X_2 = inv(A_2'"*x(A_2 — (A_1*W)))*A _2"'x(b -
x_ 1 =2z — (Wxx_2);
x = [x_1; x_271;
iter = iter_z + iter_W_sum;

(A_1xz));
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%% Nacteni matic a pravych stran.

10
11 FileName = 'matrix_org';

12 FolderName = 'E:\diplomova_prace\matlab\matice\exp0l\"';
13 File = fullfile(FolderName, FileName) ;

14 load(File);

15 FileRead = mmread (File);

16 A_sd = spconvert (FileRead);

17

18 FileName = 'rhs_org';

19 File = fullfile(FolderName, FileName) ;

20 FileRead = fopen(File);

21 b_sd = fscanf (FileRead, '%f'");

22
23 %% Skalovani.

24

25 M = max (A_sd(:));

26 A_sd(:) = A_sd(:)/M;
27 b_sd(:) = b_sd/M;

28

29 %% inicializace

30

31 m_art = 10;

32 n_nulls = 1;

33

3¢ [m_sd,n_sd] = size(A_sd);

35

36 A_org = A_sd(l : (m_sd - m_art), :); % puvodni matice A

37 b_org = b_sd(l : (m_sd - m_art), :); % puvodni prava strana b

38 [m_org,n_org] = size(A_orqg);

39

40 A_s = A_org; % ridka cast matice A

41 b_s = b_org; % ridka cast prave strany b

42 [m_s,n_s] = size(A_s);

43 A_d = A_sd((m_sd-m_art+1l) : m_sd, :); % husta cast matice A

44 b_d = b_sd( (m_sd-m_art+l) : m_sd, :);% husta cast prave
strany b

45 [m_d,n_d] = size(A_d);

46

47 A_srd = A_s; % A_s obsahujici nulove sloupce

48 for i =1 : m_s

49 for 3 = (n_s - n_nulls + 1) : n_s

50 A_srd(i,j) = 0;

51 end

52 end

53 [m_srd,n_srd] = size(A_srd);

54
55 %% Matlab regularizace
56
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C = A_srd'xA_srd;

D = diag(diag(C));

format shortG;

E = norm(eye(size(D))-D)

alpha_mat = max (sum(abs(C),2)./diag(C))-2

%% Reseni Ax — b pomoci metody Aktualizace.

pokud A_s regularni

pocatecni regul. parametr alpha_reg
pocet for-cyklu regularizaci

pokles dalsiho alpha_reg

alpha0 = 0;
alpha_reg =
nreg = 2;

alpha_desc = le-2;

le-3;

o° o° o oe

problem = 'Reseni Ax — b pomoci metody Aktualizace.'

for i = l:nreg+l

[)

% set parameter alpha

if (1 == 1)
alpha = alphaO;
elseif (i == 2)
alpha = alpha_reg;
else
alpha = alphax*alpha_desc;
end

% Aktualizace

x0 = zeros(n_sd, 1);
max_iter = 200;

tol = le-8;

pocatecni aproximace
maximalni pocet iteraci
tolerance zastavovaciho kriteria

o° o o

alphas(i,1l) = alpha;
facts = 1; % parametr volby predpodmineni
tic;
if (i == 1)
[x_up, iter_up, resvec_xs] = updating (A_s, A_d, b_s,
b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha);
else
[x_up, iter_up, resvec_xs] = updating (A_srd, A_d, b_s,
b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha);
end
resvec_Up = resvec_XsS;
resvec_up (iter_up+l,1) = norm(b_sd - (A_sdxx_up));

time = toc;

format shortG;

results = 'alpha, norm_x, norm_r, n_iter, time'
values = [alpha,norm(x_up),resvec_up(iter_up+l,1),iter_up,time]
end

%% Reseni Ax — b pomoci PCGLS.

pokud A_s regularni

alpha0 = 0;
= pocatecni regul. parametr alpha_reg

alpha_reg
nreg = 2;
alpha_desc = le-2;

le-3;
pocet for-cyklu regularizaci
pokles dalsiho alpha_reg

o° o° o oe

problem = 'Reseni Ax — b pomoci PCGLS.'

for i = l:nreg+l

[

% set parameter alpha

67




113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

130
131

132
133
134
135

137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168

if (1 == 1)
alpha = alphaO;
elseif (i == 2)
alpha = alpha_reg;
else
alpha = alphax*alpha_desc;

end
% PCGLS
x0 = zeros(n_sd, 1); pocatecni aproximace

max_iter = 200;
tol = le-8;

maximalni pocet iteraci
tolerance zastavovaciho kriteria

o° o° o o

facts = 1; parametr volby predpodmineni
alphas(i,1) = alpha;
tic;
if (i == 1)
[x_reg, iter_reg, resvec_reg] = precond_CGLS_ST (A_s,
A_d, b_s, b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha);
else
[x_reg, iter_reg, resvec_reg] = precond_CGLS_ST (A_srd,
A_d, b_s, b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha);
end
time = toc;

format shortG;

results = 'alpha, norm_x, norm_r, n_iter, time'
values = [alpha,norm(x_reg),resvec_reg(iter_reqg,l),iter_reqg,time]
end

%% Reseni Ax — b pomoci metody Schurova doplnku.

pokud A_s regularni

pocatecni regul. parametr alpha_reg
pocet for-cyklu regularizaci

pokles dalsiho alpha_reg

alpha0 = 0;
alpha_reg =
nreg = 2;

alpha_desc = le-2;

le-3;

o® o° o oP

o

problem = 'Reseni Ax — pomoci metody Schurova doplnku s GMRES.'

for i = l:nreg+l
% set parameter alpha
if (1 == 1)
alpha = alphaO;
elseif (i == 2)
alpha = alpha_reg;
else
alpha = alphaxalpha_desc;

end
% metoda Schurova doplnku s GMRES
x0 = zeros(n_sd, 1); % pocatecni aproximace
max_iter = 200; % maximalni pocet iteraci
restart = 50; % pocet iteraci pro restart GMRES
tol = le-8; % tolerance zastavovaciho kriteria
alphas(i,1) = alpha;
tic;
if (i == 1)
[x_schur] = schur_method (A_s, A_d, b_s, b_d);
resvec_gmres = zeros(2,1);
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iter_gmres = [1,1];

else
[x_schur, iter_gmres, resvec_gmres, flag_gmres] =
schur_method_nullclms (A_srd, A_d, b_s, b_d, tol,
alpha, max_iter, restart);
end
time = toc;

format shortG;

results = 'alpha, norm_x, norm_r, n_iter, time'

iter_gmres(2) = ((iter_gmres(l)-1)+*restart)+iter_gmres(2)+1;

values = [alpha,norm(x_schur), resvec_gmres (iter_gmres(2),1),
iter_gmres(l),iter_gmres (2),time]

end
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%%

clear;

clc;

Inicializace ulohy.

matrix = 'lpagg'

m_art = 10

m_stretch = 3

n_nulls =1

%% Nacteni matic a pravych stran.
FolderPath = 'E:\diplomka\matlab\mat
FolderName = [FolderPath matrix '_'
FileName 'matrix_org';

File = fullfile(FolderName, F
load(File);

FileRead = mmread (File);

A_sd = spconvert (FileRead);
FileName 'rhs_org';

File = fullfile(FolderName, F
FileRead = fopen(File);

b_sd = fscanf (FileRead, '$f'");
FolderName = [FolderPath matrix '_'
FileName 'matrix_stretched';
File = fullfile (FolderName,
load (File);

FileRead = mmread (File);
A_stretch = spconvert (FileRead);
FileName = 'rhs_stretched';

File = fullfile (FolderName,
FileRead = fopen(File);

b_stretch = fscanf (FileRead, "%f'");

oo
° 0

Inicializace.

size (A_sd);
A_org = A_sd(l:(m_sd - m_art),
b_org b_sd(l:(m_sd - m_art),

[m_org,n_org] size (A_org)

[m_sd, n_sd]
1)
2)

A_nulls = A_org;
for 1 = 1 m_org
for j = (n_org — n_nulls + 1)
A_nulls (i, 3) 0;
end
end
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rices\for_exp\';
num2str (m_art) ]

ileName) ;

ileName) ;

num2str (m_stretch) ]

FileName) ;

FileName) ;

puvodni matice A
puvodni prava strana b

%
o
)

o\°

A s nulovymi sloupci

n_org
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A_s = A_stretch; % ridka cast po stretchingu

for i = 1 : m_org

for j = (n_org - n_nulls + 1) : n_org
A_s(i,3) = 0;

end

end

b_s = b_stretch; % ridka prava strana po
stretchingu

[m_s,n_s] = size(A_s)

A d = A_sd((m_sd-(m_art-m_stretch)+1l):m_sd, :); % husta cast
matice A

b_d = b_sd((m_sd-(m_art - m_stretch)+1l):m_sd, :);% husta cast
prave strany b

[m_d, n_d] = size(A_d)

A d(:,n_d+1l:n_s) = 0;

A_sd = [A_s; A_d];

[m_sd,n_sd] = size(A_sd);

b_sd = [b_s; b_dl;

alpha = 0; regularizacni parametr

x0 = zeros(n_sd, 1); pocatecni aproximace

max_iter = 200;
tol = le-8;
facts = 2;

maximalni pocet iteraci
tolerance zastavovaciho kriteria
parametr volby predpodmineni

o° o° o o o°

%% Kontrola SPD.

try ichol (C_s, struct('type', 'nofill', "shape', 'lower'));
disp ('Neuplna Chol. fakt. s nul. zapl. pro C_s je v
poradku. ")
catch ME;
disp ('Neuplna Chol. fakt. s nul. zapl. pro C_s neni v
poradku. ")
facts = 2;
end

try ichol (C_s, struct('type','ict', 'droptol',le-8, 'michol’,
'off', 'diagcomp', 0, "'shape', 'lower'));
disp('Neuplna Chol. fakt. s tol. pro C_s Jje v poradku.')
catch ME;
disp('Neuplna Chol. fakt. s tol. pro C_s neni v poradku.')
alpha = le-7;
facts 1;

%% Metoda Aktualizace.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci metody Aktualizace.'
tic;
[x_up, iter_up, resvec_up] = updating (A_s, A_d, b_s, b_d,

x0, max_iter, tol, facts, alpha);
time_up = toc;
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format shortG;
results = 'norm_x, norm_r, n_iter, time'
values = [norm(x_up), resvec_up(iter_up,1l), iter_up, time_up]

%% PCGLS.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci PCGLS.'

tic;

[x_cg, iter_cg, resvec_cg] = precond_ CGLS_ST (A_s, A_d, b_s,
b_d, x0, max_iter, tol, facts, alpha);

time_cg = toc;

format shortG;
results = 'norm_x, norm_r, n_iter, time'
values = [norm(x_cg), resvec_cg(iter_cg,l), iter_cg, time_cg]

%% Metoda Schurova doplnku.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci metody Schurova doplnku.'
tic;

[x_schur] = schur_method (A_s, A_d, b_s, b_d);

time_schur = toc;

format shortG;
results = 'norm_x, norm_r, time'

values = [norm(x_schur), norm((A_sdxx_schur) - b_sd),time_schur]
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%%

clear;

clc;

Inicializace ulohy.

'E:\diplomka\matlab\matrices\for_exp\';

' num2str (m_art) ]

FileName) ;

FileName) ;

' num2str (m_stretch) ]

FileName) ;

FileName) ;

matrix = 'lpagg'

m_art = 10

m_stretch = 3

n_nulls =1

%% Nacteni matic a pravych stran.
FolderPath =

FolderName = [FolderPath matrix '__
FileName 'matrix_org';

File = fullfile (FolderName,
load(File);

FileRead = mmread (File);

A_sd = spconvert (FileRead);
FileName 'rhs_org';

File = fullfile (FolderName,
FileRead = fopen(File);

b_sd = fscanf (FileRead, '$f'");
FolderName = [FolderPath matrix '_
FileName 'matrix_stretched';
File = fullfile (FolderName,
load (File);

FileRead = mmread (File);
A_stretch = spconvert (FileRead);
FileName = 'rhs_stretched';
File = fullfile (FolderName,
FileRead = fopen(File);
b_stretch = fscanf (FileRead, "%f'");

oo
° 0

Inicializace.
[m_sd,n_sd] = size(A_sd);
A_org = A_sd(l:(m_sd - m_art),
b_org = b_sd(l: (m_sd - m_art),
[m_org,n_org] = size(A_orqg)

2
t)

A_s_nulls = A_org;
sloupci
for i =1 m_org
for j = (n_org — n_nulls + 1)

A_s_nulls(i,j) = 0;

end
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% puvodni matice A
% puvodni prava strana b

o)

% ridka cast A s nulovymi
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end

[m_s_nulls,n_s_nulls] = size(A_s_nulls)

A_s = A_org(:, l:(n_org-n_nulls)); % ridka cast A
b_s = b_org; % ridka cast b
[m_s,n_s] = size(A_s)

o\

A_s_stretch = A_stretch;
stretchingu s nulovymi sloupci

ridka cast A po

for i = 1 : m_org
for j = (n_org — n_nulls + 1) : n_org
A_s_stretch(i,j) = 0;
end
end
b_s_stretch = b_stretch; % ridka cast b po stretchingu
[m_s_stretch,n_s_stretch] = size(A_stretch)
A d _full = A_sd((m_sd-m_art+1l) : m_sd, :); % husta cast A
b_d_full = b_sd((m_sd-m_art+l) : m_sd, :); % husta cast b
[m_d_full,n_d_full] = size(A_d_full);
A d = A_sd((m_sd-(m_art-m_stretch)+1) :m_sd, :); % husta cast
A po stretchingu
b_d = b_sd((m_sd-(m_art-m_stretch)+1):m_sd, :); % husta cast
b po stretchingu
[m_d, n_d] = size(A_d)

o\

A_d_nulls = A_d;
A _d nulls(:,n_d+l:n_s_stretch) = 0;

doplneni A_d nulami

max_iter = 200; % maximalni pocet iteraci
tol = le-8; % tolerance zastavovaciho kriteria

%% Metoda Schurova doplnku.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci metody Schurova doplnku s
regularizaci.'
alpha = le-3;

restart = 50;

tic;

[x_schur, iter_schur, resvec_schur, flag_gmres] = ...
schur_method_nullclms (A_s_nulls, A_d_full, b_s, b_d_full,
tol, alpha, max_iter, restart);

time_schur = toc;

format shortG;

results = 'norm_x, n_iter, time, time_per_iters'

values = [norm(x_schur), iter_schur, time_schur,
time_schur/iter_schur (2) ]

%% PCGLS.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci PCGLS s castecnym stretchingem.'
alpha = 0; % alpha = le-3; pokud je potreba regularizovat
x0 = zeros(n_s_stretch, 1); % pocatecni aproximace

o

facts = 2; % parametr volby predpodmineni
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tic;

[x_pcgls, iter_pcgls, resvec_pcgls] = precond_ CGLS_ST
(A_s_stretch, A_d nulls, b_s_stretch, b_d, x0, max_iter,
tol, facts, alpha);

time_pcgls = toc;

format shortG;

results = 'norm_x, n_iter, time, time_per_iters'

values = [norm(x_pcgls), iter_pcgls, time_pcgls,
time_pcgls/iter_pcgls]

%% Kombinace castecnych reseni.

problem = 'Reseni Ax — b pomoci kombinace castecnych reseni.'
tic;
[x_part_sols, iter_part_sols] = comb_part_sols (A_s,

A_d _full, b_s, b_d full, n_nulls, max_iter, tol);
time_part_sols = toc;

format shortG;

results = 'norm_x, n_iter, time, time_per_iters'

values = [norm(x_part_sols),iter_part_sols,time_part_sols,
time_part_sols/iter_part_sols]
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