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Uvod

Prace se zabyva studiem distribuce vzdalenosti mezi hladinami kvantovych
systému dale NNSD (Nearest Neighbor Spacing Distribution). NNSD je sada dat,
ze které lze velmi dobie vycist, zda mezi hladinami ve spektru existuje néjaka

repulze nebo ne. Takto jsou data NNSD velmi uzite¢nd pro studium kvantového
chaosu, ktery se vyznacuje korelacemi ve spektru.

Praci zacindm zavedenim chaosu nejprve v klasickém ptipadé, pak predstavim
proc¢ tato definice nelze zavést v Cisté kvantovém piipad€. Kvantovy chaos budu v
praci chapat jako existenci korelaci ve spektru. Kvantovy chaos v tomto vyznamu
nejlépe uvedou 2 zékladni domnénky. Wignerova domnénka stanovuje ze spektra
kvantové chaotickych systémi se chovaji stejné jako spektra ndhodnych matic, co
nam umoznuje simulovat kvantové chaotické systémy. Bohigasova domnénka coz
nam ukazuje spojitost mezi klasickym chaosem a kvantovym chaosem.

V dalsi kapitole prace se budu vénovat zdkladnim statistickym pojmim a
metodam, které jsou nutné pro zpracovani a fitovani dat. Predstavim pojem
hustoty pravdépodobnosti a nékteré metody pro generaci testovacich sad dat.
Nakonec aplikuji pouzitou metodu pro fitovani a hodnoceni kvality fitu na
sestaveni testovacich sad dat pro Brodyho distribuci.

Nasledn¢ predstavim metody specifické pro studium rozdéleni vzdalenosti
nejblizsich sousedt. Piedev§im Brodyho rozdéleni a unfolding. Fitovani rozdéleni
vzdalenosti nejblizsich sousedi Brodyho funkci ndm umozni kvantifikovat chaos
v systému. Unfolding pfipravi data do tvaru, ktery je vhodny pro fit Brodyho
funkci.

Nakonec vyse zminéné metody aplikuji na redlna data a provedu srovnani s
simulovanymi systémy.



1 Uvedeni do problematiky chaosu

Tato kapitola prace ma za ucel seznamit Ctenare s historii teorie kvantového
chaosu a ve strucnosti zadefinovat termin chaosu nejprve v klasickém piipadé a
nasledné¢ v kvantovém. Nejprve se budu vénovat klasickému ptipadu, kde je chaos
dobfe zadefinovany a je jednoduché si ho predstavit a nasledné piejit do
kvantového piipadu. Klasicky chaos vychazi z neintegrability klasické mechaniky,
diky které muzeme dostavat ptipady, kdy v systému zanika periodicita a
dostavame nestabilni trajektorie, na kterych i mala odchylka na zacatku muze po
Case zpusobit podstatnou odchylku. Neni mozné zavést kvantovy chaos stejnym
zpusobem jako v klasickém piipadé, jelikoz kvantovda mechanika je jak
integrabilni, tak linearni a chaos v klasickém slova smyslu je v kvantovém ptipadé
potlacen.

1.1 Klasicky chaos
1.1.1 Zavedeni Klasického chaosu

Nutnost zavadét termin chaos vychazi z jevu, kdy 1 pro kompletné deterministické
systémy neni mozné piedpovedét jejich Casovy vyvoj, pokud nase ptivodni méteni
ma sebemensi odchylku. Toto se Casto nazyva efekt motylich kiidel. Zavedeni
chaosu' ve fyzice se piipisuje matematikovy J.H. Poincaré, ktery upozornil na
chaoti¢nost newtonovské mechaniky. Tradi¢ni ukdzkou chaotického systému je
dvojité kyvadlo nebo problém 3 téles, kdy je jednoduché tyto ptipady
nasimulovat, ale jakékoliv odchylka v pocate¢nich podminkach vede na uplné jiné
trajektorie, nez kdyby pocate¢ni podminky byli piesné.”

Standardné se chaoticky systém charakterizuje jako systém, ktery je:
1. Citlivy na pocate¢ni podminky
2. Topologicky tranzitivni
3. M4 husté periodické orbity

Tuto definici formuloval Robert Luke Devaney!" a i pfesto, Ze neni zadna
universalné uznavana definice, tak tato definice je nejcastéji pouzivana v piipade,
ze pottebujeme chaos jednoznacné zadefinovat.

Jako ptiklad chaotického systému miizeme pouzit mapu, ktera vznikne pokud si
vezmeme bod [x,y] z intervalu x,y€[0,1] a aplikujeme na né& nasledujici
operator f.

f: R*R — R*R
x — 4x(1-x) mod 1
y— (x+y) mod 1

1 Termin chaos nebyl pfimo zavedeny Poincarém, ale upozornil na problematiku systému, které
jsou citlivé na pocatecni podminky.

2 Pro ilustraci pfipindm odkaz na simulaci problému 3 téles
https://cloud.anylogic.com/model/f1999d97-8de2-4804-9940-5ae261d7ad86?
mode=SETTINGS, kde ptvodni stav je stabilni ale jakakoliv sebemens$i zména v po¢atecnich
podminkach vede na nestabilni stav.



https://cloud.anylogic.com/model/f1999d97-8de2-4804-9940-5ae261d7ad86?mode=SETTINGS
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Pokud tuto operaci nékolikrat aplikujeme na dvojici bodi X = [x,y] a X* = [x+9d, y
+ o], kde 6 a o zna¢i n¢jakou malou vychylku, tak mizeme vidét chaotické
chovani systému, kdy s poCtem iteraci f ndm za¢ne signifikantné rist vzdalenost
mezi body X a X‘. Demonstruji pomoci programu https://www.desmos.com/, kde
jsem provedl 4 iterace f viz obrazek 1.?

0:5

0 0.5 1

Obrézek 1: Demonstrace chaotického chovéni na 2D mapeé.
Vychozi body jsou X 0a X’ 0. Cislovani bodii znaci pocet
kolikrat byl aplikovan operator f.

1.1.2 Dynamicky systém

Citlivosti na pocatecnich podminkach se rozumi to, co jsem vyse popisoval jako
efekt motylich ktidel. Pro rigor6zni definici chaosu potfebujeme rigorézni definici
vySe zminénych terminii, a proto se zde budu vénovat zadefinovani zékladnich
termind pro klasicky chaos. Chaos je termin, co se zavadi na dynamickych
systémech, které si zadefinuji jako dvojici mnoziny bodit X a operatoru f, ktery
pusobi f: X —>X*, pak (X, f) je dynamicky systém. Mame 2 rtizné situace, spojity
piipad, kdy f je funkce Casu a nespojity piipad, kdy iterujeme f na X nékolikrat a
dynamicky vyvoj, pak mame jako f* X, v tomto ptfipad¢ se bavime o logistické
map¢ jako demonstrovano na prikladée vyse.

3 Prikladam nastaveni desmosu pro vytvoieni ilustrace, pokud by si nékdo chtél pohrat z
vstupnimi parametry nebo pfidat vice iteraci https://www.desmos.com/calculator/55efesgrmo
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1.1.3 Citlivost na poc¢atecnich podminkach

Ted kdyz jsme zadefinovali dynamické systémy, miizeme definovat citlivost na
pocateni podminky. Méjme dynamické systémy (X,,f), (Xo,f), které se vyvijeji
podle stejného operatoru f. Mezi stavy X, a X, zadefinujeme operator vzdalenosti
d(X1,X;) — d, kde d je ¢islo, které znaci nejmensi vzdalenost mezi trajektoriemi,
nebo v pfipadé mapy vzdalenost mezi body z X na mapg€. Dynamicky systém
nazveme citlivy na po¢ate¢nich podminkéach pokud!:

36>0 takové, Zepro V X,,X,;0<d(X1,X2)=e<8 Ft>0 pak
d(0)X1,f(1)X2) > 5.

Pro mapy mluvime o " X a v§ech n>0. Citlivost vychazi z nelinearity, kterd miize
nastat pro klasické systémy.

1.1.4 Topologicky tranzitivni

Topologické tranzitiva popisuje vlastnost dynamického systému, kterd popisuje
tendenci shluku nedalekych bodl se rozprostiit po transformaci. Matematicky to
zadefinujeme nasledovné:

M¢gme dynamicky systém (X,f) a neprazdné oteviené mnoziny V ,U,WeX |
pak existuje!! n>0 takové, Ze

f"V=W=UNW=0

pak nazveme f Topologicky tranzitivni. Touto definici se mysli, ze pokud si
zvolime libovolné 2 neprazdné oteviené¢ mnoziny V, U. Tak pokud vyvijime
mnozinu V pomoci operace f, tak opakovanim tohoto vyvoje mizeme vzdy dostat
nenulovy prinik mezi mnozinou U a mnozinou, ktera vznikne vyvojem V pomoci
f.

1.1.5 Husté periodické orbity

Periodickou orbitou nazveme kombinaci bodu A a operatoru f takovy, ze pokud
mame dynamicky prostor (X,f) abod A€X a existuje n>0 takové, ze " A =A.
Husté periodické orbity méa dynamicky, prostor pokud miizeme najit periodickou
orbitu v kazdé neprazdné oteviené podmnoziné X.

1.1.6 Integrabilita

Dal$im dulezitym terminem pro diskutovani o klasickém chaosu je integrabilita.
Integrabilni systémy sleduji pouze stabilni trajektorie a proto nevykazuji chaotické
chovani. Integrabilni systém je systém takovy, ktery ma integral pohybu na, kazdy
stupenn volnosti. Kde integral pohybu je funkce F takova, Ze jeji Poissonova
zavorka s hamiltonidnem H je nulova, [F,H|=0 . Dalsi podminkou
integrability je nulovost Poissonovych zavorek pro viechna i,j{F;,F;} = 0.1



1.1.7 Lyapunovovy exponenty

Jesté nakonec nez piejdeme k kvantovému piipadu, zminim metriku, kterd se
zavadi pro charakterizaci chaotického chovani ve studovaném systému.™
Zavedeme odchylku jako 6x(t). Co znaci vzdalenost mezi trajektoriemi x(t) a
x'(t), kdy odchylku v ¢ase 0 muzeme vyjadtit jako 6x(0), pak pro chaotické
systétmy mame:

13 x (¢)l]~e"[I5 x (0)] (1.1)

Hodnotu A pak nazveme Lyapunoviiv exponent a definuji ho podle vzorce (1.2)
1 (9 x(e)l

A=lim = In— =7 1.2

o €[5 (0) (1-2)

Lyapunoviiv exponent je tedy veli¢ina, kterd udava rychlost exponencidlniho rastu
odchylky mezi trajektoriemi a pro regularni trajektorie je nulova. U chaotickych
systému dostavame kladné hodnoty, coz naznacuje exponencialni rist odchylky v
chaotickych systémech.

Jeste je dulezité popsat situaci, kdy mame uzavieny systém jako v vyse uvedeném
piipadé. V uzavieném systému nema odchylka moznost rast do nekonecna, a
proto se zde zavadi alternativni limita. Zavedeme veliinu t.., ktera znaci ¢as za,
ktery Casovy vyvoj ox(t) dosahne svého maxima. Limita (1.2) se v uzavieném
systtmu pak zavadi jako limita 0<<t<t,, ¢imz se mysli, Ze uvazujeme
,hekonecny rust* dokud plati t<t,... Hodnota t..« je zavisla na pocatec¢ni odchylce
a zmenSenim 8x(0) nAm roste toyay.”!

1.2 Kvantovy chaos

V kvantovém piipad€ nemiizeme pouZzivat stejnou definici jako v klasickém. Pro
to, aby systém byl zavisly na pocate¢nich podminkach potfebujeme nelinearni
systém, aby vznikla odchylka s nenulovym Lyapunovovym exponentem. Linearita
kvantovych systémi vyplyva z tvaru casového vyvoje ketu vinové funkce.
V nésledujici kapitole si dokdzeme, Ze pro kvantové systémy nemiizeme zavést
analog k Lyapunovovym exponentiim.

V této kapitole nejprve piednesu dikaz, ze v Cisté kvantovych systémech nelze
zavést klasickd predstava chaosu. Poté uvedu teorii, kterd kvantifikuje chaos na
zaklad¢ korelaci mezi jednotlivymi hladinami ve spektru systému a piedstavim
zakladni statistické metody, které umoziuji chaos kvantifikovat.



1.2.1 Dakaz linearity kvantové mechaniky

M¢jme normalizovany stav v ¢ase 0 popsany ketem |y(0)> a ortogonalni vychylku
lw(0)>, kde miru vychylky budu znacit €. Po normalizaci zna¢ime perturbovany
vektor jako |£(0)> a dostaneme ho jako:

[w(0)> + ely1(0)> — normalizace — [£0)> = 1—¢ [w(0)> + ely1(0)> (1.3)

Ptedpoklddame Ze jsou splnény podminky ortogonality a normalizace ve vSech
casech:

<YONO> = <ya(Oya(t)> = <gOE0>=1
<y()y(t> =0 (1.4)

Dale vezméme v tvahu operator ¢asového vyvoje ketu pro systém s
hamiltonianem nezavislém na ¢ase H . Ket v Case t je pak dle vzorce (1.5).

wty>= o7 y(0)> (1.5)
Casovy vyvoj [£(0)> probiha stejné.
Zadefinujeme vektor deviace jako:

B(H)> = [5(H)> - lw(t> (1.6)

Kde pak mizeme dopocitat jeho normu jako:

6(0)l=V8(0)I61e)) >=¢(¢ﬁ—1)2<w(t)lw(t)>+sz<mlw>~€\/ ()

Ukéazali jsme, Ze velikost stavového vektoru deviace neroste s Casem a proto
Lyapunoviiv exponent bude vzdy nulovy.



1.2.2 Zavedeni kvantového chaosu

Pro zavedeni chaosu na kvantovém systému mame 2 pfistupy. Semi-klasicky
zpusob, kdy zkouméame kvantové systémy v klasické limit¢ a mizeme nardzet na
efekty klasického chaosu a druhym pfistupem je studium spektralnich korelaci.
Semi-klasicky pfistup pfind§i mnoho wuzitecnych vysledkd, pievazné na
systémech, které mizeme popsat jak klasicky tak kvantove, ale nelze aplikovat na
Cisté kvantové pripady, a proto, kdyz se mluvi o kvantovém chaosu, tak se
vétSinou mluvi o studiu spektralnich korelaci.”!

Ve studiu spektralnich korelaci se divime na spektra systémt s korelovanymi
vlastnimi ¢isly. D4 se dokéazat, ze pokud zavedeme kvantovou analogii k
integrabilit¢ kvantového systému®, tak rovnost pocétu integraléi pohybu k poctu
stupfiti volnosti znamena, Ze kvantova ¢isla systému nejsou korelovana.™ Zde uz
muzeme videt, jak je korelace kvantovych cisel analogicka k klasické predstave
chaosu. Problém tohoto pfistupu je, Ze nemd nic spoleéného se zdkladni
myslenkou klasického chaosu a netyka se casového vyvoje deviace. Kvuli tomuto
Michael Berry navrhl nepouZzivat termin Quantum Chaos, ale nazyvat tento jev
jako Quantum Chaologi'”. V této praci se budeme vénovat spektralnimu piistupu
k zavadéni chaosu v kvantovych systémech.

Korelace ve spektru chaotickych systémi se projevuji jako ,,odpuzovani®
jednotlivych hladin (vlastnich ¢isel). Je nutné zavést matematické veliCiny, které
toto odpuzovani kvantifikuji a miizeme je pouzit pro zavedeni veli¢in, které méti
chaoticitu systému. Nejcastéji se setkadvame s veli€¢inou NNS (nearest neighbor
spacing), kterd méfi rozdil mezi nejbliz§imi dvéma hladinami spektra.

4 Analogicky ke klasické integrabilit¢ miZzeme zavést kvantovou verzi.
Kvantovou verzi dostaneme nahrazenim Poissonovych zavorek za komutatory.
Analog integralu pohybu je pak sada operatort, které mezi sebou komutuji a
komutuji s Hamiltonianem systému.
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Zavedeni NNS:

Necht' e, je uspotadana posloupnost hladin spektra (energii, velikosti vlastnich
Cisel a pod), pak NNS je posloupnost s, definovana jako :

Sn = €n+1- €n (18)

Je jednoduché vidét jak se ,,odpuzovani“ hladin projevi na hodnoté s,. SpiSe nez
NNS nas zajima distribuce NNS (NNSD) co je funkce p(s), ktera pocita
pravdépodobnost nalezu dalsi hladiny ve vzdalenosti s. Chaoticitu mizeme pak
systémiim piifazovat na zaklad¢ tvaru NNSD.

NNSD nekorelovaného spektra odpovidd NNSD sady ndhodné generovanych
¢isel podle uniformni distribuce a ma tvar Poissonovy distribuce’.!*!

p(s) =e” (1.9)

Pro kvantifikovani ,,odpuzovani“ hladin se daji zavést i alternativni veliiny jako
napiiklad pomér nasledujicich vzdalenosti nejbliz§ich sousedi RoCLS (Ratio of
Consecutive Level Spacings), kterou ziskime z NNS jako:[

r":s,,_l (1.10)

~ . 1
rn:mm(rn;r—) (1.11)

n

Tvar popsany (1.11) se pouziva castéji, jelikoZ nese stejnou informaci a
nediverguje v piipadech s; =0.

RoCLS se konkrétné zavadi pro systémy, kdy je moc pocetné naro¢né provést
unfolding (metoda kterd je nutna pro praci s NNS, kterou pfedstavim pozdé&ji v
praci).”! Kromé toho, Ze neni nutné data unfoldovat, tento pfistup pfinasi i tu
vyhodu, Zze je mozné analyticky zavést stiedni hodnotu <r>, ktera mize slouzit
jako kvantifikator chaosu.

V této praci se budeme pievazné zabyvat hodnotou NNS a jeji distribuci NNSD.

k
5 Standardné se Poissonova distribuce uvadi jako p(k;s)=%e_s v naSem

ptipadé k = 0 a v kontextu kvantového chaosu budeme jako Poissonova distribuce
fikat pripadu k=0.
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1.2.3 Chaotické systémy

Pti studiu kvantového chaosu se zamétujeme na studium vlastnosti celého spektra
a ztracime informace o jednotlivych hladindch. Pro takovyto pfistup pouzivame
statistické metody, zejména teorii ndhodnych matic. Nutnost pro zavedeni
kvantového chaosu pfisla pti experimentech z jaderné fyziky, kde jsme dostavali
Hamiltonidny tak slozité, Ze mizeme prvky maticové reprezentace Hamiltoniani
povazovat za nahodnad Ccisla. Jedina véc, kterou muzeme zavést 1 pro
komplikované systémy, jsou zdkladni symetrie, které¢ se daji dobfe zahrnout do
teoric nahodnych matic, kdy symetriec v systému odpovidaji vlastnostem
maticovych reprezentaci Hamiltonidnd. V kapitole o teorii ndhodnych matic
nalezneme jaka vlastnost matice odpovida danym symetriim.

Zavedeni aplikace Teorie ndhodnych matic ve fyzice se pfipisuje F.J. Dysonovi a
E. Wignerovi a v této praci budeme popisovat statistické metody, které zavedli pro
aplikaci teorie nahodnych matic na kvantové chaotické systémy, studujeme
podobnosti mezi spektry chaotickych systémti a spektry nahodnych matic.
Konkrétné matic s elementy, které generujeme podle Gaussovské distribuce. Takto
generované soubory budeme nazyvat Gaussovské soubory a budeme jesté
specifikovat 3 pfipady, které odpovidaji 3 obecnym symetriim systému a tudiz 3
typum transformace, viac¢i kterym je matice invariantni. Spektra takto
generovanych ndhodnych matic vykazuji stejné ,,odpuzovani“ jako chaotické
systémy, jak bylo popsano E. Wignerem v Teorému 1.

Teorém 1: Wignerova domnénka'*:

Suppose we have a complicated and complex system with (often high)
unknown number of degrees of freedom (such as a highly excited atomic nucleus )
and we do not know anything about the interaction among the constituents. The
only thing we know about the Hamiltonian is the symmetry it satisfies (rotational
invariance, time-reversal invariance etc.). Then a sequence of consecutive energy
levels with the same spin and parity will have the same statistical properties as
the spectrum of a random matrix whose elements are independent numbers taken
from the Gaussian normal distribution. Levels of different spin and parity are not
correlated

Predpokladejme, Ze mame komplikovany a komplexni systéem s (Casto velkym)
neznamym poctem stupni volnosti (jako vysoce excitovand jadra atomit) a nevime
nic o interakcich mezi jeho prvky. Jedina véc, kterou vime o Hamiltonianu je
symetrie, kterou spliuje (rotacni invariance, invariance viici otoceni casu apod.).
Pak sekvence nasledujicich hladin energii se stejnym spinem a paritou bude mit
stejné statistické vlastnosti jako spektrum nahodnych matic, jehoZz prvky jsou
nezavisla cisla ziskand z Gaussovské normalni distribuce. Hladiny ruznych spini
a parit nejsou korelované.’

6 Jak tento preklad tak pieklad Bogihasovy domnénky jsem psal sam.
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Netrvalo dlouho nez Wigner vyvodil tvar NNSD 2 x 2 matic invariantnich viéi
rotacim a inverzi Casu (soubor GOE — symetrické matice).

2
s
4

pyls)=Tse (1.12)
Distribuce (2.10) se v kontextu kvantového chaosu nazyva Wignerova distribuce’.
Mutzeme zde vidét, ze pokud mame NNSD rozlozené¢ podle (1.12), tak ve
studované veli¢iné muzeme pozorovat ,,odpuzovani®, jelikoz (1.12) nema

maximum v nule narozdil od Poissonovy distribuce (1.9).

Nakonec jesté v této kapitole zminim Bohigasovu domnénku, kterda popisuje
spojitosti mezi klasickym a kvantovym chaosem v systémech, které mohu fesit jak
klasicky tak kvantove.

Teorém 2: Bohigasova domnénka!®):

All quantum systems whose classical analogues are chaotic exhibit the same
spectral fluctuation properties as predicted by the theory of random matrices. On
the contrary, quantum systems whose classical analogues are stable (not
necessarily integrable) have uncorrelated energy levels

Vsechny kvantove systémy, jejichz klasické analogie jsou chaotické, vykazuji
stejné vlastnosti oscilaci, které predvida teorie nahodnych matic. Na druhou
stranu, kvantové systemy, jejichz klasické analogii jsou stabilni (ne nutné
integrabilni), maji nekorelované hladiny energie.

Tvrzeni nebylo obecné dokazéno a uz se podafilo najit protiptiklad pro kazdy
smér implikace tvrzeni. Proti ptiklady tohoto tvrzeni jsou vSak v mensiné vici
ptipadiim, které ho potvrzuji. A tak i kdyz nemizeme prohlasit ekvivalenci mezi
klasickym a kvantovym chaosem, tam kde jdou studovat obé 2 veli¢iny, tak se
ukazalo, ze kvantovy chaos s klasickym chaosem velmi dobie koreluje.

7 Neplést s Wignerovou funkci v kvantové mechanice, ktera se také Casto nazyva Wignerova
distribuce.
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1.2.4 Brodyho funkce

Pro stanoveni, zda je systém chaoticky nebo ne se divime na rozdéleni NNS jak
jsem psal vyse. Pokud NNSD ma tvar Poissonovy distribuce (1.9), tak systém
prohlasime za klasicky a pokud rozdéleni odpovidda Wignerové distribuci (1.12)
tak ho nazveme chaoticky (Pro systémy s symetrii ¢asové inverze). T. A. Brody!”!
zavedl rozdéleni, které v zavislosti na 1 parametru ® (0 < ® < 1) pfechazi mezi
Poissonovou a Wignerovou distribuci. Brodyho distribuce ma tvar:

P,(x,0)=(w+1) N, s% V" (1.13)
(D+2 w+1
N =T
w I: ((D+1)]

Pro ® = 0 je Brodyho distribuce rovna Poissonové (1.9) a pro ® = 1 je rovna
Wigneroveé distribuci pro GOE (1.12). Fit touto distribuci nadm umozni
kvantifikovat, zda se systém chova chaoticky nebo klasicky. Nabizi se pouzivat
parametr ® (dale v textu mu budu fikat Brodyho parametr) jako kvantifikator
chaosu a aplikovat toto rozdéleni pro mixované systémy. V ndsledujici kapitole se
budu zabyvat statistickymi metodami pro fitovani funkci a stanoveni kvality
tohoto fitu.

1.3 Kvantovy chaos v experimentech

Kvantovy chaos neni pouze teoreticka zavislost. Napiiklad pii studiu
Fano-Fesbachovych rezonanci molekul dysprosia a erbia®®'% bylo nalezeno
kvantové chaotické chovani v distribuci rezonanci. V pracich [8] a [9] je detailné
popsano jakym zptisobem bylo obdrzeno spektrum Fano-Fesbachovych rezonanci.
Prace [9] a [10] pak rozebiraji chaotické chovani NNSD vyse zminéného spektra.

Na konci své prace budu kvantifikovat miru chaosu na zakladé Brodyho
parametru pro data poskytnutd pani doktorkou Augustovicovou teoretického
spektra molekul dysprosia za nulového magnetického pole.
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2 Matematické metody pouzité v praci

V této Casti prace se budu zabyvat matematickymi (a statistickymi) metodami
pouzitymi pro generovani dat a jejich testovani. Pfedstavim zdkladni pojmy ze
statistiky a postupy pro fitovani funkci, které pozdé&ji vyuziji pro stanoveni
chaoti¢nosti jak simulovanych, tak realnych kvantovych systémui. Nakonec
piedvedu testovaci sady dat pro kontrolu fitu Brodyho funkci a porovnam kvalitu
fitu mixovaného setu generovaného podle Brodyho funkce s Brodyho parametrem
mezi 0 a 1, a setu, ktery vznikne jako soucet klasické sady dat a chaotické sady
dat.

2.1 Pravdépodobnost na spojité sadé dat
Hustota pravdépodobnosti

Nejprve je nutné zadefinovat pojem hustota pravdépodobnosti'’, ktery nam
umozni pracovat se spojitou sadou dat. Klasickd predstava pravdépodobnosti
piipisuje hodnoty jednotlivym diskrétnim stavim® podle toho, jaka je $ance Ze se
realizuji. Pokud pracujeme se spojitou sadou dat, jako naptiklad cas nebo
vzdalenost, nemizeme rozd¢lit situaci na konecnou sadu stavii. Misto pfipisovani
pravdépodobnosti  konkrétnim situacim budu pfipisovat pravdépodobnost
podmnozindm s nenulovou mirou mnoziny vSech moznych stavll. (Napftiklad
pokud métim dolet hozeného mice tak nema smysl se ptat jaka je Sance ze mic
dopadne do vzdalenosti piesné 5,0000 ... metru misto toho poklddam otazky jako
jaka je Sance, ze mi¢ dopadne do vzdalenosti mezi 3 a 6 metry).

Zavadi se misto pravdépodobnosti, hustota pravdépodobnosti p(x)’, co je funkce
takova, ze pravdépodobnost P([a,b]) toho, Ze naméiime stav na intervalu [a,b],'’ je
dana plochou pro kiivkou p(x) na intervalu [a,b], kterou spocitdme integralem
funkce p(x) pfes interval [a,b]!""

P([a,b])=]J p(x)dx 2.1)

Pokud wudélame integrdl pfes vSechny mozné stavy, tak dostaneme
pravdépodobnost 1, coz je normovaci podminka pro definici funkce hustoty
pravdépodobnosti.!'!

1= [ p(x)dx (2.2)

8 Terminem stav myslim konkrétni moznost (realizaci, situaci), ktera muze nastat v piipadé
hodu kostkou. Stavem myslim mozné hodnoty na kostce 1,2,3,4,5,6. V spojitém pfipade,
napiiklad hod mi¢em stavem myslim konkrétni bod na metru namétené vzdalenosti do které
mic doletél.

X je zde stav jako vyse. Integralem pak rozumim Lebesguv integral.

10 Neni nutné se bavit pouze o intervalu na realnych ¢islech mizeme stejnou konstrukei provést
na libovolné méfitelné mnozin€ a pfifazovat pravdépodobnosti jejim méfitelnym
podmnozinam. Zde uvadim ten nejjednodussi priklad jelikoZz v praci pracujeme pouze s
spojitymi funkcemi 1 proménné.
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Z téchto dat nedostaneme pravdépodobnost jednoho konkrétniho stavu, protoze
ta bude nulova, ale miZzeme zkoumat pravdépodobnosti intervali kolem
libovolné¢ hodnoty. Velikost téchto intervalli pak volime podle pozadované
piesnosti.

Prikladem spojité sady dat mtize byt tfeba nasledujici situace. Vezmu si do ruky
stopky a dam si za ukol stopnout pfesné¢ 5 minut. Tato situace se d4 modelovat
Gaussovym rozdélenim, kdy vétSina pokusti bude kolem spravné hodnoty 5
minut, ale bude tu dost velka Sance se odchylit. VEtsi odchylky budou mit mensi
pravdépodobnost. Kdybych si nasledné¢ rozd¢lil ¢as na 10 sekundové intervaly a
zaznamenaval svoje pokusy, tak vyslednd pravdépodobnost bude jako na
obrazku 2. Hodnoty v histogramu jsou normované, aby celkova plocha byla
rovna 1, coz dostaneme jednodusSe tim, Ze celkovy pocet pokusi v daném
intervalu vydélim celkovym poctem pokusti.

a
0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

OIIIIII III|IIII|IIII|IIII|IIII|III ||I|IIII

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
interval [minuty]

Obrazek 2: Cervené hustota pravdépodobnosti ¢asu na stopkdch.
Modre namérené casi v 10 sec intervalech

Krom¢ spojitych mnozin miizeme hustotu pravdépodobnosti piipisovat i
diskrétnim staviim v podobé Diracovy delta funkce. Mlizeme pak popisovat i
stavy, které vzniknou jako kombinace diskrétnich a spojitych stavii. Jako hustota
pravdépodobnosti muze slouzit libovolna funkce takova, pro kterou rovnice (2.2)
dava smysl a plati.

Prikladem situace, kdy musime pouzit nespojitou hustotu pravdépodobnosti miize
byt naptiklad pokus se stopkami jako vySe s tim rozdilem, Ze stopky jsou
porouchané a pii 1 ze 3 méteni ukazi hodnotu 0. Hustota pravdépodobnosti by pak
byla popsana dvéma tfetinami stejné Gaussovy distribuce + jednou tfetinou
Diracovy delta funkce v bodé 0.
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Kumulativni distribué¢ni funkce (CDF)

Jednou z casto kladenych otdzek pii praci s daty je otazka, jaka bude
pravdépodobnost, ze namétime stav s mensi/vétsi hodnotou nez je dana hodnota.
Dosazenim do vzorce (2.1) interval [-oo,t] dostaneme kumulativni distribu¢ni
funkci F(2).""" Budu pouzivat zkratku CDF od anglického cumulative distribution
function.

F(x)=[ p(t)dt (2.3)

MtuZeme aplikovat na vySe zminény piiklad a spocitat CDF z hustoty
pravdépodobnosti pro intervaly piijezda vlakl. Vysledek uvadim na obrazku niZe.
CDF Gaussovy distribuce se nazyva chybova funkce.

CDF Gausovy distribuce
=
O 1__
0.8_—
O.E_—
0.4_—
0.2_—
0_|||||||||||||| [ R IR A A A A A A S A NI A A B BN A
0 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 10

interval [minuty]

Obrazek 3: Kumulativni distribucni funkce z Gaussovy distribuce s
parametry jako na obrazek 2

CDF je neklesajici funkce od 0 do 1 a jeji derivaci dostaneme zase hustotu
pravdépodobnosti. Experimentdlné¢ je jednodu$si urcit CDF nez hustotu
pravdépodobnosti a pak ji derivovat pro dalsi statistické studium pozorovaného
jevu. V této praci se CDF vyuziva pro generaci pseudonahodnych ¢isel.
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2.2 Generovani pseudonahodné sady dat

Pocitace miiZzou jednoduSe generovat ndhodné ¢isla rovnomérné rozdélena. Pokud
chceme generovat ndhodna cCisla podle néjaké jiné distribuce, tak mizeme vyuzit
nasledujici algoritmy, které pifevedou Ccisla generovana uniformé na disla
rozhazena podle dané distribuce.

Generovani pseudoniahodnych dat pomoci inverze CDF

Pokud jsem schopen spocitat CDF mé hledané distribuce, tak mam moznost
jednoduse generovat ndhodna c¢isla s danou distribuci. Sta¢i vygenerovat ndhodné
Cislo podle uniformni distribuce z intervalu [0,1]. Pak toto Cislo dosadim do
inverze CDF F' (x) a takto generovana ¢isla jsou rozdélend pomoci hledané
distribuce. Takto si miizeme na-generovat libovolny pocet dat s cilenou distribuci.

Generovani pseudoniahodnych dat pomoci metody Monte Carlo (Rejekéni
metoda)

Pokud neni mozné ziskat CDF poZadované hustoty pravdépodobnosti p. Tak
mizeme pro generaci pseudondhodnych dat pouzit metodu Monte Carlo. Pro
provedeni metody Monte Carlo vygeneruji nahodné hodnoty (podle
rovnomérného rozdéleni), X a Y. Hodnota X je z intervalu stejného intervalu jako
pozadovany vysledny histogram. Hodnota Y je na intervalu od 0 do maxima
hustoty pravdépodobnosti p. Potom co takovou dvojici vygeneruji, tak hodnotu X
do statistiky zatadim, pokud plati Y < p(X). Pokud podminka neni splnéna, tak
dvojici zahodim a vygeneruji dalsi. Takto generované hodnoty vznikaji
pseudondhodné s hustotou pravdépodobnosti p.

Generovano inverzni CDF Generovano inverzni Monte carlo
845 Entries 3600 &45 Entries 3600
E Mean 4.98 Mean 4.972

04 0.4
r %2/ ndf 34,55/ 57

%2/ ndf 39.06 / 57

0.35

0.3

Eondon b b b s b B b b
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

o s b b b b B b b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

interval [minuty] interval [minuty]

Obrazek 4: Porovnani Metody inverzni CDF' s metodou Monte Carlo podle
Gaussovy funkce s stiedem v bode 5 a normované tak aby plocha pod grafem byla
rovna 1. Fit byl proveden Gaussovou funkci. Entries uddvd pocet vstupti, Mean
polohu stfedu a x° / ndf je parametr ktery uddvd kvalitu fitu. Vyznam x* a ndf
definuji v ndsledujici kapitole 2.3.
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2.3 Fitovani funkci metodou x*

Hodnota y*> je hodnota, ktera urcuje kvalitu fitu tim, Ze se diva na kvadraty
odchylek od funkce f(x), kterou fituji dany histogram a daty v histogramu.
Hodnotu y* dostaneme sumou pies kvadraty rozdilu naméfené hodnoty a
piedpokladané hodnoty.!'

Xz:Z (Ei;Z()i) (2.4)

i=1

Kde 1 je index, ktery ¢isluje namétené hodnoty a odpovidd bodiim v x; na grafu. E;
jsou o¢ekavané hodnoty dané funkci f(x) tak, ze E; = f(x;). Pak O; je naméfena
hodnota. Znaceni E a O volim podle anglického Expected a Observed. Nakonec ¢
je smérodatnd odchylka, hodnota ¢* se nazyva rozptyl pokud nemam data pro
zavedeni smérodatné odchylky, tak standardné volim odmocninu z ocekavané
hodnoty v daném bod¢ histogramu.

Dalsi dtlezitou hodnotou je redukované y* kterou dostaneme vyd&lenim y?
poctem stupiili volnosti funkce ndf (Number of Degrees of Freedom), coz je pocet
nezavislych informaci ve fitované sad¢€ dat. Standardné dostanu ndf = N-p, kde N
je pocet hodnot v histogramu a p je pocet parametru funkce f(x).

2
2 X
= ~1 2.5
Xred ndf ( )

Pokud je hodnota y’.q podstatné vétsi nez 1, tak to naznacuje, Ze fit neni dobry a je
dtlezité zvazit zda fitujeme spravnou funkci. Pokud y*eq je vyrazné mensi nez 1,
tak to naznacuje tomu, ze jsme ,,prefitovali“ histogram, co znamend, ze bychom
m¢éli hledat funkci, kdy budeme fitovat pomoci méné volnych parametra.

Fitovani pomoci minimalizace ¥* nam pak umoZziuje najit parametry znidmé
funkce, které nejlépe fituji nas histogram. Fitovaci algoritmy pracuji s vychozim
odhadem parametri od uzivatele, z kterych vypocita x> podle funkce (2.4). Tato
funkce se pak posle do minimalizeru, co je program, ktery numericky hleda
minimum funkce.

Metoda minimalizace %> mlze narazit na problém, pokud odhad na vstupu je pfili§
mimo, coz muZze prodlouzit ¢as vypoctu nebo dojit ke Spatnému vysledku. V
rdmci optimalizace se Casto voli hranice kolem ptivodniho odhadu, takto muze
Spatny pivodni odhad vést na naprosto nepouzitelny fit.

V zbytku prace budu pouzivat fitovaci nastroj v programu https://root.cern/ .
Konkrétné Pearsonovu ¥* metodu?.
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2.4 Test Fitovaciho nastroje pro Brodyho funkci

V této cCasti predvedu aplikaci vySe uvedené metody na data generovana
pseudondhodné pode Brodyho funkce, ¢im ovéiim fungovani fitovaciho programu
na kontrolnich datech. Dale miizu porovnat kvalitu fitu pro rizn¢ velké sady dat a
pro ruzné hodnoty . Pfipomenu tvar Brodyho distribuce.

P,(x,0)=(0+1)N,s% " (2.5)
(w+1)
0+2
=TI
NS

Mixované sety generované jako soucet klasickych a chaotickych.

Kromé sad dat, které generuji pfimo z Brodyho distribuce, miZu také generovat
data jako soucet klasické sady dat s chaotickou sadou dat a pozorovat, jak vychazi
Brodyho parametr a jak fit odpovida takto mixovanym sadadm dat.

Na nasledujicich strankdch budu uvadét porovnani NNS mixovanych dat
vzniklych z riznych poméri chaotickych ku reguldrnim 1:9 na obrazku 5.1,
1:3 na obrazku 5.2, 1:1 na obrazku 5.3, 3:1 na obrazku 5.4 a 9:1 na obrazku 5.5.
Horni histogram zobrazuje mixovany soubor ktery vznikl souétem chaotického
histogramu (uprostfed) a klasického histogramu (dole). V tabulce u histogramt
uvadim pocet vstupti, ¥* s poétem stupiit volnosti a hodnotu Brodyho parametru s
chybou.

Brodyho parametr pro data generovana pro cCisté chaoticky set uvadim s
asymetrickou chybou, protoZze Brodyho funkce je malo citlivd na Brodyho
parametru pro vysoké hodnoty Brodyho parametru. Na funkci uvadim limit, ktery
drzi parametr na intervalu [0, 1]. Pfi fitovani dat, které¢ se velmi dobie blizi
Wignerove distribuci dostavam hodnotu Brodyho parametru @ > 1. V vysledcich
budu v takovém piipad¢ uvadét Brodyho parametr v formatu o = 1?°  kde o =
1, 6 je kladna chyba a ¢ je zaporna chyba.
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Obrazek 5.1 Mixovany set pro pomer 1:9 chaotické ku
klasickym. Mixované data (nahore), chaotické data (uprostred) a
klasicka data (dole). Brodyho parametr vysel pro:
Mixované w = 0.06 + 0.01 chaotické » = 1.00°3"*  a klasické
w=0.00+0.01.
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Obrazek 5.2 Mixovany set pro pomér 1:3 chaotické ku
klasickym. Mixované data (nahore), chaotické data (uprostied)
a klasicka data (dole). Brodyho parametr vysel pro: Mixované
o = 0.16 + 0.0] chaotické o = 1.00°0" a klasické
®=0.00%+0.01.
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Obrazek 5.4 Mixovany set pro pomer 3:1 chaotické ku
klasickym. Mixované data (nahore), chaotické data (uprostied)
a klasicka data (dole). Brodyho parametr vysel pro:
Mixované o = 0.68 + 0.02 chaotické o = 1.00°5"
klasické o = 0.00 = 0.02.
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Mixované @ = 0.89 + 0.02 chaotické w = 1.00°3%° a klasické
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Pro sety generované podle Brodyho funkce dostdvame redukované y* velmi blizké
k 1, jak v klasickém piipadé tak v chaotickém. Hodnoty ¥ jsou zde mensi nez 1
co napovida tomu, ze dochdzi k prefitovani a v téchto pfipadech bychom si
vystacili s Poissonovou nebo Wignerovou distribuci.

V mixovanych ptipadech nabyva Brodyho parametr hodnot mezi 0 a 1 a je zde
vidét korelace mezi pomérem velikosti chaotického setu ku velikosti klasického a
Brodyho parametrem. Diky této korelaci miizeme vidét, ze Brodyho parametr Ize
pouzit jako kvantifikator chaosu nejen v extrémnich piipadech (Upln€ chaoticky
systém, upln¢ regularni systém), ale i v mixovanych systémech.

Miuizeme si v§imnout, Ze diky volbé chyby binu jako odmocnina z hodnoty v binu
dostavame redukované y’ nezavislé na poctu hodnot v histogramu. Pro méné
hodnot v histogramu dostavdme po normovani vétsi chyby.

Nejhorsi fit dostdvame pro mixovany set s procentem chaotického setu kolem
50%. Zde byla hodnota redukovaného x* velmi dobie rovna 3. Podle ocekavani
dostavame lepsi fit pro data, které jsou velmi blizké nemixovanym datim.
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Obrazek 6: Zavislost Brodyho parametru a redukovaného y’ na % v
chaotickych dat v mixované sade. Data pro kazdy bod jsou brana z statistiky
pro 10 opakovani

Obrazek 6 zobrazuje vySe zminénou zavislost hodnoty parametru omega a
redukovaného x> na % chaotické sady v mixované sadé. Vidime, Ze Brodyho
parametr se da pouzit k kvantifikaci chaosu, a Ze kvalita fitu je nejmensi pro
nejvice mixované sety.
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3 Teorie nahodnych matic

3.1 Soubory Gaussovsky nahodnych matic (GOE, GUE,
GSE)

Jak jsem psal v Gvodu o kvantovém chaosu, tak spektralni korelace, které
vypovidaji o chaotickém chovani, mizeme pozorovat i na vlastnich cislech
nahodnych matic z soubort GOE, GUE, GSE. V této praci se budeme zabyvat
prevazné souborem GOE, ktery odpovida systémim s symetrii casové inverze.

Zavedu termin hustoty hladin spektra syst¢ému. Hladinou systému myslim v
redlném piipadé¢ naméfené hodnoty pozorovatelné veli¢iny a v piipadé nahodné
matice vlastni ¢isla. Hladiny budu znacit E. Hustota hladin spektra p(E) je funkce,
kterou zavadim jako analogicky k hustoté pravdépodobnosti jako v kapitole 2.1.
Integrovanim p(E) pfes interval I dostanu pocet naméfenych hladin v daném
intervalu I. Normovanim p(E) na celé mnoziné¢ na 1 dostanu z p(E) hustotu
pravdépodobnosti naméteni hladiny E.

Matice GOE, GUE, GSE se nazyvaji Gaussovské protoze prvky matic jsou
generované pseudondhodné podle Gaussovy funkce. Pismena O, U, S v GOE,
GUE, GSE pojmenovavaji operace které zachovavaji hustotu hladin. Méjme
transformaci W, ndhodnou matici G a G* = W(GQG).

GOE Gaussovsky Ortogonalni Soubor (Gaussian Ortogonal Ensamble)!"!

Matice z souboru GOE jsou invariantni vi¢i ortogonalnim transformacim. Kde G
je matice ze GOE a O je ortogonalni matice.

p6(E)=ps.(E) kde G'=0"'GO (3.1)

Matice souboru GOE simuluji systémy s symetrii Casové inverze. Matice z
souboru GOE jsou realné symetrické Gaussovské ndhodné matice s N(N+1)/2
nezavislymi prvky.

Pokud na spektru souboru GOE provedeme NNS dostaneme Wigner-Dysonovu
distribuci ve tvaru:

Py (s)=Zse (3.2)

GUE Gaussovsky Unitarni Soubor (Gaussian Unitary Ensamble)!'?!

Matice z souboru GUE jsou invariantni vi¢i unitarnim transformacim. Kde G je
matice z GUE a U je unitarni matice.

po(E)=pe(E) kde G'=U'GU (3.3)

Matice s souboru GUE simuluji systémy bez symetrie ¢asové inverze. Matice z
souboru GUE jsou komplexni hermitovské Gaussovské nadhodné matice s N?
nezavislymi prvky.

Pokud na spektru souboru GUE provedeme NNS dostaneme Wigner-Dysonovu
distribuci ve tvaru:

Py i(s)="5s"e™ (3.4)
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GSE Gaussovsky Symplekticky Soubor (Gaussian Symplectic Ensamble)!"!

Matice z souboru GSE jsou invariantni vici symplektickym transformacim. Kde
G je matice z GSE a S je symplektickd matice.

pc(E)=pc(E) kde G'=S'GS (3.5)

Matice s souboru GSE odpovidaji nejméné cCastému piipadu, ktery nastdva
pfevazné pro systémy s poloCiselnym spinem. Matice z GSE jsou opét
Gaussovsky generované a s prvky, které popiSeme kvaterniony a matice je
samosdruzena.

Pokud na spektru souboru GSE provedeme NNS dostaneme Wigner-Dysonovu
distribuci ve tvaru:
- 64 4 5
p5v4(5)=(9—ﬂ) s'e? (3.6)

Parametr B se nazyva Dysonovo cislo, které mi indexuje jednotlivé soubory. Vyssi
Dysonovo ¢islo znaci silngjsi repulzi ve spektru. V limité s << 1 plati:

p(sf,~s" (3.7)

3.2 Generovani GOE matice

Pro generaci GOE matice vyuZijeme vlastnosti zmiflované¢ v minulé kapitole.
Stac¢i ziskat redlnou symetrickou matici s prvky, které generujeme pomoci
normalni distribuce. Matici G z souboru GOE dimenze N ziskdme jednoduSe
vygenerovanim N? prvkd pomoci normalniho rozdéleni s stfedem v 0 a disperzi 1,
z kterych vytvoiim matici R dimenze N. Prvky matic R a G zna¢ime R’ a G'.
Symetrizaci provedu:

i ]. i j
GJ:E(RJ.+RZ) (3.8)

Matice G pak bude z souboru GOE a bude spliiovat vlastnosti, které od GOE
matic poZadujeme.

Hustota hladin spektra matice G pak bude mit tvar podle Wignerova ptilkruhového
zékona'¥, kdy pravdépodobnost nalezeni hladiny (hustota hladin normovana, tak
aby jeji integral byl roven 1) bude mit tvar palkruhu!*, ktery dostanu z pfedpisu:

p(E)=2\1=(E/RT (3.9)

Pro O<E/R <1 a p(E) = 0 pro ostatni E, kde R je polomér pulkruhu.

Wigneruv piilkruhovy zakon popisuje hladkou ¢ast hustoty hladin a plati i pro
matice GUE a GSE.
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3.3 Unfolding
Hustotu hladin p(E) rozd¢lim na hladkou ¢ast py(E) a na oscilujici ¢ast po(E).
P(E) = pn(E) + po(E). (3.10)

Hladkd cast py(E) neobsahuje informaci o korelacich mezi jednotlivymi
hladinami®, a proto pfi praci s daty provadime unfolding, coz je metoda, ktera
pfeméni hladkou ¢ast spektra na konstantni funkci.

Pro provedeni unfoldingu musime nejdiive zavést distribu¢ni funkci R(E), kterou
pro diskrétni spektrum definujeme jako:

R(E)=%§6(E—Ei) 3.11)

Kde E; je posloupnost naméfenych hladin spektra, n je pocet namétenych hladin a
0 je Heavisidova funkce, ktera kladnym ¢islim pfifadi 1 a nekladnym pfitfadi 0.
Funkce R je chova stejné€ jako kumulativni distribu¢ni funkce z kapitoly 2.1 a pro
n = oo se definuje stejné.

Takto ziskanou R(E) pak fitujeme bud’ polynomem nebo pokud z teorie zndme
tvar R(E), tak pfisluSnou funkci. V této praci pro unfolding budu pouzivat
polynom 5 fadu. Fit polynomem je b&Zny postup pro provedeni unfoldingu'®.
Funkeci ziskanou z fitu R (E) nazveme f(E). Transformaci E‘; = f(E;) dostdvame
pak unfoldované spektrum E*.

Distribucni funkce GOE Distribucni funkce po unfoldu
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Obrazek 7: Porovnani distribucnich funkci (nahore) a hustot hladin (dole) pro GOE
spektrum pred unfoldem (v levo) a po unfoldu (v pravo). Pro matici N = 1001. Jde
videt unfolding narovnal hladkou cast hustoty hladin na konstantni funkci. Oscilujict
cast v hustoté hladin ziistala.
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3.4 Generovani chaotického setu z matice GOE

Ted” mizeme pouzit uvedené metody z teorie nahodnych matic pro simulaci
kvantového chaosu. Vygenerujeme matici z souboru GOE, ziskame jeji spektrum
a provedeme unfolding. Pak na unfolding viz obrazkem 7. Pro ob¢ ziskané spektra
provedu NNS a nafituji Brodyho funkci a porovnam s daty, které jsem ziskal
pseudondhodnou generaci.

Data, na kterych neprob¢hl unfolding, bylo nutné pieskalovat, aby hladiny energii
byli na intervalu [0,1] stejné jako unfoldovana data. Skéalovani jsem provedl tim,
ze jsem NNS vydélil sitkou intervalu nosice hustoty hladin.

NNS dat po unfoldingu/pteskalovani jsem vynasobil poctem dat v spektru abych
se zbavil zavislosti NNSD na poctu dat. Unfolding zde data ptevedl na interval
[0,1] ¢im dostavam 1/N zavislost na N, kde N je pocet dat v sad¢.

NNS GOE Test - Inverze CDF NNS - Bez unfoldu

Entries 4000

Entries 4000 [ + Entries 4001

H #?/ndf161.5/62

£ 08l
¥2/ ndf 38.07 / 61 o7F ¥/ ndf 36.24 / 61 r Jf

Obrazek 8 Srovnani NNS a fitu Brodyho funkci pro ruzné simulace kvantové
chaotické sady dat. Unfoldovaného GOE setu (vlevo), pseudondhodné
generovaného (testovaciho) setu a stejného setu bez unfoldingu. Hodnoty
Brodyho parametru vychdazeji jako: Unfoldovany set w = 0.99 £ 0.02

Testovaci set o = 1.00"%"  a Neunfoldovany set w = 0.83 + 0.02.

Vysledky potvrzuji predpokladany tvar NNSD pro spektra matic souboru GOE,
kdy fit velmi dobfe odpovida piedpokladané Wignerové distribuci (1.12).
Unfoldované spektrum se chova jak diktuje teorie. Dostdvame velmi dobry fit pro
Brodyho funkci redukované y* mi konzistentné vychazi kolem 1 stejné jako u
pseudondhodné generované testovaci sady.

Pro data, kde neprobchl unfolding, jsem musel provést preSkalovani, které mi
normalizovalo velikost intervalu hladin spektra. Hodnota y* zde neni spolehliva,
protoze je velmi citlivd na tom, jak dobfe se mi podaii provést preskalovani. Pti
opakovaném spusténi programu pro riznd N jsem dostdval nekonzistentni
hodnoty redukovaného y’, kdy n&kdy dostanu stejné kvalitni fit jako s
unfoldovanym spektrem nebo s testovacim spektrem.

Kromé¢ toho se mi projevuje nerovnomérnost hladké ¢asti tim, Ze dostavdm malé
peaky v NNS v bodech kolem 3 a 9, které vznikaji z dat na koncich intervalu. Na
vétSin¢ intervalu je chyba NNS zplsobend hladkou ¢asti hustoty hladin
zanedbatelnd vici hodnotam. Tato chyba v NNS roste na krajich intervalu, kdy
kolem maxima a minima je dokonce nékolikandsobné vétsi neZ naméfené NNS.

Potvrdil jsem nutnost unfoldingu pro provadéni NNS. Unfolding data preskaluje
na spravnou velikost a zbavi NNS zéavislosti na hladké ¢asti hustoty hladin.
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4. Kvantifikace chaosu na realnych datech

Nyni aplikujeme stejné metody pro realnd data. Podivdm se na data atomi
dysprosia Dy!'"¥ a na data molekul dysprosia '““Dy,®, které byly ochlazeny na
extrémné nizké teploty, aby doslo k chaotickému chovani.

4.1 Atomy Dy

V atomech Dy neocekavame, Ze bychom nalezli chaotické chovéni. Provedu
unfolding stejné¢ jako pro simulovana data.

Dy_1 distribucni funkce Dy_1 Unfold distribucni funkce
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Obrazek 9 Porovnani distribucnich funkci (nahore) a hustot hladin (dole) pro Dy

spektrum pred unfoldem (v levo) a po unfoldu (v pravo). Data byla ziskana
stranky NIST Atomic Spectra Database Levels Data!'".

Z obrazku 9 je poznat, Ze redlna data jsou mnohem komplikovangj$i nez simulace.
Hlavni problém ¢ini data na zacatku a na konci. Specificky 0 — 5000 a
43000 — 50000 jsou casti, kde nejsou skoro zadna data a na distribu¢ni funkci
muzeme vidét v téchto oblastech Spatnou kvalitu fitu polynomem, co miize vést na
nekvalitni unfolding a na zbytek hladké ¢asti distribuce ve spektru.

V predeslé kapitole jsem diskutoval dtlezitost unfoldingu, kde uz hladka cast
funkce pfidd do dat zavislost, kterda muize zkreslit vysledky. I s nedokonalym
unfoldingem dojde k naskéalovani dat na spravnou velikost. Pokud se podivame na
distribu¢ni funkci unfoldovanych dat, dostdvame velmi dobie ptimku a na spektru
unfoldovanych dat neni vidét zadna hladka cast.

Provedu standardné metodu NNS a fit Brodyho funkci viz obrazek 10.
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Obrazek 10 NNSD unfoldovaného spektra atomu dysprosia. Fit je dan Brodyho
funkci. Brodyho parametr vychdzi jako 0,06 + 0,04. Redukované y* vychdczi jako
0,72.

Na obrazku 10 vidime, Ze data atomt dysprosia velmi dobie odpovidaji simulacim
regularnich systémti. Hodnota Brodyho parametru je o néco vyssi nez na perfektni
simulaci, co mizeme od redlnych systéml ocCekavat. Data se podobaji spise
mixovanému setu s pomérem 9:1 regularni ku chaotickym. I pfesto mizeme
sebevédomé prohlésit, ze systém je regularni a vyssi hodnota Brodyho parametru
je dana spiSe Sumem nebo zbytkem hladké ¢asti funkce.

Diky malému poctu dat dostavame vysokou chybu pro jednotlivé biny, coz
zajist'uje dobré y% za cenu velké chyby pro Brodyho parametr.

Pro ziskéani kvalitnéjsiho vysledku by bylo mozné pracovat na intervalu uprostied
spektra, ¢im bychom ztratili ¢asti, které komplikuji unfolding. Na druhou stranu
bych zésadné snizil pocet dat a tim navysil vyznam Sumu.
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4.2 Molekuly Dy,

Data pro molekuly '**Dy, jsou dané simulovanim molekul dysprosia za extrémné
nizkych teplot za nulového magnetického pole. Data molekul za téchto podminek
vykazuji chaotické chovani. Data jsou zdpornd, protoze znaci vazebnou energii a
pro praci s nimi jsem otoc€il znaménko. Na vysledném NNSD se zména znaménka
neprojevi, a proto si ji mizu dovolit. Pracujeme s sadou dat N = 2465, na které
provadime unfolding stejn¢ jako pro data Dy.

Distribucni funkce pro Dy _2 Distribucni funkce unfold
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Obrazek 11 Porovnani distribucnich funkci (nahore) a hustot hladin (dole)
pro Dy spektrum pred unfoldem (v levo) a po unfoldu (v pravo). Data byla z
prdce Manifestation of quantum chaos in Fano-Feshbach resonances'.

Na obréazku 11 vidime spektrum Dy, pted a po unfoldu. Zde polynom zvoleny pro
unfolding velmi dobfe fituje distribu¢ni funkci a unfoldovana distribu¢ni funkce je
fitovana ptimkou. Pokud se podivame na spektra pfed a po unfoldu vidime, ze v
datech nezbyva zadna hladka cast.

Dy_2 (-1K, 0K) Test - Inverze CDF NNS - Bez unfoldu
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Obrazek 12 Analogie k obrdazku 8 Srovndani NNS a fitu Brodyho funkci pro
riizné simulace kvantové chaotické sady dat. Unfoldovaného Dy, setu (vievo,
detail na obrazku 13), pseudondhodné generovaného (testovaciho) setu a
stejného setu bez unfoldingu (v pravo).Hodnoty Brodyho parametru vychazeji
jako: Unfoldovany set @ = 0.99 + 0.02 Testovaci set o = 1.00°3"”
a Neunfoldovany set » = 0.83 + 0.02.
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Na obrazku 13 je fit NNSD molekul dysprosia. Fit ddva Brodyho parametr kolem
0.36, co je velmi dobie srovnatelné s simulaci mixovaného spektra s pomérem 1:1
regularnich ku chaotickym.

Obrazek 12 demonstruje nutnost unfoldingu na realnych datech stejné jako
obrazek 8 pro simulovana data. Data, ktera neprosla unfoldingem, musela projit
preskalovanim x-ové osy stejné¢ jako data z obrazku 8. Kromé toho, Ze unfolding
data ptevede na idealni Skalu, také odstranim z sady dat vliv hladké ¢asti. V tomto
konkrétnim piipadé hladka cast do dat ptfidd vyrazny peak na zacatku intervalu,
ktery se na NNSD projevi jako navySeni hodnot v prvnich nékolika binech.
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Obrazek 13 NNSD unfoldovaného spektra molekul dysprosia. Fit je dan
Brodyho funkci. Brodyho parametr vychdzi jako 0,36 + 0,02. Redukované y’
vychazi jako 1,3.

Obrazky 14 — 19 prezentuji data, kde zmenSujeme zkoumany interval, aby se

energie blizily nule (disocia¢ni limit&!""”). Zde ocekdvame nejvyrazngjsi chaos
diky nejrostouci hustoté stavi.
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Obrazek 14 Porovnani distribucnich funkci (nahove) a hustot hladin (dole) pro Dy

spektrum pred unfoldem (vlevo) a po unfoldu (vpravo). Data z intervalu
redukovaného na (-0.4,0)
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Obrazek 15 NNSD unfoldovaného spektra molekul dysprosia na
redukovaném intervalu (-0.4,0). Fit je dan Brodyho funkci. Brodyho
parametr vychdzi jako 0,48 + 0,03. Redukované y* vychazi jako 0,9.
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Obrazek 16 Porovnani distribucnich funkci (nahove) a hustot hladin (dole) pro
Dy spektrum pred unfoldem (v levo) a po unfoldu (v pravo). Data z intervalu
redukovaného na (-0.2,0)
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Obrazek 17 NNSD unfoldovaného spektra molekul dysprosia na
redukovaném intervalu (-0.2,0). Fit je dan Brodyho funkci. Brodyho
parametr vychdzi jako 0,69 + 0,05. Redukované y° vychazi jako 0,8.



R(E)

08

0.

@

0.4

02

300

250

20

3

151

3

101

38

2]
3

o

Distribuce pred unfoldingem Distribuce po unfoldu

£ o
L o 1—
L 0al—
= 06—
L 04—
L 02—
2 e N N R N RSN RS B
0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E E
Dy_2 Spektrum unfoldovane spektrum
— Entries 301 21 Entries 301
E 20—
F 191
E 18—
= 17
} 18—
. 15—
C | I I I I I I I I B S I I I I I I I I
01 0z 03 04 05 06 07 08 03 1 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Obrazek 18 Porovnani distribucnich funkci (nahove) a hustot hladin (dole) pro Dy

spektrum pred unfoldem (v levo) a po unfoldu (v pravo). Data z intervalu
redukovaného na (-0.06,0).
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Obrazek 19 NNSD unfoldovaného spektra molekul dysprosia na
redukovaném intervalu (-0.06,0). Fit je dan Brodyho funkci.

Brodyho parametr vychdzi jako o = 1.0070 . Redukované y°
vychazi jako 0,6.



Podle ocekavani dostavame vétsi Brodyho parametr pro data, kterda se blizi
disociacni limit¢. Na intervalu (-0.4, 0) dostavame Brodyho parametr
o = 0,49 + 0,03 a pokud interval zmensime na (-0.2, 0) dostaneme Brodyho
parametr kolem ® = 0,69 + 0,05. Pokud se interval zmensime az na (-0.06, 0), tak

dostdvame data, kde fit Brodyho funkci dava Brodyho parametr roven
+0.10

o= 135, .Co velmidobie odpovida Wignerové distribuci (1.12).

Chaotické chovani dostavame pro data kolem disociacni limity (nulové vazebné
energie). Data kolem nulové vazebné energie jsou nejvice husta viz obrazek 11 a
proto se zde chaos projevuje nejsilnéji. Limita vazebné energie jdouci k nule dale
odpovida staviim, kde dochéazi k Fano-Fesbachovym rezonancim.!"” V této praci
hledam chaos na ose, kde mdm magnetické pole rovné 0, zatimco v pracich [8] a
[9] hledame chaos na spektru Fano-Fesbachovych rezonanci, ke kterym dochézi
pro nulové vazebné energie. V praci [10] je provadéna statistika, kde jak
magnetické pole, tak vazebnd energii jsou volné parametry.
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Zaver

V teoretické Casti jsem piedstavil chaos v jak klasickém, tak kvantovém ptipadé.
Dale jsem uvedl zékladni pojmy pro praci s kvantové chaotickymi spektry,
predevsim statistiku distribuce NNSD, kterda vypovida o mife korelaci ve
zkoumaném spektru. Ddle jsem predstavil tvary NNSD, které odpovidaji
klasickému (Poissonova distribuce (1.9)) a chaotickému piipadu (Wignerova
distribuce(1.10)). Pro kvantifikaci chaosu fituji spektra pomoci Brodyho
distribuce, ktera mezi Poissonovou a Wignerovou distribuci pfechazi v zavislosti
na 1 parametru.

V druhé ¢asti prace popisuji statistické metody pouzité pro fitovani a pro generaci
testovacich sad dat. Na takto vygenerovanych datech jsem provedl test fitovaciho
nastroje. Dale vygeneruji mixované sady dat, které pozdéji budou slouzit jako
reference pro srovnani s redlnymi daty.

V tieti Casti prace jsem predstavil zékladni pojmy teorie ndhodnych matic a
metodu unfolding, kterd upravi data do tvaru, jejichz NNSD je vhodny pro fit
Brodyho. Nakonec na zakladé teorie ndhodnych matic nasimuluji sadu dat, ktera
ma kvantové chaotické vlastnosti.

V posledni c¢asti jsem studoval miru chaosu na redlnych datech. Pro data atomt
dysprosia jsem podle ocekavani nalez chovani, které odpovidd Poissonovée
distribuci, studované spektrum nevykazuje chaotické chovani. Pfi studiu dat
molekul dysprosia jsem pozoroval chaos v mal¢ mife na celém intervalu. Pokud
jsem se omezoval na intervaly kolem disociacni limity, tak jsem pozoroval tim
vyrazné€jsi chaotické chovani, ¢im mensi interval jsem volil. Toto se shoduje s
ocekavanim z experimentl v pracich [8] a [9] a teoretickému rozboru v praci [10].
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Kod Pro generovani dat GOE. Pfi spusténi toho kédu v programu
https://root.cern/ verze 5.34.36 dostanete jako vystup obrazek 8, data v
konzoly vypsana data v jednotlivych histogramech a parametry fitu
pro kazdy z histogramd.

Kod:

{

//INNS spectrum

//pocet prvku
int N = 1000;
constintn = N+1;
//Distribucni funkce rozdeleni hladin
double Rdist[n];

//vysledny set NNS rozdeleni pro set nahodnych cisel, odpovida poissonovu
rozdeleji s lambda rovno 1

double NNS[NJ;
//NNS pro neunfoldovana data
double NNSNU [N];

//Generace symetricke matice
double PreMatrix[n][n];
TArrayD Symetrizace((n)*(n));
TMatrixDSym A(n);

//Vytvoreni vykreslovaci plochy
cl = new TCanvas ("c1","NNSD GOE dat", 1500,500);

for (inti = 0;i<n; i++)
{
for (intj = 0;j <n; j++)
{
PreMatrix[il[j] = gRandom->Gaus(0,1);
Symetrizace[(n)*i + j]=(PreMatrix[il[j] + PreMatrix[il[j1)/2;

}
A.SetMatrixArray(Symetrizace.GetArray());

//ziskani spektra
const TMatrixDSymeEigen eigen(A);
const TVectorD Spec = eigen.GetEigenValues();

double Spektrum[n];
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for (i=0; i<n;i++)
{
Spektruml[i] = Specli];

for (i=0; i<N+1;i++)
{
//CleanUp
Rdist[i] = 0;
}
//Sort nahodneho setu
double X;
for(i=0; i<N+1;i++)
{
for(j=0; j<N;j++)
{
if (Spektrum[jl<Spektrum[j+1])
{
X = Spektruml[j];
Spektrum[j] = Spektrum[j+1];
Spektrum[j+1] = X;

}

// generovani distributivni funkce
for (i = 0; i<N+1;i++)
{

for (j = 0; j<N+1;j++)

{

if (Spektruml[i]>Spektrumlj])
Rdist[i]++;

}

Rdist[i]= Rdist[il/N;
}

//Vykresleni zavislosti distibuce na hladinach

gl = new TGraph();

double x,y;
for(i=0;i<N;i++)
{
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x = Spektrumlil;

y = Rdist[i];

//SetPoint (poradi bodu, X, y)
gl-> SetPoint (i,x,y) ;

// Unfolding - polinomem 5 radu

gl -> Fit ("pol5");
gl -> SetMarkerSize (0.5);

// ziskani parametru fitu pro funkci ax™5 + bx™4 + cx™3 + dx™2 + ex +f
double f = pol5 ->GetParameter(0);

double e = pol5 ->GetParameter(1
double d
double ¢ = pol5 ->GetParameter(3

’

pol5 ->GetParameter(2

’

)
)
)
double b = pol5 ->GetParameter(4);
double a = pol5 ->GetParameter(5);

//Generace unfoldovaneho setu podle nafitovane funkce
double unfold[N+1];
double Ei;
for (i=0;i<N+1;i++)
{
Ei = Spektruml[i];
unfold[i] = a*pow(Ei,5) + b*pow(Ei,4) + c*pow(Ei,3) + d*pow(Ei,2) + e*Ei

+ f;
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//cleanup

Rdist[i] = 0;
}
//Ziskani distribucni funkce pro unfoldovany set
for (i = 0; i<N+1;i++)
{

for (j = 0; j<N;j++)

{

if (unfold[i]>unfold[j])
Rdist[i]++;
}
Rdist[i]= Rdist[i]/N;



//Definice brodyho funkce

TF1 *Brody

TF1("Brody","([0]+1)*(pow((ROOT::Math::tgamma(([0]+2)/([0]+1))),

[0]+1))*(pow(x,[0])*(exp(-pow((ROOT::Math::tgamma(([0]+2)/([0]+1))),

[0]+1)*pow(x,[0]+1))))",0,5);
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//nastaveni Brodyho parametru w
Brody -> SetParameter (0,0.5);
Brody -> SetParLimits (0,0,1);
Brody -> SetParName (0, "w");
Brody -> Draw ();

//Vygenerovani NNS setu
for (i=0;i<N;i++)
{
NNS[i] = (unfold[i] - unfold[i+1])*N;

//pocet binu
int Bin = pow(N,0.5);

TH1F *hl = new TH1F("h1","NNS GOE", Bin, 0, 5);
for (i=0;i<n;i++)
{

hl -> Fill(NNS[i]);

/[Test CDF

Brody -> SetParameter (0,1);

TH1F *h2 = new TH1F("h2","Test - Inverze CDF", Bin, 0, 5);
h2 -> FillRandom("Brody",N);

//Bez unfoldu

TH1F *h3 = new TH1F("h3","NNS - Bez unfoldu", Bin, 0, 5);

for (i=0;i<N;i++)
{

new

//INNSNU musim jeste preskalovat x ovou osu, protoze zde neprobehl



unfolding
NNSNUIi] = (Spektruml[i] - Spektrum[i+1])*N/(Spektrum[0]-Spektrum[N]);
}
for (i=0;i<n;i++)
{
h3 -> Fill(NNSNU[i]);

// stanoveni chyb histogramu
double err =0;

int mixBin =0;

for (i =0;i < Bin; i++)

{

//stanoveni chyb unfoldovane setu
if(h1->GetBinContent(i) == 0)

{

h1l->SetBinError (i,1);

}

else

{

err = pow(hl->GetBinContent(i),0.5);
h1l->SetBinError (i,err);

}

//stanoveni chyb v testovacim setu
if(h2->GetBinContent(i) == 0)

{

h2->SetBinError (i,1);

}

else

{
err = pow(h2->GetBinContent(i),0.5);
h2->SetBinError (i,err);

}

//stanoveni chyb v neunfoldovanem setu
if(h3->GetBinContent(i) == 0)
{
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h3->SetBinError (i,1);

}

else

{

err = pow(h3->GetBinContent(i),0.5);
h3->SetBinError (i,err);

}

//Skalovani

h1->SetEntries(N);

Double_t norm = h1l->GetEntries();
norm = norm*(h1l->GetBinWidth(1));
hl->Scale(1/norm);

Double_t norml = h2->GetEntries();
norml = norm1*(h2->GetBinWidth(1));
h2->Scale(1/norml);

Double_t norm2 = h3->GetEntries();
norm2 = norm2*(h3->GetBinWidth(1));
h3->Scale(1/norm?2);

Std::cout<<"========================== Data VvV
h|Stogramech ==============================\n";

std::cout<<"\n";
std::cout<<"Unfoldovany set.\n";
std::cout<<"\n";

47



48

i
h1 -> Fit("Brody","P");

//vypsani poctu stupnu volnosti

int NDF =0;

TF1 *fit = hl->GetFunction("Brody");
NDF = fit->GetNDF();
std::cout<<"NDF ="<< NDF<<"\n";

std::cout<<"\n";
std::cout<<"Pseudonahodne generovany.\n";
std::cout<<"\n";

Jrfit
h2 -> Fit("Brody","P");

//vypsani poctu stupnu volnosti

NDF =0;

TF1 *fitl = h2->GetFunction("Brody");
NDF = fitl->GetNDF();
std::cout<<"NDF ="<< NDF<<"\n";

std::cout<<"\n";
std::cout<<"Bez unfoldu.\n";
std::cout<<"\n";

JIfit
h3 -> Fit("Brody","P");

//vypsani poctu stupnu volnosti

NDF = 0;

TF1 *fit2 = h2->GetFunction("Brody");
NDF = fit2->GetNDF();
std::cout<<"NDF ="<< NDF<<"\n";



//Vypsani dat
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double Ven,XX;
std::cout<<"\n";
std::cout<<"Unfoldovany set.\n";
std::cout<<"\n";
std::cout<<"\n";
for (inti =0;i < Bin;i++)
{
XX =1i;
XX = (XX/Bin)*5;
Ven = h1l->GetBinContent(i);
std::cout<< XX <<" '"<< Ven <<"\n";

}

std::cout<<"\n";

std::cout<<"Pseudonahodne generovany set.\n";

std::cout<<"\n";
std::cout<<"\n";
for (inti = 0;i < Bin;i++)
{

XX =1i;

XX = (XX/Bin)*5;

Ven = h2->GetBinContent(i);

std::cout<< XX <<" ‘"<< Ven <<"\n";
}
std::cout<<"\n";
std::cout<<"bez unfoldu.\n";
std::cout<<"\n";
std::cout<<"\n";
for (inti =0;i < Bin;i++)
{

XX =i

XX = (XX/Bin)*5;

Ven = h3->GetBinContent(i);

std::cout<< XX <<" '"<< Ven <<"\n";
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/Ivykresleni
cl ->Clear();

cl -> Divide(3,1);

cl -> cd(1);
h1l -> Draw();

cl -> cd(2);
h2 -> Draw();

cl -> cd(3);
h3 -> Draw();
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