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Abstrakt

V této praci ,/Tecnové a tétivové mnohothelniky“ jsou podrobné rozebrany vy-
brané tdlohy z ¢eské i zahrani¢ni matematické olympiddy a z riznych sbirek pri-
kladii. Jedna se predevsim o obtiznéjsi ulohy, které jsou rozsiteny o vlastni Te-
seni. Aby bylo feseni snaze pochopitelné, doplnuji praci teorii, kde jsou dokazany
i dalsi véty a vysvétleny rizné vlastnosti prispivajici k lepsimu porozuméni této
problematice. Také tu lze najit zobecnéni nékterych tloh a vlastnosti pro mno-
hothelniky, coz je mozné uplatnit pravé pri reSeni matematickych tloh. Préce
je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole jsou zopakovany dilezité pojmy
z uciva stredni skoly, které se nasledné promitaji do feseni tloh. Tato kapitola je
umisténa hned na zacatku, aby se k ni ¢tenar mohl kdykoli v ptipadé potieby vra-
tit. Nasledujici kapitoly jsou zaméreny postupné na Ctyiihelniky, pétithelniky,
Sestitthelniky a na zavér na obecné mnohouhelniky. Kazda z téchto ¢tyr kapitol je
pak dale délena na tétivové a tecnové utvary. Prace je urcena pro zaky strednich
skol a jejich ucitele matematiky. Ti ji mohou vyuzit k pripravé na matematické
soutéze. Mimo jiné ulohy, které tu predkladam, je lze pouzit pro zpestieni vyuky
syntetické geometrie. Tato prace si tedy klade za cil objasnit feseni vybranych
uloh tykajicich se pravé tecnovych a tétivovych mnohouhelniki. Cela prace je
prolozena mnohymi obrazky vytvorenymi v programu GeoGebra, které podpo-
ruji snazsi pochopeni téchto tloh a jejich feseni.
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Abstract

Problems from the Czech and foreign mathematical olympiad and from various
mathematical books are analysed elaborately in this thesis ’Circumscribed and
inscribed polygons’. It depicts mainly more demanding tasks, which are comple-
ted with their solution. This thesis is supplemented by theoretical background,
where theorems and properties are explained, in order that their solution is more
easily understandable. Furthemore, generalization of some tasks and properties of
polygons can be found there. We can use it for dealing with mathematical tasks.
This whole thesis is divided in five chapters. The first chapter reviews important
concepts from the syllabi of secondary schools. We can find these concepts in the
task solutions further in this thesis. This chapter is located at the beginning of
this work so that the reader could refer back to it anytime. Other chapters are
successively focused on quadrilaterals, pentagons, hexagons and general polygons.
Each of these chapters is divided into inscribed and circumscribed figures. This
thesis is meant for students of secondary school and their math teachers. They
can use it for their preparation for the mathematical competitions. All presen-
ted tasks can also be used for varying lectures of synthetic geometry. The aim
of this thesis is to clarify the solutions of chosen tasks related to inscribed and
circumscribed polygons. The entire thesis is completed with pictures made in the
GeoGebra program for easier comprehension of solutions.
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Kapitola 1

Uvod

Tato prace si klade za cil priblizit zaktim stfednich skol problematiku tétivo-
vych a te¢novych mnohothelnik v rtiznych matematickych soutézich i v tézsich
matematickych tlohach. Mimo jiné mize také slouzit jako podpora stredoskol-
skym ucitelim matematiky pii piipravé nadanych zaka na matematické soutéze.
Samozrejmeé tyto poznatky uz zpracovali rizni autoti (napt. PraSe), ale tato prace
je vyjimecna vyssi obtiznosti vybranych problémi. Mym zamérem je ucelit zna-
losti, které by mohly slouzit zaktim k ispésnému reseni matematickych problému
tykajicich se tohoto tématu. S témito znalostmi bude Teseni iloh snadnéjsi a 1épe
pochopitelné. V této oblasti jsou poznatky casto roztrouseny mezi nékolik zdroji
a velmi casta je potfebna znalost ciziho jazyka, zejména anglického. Tim se muze
stat porozumeéni problematice pro zaky naroc¢néjsim. Snaha této prace je predat
tyto informace zaktim srozumitelnéji. Pro zvyseni prehlednosti prace jsou kapi-
toly fazeny vzestupné v poctu vrcholit mnohothelniki. Je dilezité také zminit,
ze vsechny preklady cizojazyénych citaci jsou mé vlastni.

Praci zacinam zopakovanim zakladnich pojmi ze stfedoskolské matematiky;,
které dale vyuzivam v nasledném feseni problémiu. Zde si zak muze pripomenout
latku, se kterou se jiz setkal a jez neni soucasti tématu tétivovych a tecnovych
mnohothelniki. Kapitola je sepsana s dirazem na prehlednost, aby pro zika bylo
vzdy snadné se v pripadé potieby k danému pojmu vratit.

V druhé kapitole se zaobirdm podrobné tétivovymi a te¢novymi étyrihelniky.
Radim zde tlohy predevsim z matematickych olympidd od nejméné krokové na-
nou k vyteseni téchto problémt, ale i potfebnou k Sirsimu porozuméni tecnovym
a tetivovym ¢tyruhelnikam.

Timto zptisobem jsou koncipovany i treti a ¢tvrta kapitola. Obsahové jsou
vsak kratsi, nebot se tecnové a tétivové pétithelniky a Sestitthelniky v matema-
tickych olympiadach nevyskytuji tak hojné jako tecnové a tétivové ¢tyruhelniky.
Navic v mnoha tlohach tykajicich se tohoto tématu je soucasti reseni ,,rozirezani*
objektu na jednotlivé trojuhelniky a nasledné vyuzivani jejich podobnosti a vlast-
nosti, coz neni pro nas prilis zajimavé. Proto jsou zde uvedeny tlohy, které
ke svému Teseni vyuzivaji jiné vlastnosti.



Zaveér této prace tvori kapitola nazvana Mnohothelniky, kde se nachazi hlavné
zobecnéni predchozich vlastnosti a tloh, ale i dalsi zajimavé vlastnosti tecnovych
a tétivovych mnohothelnikd. Ctendf tu ale mize také nalézt dalsi matematické
ulohy zabyvajici se pravé teCnovymi a tétivovymi mnohothelniky.



Kapitola 2
Pojmy z uciva stredni Skoly

Protoze je tato prace urc¢ena zaktm stfednich skol, je uziteéné se pozastavit
u nékterych pojmii z uciva strednich skol, které vyuzivame v této praci. U nésle-
dujicich vét nebudu uvadét dikazy, protoze to neni cilem této prace.

Osova soumeérnost

Definice 1 ((4)), str. 105). Osovd soumérnost s osou o je shodné zobrazeni
O(o), které prirazuje:
o kazdému bodu X & o bod X' tak, Ze primka X X' je kolma k primce o a stred
usecky X X' lezi na primce o.
o kaZdému boduY € 0 bod Y' =Y.

Bod X nazyvame vzorem a bod X' obrazem.

Stredovy, obvodovy a tsekovy thel

Dale bychom se radi pozastavila u pojmu stredovy, obvodovy a tsekovy tihel.
Vypijéime si tyto definice od Evy Pomykalové z knihy Matematika pro gymna-
zia, Planimetrie:

Definice 2 ((I1)), str. 59). Uhel, jehoZ vrcholem je stied S kruznice k a ramena
prochdzeji krajnimi body oblouku AB kruznice k, se nazyvd stredovy vhel pri-
slusny k tomu oblouku AB, ktery v tomto tuhlu lezi.

Definice 3 ((11)), str. 60). Kazdy thel AV B, jehoz vrchol V' je bodem kruznice
k a ramena prochdzeji krajnimi body oblouku AB kruznice k (V # A,V # B),
se nazyvd obvodovy vhel prislusny k tomu oblouku AB, ktery v tomto uhlu leZi.

Miuzeme si zde dovolit poznamku, ze velikost stfedového tihlu je vzdy rovna
dvojnasobku obvodového tihlu, jez prislusi témuz oblouku.

Definice 4 ((11)), str. 63). Konvezni ihel BAY (prip. ABX ), jehoZ jednim rame-
nem je poloprimka AB (popr. BA), ke A, B jsou krajnimi body oblouku AB kruz-
nice k a druhgm ramenem je poloprimka AY (popr. BX ), lezici v tecné ke kruznici
k v bodé A (popr. B), se nazjvd dsekovy ihel prislusny k oblouku AB, ktery
v tomto uhlu lezi.

Opét je treba tuto citaci doplnit o informaci, ze tsekovy a obvodovy thel

9



ke stejnému oblouku jsou si rovny.

Mocnost bodu ke kruznici

Znovu v knize Matematika pro gymnazia: Planimetrie od Evy Pomykalové
muzeme najit tuto definici:

Definice 5 ((11)), str. 83). Libovolnému bodu M roviny lze priradit redlné cislo
m, pro nez plati:
1. |m| = |[MA|-|MB|, kde A,B jsou priseciky dané kruznice k s libovolnou
secnou prochdzejici bodem M .
2. m >0 pro body M wvné kruznice
m =0 pro body M € k
m < 0 pro body M uvnitr kruznice.

Cislo m se nazijvd mocnost bodu M ke kruznici k.

Definice 6 ((1), str. 96). MnozZinou vsech bodi, jeZ maji k nesoustredngm kruz-
nicim k.l stejnou mocnost, je primka kolmd ke spojnici stredi obou kruznic. Tato
primka se nazyvd chordadla kruzZnic k..

Abychom narysovali chordalu ke dvéma nesoustfednym kruznicim k,l, které
nemaji spoleény bod, musime zvolit libovolnou kruznici m, jez obé kruznice pro-
tind a jeji stfed nelezi na stredné kruznic k,l. Poté sestrojime chordalu kruznicim
k a m (primka spojujici jejich pruseciky). Podobné i chordélu ke kruznicim [ a m.
Poté jiz staci narysovat kolmici ke sttedné kruznic k,l vedenou prisecikem chordal
kruznic k,m a l,m.

Definice 7 ((1)), str. 96). Bod, ktery md ke vsem trem kruznicim k,l,m stejnou
mocnost, se nazgvd chorddlni stred (potenéni bod) téchto kruznic.

Pozndmka. Néasledujici dvé véty uvadime bez dikazu, protoze jsou latkou stiredni

vvvvv

opakovani.

Sinova véta
Véta 1 ((10), str. 104). Pro kazdy trojihelnik ABC, jehoz vnitini tihly maji
velikosti o, 8,7 a strany délky a,b,c, plati:

a b c

sina  sinf siny’

Kosinova véta
Véta 2 ((10), str. 110). Pro kazdy trojihelnik ABC, jehoZ strany maji délky a,b,c
a jehoZ vnitrni uhel proti stranée BC' md velikost «, plati:

a® = b* + ¢ — 2bc cos a.
Plati zde cyklicka zaména. To znamena, ze tento vztah mizeme ,prepismenkovat ‘.

(Za znaky a a muzeme napsat jakoukoli stranu trojihelniku a thel, ktery ji nepti-
slusi. Za znaky b a ¢ pak mizeme napsat ostatni dvé strany tohoto trojihelniku.)
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Kapitola 3
Ctyithelniky

V této praci se budu zabyvat tétivovymi a tecnovymi mmnohothelniky, po-
pisme si zpocatku obecné ¢tyrihelniky. Definic ¢tyruhelniku je samoziejmeé velké
mnozstvi. Pro nase ucely nam ale postaci tato:

Definice 8 ((I)), str. 113). Necht A, B, C, D jsou ctyri body v téZe roviné,
2 nich? Zddné tri nelezi v primce. Ctyrihelnikem ABCD rozumime sjednocent
trojuhelniki ABC a AC'D o spolecné strané AC, které nemaji Zadné dalsi spolecné
body.

Za zminku také stoji jejich dilezita vlastnost o souc¢tu vnitinich thli, kde do-
kladam i vlastni ditkaz, ktery patii k tém jednodussim.

Véta 3 ((9), str.7). Soucet vnitrnich uhli ctyrihelniku je 360°.

Driikaz. Necht mame konvexni ¢tyftihelnik ABC' D (Obrazek 3.1). Rozdélime si ho
podle thlopricky AC na dva trojihelniky ABC' a ACD (Definice [§)). Diky souctu

vnittnich thla v trojihelniku mtizeme napsat:

|<CAB| + |[<ABC| + |<BCA| = 180°
|<ACD| + |<CDA| + |[<DAC| = 180°

Jestlize tyto dvé rovnosti sec¢teme, dostavame:

|<CAB| + |<ABC| + |<BCA| + |<ACD| + |[<CDA| + |<DAC| = 360°
|<ABC| + (|]<BCA| + |<ACD|) + |<CDA| + (|[<DAC| + |<CABJ|) = 360°

Z toho nam plyne:
|<ABC|+ |<BCD| + |<CDA| + |[<DAB| = 360°

Tedy soucet vnitinich hli konvexniho ¢tyttihelniku je roven 360 °.

11



Obrézek 3.1: Konvexni ¢tyruhelnik

Jestlize je ¢tyftihelnik nekonvexni (Obréazek [3.2), postupujeme podobné, ako-
rat s tim rozdilem, ze uhlopricka, pomoci které rozdélime c¢tyrthelnik na dva

trojuhelniky, musi lezet v daném ctyifihelniku. Dostaneme se pak ke stejnému
zaveru. O

Obrazek 3.2: Nekonvexni ¢tytuhelnik

12



3.1 Tétivové c¢tyruhelniky

Abychom se mohli zajimat o tétivové ¢tyrtuhelniky, musime si je nejprve defi-
novat. Proto si vypiijéime definici od Stanislava Horédka.

Definice 9 ((3)), str. 20). Konvexni ctyrihelnik, ktery je vepsin do kruznice, se
nazyvd teétivovy.

Tato kruznice ma stfed v pruseciku os stran tohoto ¢tyrihelniku a jeji polomeér
je vzdalenost stredu kruznice od jakéhokoli vrcholu ¢tytuhelniku.

Tento ¢tyruhelnik bude mit i jisté vlastnosti. Mezi ty nejznaméjsi patii prave
tato znovu od Stanislava Horaka:

Véta 4 ((3), str. 20). Nutnd a postacujici podminka pro to, aby dany konvexni
ctyriuhelnik ABCD byl tétivovy, je: soucet protéjsich uhlu je 180°.

Obrazek 3.3: Tétivovy ¢tyrihelnik

Diikaz. Ozna¢me |[<ABC| = a |<ADC|=§ (Obréazek [3.3).

Rozdélime si dikaz na dvé ¢asti:

a) Pokud je ¢tyfuhelnik tétivovy, soucet protéjsich thla je 180°.
Konvexni ¢tyrthelnik je rozdélen na dvé ¢asti jakoukoli jeho thloprickou. Vez-
meme si napriklad thlopiicku AC. Ta déli i kruznici ¢tyfihelniku opsanou na dva
oblouky, kde body B a D prislusi riznym obloukiim. Vyuzijeme vlastnosti obvo-
dového a stredového thlu pro tétivu AC a vidime, ze pro tthel ASC s vnitinim
bodem D plati:

|<ASC| =20
Analogicky pro tthel ASC' s vnitinim bodem B plati:
|<ASC| =26
pro které plati:

28 +20 =360°
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7 této rovnosti zjistime:
B+d=180°

Tim jsme dokazali, ze soucet protéjsich ihla v tétivovém ctyrihelniku je vzdy
180°.

b) Pokud S + 6 = 180°, pak je ctyruhelnik ABCD tétivovy.
Diky vété [3] mizeme tict:

|<DAB| + |<ABC| + |<BCD| + |<CDA| = 360°
|<<DAB| + |<BCD| = 360° — (|[<ABC| + |<CDA|) =
= 360° — (B + 6) = 360° — 180° = 180°

Tedy zjistujeme, ze c¢tyithelnik ABCD je konvexni, protoze zadny z jeho uhla
nemiize byt vétsi nez 180°. Pokud sestrojime trojihelniku ABC kruznici opsanou,
pak diky souctu stfedovych uhlia ke kruznicovym obloukum 2-(5 + §) = 360°,
lezi bod D na téze kruznici, v druhé ¢asti oblouku AC nezli bod B. Tedy nas
¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy. Idea dukazu je prevzata z [(5), str. 165] ]

Nejprve bych rada uvedla tlohu, ktera se objevila v Kanadské olympiadé roku
1975.

Uloha 1 ((22), tloha 5). A,B,C,D jsou 4 body na spolecné kruznici v daném po-
radi. Necht P, QQ, R, S jsou stredy oblouku ohranicengjch body AB, BC, CD a DA.
Dokazte, Ze usecka PR je kolmd k tsecce QS.

Resend. Necht O je prisecik tiseéek PR a QS. Obvodovy tihel <PSQ néalezi ob-
louktim ohranicenych body PB a B(Q). Obvodovy thel <<SPQ nélezi oblouktiim
SD a DQ (Obrézek [3.4).

Obrazek 3.4: Obvodové uhly PSQ a SPQ
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Protoze podle zadani P, ), R a S jsou stfedy prislusnych oblouki, mizeme
zapsat:

velikost oblouku PB = 1/2 velikosti oblouku AB
velikost oblouku B@Q = 1/2 velikosti oblouku BC'
velikost oblouku SD = 1/2 velikosti oblouku AD
velikost oblouku DR = 1/2 velikosti oblouku DC'

Mtzeme tedy tict, ze dohromady thly <PSQ a <SP R vymezuji oblouk o ve-
likosti poloviny obvodu dané kruznice. Sttedovy thel nad takto velkym obloukem
ma velikost 180°, tudiz obvodovy thel k tomuto oblouku mé velikost 90°. Tedy:

|<<PSQ| + |<SPR| =90°
Kdyz se zamérime na trojihelnik S PO, lze snadno vypocitat velikost <SO P:
|<<SOP| = 180° — (|<PSQ| + |[<SPR|) = 90°

Timto jsme tedy dokazali, ze dhlopticky PR a S@ jsou na sebe kolmé. (Srov.

[(22)])

Podivejme se na tlohu z matematické olympiady.

Uloha 2 ((34), tloha 2). Je ddn tétivovy ctyrihelnik ABCD. Dokazte, Ze spoj-
nice pruseciku vysek trojuhelniku ABC' s prusecikem vysek trojiuhelniku ABD je
rovnobéznd s primkou CD (Obrdzek[3.5).

Obrazek 3.5: Ortocentra trojihelniki ABC a ABD

Reseni. Abychom mohli pochopit jedno z moznych feSeni této tilohy, musime se
nejprve zamérit na nasledujici vétu. Proptjcili jsem si ji spolu s ideou dikazu
od Jaroslava Sedivého:

Véta 5 ((L6)), str. 26). Body soumeérné s prisecikem vysek podle stran trojihelnika
leZi na kruznici trojuhelniku opsané.

Diikaz. Dukaz rozdélime na tri ¢asti: Jestlize bude trojuhelnik ostrouhly, poté
jestlize bude trojihelnik tupouhly a na zavér jestlize bude pravouhly.

Oznac¢me jako V' ortocentrum trojihelniku ABC, Vi, V5 a V3 budou obrazy or-
tocentra trojuhelniku ABC podle stran ¢, b a a. Dale oznacime X prusecik strany
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Obrazek 3.6: Ortocentrum V' v ostrotihlém trojihelniku a jeho obrazy V;,V5,V3

V' Vi a strany AB trojuhelniku ABC, Y prusecik VV; a strany AC' trojtihelniku
ABC a Z prisecik V' V5 a strany BC' trojihelniku ABC'.

Nejprve predpokladejme, ze trojuhelnik je ostrouthly. Tudiz prusecik vysek
nesplyva ani s jednim z vrcholi a obrazy pruseciku podle stran rovnéz nesplyvaji.

Pravothlé trojihelniky VBX a VCY jsou podobné podle véty uu. (na obrazku
jsou vyznaceny zelené shodné tihly obloucky). A tedy:

AVBX ~ AVCY
\VB| |V
Vx| |VY]
2]VY |- |[VB| =2|VX|-|VC|
[VVa| - [VB| = [V - [V
Protoze je trojuhelnik ABC' ostrothly, jeho ortocentrum V' lezi uvnitt tohoto
trojuhelniku, tedy i uvnitt tsecek C'V; a BV,. Muzeme tict, ze body Vi, Vs, B, C'
nalezi jedné kruznici, protoze splnuji podminku mocnosti bodu V' ke kruznici.

Zamérime se nyni na trojuhelnik V;V B. Vime o ném, Ze je rovnoramenny,
nebot primka BX je osou strany V'V;. Tedy:

|<BWV| = |[<BVVj| (3.1)

A protoze jsou si pravoihlé trojihelniky X BV a Y BA podobné (véta uu), mi-
zeme Tict:

|<BVVi| = |<BVX| = |<Y AB| (3.2)

az (3.1) iz (3.2) plati:
|<YAB| = |<BV}V|

Muzeme si vsimnout, ze thel BV;V je shodny s BV,C a to je obvodovy thel
prislusny k tétive C'B. Tento thel je ale shodny i s thlem C'AB, ktery se rov-
néz vypina nad tétivou C'B. A proto i bod A lezi na kruznici spolecné bodim
Vi, Va, B, C. Dale pomoci podobnych pravothlych trojihelniki AV X a C'V Z jed-
noduse zjistime, ze body V splnuje podminku mocnosti bodu ke kruznici. Tedy
body Vi, V5, B,C, A a V3 lezi na té samé kruznici.
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V4
Obrazek 3.7: Ortocentrum V' v tupothlém trojihelniku a jeho obrazy V;,V5,V3

V dalsi c¢asti dikazu se zamérime na ptipad, kdy nas trojuhelnik ABC ma
tupy thel u vrcholu C' (Obrazek . Prisecik vysek opét nesplyva ani s jednim
z vrcholll a obrazy priseciku podle stran rovnéz nesplyvaji. Diky podobnosti
pravoihlych trojihelniki VY C a VXB (véta uu) dochdzime k tomu, ze bod
V' splnuje opét podminku mocnosti bodu ke kruznici a tedy body Vi, Vs, B, C
lezi na téze kruznici. Podobnou uvahou o obvodovych thlech jako u ptipadu
pro ostrouhly trojuhelnik ABC', dostavame, ze bod A nalezi té samé kruznici. Déle
pomoci podobnych pravothlych trojihelniki AV X a CV Z jednoduse zjistime,
ze bod V spliuje podminku mocnosti bodu ke kruznici. Tedy body V;, Vs, B, C, A
a V3 lezi na té samé kruznici.

Obrézek 3.8: Pravouhly trojuhelnik

Pokud je ale trojihelnik ABC pravothly s pravym thlem u vrcholu A (Obré-
zek , prusecik vysek s timto vrcholem splyne. Tedy obrazy ortocentra podle
os C'A a BA také splynou s bodem A a tudiz lezi na kruznici opsané trojihelniku
ABC.

Co se tyce obrazu ortocentra podle osy BC, také se zobrazi na tutéz kruznici,
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protoze osa C'B je osou soumérnosti oné thaletovy kruznice a zobrazuji bod V=A,
ktery na kruznici lezi. Timto mame tvrzeni dokézané. ]

S vyuzitim této véty se muzeme vratit k Feseni nasi tlohy [2]

Obrézek 3.9: Uhly v tétivovém étyfahelniku

Oznacime kruznici, kterd je opsand nasemu c¢tytuhelniku, k, ortocentra trojui-
helnikit ABC a ABD pismeny U a V. S vyuzitim predchozi véty vime, ze tyto
ortocentra se podle tisecky AB zobrazi na body U’ a V' nasi kruznice k. Protoze
obé primky C'U a DV jsou kolmé na primku AB, jsou tedy rovnobézné a ctyithel-
nik DV'U'C' je tétivovy lichobéznik. Protoze tétivy DC' a V'U’ jsou preponami
shodnych trojihelniki CC'D a U'U"V’, které vzniknou kolmou projekci bodu C'
a U’ na tsecku DV’| jsou tedy shodné a nas lichobéznik je rovnoramenny (Ob-
razek . Diky zachovani velikosti thla pri osové soumérnosti podle strany AB
miuizeme prohlasit:

|<CDV'| = |<U'V'U"| = |[<UVV|

a muzeme Tict, ze primky C'D a UV jsou rovnobézné.

K feseni néasledujici tlohy potfebujeme znat pojem Simsonova primka, ktery
je prevzat z diplomové prace Kateriny Hajmové:
Véta 6 ((2), str. 32). Necht je ddn trojihelnik ABC" a bod P. Oznacme P,, P,
P. paty kolmic vedengch bodem P na strany trojuhelniku ABC'. Pak body P,, P,
P. lezi na primce prdve tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku
ABC. Této primce se rikd Simsonova primka bodu P vzhledem k trojihelniku

ABC' (Obrdzek|3.10).
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Obréazek 3.10: Simsonova primka

Diikaz. Véta je ekvivaleni, proto musime dokazat nejprve, ze pokud bod P lezi
na kruznici opsané trojihelniku ABC, pak body P,, P, a P, lezi v primce. Druhou
casti dikazu pak bude, ze pokud body P,, P, a P, lezi v ptimce, tak bod P lezi
na kruznici opsané trojihelniku ABC'

a) Bod P lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC, pak body P,, P, a P, lezi
v primce.

Zacneme nejtrivialnéjsSim pripadem a to tim, kdy bod P splyva s jednim z vr-
cholti trojihelniku ABC'. V tu chvili s timto bodem splyvaji i paty kolmic z bodu
P na strany, které timto vrcholem prochazeji. Posledni pata kolmice lezi na vysce
na stranu trojuhelniku, ktera timto bodem neprochéazi. Tedy body P,, P, a P,
lezi na jedné primce a to na vysce trojihelniku ABC'.

V ostatnich pripadech abychom mohli tict, ze body P,, P, a P, lezi v ptimce,
musime dokazat nasledujici:

|<P.P,A| = |<P,P,C|

Zamérme se na ¢tyiuhelnik AP, PP, (Obrazek |3.11)).

Obréazek 3.11: Kruznice opsand ¢tyitihelniku AP.PP,
Muzeme o ném prohlasit, ze je to tétivovy ctyruhelnik, protoze jeho vnitini
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uhly <PP,A a <AP.P jsou pravé. Pomoci obvodovych thli k tétivée AP, v kruz-
nici opsané tomuto ¢tyiihelniku mizeme usoudit:

|<P.P,A| = |<P.PA|
Analogicky pro ¢tyriuhelnik C'P, PP, plati (Obézek [3.12)):

|<P,P,C| = |<P,PC|

Obréazek 3.12: Kruznice opsana ¢tyithelniku CP, PP,

Mitzeme tedy ukazat nasledujici:

|<P.P,A| = |<P.PP,| + |<P,PA|
|<P,P,C| = |<P,PA| + |<APC|

Z rovnosti 3.3 a [3.4] si mizeme vSimnout, Ze velikosti ahlt <P.P,A a <F,P.C
se rovnaji pravé tehdy, kdyz:

|<P.PPF,| = |<APC| (3.5)

Obrézek 3.13: Tétivovy ctyruhelnik BPP, P.
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Ctytihelnik BPP, P, je tétivovy. (Mohu sestrojit Thaletovu kruznici nad tised-
kou BP a body P, i P. ji nalezi, nebot thly PP,B a BP,.P jsou pravé) (Obrazek
3.13)).

Kdyz uplatnime vlastnost obvodovych thla na tétivu P.P, vidime:

|<P.PP,| = |<P.BP,| = |<ABC| (3.6)

7 predpokladu vime, ze body A, B, C, P lezi na kruznici. Opét po uplatnéni
vlastnosti obvodovych thlt na tétivu AC vime, ze:

|<APC| = |<ABC| (3.7)
Tudiz z B.6] a B.7 dostavéame:

|<P.PPF,| = |<APC|
Coz je shodné s[3.5 a proto mizeme Fict:

|<P.PyA| = |<P,P,C|

Z ¢ehoz nam plyne, ze body P,, Py, P. lezi na ptimce.

Dostavame se tedy k druhé ¢asti diikazu, kde dokazujeme obracenou implikaci.

b) Pokud body P,,P, a P, lezi na primce, pak bod P lezi na kruznici opsané
trojuhelniku ABC.

Pokud jsou nékteré z bodu P,, P, a P, totozné, je dikaz zrejmy. Jelikoz body
lezi na strandch naseho trojihelniku, mohou spolu splynout pouze na nékterém
z vrcholu tohoto trojihelniku. Zde by lezel bod P (je to jediny prusecik kolmic
z bodu P,,P, a P. na primky a,b a c). A protoze kazdy vrchol trojihelniku ABC
nalezi kruznici jemu opsané, i bod P na ni lezi.

Pokud jsou nékteré z bodu P,, P, a P. nesplynou, postupujeme nasledovné.
Uhel CP, P, je shodny s tthlem BP, P, (ihly vrcholové). Z predchozi ¢asti dukazu
vime, Ze ¢tyrihelniky C'P,PP, a BPP,P, jsou tétivové (Obrazek [3.14]).

Obrazek 3.14: Obracend implikace Simsonovy primky
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Miuizeme tedy s vyuzitim véty o obvodovych tihlech nad tétivou C P, zjistit:
|<CPP,| = |<CP,P)| = |<BP,P.| = |<BPP,|

a také

|<BPC| = |<P.PC|+ |<BPP.,| = |<P.PC| + |<CPPB,)| = |<P.PP,| (3.8)
Vyuzijeme toho, Ze ¢tyiiuhelnik AP.PP, je tétivovy:

|<P.PP,| =180° — |<CAB|
A dosazenim do B.§ muzeme fict:
|<BPC| = |<P.PP,| =180° — |<CAB]|

tedy ¢tyfuhelnik ABPC je tétivovy. [srov. (I7)), str.51]
]

Nyni se tedy mizeme presunout na dalsi tlohu z matematické olympiady.
Opét si predvedeme jenom jedno z moznych reseni.
Uloha 3 ((35), tloha 2). Na kratsim z oblouki C'D kruznice opsané pravotihelniku

ABCD zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na primky AB, AC' a BD oznacme
postupné K, L a M. Ukazte, Ze ihel LK M md velikost 45°, pravé kdyz ABCD

je ctverec (Obrdzek [3.15).

P —— N
D C
L
M
A K B

Obrazek 3.15: Uloha 3 - zadani

Reseni. Budeme se snazit dokazat, ze thly LKM a CBD jsou si rovny. Poté je
reseni jiz zfejmé. Pokud ABCD je ¢tverec, pak |[<CBD| = 45°1 |<LK M| = 45°.
Patu kolmice z bodu P na primku BC' ozna¢ime N. Vime, Zze body K,L a N
lezi na Simsonové piimce prislusejici bodu P a trojuhelniku ABC. Body K, M
i N lezi na Thaletové kruznici nad pramérem PB. Z véty o obvodovych thlech
nad tétivou M N dostavame:

|[<LKM| = |<NKM| = |<NBM|=|<CBD|

Nyni jsme dokazali, ze ihly LKM a C'BD jsou si rovny. Pokud by ABCD byl
¢tveree, |[<CBD| = 45° a i tthel LK M by se rovnal 45°. A kdyby |<LK M| = 45°,
pak i |[<CBD| = 45°, a nas pravouhelnik ABC'D by byl ¢tverec.
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Nasledujici véta i myslenka dikazu je prevzata od Stanislava Hordka z knihy
Kruznice:

Véta 7 ((3), str. 21). O ahloprickach e, f tétivového ctyrihelnika plati tzv. Pto-
lemaiova véta:

ef = ac+ bd,
kde a, b, ¢, d jsou délky stran wvaZovaného ctyrihelnika (Obrdzek .

Obrazek 3.16: Ptolemaiova véta

Diikaz. Strany tétivového Ctyrihelnika ABCD postupné oznacime jako a, b, ¢, d
jeho thlopricky pak AC=e a BD =f. Nakonec «, 3,7, budou jeho vnittni thly
pri vrcholech A, B, C'a D. Pti pohledu na trojiuhelniky BCD a ABD zjistime,
ze muzeme vyuzit kosinové véty:

fA=a*>+d* —2adcosa (3.9)
f?=b>+c* — 2bccosy (3.10)

Protoze ¢tyitihelnik ABCD je tétivovy, plati:

a+v=180°
v=180° — «

A toho vyuzijeme v (3.10]), dostaneme pak:
f?=0b*+c* —2bccos (180° — )

Kdyz vyuzijeme grafu funkce cosinus, mizeme vyse uvedenou rovnost prepsat na:

=0+ +2bccosa (3.11)

Vyjédienim 2cosa z (3.9) a (3.11) dostavamdT}
2 _ 2 _ 2
2cosa = fa—

—ad
2 _ 2 _ 2
2cosa = fic

be

1V nésledujicich rovnicich mohu délit vyrazy ad i be, protoze zastupuji délky stran a tudiz
jejich soucin nemuze byt nulovy
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7 téchto dvou rovnosti dostavame rovnici:

f2—a2—d2_f2—b2—c2
—ad N be

Tu muzeme upravovat nasledovné:

(f* —a* —d*) -be=(f* = b* =) - (—ad)
f*be + f?ad = a*be + d*be + b*ad + c*ad
f2(be + ad) = ab(ac + bd) + cd(ac + bd)
f2(bc + ad) = (ac + bd)(ab + cd) (3.12)

Analogicky pro trojuhelniky ABC a AC'D dostavame:

e*(ab + cd) = (ad + be)(ac + bd) (3.13)

Jestlize rovnice (3.12)) a (3.13)) vyndsobime, ziskame:
f2(be 4 ad)e*(ab + cd) = (ac + bd)?(ab + cd)(ad + be)

Vyrazy (bc + ad) a (ab + c¢d) muzeme bez omezeni délit, oba jsou rizné od nuly,
protoze a,b,c, d zastupuji délky tisecek a po nasobeni a sc¢itani se rozhodné hodnota
nerovna nule.

f?*e* = (ac + bd)?

Protoze hodnoty a,b,c,d,e,f jsou kladné, nemusime pti odmocnéni pouzit abso-
lutni hodnotu.

ef = ac+ bd

A timto jsme dokéazali Ptolemaiovu vétu. m

Tuto vétu hned vyuzijeme v TeSeni dalsi dlohy. Uvadim opét pouze jedno
reseni.
Uloha 4 ((I8)). ABCD je tétivovy ctyrihelnik; x,y,z jsou poporadé vzddlenosti
bodu A od primek BD, BC' a CD (Obrazek . Dokazte, Ze:

BD _BC CD
r oy z

Reseni. Vyuzijeme vzorec pro obsah trojihelniku pomoci kruznice jemu opsané:

S:

4r
kde r je polomér opsané kruznice.

Vynasobime tento vzorec dvéma a vyuzijeme pro trojihelnik ABD:

a-d-|BD|

285 =
2r

(3.14)
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Obrazek 3.17: Uloha 4 - zadani

O obsahu trojtihelniku ABD muzeme ale i fici:
x - |BD|
2

nebot x je vyska v trojihelniku ABD. Vynasobime tuto rovnici dvéma a dosta-
neme:

S =

2S =x-|BD| (3.15)
Z (3.14)) a (3.15) usoudime:
a-d
r=—
2r

toho hned vyuzijeme a dosadime do zadaného podilu:

IBD|  2r-|BD)|

1
x a-d (3.16)
Analogicky pomoci trojihelniki ABC a AC'D plati:
|BC| 2r-b
= 3.17
v a-JAC] 10
|CD| 2r-c
= 3.18
z d-|AC| (3.18)

Vratime se k tvrzeni, které mame dokdzat a dosadime do néj vztahy [3.16]
aBI8
BD| _1BCI _|CD)
T y 2
2r-|BD|  2r-b 2r - c
a-d  a-]AC| d-]AC)|

Vynéasobime-li tuto rovnici vyrazem a - d - |[AC| a vydélime 2r dostaneme:

|AC| - |BD| = ac + bd

coz je Ptolemaiova véta, ktera plati v kazdém tétivovém ctyruhelniku. Tim je
tvrzeni dokazéno. (Srov. [(18))])

25



U dalsi tlohy, tentokrat z Americké matematické olympiady v roce 1999, je
zajimavé jeji feseni. Samoziejmé jako u dalsich iloh, mtze byt vic moznych feseni.

Uloha 5 ((31), tloha 2). Pro oba pdry protéjsich stran tétivového ctyrihelniku
ABCD odectéme vetsi stranu od mensi. Dokazte, Ze soucet teéchto rozdilu je pri-
nejmensim dvakrdt vic nez rozdil délek jeho uhlopricek.

Reseni. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpoklddat, 7ze |AB| > |CD| a |AD| >
|BC.

Prisecik thlopticek oznacime jako F. Pokud se zamétime na trojuhelniky ABE
a DCE, zjistime, ze jsou si podobné (véta uu), nebot thly AEB a DEC jsou
shodné (vrcholové ihly) a ihly EBA a ECD jsou také shodné (obvodové thly
ke stejné tétive AD). Muzeme tedy napsat:

|AB| _ |AE| |BE|
|DC|  |DE| |CE|

A protoze |AB| > |CD], tak diky pfedchozimu vztahu:
|AE| > |DE]| (3.19)
|BE| > |CE| (3.20)
Odecteme-li od [3.19, dostaneme:

|AE| — |BE| > |DE| — |CE|
|AE| + |CE| > |DE| + |BE]
|AC| > |BD|

Nyni se vratime k zadani nasi ilohy, mame dokazat:
(IAB] = |CD[) + (|AD| = [BC|) = 2 - (|AC| = [BD])

Naneseme na tsecku AF bod F takovy, ze |EF| = |ED|, a na usecku BE bod G
takovy, ze |GE| = |EC| (Obréazek [3.18)).

Obrézek 3.18: Usecka FG

Vidime, ze thly DEC a FEG jsou shodné (vrcholové thly). Z toho plyne,
ze trojihelniky DCE a FGE jsou také shodné (véta sus).
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Diky této shodnosti mtzeme prohlasit, ze
|<CDE| = |<GFE|

Nyni se podivame na tétivu BC'. Vime, ze obvodové thly prislusici této tétive
jsou shodné.

|<CDE| = |<BAE)|
Z predchézejicich dvou rovnosti dostavame:
|<GFE| = |<BAE|

Proto muzeme o piimkach AB a F'G prohlasit, ze se jedna o rovnobézky. (Sviraji
stejny thel s primkou AC'.)

Déle naneseme na piimku AB bod H takovy, ze |AH|=|CD|. Vznikne ndm
tak rovnobéznik AHGF a trojihelnik HGB (Obrézek [3.19).

Obrézek 3.19: Bod H

O rozdilu uhlopricek ¢tyrihelniku ABC' D muzeme Fict:

|AC| — |BD| = |AC| — (|BG| + |GE| + |ED|) =
= |AC| — (|BG|+ |CE| + |EF|) =

= |AF| — |BG]|
A 7z vlastnosti nasehoho rovnobézniku AHGF, muzeme fict, ze |AF| = |HG|,
tedy:
|AC| — |BD| = |AF| — |BG| = |HG| — | BG]| (3.21)

Pomoci trojihelnikové nerovnosti v trojuhelniku HGB vime:

|HG| < |BG| + |BH]
|HG| — |BG| < |BH|

Kdy?7 tuto nerovnost dosadime do ziskdme:
|AC| — |BD| < |BH| (3.22)
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A protoze vime, ze bod H vznikl nanesenim usecky C'D na AB, pfipominame,
ze:
|BH| = |AB| - |CD|

a dosazenim do [3.22] dostavame:

|AC| = [BD| < [AB| - [CD)|
Analogicky pomoci trojihelnikit ADE a BC'E ziskdvame nerovnost:

|AC| - |BD| < |[AD| - |BC|
Sec¢tenim téchto dvou nerovnosti dostaneme:

2. (JAC| ~ |BD|) < (|AB| ~ |CD|) + (|AD]| - | BC))

Coz je totozné s nerovnosti, kterou jsme chtéli dokazat.

Nasledujici tloha je z Americké matematické olympiady roku 2009. V dikazu
této tlohy pouzivame Pascalovu piimku, kterd je vysvétlena ve vété[I1]v kapitole
4: Sestitihelniky.

Uloha 6 ((32)). Lichobéznik ABCD, kde AB||CD, je vepsin do kruinice w a bod
G lezi uvnitr trojuhelniku BCD. Poloprimky AG o BG protinaji w postupneé
v bodech P a ). Necht rovnobézka s AB vedend bodem G protne primky BD
a BC' v bodech R a S. Dokazte, Ze ctyruhelnik PQRS je tétivovy pouze tehdy,
kdyz primka BG je osou ihlu CBD (Obrazek .

Obrézek 3.20: UUloha 6 - zad4n{

Resend. Nejprve protdhneme piimku QR tak, aby protla kruznici w v bodé X.
Déle povedeme timto bodem rovnobézku s AB, ta nam protne kruznici w v bodé
Y. Oznac¢me dale prisecik ptimek Y P a C'B jako S; a prisecik pfimek AC a QY
jako Ry.

Déle se zamérime na body Y, P, A, C, B, (). Diky Pascalové vété muzeme ftict,
ze body S1,R1,G lezi v pfimce (Obrézek [3.21)).
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Obréazek 3.21: Body G, R;,5; na Pascalové primce

Podivejme se nyni na nas lichobéznik ABCD. Prohlédneme-li si ihly ABD
a ACD zjistime, Ze se rovnaji (obvodové thly prislusné ke spoleéné tétive AD).
Také ale vime, ze thly ABD a BDC jsou shodné (ihly stiidavé) (Obrazek |3.22)).

Obréazek 3.22: Uhly BDC, ABD a AC'D

Muzeme tedy zapsat:

|<<BDC| = |<ABD| = |<ACD|
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Obratme svou pozornost na uhly ADB a ACB. Mtzeme o nich prohlasit,
ze jejich velikosti se také rovnaji (obvodové thly prislusné ke spolecné tétivé
AB). Proto tedy plati:

|<ADC| = |<ADB| + |<BDC| = |<ACB| + |<ACD| = |<BCD)|

Rovnaji se tedy uhly pri zakladné DC a muzeme tedy poznamenat, ze li-
chobéznik ABC' D je rovnoramenny. Ma tedy i osu soumeérnosti.
Rozlisme nyni dva pripady:

a) Bod @ lezi na ose soumérnosti lichobézniku ABCD.

Jelikoz bod R je priseéikem QX a DB a bod R; je prusec¢ikem ptimek AC
a QY (tedy primek osové soumérnych s QX a DB podle osy soumérnosti na-
seho lichobézniku) je obrazem bodu R bod R;. Tento bod musi lezet na samod-
ruzné piimce RS (je samodruzné, nebot je rovnobézkou samodruznych piimek
AB a CD). A protoze z konstrukce bodu R vime, ze bod G na primce RS lezi,
musi na této primce lezet i bod S;. (Body G, Ry i S; lezi na Pascalové primce
a protoze body G i R lezi na ptimce RS, musi na ni lezet i bod S7). Vime, ze bod
S1 lezi na primkach BC' i RS stejné tak jako bod S, proto tedy S = S; (Obrazek
3.23)).

Obrézek 3.23: Samodruzny bod @
A tedy:
|<QPY| = |<QPS;| = |<QPS|

Podivame se nyni na ¢tyrtihelnik PQXY. Z konstrukce vidime, zZe je tétivovy.
Tedy:

<Y XQ| + |[<QPY| = 180°
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Vime také, ze |[<Y XQ| = |[<SRQ)| (jsou to tedy uhly souhlasné). Na zavér mu-
zeme napsat:

|<SRQ| + |[<QPS| = 180°

Tedy dokazali jsme, ze ¢tytthelnik PQRS je tétivovy.
A jelikoz bod @ lezi na ose soumérnosti tétivového ¢tyruhelniku ABCD, lezi

presné uprostied oblouku C'D. Tedy na ose obvodového tthlu CBD. Tim padem
bod G na ni také lezi.

b) Bod @ nelezi na ose soumérnosti ¢tyiuhelniku ABCD.

—-_— =t o

I
I
I
[

Obrazek 3.24: Bod @ nelezici na ose soumérnosti lichobézniku

Jinymi slovy pfimka BG neni osou thlu CBD. (Bod @) € BG nelezi uprostred
oblouku C'D.) V tuto chvili se pifimka QX nezobrazi na QY. Tedy Bod R; nelezi
na ptimce RG. Tim padem bod S; nesplyne s bodem S a thly QPS; a QPS jsou
rizné. Prestoze ¢tyituhelnik PQXY je tétivovy, nemuzeme toto rict o ctyruhelniku
PQRS.
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3.2 Tecnové ctyrihelniky

V naésledujici kapitole se budeme zabyvat teénovymi étyriuhelniky. Zacneme
jejich definici, kterou si proptijé¢ime z knihy Planimetrie Evy Pomykalové:

Definice 10 ((I1)), str. 49). Ctyrihelnik, kterému lze vepsat kruinici, se nazjvd
tecnovy - jeho strany jsou tecnami vepsané kruznice.

Stied této kruznice najdeme v priiseciku os jeho thli.

Pozndmka. V této praci se budeme zabyvat pouze konvexnimi ¢tyrtuhelniky.
Abychom se mohli zabyvat dalsimi tilohami tykajicimi se tohoto tématu, mu-

sime si pripomenout dilezitou vlastnost tecnovych ¢tyruhelniki, kterou uvadi

Bocek a Zhouf ve své knize Planimetrie.

Véta 8 (1), str. 115). Ctyrihelnik je tecnovy (Obnizek, prave tehdy, jestlize

soucet délek jeho dvou protéjsich stran se rovnd souctu délek zbjvajicich dvou

protéjsich stran,tj. a +c=b-+d.

Obrézek 3.25: Tecénovy ¢tyrihelnik

Diikaz. Opét stojime pred vétou, ktera je ve formé ekvivalence. Musime proto
dokazat dvé implikace: kdyz je ¢tyrihelnik tecnovy, jsou si soucty délek jeho
protéjsich stran rovny a kdyz jsou si soucty délek jeho protéjsich stran rovny,
pak je ¢tyrihelnik teénovy.

Zacnéme tedy s prvni implikaci.

Oznac¢ime ke stranam a,b,c a d body dotyku kruznice a naseho ¢tyituhelniku
pismeny T, U, V a X a |AT| = e, |BU| = j, |CV| = h a |DX| = f. Protoze
vime, ze kruznice je soumérnd podle kazdé osy, kterda prochéazi jejim stfedem,
muzeme Fict, ze body dotyku kruznice a kazdych dvou tecen jsou stejné vzdaleny
od spole¢ného pruseciku téchto tecen. Proto tedy |AT| = |AX| = e, |BU| =
|BT| = j, |CV|=|CU|=ha|DX|=|DV|= f (Obrazek [3.26).
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Obrazek 3.26: Tecnovy ctyttuhelnik- body dotyku

Podle tohoto pojmenovani mizeme tict: e+j =a, j+h =0, h+ f =ca
f + e =d. Vratime-li se k dotazovanému tvrzeni, mizeme zapsat:

etj+h+f=j+h+f+e
a+c=b+d

Timto jsme dokéazali prvni implikaci.

vvvvvv

Predpokladejme, Ze nase kruznice k se dotyka pouze tii stran ¢tyruhelniku
ABCD presné tak, jak je vidét na obrazku. Sestrojme tecnu EC' riznou do tecny
CB ke kruznici k a jeji délku ozna¢me jako ¢, zaroven délku tsecky ED jako
e. Vytvorime tak tecnovy ¢tyftihelnik ABCE (vime, ze vSechny jeho strany se
dotykaji kruznice k) (Obrézek [3.27).

Obréazek 3.27: Tec¢novy c¢tyrihelnik - druha implikace
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O tomto ¢tyruhelniku jisté plati:
at+cd=b+d—e (3.23)
7 predpokladu vsak vime:
a+c=b+d (3.24)

Odecteme- li od dostaneme:
c—cd=e
e+d=c (3.25)

Pokud body E a D nesplyvaji, z trojuhelnikové nerovnosti pro trojuhelnik CED
musi platit:

e+c >c

A to je ve sporu s a proto body E a D musi splynout. Tedy c¢tytuhelnik
ABCD je shodny s c¢tyfuhelntkem ABC'E a proto je tecnovy.

]

Podivejme se ted na tlohu z matematické olympiady:

Uloha 7 ((36), tloha 3). Uvnit* stran AB, BC, CD a DA konvexniho ctyr-
thelniku ABCD jsou po rade zvoleny body K, L, M a N. Oznacme S prusecik
primek KM a LN. Je-li mozno vepsat kruznice ctyruhelnikum AKSN, BLSK,
CMSL a DNSM, je mozno vepsat kruznici i ctyrihelniku ABCD. Dokazte.

Obrézek 3.28: Body dotyku kruznic a ¢tyruhelnika
AKSN,BLSK,CMSL, DNSM
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Reseni. Pokud étytihelniky AKSN, BLSK, CMSL a DNSM jsou tetnové,
mutzeme oznacit body dotyku nasledovné (Obrézek [3.28)).

Protoze vime, ze tecny z bodu ke kruznici jsou osové soumérné, muzeme zapsat:
|ATh| = |AT}| |BTy| = |BT3| |CTs| = |CT5| |DTy| = [DT}| (3.26)
a dale:
[SVi| = [SVI] [SVal = [SV3]  [SVs| = [SV5] |SVal =[SV (3.27)

Déle je potfeba pripomenout, ze spolecné tecny ke dvéma kruznicim jsou také
osové soumérné podle osy uhlu, ktery sviraji. Diky tomu:

NG| = [ViVal | ToT3) = ViVs| | TSTy) = [V3Va|  ITWTY| = [ViVil - (3.28)
Daéle se podle Definice [10] presvédcéime, zda nas ctyruhelnik je tecnovy:

|AB| + |CD| = |BC| + |DA|
(JATy| + |TWT5| + | T, B|) + (|CTs| + |T5Ty| + [Ty D) =
(|BTy| + | T2 T3] + |T3C|) + (|DTy] + |TuTi| + |T1Al)

Po vyuziti vztahti, které jsme dostali v dostavame:

|AT\| + |TVTy| + | BTo| + |CTs| + |T5T,| + | DTy| =
|BTs| + |ToTs| + |CTs| + |DTy| + |T4Ty| + |AT:|

Po odecteni stejnych hodnot dostdavame:
T3] + |37y = |T2T5] + | Ta T
Tuto rovnost lze pomoci [3.28| prepsat na:
[VIVa| + [V5Val = [V Va| + [ViVA]
Ted muzeme vyuzit toho, ze bod S lezi na vsech predchozich tseckach:
(IVIS] +1SVal) + (IV5S| + [SVa]) = ([V5S] + [SV3]) + (IViS] + |SVA])
Pouzijeme rovnosti z [3.27 a dostavéame:
[SVA] 4 [SVa| + [SV5| + |SVa| = [SVa| + [SV3| + [SVi| + SV

Zde vidime, Ze prava strana se rovna levé. Rovnost tedy plati a nas ¢tyrihelnik
ABCD je skuteéné tecnovy (Obrazek 3.29) (Srov. [(36)]).
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Obrazek 3.29: Tecnovy ctytthelnik ABCD

Dalsi zajimava tloha se zabyva thloprickami a spojnicemi bodt dotyku:

Uloha 8 ((20)). Predpoklddejme, e kruinice vepsand do ctyrihelniku ABCD se
dotyka jeho stran AB, BC, CD a DA postupné v bodech E, F, G a H. Potom
primky EG a FH prochdzeji bodem M, ktery je prisecikem whlopricek AC' a BD.

Reseni. Abychom tuto tlohu vyfesili, predpoklidejme, Ze existuje prisecik N
usecek AC' a EG takovy, ze je ruzny od bodu M.

Déle budeme vyuzivat toho, ze thly mezi tétivou a te¢nami sestrojenymi v kon-
covych bodech tétivy jsou shodné, t. j.

|<AEN| = |<DGN| (3.29)

Muzeme vyuzit také periody funkce sinus a toho, ze funkce sinus je lichd. Proto
uhel a hel k nému vedlejsi ma vzdy stejnou hodnotu funkce sinus. Podivejme se
tedy na dvojici <DGN a <CGN .:

sin <CGN = sin (180° — <DGN) = —sin (—<DGN) = sin<DGN  (3.30)
Ze vztahti [3.29 a B.30] mtizeme usoudit:
sin <AEN = sin <DGN = sin <CGN

Déle se podivame na obsahy trojihelnik. Na to budeme pottebovat vzorec, ktery
vyuziva funkce sinus.

S = ;ab sin 7y
Tento vzorec budeme ale vyuzivat ve tvaru:
25 = absiny
Pouzijeme ho nejprve pro trojuhelnik AEN:
2. Saapn = |AN| - |EN| - sin<ANE = |AE| - |EN| - sin<AEN (3.31)
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Pro trojuhelnik CGN pak mame:
2-Sacen = |CN|-|GN|-sin<CNG = |CG| - |GN| - sin <CGN (3.32)

Kdyz rovnice a vydélime, dostaneme:

Spamy _ |AN|-|EN| _ |AE|-|EN]|
Sacon  |ON[-|GN| ~ |CG[-|GN]

A to po vydéleni |EN| a vyndsobeni |GN| (tuto operaci muzeme provést, pro-
toze se jednd o délky tsecek, u kterych neptedpoklddame, ze by byly nulové.)
dostavame pak vztah:

|AN|  |AE|
ICN| — |CG]

Coz znamend, ze pfimka FG rozdéluje thlopticku AC v poméru |[AE| : |CG].

Dale uplatnime ten samy postup i pro usecky AC a F H, které predpokladame,
ze se protnou v bodé N’ (Obrazek |3.30)).

Obrazek 3.30: Priisecik tihloptic¢ek a spojnic bodi dotyku

Porovname-li obsahy trojuhelniki AHN' a CFN’, vyplyne nam, Ze piimka
FH déli ahlopricku AC' v pomeéru |[AH| : |CF|.

Protoze plati, ze |AE|=|AH| a |CG|=|CF| (jsou to vzdalenosti dotykovych
bodt kruznice od spole¢ného pruseciku tecen), muzeme fict, ze piimka FG a FFH
rozdéluje thlopiicku AC ve stejném poméru. Proto body N a N’ splyvaji. Uhlo-
pricka AC tedy prochéazi prusecikem usecek EG a FH.

Pokud bychom celou myslenku aplikovali jesté jednou, tentokrat se vsak zamé-
rili na thlopricku BD, zjistili bychom, ze tato ihlopricka rovnéz prochézi bodem
N. Proto miizeme tict. Ze tyto ¢tyTfi ptimky prochazi spoleénym bodem N, ktery
je shodny s prusecikem thlopricek M. (Myslenka dikazu je prevzata z [(20)])
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Nasleduje dalsi zajimava tloha.

Uloha 9 ((21)). Necht ABCD je tecnovy ctyrihelnik. Oznacme délky secek
spojujici vrcholy A,B, C a D a body dotyku kruznice a ctyrihelniku jako a, b, c
a d. Ddle at bod P je prisecik uhlopricek AC a BD (Obrdzek , potom plati:

|AP| a

|PC| ¢

Obrézek 3.31: Tecnovy c¢tyruhelnik - thlopricky

Reseni. Oznac¢ime body dotyku kruZnice a strany AD jako W a strany BC' jako
Y (Obrazek . Diky tvrzeni dokazovanému v tloze [§ vime, ze thlopricky
a spojnice bodi dotyku se v te¢novém c¢tyruhelniku protinaji v jednom bodé.
Dale vime, ze <CYW a <DWY jsou shodné, nebot jsou to uhly mezi tétivou
a te¢nami sestrojenymi v jejich koncovych bodech. (Viz. . Pomoci vedlejsiho
uhlu k <DWY a protoze bod P lezi na WY muzeme fict:

|<<CY'P| = |[<CYW| = 180° — |<AWY| = 180° — |<AW P|

Muzeme tedy prohlésit, ze hodnota funkce sinus je pro tyto dva dhly stejna (viz

3.30).

sin <CY P = sin <AW P (3.33)

Obrazek 3.32: Uloha 9 - zadani
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Pokud vyuzijeme sinové véty v trojihelniku AW P, dostavame:

AP |AW|
sin<AWP  sin <APW
sin <TAW P
AP| = |AW|————— .34
[AP] = W|sin <APW (3:34)
Opét vyuzijeme sinové véty, ale pro trojihelnik CY P
cpl  |CY]
sin<CYP  sin<CPY
sin<CY P
CP|=|CY|————— 3.35
CPl=1 ‘sin <CPY ( )

Dosadime-li do levé strany zadané rovnice vztahy [3.34] a [3.35 a dale vyuzijeme-li
vrcholovych thli <CPY a <APW a vztahu [3.33], dostaneme:

|AP‘ B |Aw|sin<AWP B |Aw|sin<1AWP B |AW‘ B a

— s‘in<IAPW _ s.in<IAPW _ _ -
CPlICYIsSer  ICYIRZme 101 c

Tim jsme dokazali zadanou rovnost.
Poznamka. Pokud bychom pouzili Cevovu vétu na trojihelnik ABC"

|AE| |BY| |CP|

=1
|[EB| |YC| |PA|

kde E, Y jsou body dotyku kruznice vepsané Ctyrtihelniku ABCD a stran AB
a BC a zaroven P je prusecik uhlopticek tohoto ctyruhelniku, pak zjistime,
ze uhlopricka DB a spojnice AY a C'E prochéazeji jednim bodem.
Analogicky pro trojuhelniky BCD, CDA a DAB.

Ditkaz Cevovy véty vSak neni v rozsahu této prace, ale je dohledatelny treba
na tomto odkazu [(I)), str. 53]

Dale bych se rada zamérila na dalsi ilohu z matematické olympiady. Pro tupl-
nost dodavam, ze dikaz je pouze inspirovany vzorovym resenim:

Uloha 10 ((37), tloha 3). Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zikladnami
AB, CD lze vepsat kruznici se stredem O. Urcete obsah S lichobézniku, jsou-li
dany délky usecek OB a OC.

Resend. Nejprve si dokazeme, Ze soucet Sapo a Spco je roven poloviné obsahu
naseho ¢tyiihelnitku ABCD, kde O je stifedem kruznice vepsané.

Postupné na strandch AB, BC, CD a DA oznac¢ime body dotyku kruznice
a stran pismeny F, F', G a H. Poté zobrazime poloméry kruznice vepsané (Ob-

razek [3.33)).
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Obrazek 3.33: Trojihelniky ABO a DCO

Protoze spojnice AO je osa ithlu EAH (O je stfed kruznice vepsané, ktery lezi
na této primce), pak |[<EAO| = |[<OAH]|. Vyuzijeme soumérnosti tecen z jednoho
bodu ke kruznici a vidime, ze |AE| = |AH|. MuZeme si vSimnout, Ze trojthel-
niky AFO a AHO jsou shodné (podle véty Ssu). Tudiz jejich obsahy se rovnaji,
oznacime je jako a.

Sapo = Sapo = a
Analogicky (Obrézek (3.34)):

Spro = Spco =b
Scco = Scro = ¢

SBFO = SBEO =d

Obrézek 3.34: Obsahy trojihelnikt
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Obsah naseho ¢tyruhelniku je tedy sou¢tem obsahi téchto trojuhelniki.

Sapcp = Sago + Sano + Spro + Spco + Scao + Scro + Sero + Sero
Sapcp=a+a+b+b+c+c+d+d
SABCDZQ'(a+b+C+d)

Mizeme tedy vyjadrit polovinu obsahu ¢tyruhelniku ABCD:

1
§SABCD =a+b+c+d
Daéle si muzeme vSimnout:

Sapo = Sarpo +Spro =a+d
Spco = Scco + Spco =c+b

Spoa = Sano + Sppo =a+b
Spoc = Scro + Spro = c+d

Dale:

Sago + Spco =(a+d)+ (c+0b) =

1
= (CL—l-b) -+ (C+d> = Spoa + Spoc = §SABCD

Tedy soucet obsahtl téchto dvou trojuhelnikii se rovna poloviné obsahu ¢tytihel-
niku. Muzeme dale usoudit, ze:

Sapo + Spco = Spoa + Seoc

Protoze nas lichobéznik je rovnoramenny, | BC|=|DA| a protoze vidime, ze vysky
v trojuhelnicich AOD a BOC' na strany AD a BC' jsou shodné a jejich velikost
je rovna poloméru r kruznice vepsané, muzeme psat:

|BC|-R |DA|-R
2 N 2

Spoc = = Spoa
Tedy:

Sapep =2 (Spoa + Spoc) =2+ (Spoc + Spoc) =22 Sgoc =4 - Spoc
(3.36)

Déle uplatnime poznatek, ze v rovnoramenném lichobézniku plati:
a+0=180°=p + 1.

Uhel CBO je polovina (3, protoze BO je osa tihlu, obdobné |<BCO|=37 a tedy:

1 1 1 1
|<<CBO| + [«BCO| = 55 tor= 5(5 +7) = 5 180° = 90°
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Z trojihelniku BOC muzeme tedy ftict:
|<BOC| = 180° — (|<CBO| + |<BCO|) = 180° — 90° = 90°

Trojihelnik BOC' je tedy pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu O. Pouzijeme
tedy vzorec pro obsah trojihelniku pomoci jeho odvésen a dostavame:

_|BOJ-|CO|

Spoc 5

(3.37)

Kdyz [3.37| dosadime do [3.36] dostavame:

1. 1BOI-|co

S =2-|B0J - |CO|

Sascp =4+ Spoc =
¢imz jsme vyjadrili pozadovany obsah lichobézniku ABC D pomoci danych tsec¢ek

OB a OC.

Dalsi zajimava tuloha, jejiz autorem je R. Horensky, je opét z matematické
olympiady:

Uloha 11 ((38), tloha 3). V lichobézniku ABCD (AB||CD) oznacme E stied
ramene BC'. Jsou-li oba ctyrihelniky ABED a AECD tecnové, splnuji délky
stran lichobézniku ABCD oznacené obvyklym zpisobem rovnosti

Dokazte.

Resend. Nejprve preneseme bod D ve stiedové soumérnosti podle bodu E na bod
D’ a bod A ve stfedové soumérnosti podle bodu £ na bod A’. Tim ndm vznikne
rovnobéznik AD'A'D, kde bod E je prusecikem thloptic¢ek. Pokud |AE| oznacime
jako m, pak |AA'|= 2m. Pokud |DE|=n, pak |DD'|=2n. Diky shodnosti troji-
helnikit ABE a A'/C'E (véta sus), mtzeme Fict, ze |AB| = |CA’| = a. Analogicky
|CD|= |D'B| = ¢. Strany rovnobézniku tedy jsou: |AD'| = a+c a |[AD| = d
(Obrézek [3.35)).

Necht kruznice vepsand lichobézniku ABED ma polomér R;. Déile muzeme
prohlésit, ze tato kruznice je vepsand i trojuhelniku AD’'D. (Dotykéa se vSech
jeho stran). Analogicky kruznice vepsana lichobézniku AECD s polomérem Ry
je vepsand i trojuhelniku AA’D. Muzeme tedy uplatnit vétu |8 o souctu stran
u tecnového ¢tyrihelniku :

b
atn=g+d (3.38)

b
ctm=g+d (3.39)
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Obréazek 3.35: Rovnobéznik

7 toho dostavame:
at+n=c+m
m-—n=a-—-c (3.40)

a protoze jde o lichobéznik a # c. Vidime, ze ¢tyiihelniky ABED a AEC' D maji
stejny obvod. Déale podle znamého vzorce pro obsah tec¢nového ¢tyruhelniku:

S=R-s

kde s je polovi¢ni obvod te¢nového ¢tytuhelniku a R je polomér kruznice vepsané.
RozepiSeme si tento vzorec pro nase dva ¢tyrtuhelniky s tim, ze s = %(d + % +a+n).

Sapep = R1- s

Sapcp = Ry - s

Tyto rovnosti mizeme prepsat jako:

S
R, = Z2ABED (3.41)
$
S
R, = 2AECD (3.42)
s
A 7 rovnost{ a [3.42] mizeme tedy vyjadiit pomér:
Ry SABED
E ~ Samcop
R, S
1 _ OABED (3.43)

Ry Sagmcp

Protoze body A’ a D’ jsou stejné vzdaleny od ptimky AD (lezi na stejné rovno-
bézce k AD), muzeme ftict, ze trojuhelniky AD'D a AA’D maji stejnou vysku
ke strané jim obou spolecné a to AD. Z toho plyne:

Saap = Sapp (3.44)
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Obsah trojuhelniku vsak mtzeme také vyjadrit pomoci kruznice jemu vepsané
pomoci znamého vzorce:

a+c+d+2n

Sapp = Ry - 5 (3.45)
a+c+d+2m

Saap = Ry - 5 (3.46)

A protoze z[3.44] vime, Zze obsahy téchto dvou trojihelniki se rovnaji, s vyuzitim
vztahi a muZeme psat:
a+c+d+2n a+c+d+2m
R, - R, +c+d+
2 2
Ri(a+c+d+2n) = Ry(a+c+d+2m)

Vsimneme si, ze vyrazy (a +c+d+2n) a (a + ¢+ d + 2m) se rovnaji obvodim
trojihelnika AA’D a AD'D znacenych jako o44p & 0aprp. Proto také:

&_ OAD'D . 2m—|—(a—|—c)+d
R2 OAA'D 2n+(a+c)+d

(3.47)

Dale pokud oznac¢ime vysku lichobézniku ABCD jako v, mizeme jednoduse na-
psat tuto rovnost, nebot vysky v trojihelnicich CDE a ABE je polovinou vysky
v:

Ry _ Sapep _ Sapcp — Scoe _ sla+cv—jge- v _2a+tc (3.48)
Ry  Sagcp  Sapop —Sape  s(atcu—ja-5v  a+2c '
Z az dostdvame rovnost:
2m+(a+c)+d  2a+c
2n+(a+c)+d a+2c
Z predchazejici rovnosti a z[3.40] mizeme m a n vyjadrit jako:
3 —d
m = (1—1-26 (3.49)
3c—d
n= “*; (3.50)

Kdyz dosadime m a n do dostaneme:
3(a+c)=0b+3d
b
=—+4d
a+c 3 +

a to je na$ prvni pozadovany vztah, diky némuz miZeme vztahy a
prepsat jako:



Kdyz na trojihelniky ABE a C'DE pouzijeme kosinovou vétu pro thly ABE
a DCFE dostaneme:

a+ (A0 —(a+3)? 20 1

cos |[<<ABE| = 22a-lb 6 =5, "3
2

A4+ (30?2 —(c+H2 2 1

cos |[<DCE| = 220.% 6 =9, 3
2

Miuzeme si vSak vsimnout, ze ithly DC'E a D' BE jsou stiidavé a zaroven uhly
ABE a D'BFE jsou vedlejsi. Tedy soucet uhli ABE a DC'E musi byt 180°. Diky
vlastnostem goniometrickych funkci vime, ze jejich hodnoty funkce cosinus jsou
opacné. A proto také:

cos |[KABE| + cos |[<DCE| =0

ib_} + zb_} —0
9a 3 9 3/

Po upraveni dostavame nas druhy pozadovany vztah:

1 1 3

a ¢ b
(Srov. [(38)], tloha 3).

Pro teseni dalsi ilohy je tfeba znat Jensenovu nerovnost pro ¢tyituhelnik
s > 4R, kterou vysvétlujeme az v sekei [6.2] presné v tloze 22]

Uloha 12 ((14), str. 41). Ctyrihelnik ABCD je opsdn kruznici s polomérem
R = % Uvnitr tohoto ctyruhelniku je bod M, pro ktery plati:

|AM|* + |BM|? + |CM* 4+ |DM|* = 2.

Dokazte, Ze obsah ctyrihelniku ABCD je roven jedné.

Obrazek 3.36: Bod X
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Reseni. Abychom mohli tuto tlohu dokézat, musime si nejprve uvédomit, jak mii-
zeme Cislo |[AM|?+|BM |* omezit. Protoze, druhd mocnina jakéhokoli ¢isla je vzdy
nezaporna, muzeme napsat:

(|JAM| + |BM|)*>*>0
To upravime nasledovneé:
|AM|*> 42 - |AM| - |BM| + |BM|* >0
|AM|* + |BM|* > 2-|AM| - |BM| (3.51)

Dale se zamérime na obsah trojihelniku AM B, ktery se budeme snazit opét shora
omezit. Vyska na stranu BM v tomto trojihelniku mé velikost:

van = \J|JAM|? — M X2,

kde X je pata vysky na stranu BM (Obréazek [3.36)). Obsah trojuhelniku AM B
je tedy:

|BM‘ *UBM

SAAMB = —

[BM| - \/|AM|? — |MX]2
SaAMB = 5
Déle se presvédcime, ze:
|AM| - |BM|
B E— > SpamB
AM|-|BM]| _ [BM|-\JIAMP — [MXP
2 - 2

[AM| - |BM| > |BM| - \/|AM|? — |MX|?
[AM| > \JJAM]? — |M X2
|AM[? > |AM|? — [M X ?
0> —[MX[?

A to vime, ze plati vzdy. Mizeme tedy k vztahu [3.51] pripsat:

|AM|* + |BM|* > 2 - |AM| - |BM| > 4Sxamp (3.52)
Analogicky:

|IBM|> + |CM|* > 2-|BM| - |CM| > 4SaBuc (3.53)

|CM* + |DM*>2-|CM|-|DM| > 4Sacup (3.54)

IDM >+ |[AM|> > 2- |DM| - |AM| > 4SAprra (3.55)

Pokud sec¢teme piedchazejici vztahy [5.8] aZ dostdvame:

2(|AM|? + |BMP? + |CMP + |DM|?) > 4Sapcn
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Ze zadani vime, ze |AM|? +|BM|*+|CM|*+ |DM|? = 2 a to dosadime do pred-
chozi nerovnosti:

2-2>4Sapep

Sapcp < 1 (3.56)

Daéle se zamérime na obsah ¢tytuhelniku ABC D. Podle zndmého vzorce pro obsah
tecnového ctyrtuhelniku:

S=R-s,
kde R je polomér kruznice vepsané, ktery podle zadani je % A tedy:

1
SABCD — 5'8 (357)

Ted vyuzijeme vyse zminény vztah s > 4R a nejprve ho vydélime 2:

s> 4R

1
Ss>9R
2% =

Déle ho dosadime do predchozi rovnosti [3.57;
1
SABCD:§'322R

dosadime za R zadanou hodnotu % a za vyuzijeme W

1 1
1>S —_.g>92.=
= DABCD 9 S Z B

1
125ABCD:§‘521

A proto:
Sapep = 1
s=2

Nyni opét dosadime do Jensenovy nerovnosti:

s> 4R

1
2>4.-

\)

2=2

V kapitole 6 v uloze 22 se tikdme, Ze u Jensenovy nerovnosti nastava rovnost,
pokud je mnohotihelnik pravidelny. A tim se dozvidame, ze nas ¢tyiihelnik je
pravidelny. Tedy mutzeme ftict, ze nas ctyrthelnik ABCD je ¢tverec s délkou
strany 1.
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Obrazek 3.37: Uloha 13 - zadani

Na zavér této kapitoly si predvedeme tlohu, ktera vyuziva soumérnosti podle
osy tuhla.

Uloha 13 ((29), str. 44 ). Ctyrihelnik ABCD je opsang krunici se stredem O.
Oznacme vysky z bodi A,B v trojuhelniku AOB jako AAy,BB; a vysky z bodi C,
D v trojiuhelniku COD jako CCy a DD;. Dokazte, Ze body Ay, By, C1 a Dy lezi
v primce (Obrdzek|3.57).

Reseni. Abychom mohli dokazat toto tvrzeni, musime si ujasnit jednu vlastnost

trojuhelniki. Pokud si oznac¢ime tthel AOB jako v, tak o ném diky funkci kosinus
muzeme v pravouhlém trojihelniku OB B Tict:

Z téchto dvou rovnic dostavame nasledujici:

30| _ 40|
|BO| |AO|

A proto jsou si trojuhelniky ABO a A; B;O podobné (Obréazek , maji stejny
pomér dvou odpovidajicich si stran a thel, ktery sviraji je shodny. Analogicky
jsou si podobné i trojuhelniky ABO a A;BOy, kde O; je pata vysky na stranu
AB. Diky tomu, zjistujeme, zZe:
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Obrazek 3.38: Trojuhelnik A;0B;

Nyni obratme svoji pozornost k thlim u bodu A; (Obrazek . Primka
041 A; svird s primkou BO thel O, A, B, ktery je shodny s tthlem By A0, jenz svi-
raji pfimky Bi1A; a OB. Diky témto dvéma thlim a jejich dhlim vrcholovym
zjistime, ze piimka BO je osou uhlu, ktery sviraji ptimky O;A; a By A; (toto
plati pro vsechny trojihelniky).

Analogicky primka AQO je osou uhlu, ktery sviraji primky A;B; a O, B;.

Obrazek 3.39: Osa uhlu B1A;0

A proto také muzeme fict, ze piimky O;B; a Ay B; jsou osové soumérné podle
primky AO. Piimka AQO je ale osou ihlu BAD v te¢novém c¢tytihelniku ABCD.
Pripomenme si, ze bod O; je bod dotyku kruznice vepsané tomuto ¢tytuhelniku
a strany AB, nebot primka OO, svira se stranou AB pravy thel. Proto také se
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bod O; zobrazi do bodu X dotyku tisecky AD s kruznici vepsanou.

Jinymi slovy: body X, By, A; lezi v jedné primce. Pokud bod dotyku strany BC
a kruznice vepsané ¢tyruhelniku ABC D oznacime jako Y, podobnym postupem,
ktery jsme pravé pouzili, zjistujeme, ze body Y, Ay, By lezi na stejné primce.

A proto body X, B, A1, Y lezi na té samé primce.

Aplikujeme-li cely predesly postup na trojuhelnik DOC', dospéjeme k tomu,
ze body Dy, C lezi na primce XY. Z predchazejiciho odstavce vime, Ze na této
primce lezi i body A, B; a tim dostavame, ze body A;,B;,C1 a D lezi na spolecné
piimce XY
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Kapitola 4

Pétiuhelniky

4.1 Tétivové pétithelniky

V nésledujici kapitole budeme rozebirat tlohy z matematickych soutézi. Prvni
uloha je ze soutéze USAMO 2010, tloha 1:

Uloha 14 ((33)). Necht AXYZB je konvexni pétithelnik vepsany do poloviny
kruznice s prumérem AB. Oznacme P, ), R, S paty kolmice vedené zY postupné
na primky AX, BX, AZ, BZ. Ukazte Ze velikost ihlu mezi primkami PQ a RS
je polovinou velikosti <XOZ, kde O je stred usecky AB (Obrdzek .

Obrézek 4.1: Uloha 14 - zadéni

Reseni. Pomoci vlastnosti obvodovych thli pifslusnych k tétivim XY a YZ
milzeme Tict, zZe:

|<XAY| = |[<XBY|=a
|<YAZ| = |<YBZ| = j
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Dale oznac¢ime uhly <BAZ, <ABX jako 7,d. Diky kolmosti pfimek ze zadani
PY a AX, QY a BX, zjistime, ze trojihelniky BQY a APY jsou pravoihlé
s pravymi thlu u vrcholt P a @). Navic jiz vime, ze:

|<XAY| = |<PAY| = |<XBY| = |<QBY| =«

Tedy o APAY a AQBY vime, ze jsou si podobné podle véty uu (Obrazek .
Plati tedy:

|PA| |PY] |AY]

(4.1)

QB QY| |BY]

Obrazek 4.2: Podobné trojihelniky PAY a QBY

Obratme pozornost k c¢tyfuhelniku PYQX. Ze zadéni vime, ze thly Y PX
a Y QX jsou pravé. Diky Thaletove vété zjistujeme ze tthel AX B v trojihelniku
BAX je také pravy, tedy i jeho vedlejsi tthel BX P, ktery je shodny s QX P je
také pravy. Ctyfahelnik PY QX mé tedy tii pravé uhly, tedy je pravouhelnik
a bez ostychu muzeme tict, Ze i tthel PY'Q je pravy (Obrézek .
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Obrézek 4.3: Pravouhelnik PYQX

Jestlize znovu vyuzijeme Thaletovu vétu, zjistime, ze i ithel AY B v trojuhel-
niku ABY je pravy.

Porovnejme nyni trojihelniky PY @ a AY B. Vidime, ze oba dva jsou pravoiihlé
a podle rovnosti[d. I vime, Ze strany PY a QY, AY a BY jsou ve stejném poméru.
Tedy s vyuzitim véty sus, muzeme o trojuhelnikach AY B a PY Q) Tict, Ze jsou si
podobné. Z toho nam plyne, Ze:

|<ABY | = |[<PQY | =+«
Analogicky pro trojuhelniky RY'S a AY B, plati:

|RY| |AY|
YS|  |YB]
|<RY S| = |<AY B|

Proto tedy trojihelniky RY'S a AY B jsou si podobné podle véty sus (Obrazek
4.4). Z toho nam opét plyne:

|<YRS|=|<YAB| =0+~
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Obrazek 4.4: Podobné trojihelniky ABY, PQY a RSY

Jestlize z bodu Y spustime kolmici k ptimce AB a prusecik téchto primek
oznac¢ime jako L, muzeme Tict, ze body L, R a S lezi v jedné ptimce, nebot tato
primka se nazyva Simsovova piimka (viz. Véta @ k bodu Y a trojihelniku ABZ.

Také ale body L, () a P jsou soucasti Simsonovy pirimky tentokrat ale z bodu
Y k trojuhelniku ABX.

Timto jsme ukazali, ze piimky RS a ()P se protinaji v bodé L a navic, Ze tento
bod lezi na primce AB. Tedy kolma projekce bodu Y na primku AB je prusecik
piimek RS a PQ. Uhel RL(Q) oznac¢ime jako &.

Nyni zamérime svou pozornost na thel QY R. Muzeme vidét, ze thel LY R
je . Nebof kdybychom otocili prfimku AZ o thel v kolem bodu A, ptfimka AZ
a AB by nam splynula, tedy by splynula i kolmice na AB (Y L) a kolmice na AZ
(Y'R). Tedy thel svirajici tyto dvé kolmice musi byt roven tthlu ZAB a to je 7.

Analogicky pro thel QY L. Zjistime tedy, ze tthel QY L musi byt roven thlu
XBA atojed.

Pro thel QY R tedy plati (Obrézek [4.5):

|[<QYR| = |[<LYR|+ |<QYL| =~ +¢ (4.2)
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Obrézek 4.5: Uhel € a XOZ

Uhly YQL a Y RL jsou vedlejsi thly k PQY a SRY. a tedy:

|<LQY| = 180° — |[<PQY|=180° —a — § (4.3)
|<Y RL| = 180° — |<SRY| = 180° — 3 — 5

Nyn{ se zaméfime na ¢tyfthelnik LRY @ a vyuzijeme véty [3] Navic, dosadime

vatahy 2 [

|<RLQ| + |<LRY| + |[<RY Q| + |[<YQL| = 360°
E4(180° = B — ) + (v + ) + (180° — oo — &) = 360°
E—a—p=0
=a+p
Nakonec urc¢ime velkost tthlu <X OZ. Mtzeme si v§imnout, zZe se jedna o soucet
sttedovych thlit <XOY a <Y OZ vypinajicimi se nad tétivami XY a YZ. V

tomto dikazu jsme jiz oznacili obvodové uhly k tétivam XY a Y Z jako «,f.
Proto tedy:

9XO0Z| = |[<XOY |+ |aYOZ| =20 +28 =2 (a+ ) =2-¢

Tedy 1hel &, ktery sviraji primky PQ) a RS, je polovinou tthlu XOZ a tim je
diikaz dokoncen.

Dalsi tlohu, kterou zde budu ukazovat je ze soutéze The online math open
spring contest z roku 2014. Je spise algebraického charakteru nezli geometrického,
ale presto je vhodnd pro tucel této prace.
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Uloha 15 ((30), tloha 17). Necht AXY BZ je konvexni pétithelnik vepsang kruz-
nici s prumérem AB. Tecna vedend z bodu Y protind primky BX a BZ v bodech
L a K. Predpoklidejme, Ze primka AY je osou ihlu LAZ a |AY|=|Y Z|. Pokud
minimum mozné hodnoty

|AK|+ |AL|\?
|AX]| |AB]|

mauze byt zapsdana jako %—H/E, kde m,n.k jsou kladnd celd cisla takovd, Ze nejvetsi

spolecny ndsobek cisel m,n je jedna, vypocitejte hodnotu vyrazu: m + 10n + 100k

(Obrdzek [4.6).

AN

Obrézek 4.6: Uloha 15 - zadani

Reseni. Nejprve oznac¢ime stied tisecky AB (tedy i stied kruznice opsané) jako
S. A poté vzdélenost |SA| jako r.

Déle se podivame podrobnéji na trojihelnik AY Z. Ze zadani vime, ze |AY |=|Y Z|,
proto tento trojihelnik je rovnoramenny se zékladnou AZ. Uhly pfi zdkladné jsou
také shodné a tedy |<Y AZ| = |<Y ZA|. Ze zadani vime také, ze piimka AY je
osou uhlu LAZ | tedy: |<Y AL| = |<Y AZ|. Spolu s ptredchozi rovnosti dostavame:

|<YZA| = |<ZAY| = |<Y AL|
Protoze vime, ze thly YZA a Y AL, kde tihel Y Z A je obvodovym tihlem k tétivé

Y A, jsou shodné, vidime, ze LA je tecnou k nasi kruznici opsané pétithelniku
ABCDE a tihel LAY je tsekovym tthlem (Obrazek [4.7).
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Obrazek 4.7: Rovnoramenny trojihelnik AY Z

Dalsim krokem naseho diikazu je presvédcéit se, ze trojuhelniky LSY a YBK
jsou si podobné.

Zacneme s tim, ze svou pozornost presuneme k ¢tyituhelniku ASY L. Protoze
vime, ze body A.,Y jsou body dotyku tecen LA, LK a kruznice opsané a tsecky
SA a SY vytinaji jeji polomér, mizeme tict, ze thly LAS a LY S jsou pravé.
Ctyfthelnik ASY L je tedy tétivovy. Dale diky soumérnosti tecen ke kruznici
podle dhlu, ktery sviraji, vime, ze |AL|= |LY|. Tuto vzdélenost oznac¢me jako h.
Jediné dva c¢tyruhelniky, kteri splnuji tyto dvé vlastnosti jsou ¢tverec a deltoid.
U obou dvou by vSak primka LS pilila thel ASY . Proto mtuzeme napsat:

|<ASL| = |<LSY]

Pokud se znovu podivame na tsecku AY jako na tétivu, zjistime, ze sttedovy
thel k ni prislusny ma velikost:

|9ASY| = |<9ASL| + |<LSY| = 2 |<ASL]| (4.5)

Vyuzijeme-li rovnost muzeme velikost obvodového uhlu tétivy AY zapsat
jako:

1
|<ABY| = 3 |<ASY | = |<ASL|
Primky SL a BY jsou tedy rovnobé&zné (Obrézek [4.8).
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Obrazek 4.8: Ctyithelnik ASY L

Znovu se vratime k trojihelniku AY Z. Protoze je rovnoramenny, ptimka SY
puli tento trojihelnik na dva shodné trojithelniky. Tedy puli i tthel ASZ. Ozna¢me
prisecik primek Y'S a AZ jako M

|<<ASM| = |[<MSZ|
|<ASZ| = |[<ASM| + |<MSZ| = 2 - |<ASM)|

Pokud se dale zamérime na tétivu AZ, zjistime, zZe jeji sttedovy thel je pravée
uhel ASZ a jeji obvodovy thel ABZ ma tedy velikost:

1
|<ABZ| = 5 |<ASZ| = |<ASM|

Obréazek 4.9: Rovnobézné primky V.S a BZ
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Ukézali jsme si, ze primky Y.S a BZ jsou tedy rovnobézné (Obrazek .

Z toho, ze primky Y'.S a BK jsou rovnobézné a stejné tak i primky LS a Y B,
muzeme usoudit, ze trojuhelniky LSY a Y BK jsou si podobné. Ozna¢me pomér
jejich stran jako k a dostaneme (Obrézek :

KY|

o7

|KY]

- =k
h

IKY| = kh (4.6)

|BK| _
[SY]
|BK]|
r
|BK| = rk (4.7)

=k

Obrazek 4.10: Podobné trojtuhelniky LSY a Y BK
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V dalsi éasti dikazu se jiz zaméfime na pomeér %. Proto, abychom ho mohli
lépe vyjadrit, obratime svou pozornost k trojihelniku BLA. Jiz vime, Ze je pra-

vouhly, proto muzeme vyuzit Pythagorovu vétu:
2= g2 12
|BL|> = |AL]* + |AB|?
|BL|* = h? 4 4r? (4.8)
|BL| = vV h? + 4r?

Obsah tohoto trojuhelniku muzeme vyjadrit nékolika zptsoby. Ten prvni je
nasledujici, rovnéz do néj muzeme rovnou dosadit nasi oznacenou stranu h a po-
lomér r:

o _ ALl |48

S =hr (4.10)

Druhy zptsob je pomoci vzorce pro obsah trojuhelniku pomoci vysky na jednu
jeho stranu. Vyuzijeme ho, abychom zjistili délku usecky AX, nebot tato tsecka
je kolma na stranu BL. (Bod X lezi na Thaletové kruznici s primérem AB.)
Samoziejmé do néj dosadime vztah [£.10] a [4.9]

BL|-|AX
8Ll Ax
L JPEER|AX]
"= 2
P q— (4.11)

Dale si povSimneme, ze diky podobnosti trojihelnika LSY a Y BK, vidime
ze thly LY S a Y KB jsou shodné a oba dva jsou tedy pravé. Kdyz se podivame
na ¢tyfthelnik LABK, zjistime, ze je taktéz tétivovy (thly LAB a Y KB jsou
oba dva pravé a davaji dohromady 180°). Muzeme tedy na néj pouzit Ptolemaiou
vétu (viz. Véta[7) a dosadit vztahy [4.9] a[4.6] Takeé si vzpomeneme, ze délku
usecek AL a LY jsme oznacili jako h a dale polomeér jako r.

ef =ac+bd
|AK| - |BL| = |AL| - |BK|+ |AB| - |LK]
|AK| - Vh? + 412 = hkr + 2r(h + kh)
|AK |- Vh? +4r2 = hkr + 2rh(1 + k)
|AK |- Vh? +4r2 = hr(3k + 2)
_ hr(3k+2)
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Do poméru Ijﬁ‘X} muzeme dosadit vztahy |4.12/a |4.11}

hr(3k+2)

|AK|  izrae  hr(3k+2) 3k +2 413
AX| S 2n 2 (4.13)
AX] - Tt "

AL o v v ’ v v ’
Déle se budeme zajimat o pomeér || . B“ Mizeme o ném pomoci naseho znaceni

rict:

|AL]  h
—_— = 4.14
|AB|  2r (4.14)

Vyraz v zadani miZeme tedy pfepsat pomoci nasich vztahi a jako:
2 2
AK|  (JAL\> 3k+2 [h
= — 4.15
Ax| " \|AB| > T\ (4.15)

Pokusime se ted vyjadrit k v zavislosti pouze na h a r. Protoze trojuhelnik
LBK je také pravouhly, mizeme opét vyuzit Pythagorovu vétu:

|ILB|? = |KL|* + |[KBJ?
|LB|* = (h + kh)® + k*r?
|LB|)? = h*(k + 1)* + k*r? (4.16)

ProtoZe jsme ale jiz vyjadfili hodnotu vyrazu |LB|? (viz.[4.8)), miZzeme pomoci
a napsat nasledujici rovnici:

R+ 4r? = B2 (k 4+ 1) + k*r?
h? + 41 = ?K* 4 2R%k + h? + k*r?
r2 — k22 = B2k(k + 2)
r2(4 — k?) = h2k(k + 2)
(2 — k)(2+ k) = h*k(k + 2)
r2(2 — k) = B’k
2r?
S e

A toho ted vyuzijeme v nasem vyrazu

AK|  (JALI\® 3k+2  (h\' 3@ +2 B> 3% +1+fi_
|AX| |AB|) 2 2r) 2 4r2 T B2 412 4r2
3 h?
= 1
Pokud zvolime =z = % dostavame:
AK|  (|AL]\® 3 LT
|AX| |AB|) 1+ a2 4
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Tento vyraz budeme déale upravovat:

e 12441+ a2?) +a2?(1427)  12+4442° + 27 + 2!

ettt 4(1 + 22) a 41 + 2) B
3+322 +12+1+ 222 + 22 3 4 322 12 1+ 222 + 2*
a 4(1 4 22?) - 4(1 4 22?) * 4(1 4 22?) * 4(1 4 22?) -
3 3 1+ 22
==+ +

4 1+ 4

Dostavame tedy:

|AK]| (yAL|>2_3 3 1+ 22

ax| t\jas)) it it

Déle mtiZeme pouzit substituci t = 1422 a protoZe 1+ 22 nabyva pouze kladnych
hodnot, mizeme omezit ¢ na interval (0,00).

|AK| <|AL]>2_3 3t

S 41
ax| "\jaB)) T1tita (4.17)

Zamérme se na vyraz % + i a uvazujme o ném jako o funkci. Mizeme jej rozdeélit
na dva scitance a dostavame dvé funkce, které umime zakreslit:

Podle zaddani mame najit minimum tohoto souc¢tu. Nalezneme prisecik P téchto
funkeci:

A timto bodem povedeme funkci ¢', kterda bude mit opacny koeficient nez funkce
g.

J(t) = —i +V3

Pokud secteme funkce g a ¢’ dostavame konstantni funkei g+¢': y = v/3 (Obrazek
4.11]). Obratme svou pozornost na funkce f a ¢’. Pokud je porovname na intervalu
(0,00) dostavame:

t 3
_Z 3< =
1 TVesg
t2
—— 4+ V3t-3<0
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g gtd

Obréazek 4.11: Funkce f,9,4' a g+ ¢’

A to je vzdy pravdivé. Tedy funkce f je vzdy vétsi, nebo rovna funkci ¢’ na in-
tervalu (0,00). Tedy hodnota souc¢tu funkei f + g, bude vzdy vétsi nebo rovna
hodnoté souctu funkci g + ¢’. Tedy dostdvame, Ze minimum souc¢tu funkei f + ¢
je hodnota souc¢tu funkei g + ¢’ a to je V/3.

Tedy vyraz miZeme prepsat jako:

|AK|  (|AL|\® 3 3
7"‘ TS :Z‘i‘;“r‘

x| " \jaB| +V3

>

W~

t
4
Hledana cisla proto maji hodnoty: m = 3,n = 4,k = 3. A proto zadany vyraz

mé& hodnotu:

100m +10n + k£ =100-34+10-4 + 3 = 343

4.2 Tecnové pétiuhelniky

Dalsi velmi zajimava tloha pochéazi od Viktora Prasolova:
Uloha 16 ((13), str. 146). Pétituhelnik ABCDE, jehoZ délky stran jsou celociselné
a |[AB|=|BC| = 1, je opsany kruznici. Najdéte délku isecky BK, kde K je bod
dotyku strany BC' a kruznice (Obrdzek .
Resend. Délka tsecky BK uréité nebude celo¢iselnd, protoze bod K mé nélezet

tsecce BC, kde |BC| = 1. Proto ozna¢me |BK| = z. Dale ozna¢me body dotyku
kruznice a stran AB, CD, DE a EA jako J, L, M a N.

Diky soumérnosti tecen ke kruznici ze spoleéného bodu podle osy thlu, ktery
tyto dvé tecny sviraji, vime, ze:

|BK|=|BJ| =z
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Obrazek 4.12: Uloha 16 - zadani

Déle oznacme |AJ| jako y. Ze zadédni je ndm jasné, Ze:
|AJ|+|JB| = |AB| =1
y+axz=1
Opét ze soumérnosti tecen zname:
|AJ| = |AN] =y

Aby strana AFE méla celoc¢iselnou délku, musi isecka EN mérit k+x, kde k €
Ny. A tedy:

|AE| = |[AN|+ |[NE| =y+ (k+x)=y+x+k=1+k
Dale opét ze soumeérnosti tecen vime:
|EN|=|EM|=k+zx
Dale DM musi métit [ 4+ y, kde | € Ny. Potom:
|ED| = |EM|+|MD|=(k+x)+(+y)=(x+y) +(k+)=1+k+1

¢islo 1+ k£ + 1 je jisté prirozené ¢islo, nebof soucet prirozenych ¢isel je vzdy ¢islo
prirozené.
V neposledni radé se zamérime na stranu DC. Opét pomoci soumérnosti tecen
muzeme Tict:
|IDM| =|DL| =14y
Pravé proto je |CL| = m + x, kde m € Ny, pak:
|DC| = |DL|+ |[LC|=(I+y)+ (m+2)=(zr+y)+({+m)=1+1+m

kde opét ¢islo 1 + I + m je prirozené.
Na zavér se dostavame ke strané BC'. Podle soumérnosti tecen vime,
ze |CK| =m + x, proto:

|BC| = |BK|+|KC| =2+ (m+2z)=2x+m
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Mame zadano, ze velikost strany BC' je rovna 1. Tedy:

|BC| =1
20+m=1

Podivejme se ted na Obrazek [L.13] Nebot ¢islo m mé byt celé ¢islo, musi byt

Obrazek 4.13: Délky stran

rovno 1, nebo 0. Jinak (dle predpokladu, Ze = > 0) by rovnice neméla smysl.

Pokud m = 1, z je rovno 0. To vSak nemiize nastat, protoze by bod dotyku
splyval s vrcholem pétithelniku a kruznice by pak nebyla tomuto pétithelniku
vepsana.

Proto m = 0 a dostavame:

DN | —

Tedy velikost tsecky BK je vzdy %

Dale si uvedeme jednu vlastnost tecnovych pétithelnika.
Véta 9 ((28)). V kazdém tecnovém pétiihelniku primka spojujici vrchol a bod
dotyku s kruznici na opacné strané a dvée uhlopricky prochdzejici koncovymsi body

stran, které jsou sousedni k danému vrcholu, se protinaji v jednom bodé. (Obrdzek

4. 14

Dikaz. Abychom to dokéazali, musime si zvolit isecku M N o délce n. Tu nane-
seme podle Obrazku na tecny k nasi kruznici v bodech dotyku G, H, I, J, K
s pétithelnikem ABCDE. Vzniknou nam pak tsecky:

|GG'| = |HH'| = |II'| = |JJ'| = |KK'| =|II"| =n

Déle narysujeme kruznici [ se stfedem L takovou, aby pifimky GG’ a 11" byly
jejimi te¢nami a body G’ a I” byly body dotyku. Podobné i kruznice m,n se
stredy M,N takové, ze dvojice piimek HH' a JJ', II' a KK’ jsou jejich tecny
s body dotyku H' a J', I' a K' (Obrazek [4.15).
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C
D
B
E
A

Obrézek 4.14: Tecnovy pétithelnik

Obrazek 4.15: Kruznice I,m,n

Zamérme svou pozornost nyni na uhlopricku DB. Diky osové soumérnosti
te¢en z bodu D ke kruznici vepsané vime, ze tsecky DI a D.J jsou shodné (body
I a J jsou body dotyku kruznice vepsané a stran DC' a DE naseho pétithelniku).
A protoze usecky JJ' a 11" maji stejnou délku n a bod D je jejich prusecikem,
muzeme Tict:

|DI"| =n—|DI|=n—|DJ|=|DJ|
Pripomenme si, ze body J" a I” jsou body dotyku kruznic m a [ a tecen DC
a DE. Tedy bod D ma stejnou mocnost k témto kruznicim a lezi tedy na jejich
chordale. Déle opét diky osové soumérnosti tecen z bodu B ke kruznici vepsané,
muZzeme prohlésit, Ze tsecky BH a BG jsou shodné. Usecky HH' a GG’ maji

stejnou velikost a to n. Z konstrukce vime, ze tyto dvé tsecky nemaji spolecny
prisecik. A proto:

|BG'| = |BG|+|GG'| = |BH| + |HH'| = |BH'|,
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kde body G" a H' jsou opét body dotyku kruznic [ a m a teCen AB a CB. Tedy
bod B také lezi na chordale. Protoze na této chordale lezi i bod D, zjistujeme,
ze uhlopricka BD splyva s touto chordalou.

Analogicky pro thlopticku CE a kruznice m a n.

Dale se budeme zajimat o tisecku Al. Podobné jako v predchozich pripadech
pomoci soumérnosti te¢en kruznice vepsané z bodu A a shodnosti usecek GG’
a KK’ které se protinaji, ziskame:

|AG'| = |GG'| — |AG| = |[KK'| — |AK| = |AK'|

Tedy opét dostavame, ze bod A lezi na chordale kruznic n a [. Podivame se nyni
na bod I. Protoze tsecky II” a Il jsou shodné, ihned vidime, Ze i bod I lezi
na chordale téchto kruznic. Tedy i tsecka Al splyva s chorddlou. Vime, Ze se tyto
chordaly protinaji v potencnim bodé (viz. Definice ZD Tedy i thlopticky zadaného
pétithelniku se protnou v jednom bodé (Obrézek @D O

Obrazek 4.16: Chordaly ke kruznicim [,m,n

Pozndmka. Mohli bychom se na tuto vlastnost divat i jako na dusledek Briancho-
novy véty [13] uvedené v nésledujici kapitole. Kdyby v Sestitthelniku splynuli dva
vrcholy dohromady, vznikne nam tak jeden bod dotyku kruznice vepsané a nas
pétithelnik ABCDE. 1 proto je dikaz Brianchonovy véty a této vlastnosti témér
identicky. Uvadime ho vSak pro lepsi pochopeni dané latky:.

67



Kapitola 5

Sestitihelniky

5.1 Tétivové Sestitthelniky

Uvedeme si rozsiteni Ptolemaiovy véty (Véta [7)) pro Sestithelniky.

Véta 10 ((€),str. 577). (Fuhrmannova) Necht AB'CA’BC" je tétivovy sSestitihel-
nik. Oznacme délky jeho stran a uhlopricek AA’, BB', CC" ve shodné s obrdzkem
(Obrdzek [5.1). Pak plati rovnost:

abc+ d'b'd +ad'e +bb' f +cdg=efg.

Obrazek 5.1: Fuhrmannova véta

Dukaz. Tato véta je zobecnénim Ptolemaiovy véty. Budeme ji proto vyuzivat
i pro tento diukaz.

Nejprve se zamérime na tétivovy ¢tyituhelnik B'C' BC’, ktery je soucasti naseho
Sestithelniku. Pouzijeme vySe zminénou Ptolemaiovu vétu a dostaneme:

e-g=>b-b+|BC|-|BC| (5.1)
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Podobné pro tétivové ¢tyithelniky ACA'B, AB'CC" a AB'BC":

f-|BC|=d -|AC| + ¢ |AB| (5.2)
|AC| - |B'C'| = b +a-e
|AB|-|B'C'|=a-b+c g

Vezmeme-li rovnici 5.1 a vyndsobime ji délkou strany f, dostavame:
e-g-f=b-¥.f+|BC||BC-f
Dosadime-li v tuto chvili rovnici[5.2|za vyraz | BC|- f v pfedchozi rovnici, ziskdme:
e-g-f=b-b-f+|BC (d-|AC|+c-|AB|)
Po upraveni:
e-g-f=b-b-f+|BC'|-d-|AC|+|B'C'|-c-|AB|

Nyni za vyraz |B'C’|-|AC| ve druhém séitanci predchozi rovnice dosadime rovnici
0. ol

e-g-f=b-b-f+d-( - V+a-e)+|BC| c-|AB|
e-g-f=b-b-f+d - V+d-a-e+|BC| c-|AB|

Na zévér vyraz |B'C’| - |AB| v pfedchozi rovnici nahradime rovnici 5.4}

e-g-f=b-b-f4+d - VV+d-aet+c-(a-b+c-g)
e-g-f=b-b-f+d--bV+d-a-etc-abtc--g

Ziskali jsme Fuhrmannovu vétu. Tim je diikaz dokoncen. O]

V dalsi dloze se budeme zajimat o poméry stran Sestitithelniku.

Uloha 17 ((I3), str.41). Uhlopricky AD, BE a CF tétivového Sestiihelniku
ABCDEF se protinaji v jednom bodé. Dokazte:

|AB| - |CD|-|EF| = |BC| - |DE| - |AF).

Resend. Prisecik thlopticek AD, BE a CF oznacime jako M.

Zamérime se na trojuhelniky ABM a EMD. Vime, ze ihly AMB a EDM
jsou podobné (vrcholové thly). Také vime, ze tthly DEM a BAM jsou shodné.
(«DEM = <DEB a <BAM = <BAD jsou obvodové tihly ke spolecné tétive
BD). Proto jsou tyto trojuhelniky podobné (Obrazek . Mizeme tedy zapsat:

|AM| |BM| |AB|
|\EM|  |DM| |ED|

(5.5)
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Obrazek 5.2: Podobné trojiuhelniky ABM a EDM

Analogicky dvojice trojuhelnitki DMC a FMA, BMC a FMFE jsou také
podobné a proto plati:

|ICM| |DM| |CD|
|AM| — |FM| |FA|
\EM| |FM| |EF|
\CM| |BM| |CB|

Déle vezmeme poméry fégll, ||gg|| a ;gg

sobime mezi sebou. Dostavame vyraz:
|AB* |CDP? |EFJ?
|[ED]? [FA]? [CB[?

Nyni diky vztahtim a 5.7 dostavame:

|AB]*> |CD|* |EF|* |AM| |BM| |CM| |DM| |EM| |FM|
|ED|?> |FA]?2 |CB|?  |EM| |DM| |AM| |FM| |CM| |BM|

(5.6)

(5.7)

umocnime je vSechny na druhou a vyna-

1

Dostavame tedy rovnici

ABP? |CDP? |EFP
EDE[FAR|CBE

kterou muzeme bezostysné odmocnit:

AB| |CD| |EF|

=1
|ED| |FA| |CB]

a na zaver vynasobit jmenovateli.
|AB| - |CD|-|EF| = |BC|-|DE| - |AF|

Dostali jsme tedy pozadované tvrzeni a tim je diikaz dokoncen.
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Abychom pochopili feseni nadchazejici tlohy, musime si ukazat nasledujici
vétu:

Véta 11 ((8),str. 11, pozménéné znéni). Méjme ddano sest bodi Ay, Ay, Az, Ay, As, As,
které lezi na jedné kruznici. Pokud existuji priseciky dvojic primek P, = A1 A N
A4A5, P2 = A2A3 N A5A6, P3 = A3A4 N A6A17 pak tytO pTﬁS@CVZ/ky lezi na jed’ﬂé
primce p. Tato primka se nazgvd Pascalova primka (Obrdzek .

Poznamka. Tato véta obecné plati pro Sest bodii na jakékoli kuzelosecce, pro nase
ucely ale postaci kruznice.

Pozndmka. Aby existovali vsechny tii pruseciky P;,P» i P3, musi nase dvojice pfi-
mek A1 As a AgAs, AsAs a AsAg, AsAy a AgAq byt riznobézné. Prave s takovymi
body na kruznici a primkami budeme nyni pracovat.

Obrazek 5.3: Pascalova primka

Diikaz. Narysujeme kruznici k, kterd prochazi body P,,As a As.

Dale druhy prisecik primky A;As a kruznice k oznac¢ime jako B; a na zaveér
druhy prusecik primky A4As a kruznice k jako Bs.

Nyni se zaméfime na primky tvorenych body As,A4 a P»,By. Podivejme se
na tthel P,A3A,, pomoci jeho sousedniho vrcholu A;A3A; muzeme napsat:

|<):P2A3A4| = 1800 — |<):A4A3A2| (58)

Diky tomu, Ze body As, A3, Ay a As lezi na jedné kruznici, vime, Ze tvori tétivovy
¢tyfuhelnik. A podle véty [ plati:

|<tA A5 Ag| = 180° — [ A4 A3 As| (5.9)
Ze vztahti (.8 a 5.9 dostéavame:
’<P2A3A4‘ - ’<IA4A5A2‘

Miuzeme si povsimnout, ze bod B, lezi na poloptimce AsA,, tudiz predchozi vztah
muzeme doplnit:

‘<IP2A3A4| = ‘<IA4A5A2| = |<XBQA5A2’ (510)
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Diky vlastnostem obvodovych thla ke spolecné tétivé As By kruznice k, mizeme
fict, ze thly As A5 By a Ay P, Bs se rovnaji a tedy vztah muzeme prepsat:

|<IP2A3A4| = |<IA2PQBQ|

Muzeme si vsSimnout, ze tyto dva thly jsou stridavé a proto primky AsA4 a P,By
jsou rovnobézné (Obrazek |5.4]).

Obréazek 5.4: Rovnobézné primky AsAs a Py Bs

Analogicky pro primky A;Ag a P,By, A1A, a BoB;.

Diky témto tfem parim rovnobéznych primek, mtizeme fict, ze trojuhelniky
A1A4P3 a B1 By P, jsou si podobné. Navic protoze vime, Ze spojnice vzajemneé si
odpovidajicich bodu A; B, a A4B5 se protinaji v bodé Pj, jedna se o stejnolehlost
se stfedem v bodé Py (Obrézek [5.5).

Obrézek 5.5: Troyihelniky A1A4P3 a B1B2P2
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Tedy timto bodem musi prochazet i spojnice bodu Ps a P, a tim jsme dokézali,
ze body Py, P, a Pj5 lezi v jedné primce.

Samoziejmé body A; A; A3 A4A5Ag mohou byt na kruznici ,zprehazeny“. Po-
dobnou tivahou bychom pak opét dokazali, ze body P;,P, i P3 lezi na jedné pfimce

(Obréazky [5.6) a [5.7)). O

Obrézek 5.7: Druhy priklad ,zptehazeni“ bodi A;As A3 A4 A5 Ag na kruznici

73



Pokud by nam danych Sest bodi na kruznici tvotilo tétivovy konvexni Sestit-
helnik, mohli bychom predchozi vétu zformulovat takto:

Véta 12. Méjme tétivovy Sestitihelnik A1 Ay AsA4A5Ag, kde Zadné z dvojic stran
A1As a A4As, AsAs a AsAg, AsAy a AgAy nejsou rovnobezné. Pak priseciky
d’UOjiC pfimek P1 == AlAg N A4A5, P2 == A2A3 N A5A6, P3 == A3A4 N AGAI lezi

na jedné primce p. Tato primka se nazyvd Pascalova primka. (Obrdzek @)

Obrazek 5.8: Pascalova véta

Dikaz by byl identicky s dikazem predchozi véty.
Nadchéazejici tloha je ze 48. ro¢niku mezindrodni matematické olympiady
ve Vietnamu v roce 2007.

Uloha 18 ((29), str. 43). Necht ABC je pevné dany trojihelnik a body Ay, By,C,
jsou stredy stran BC,C'A,CB. Necht bod P je libovolny bod na kruznici opsané
trojuhelniku ABC'. Primky PAy, PBy, PC\ protinaji kruznici postupné v bodech
A, B',C". Predpokladejme, Ze body A, B,C, A’, B',C" jsou rizné a priuseciky pri-
mek AA" o« BB', BB a CC', AA" a CC’ jsou wvrcholy trojihelniku. Dokazte,
Ze obsah tohoto trojuhelniku nezdvisi na poloze bodu P (Obrdzek .

Resend. Oznacime priseciky piimek AA’, BB, CC’ postupné jako D,E,F. Vime,

ze body A,B,C, A’, B',C", P lezi na jedné kruznici, mizeme vyuzit vySe zminénou
vétu [11] a tedy body ze zadani:

Cl == AB N C/P
Ay = BCnNnPA
E=CC'NnAA

lezi na jedné primce piimece.
Pokud znovu vyuZijeme vétu zjistime, Ze i body B;,C}, D leZi na jedné
piimce. Totéz plati i pro body By, A, F.
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Obrazek 5.9: Uloha 18 - zadani

Protoze tsecky A;Bi, A1Cy, B1C} jsou stfedni pricky zadaného trojuhelniku
ABC, muzeme o nich Tict, ze kazda z nich je rovnobézna se stranami AB, AC, BC
a ma polovi¢ni délku (Obrazek [5.10)).

Obréazek 5.10: Podobné trojuhelniky FA1E a FB1A
Kdyz se zaméfime na trojuhelniky AF' By a EF A; zjistime, Ze jsou si podobné
podle véty sus, nebot AB; je rovnobézna s EA;.

EF| _ |AF
[AF| ~ B F|

(5.11)
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Podobné trojuhelnika B1F'D a A F B vidime:
|A1F|  |BF)|

= 5.12
B.F| DR 12
7 predchozich dvou rovnosti a[0.12] miZeme napsat:
BF| _|AF| |BE
|AF|  |B.F| |DF]
|EF|  |BF|
|AF| — |DF|
|EF| - |DF| = |BF|-|AF| (5.13)

Pokud se zamétrime na trojihelnik DEF, podle znamého vzorce pro obsah troj-
thelniku pomoci funkce sinus pak dostavame:

1
Sper = §’EF| . ’DF’ -sin<<BFFD

A dosadime-li vztah a uvédomime-li si, ze thel EFD je shodny s thlem
AF B, dostaneme:

1
Protoze bod F' lezi na stredni pricce, vzdalenost tohoto bodu od primky AB

(velikost vySky na stranu AB) je polovina vzdalenosti bodu C od tsecky AB.
Tedy podle dalsiho znamého vzorce pro obsah trojihelniku plati:

|AB| - d(F, AB)
Sapr = 5
|AB| - d(C,AB)
SaBr =
4
Z predchézejici vztahu a ze vztahu vidime, Ze:
1

Sper = Sapr = §SABC

Tedy nezalezi na poloze bodu P.

5.2 Tecnové Sestiihelniky

Nejprve si uvedme dulezitou vlastnost tecnovych Sestitthelniku.
Véta 13 ((7), str. 13, pozménéné znéni). V kaZdém tecnovém Sestiihelniku pro-
chdzi uhlopricky spojujici opacné vrcholy jednim bodem (Obrdzek :

Diikaz. Abychom to dokazali, musime si zvolit iisecku XY o délce z. Tu naneseme
podle Obrazku na teény k nasi kruznici v bodech dotyku G, H,I,J, K, L
se Sestithelnikem ABCDFEF. Vzniknou nam pak tsecky:

GG'| = |HH'| = |II'| = |JJ'| = |KK'| = |LL'| = «
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Obrézek 5.11: Brianchonova véta

Obrazek 5.12: Kruznice I,m,n

Daéle narysujeme kruznice [,m,n takové, ze pifimky GG' a JJ', HH' a KK,
II' a LL jsou jejich teény s body dotyku G’ a J', H a K', I' a I/, presné tak,
jak je vidét na obrazku (Obrazek .

Zamérme svou pozornost nyni na uhlopricku AD. Diky osové soumérnosti
tecen z bodu D ke kruznici vepsané vime, ze usecky DI a DJ jsou shodné (body
I a J jsou body dotyku kruznice vepsané a stran DC' a D E naseho Sestitithelniku).
A protoze tsecky JJ' a Il' maji stejnou délku x a bod D je jejich prusecikem,
muzeme Tict:

|DI'| =n—|DI| =n— |DJ| = |DJ|

Pripomenme si, ze body J' a I’ jsou body dotyku kruznic [ a n teten DC' a DE.
Tedy bod D ma stejnou mocnost k témto kruznicim a lezi tedy na jejich chordéle.
Déle opét diky osové soumérnosti tecen z bodu A ke kruznici vepsané, miizeme
prohlésit, ze tsecky AG a AL jsou shodné. Usecky GG’ a LL' maji stejnou velikost
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a to x. Z konstrukce vime, ze tyto dvé tsecky nemaji spolecny prusecik. A proto:
|AG'| = |AG| + |GG'| = |AL| + |LL'| = |AL'|,

kde body G’ a L’ jsou opét body dotyku kruznic [ a n te¢en AB a AF. Tedy bod
A lezi na chordéle kruznic [ a n. Protoze na této chordale lezi i bod D, zjistujeme,
ze thlopricka A splyva s touto chordélou.

Analogicky pro thlopticku C'F' a kruznice m,n a pro uhlopricku BE a kruz-
nice m,l, které obé splyvaji s chordalami téchto kruznic. Vime, zZe se tyto chordély
protinaji v potenénim bodé (viz. Definice @ Tedy i thlopricky zadaného Sestiu-
helniku se protnou v jednom bodé (Obrazek [5.13). [

Obrazek 5.13: Chordaly kruznic [,m,n

Dalsi loha je prevzata z druhého kola britské matematické olympiady v roce
1999.

Uloha 19 ((27), str. 14). Necht ABCDEF je Sestiihelnik s vepsanou kruinici,
Kruznice S se dotykd stran AB, C'D a EF postupné v jejich stredu P, @ a R.
Necht XY ,Z jsou body dotyku kruznice a se stranami BC, DE a FA. Dokazte,
ze primky PY, QZ a RX prochdzi jednim bodem (Obrdzek .

Resend. Necht kruznice vepsand mé stied v bodé O. Nejprve si oznac¢ime velikost
usecky AP jako a. Vyuzijeme toho, ze P je stied tsecky AB. Proto:

|AP| = |PB| =a
Déle vyuzijeme soumeérnosti tecen podle osy thlu, jez sviraji, a dozvidame se:

|ZA| = |AP| a |PB|=|PX|
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Obrazek 5.14: Uloha 19 - zadani

A také proto tedy muzeme napsat:
|ZA| =|AP| = |PB|=|PX|=a (5.15)

Pokud bychom protéahli primky FA a BC, protnou se v jednom bodé S.
Vyuzijeme-li soumérnost tecéen ke kruznici, dostavame, ze |SX|=|SZ|. Protoze
ale vime, ze |ZA|=|BX| = a, muzeme Tict:

ISB| = |SX| —a=|SZ| —a = |54

Trojuhelnik SAB je tedy rovnoramenny, a |[<SAP| = |<SBP]| tedy i jejich
vedlejsi thly jsou si rovny |<X BP| = |<Z AP|. Zamérme se tedy na trojtihelniky
ZAP a XBP. Jejich vnitini thly ZAP a XBP jsou si rovny. Vidime, ze jsou
oba dva rovnoramenné a diky vySe zminéné rovnosti[5.15] vime, Ze jejich ramena

jsou shodna. Tedy AZAP ~ AXBP (véta sus) (Obrazek [5.15]).
7 tohoto vztahu dale budeme vyuzivat:

|ZP| = |PX]
Oznacme déale |C'Q| = ¢, pak analogicky:

| XC|=|CQ|=1QD| = |DY|=c
AXCQ ~ AYDQ
YQ| = 1QX]

Nakonec necht |FR|= d, pak opét analogicky ziskdvame:

YE|=|ER| = |RF| = |FZ| = d
AYER~ ARFZ
YR| = |RZ|
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Obrazek 5.15: Podobné trojtihelniky ZAP a X BP

Obvod tétivového Sestitthelniku PXQY RZ (Obrazek [5.16) je:

o=|PX|+|XQ|+|QY|+|YR|+|RZ| + |ZP)|
0=2-(|PX|+|QY|+|YR]|)

Obrazek 5.16: Tétivovy Sestithelntk PXQY RZ
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Oznac¢me stied kruznice vepsané jako O. Stredovy thel prislusny k tétive RQ)
je souctem stredovych thla prislusnych k tétivam RY a Y Q. Pokud stredovy
uhel k tétivée R(@) seCteme se stiedovym thlem k tétivé PX, dostavame soucet
stfedovych uhla k tétivim PX, QY a YR (tedy k poloviné obvodu). Muzeme
tedy Tict, Ze tento soucet je roven 180°.

|[<ROQ)| + |[<XOP| = |<ROY| + |<YOQ| + |<XOP| = 180°

Zamérme se na soucCet thli RPQ a XRP (musime si uvédomit, ze to jsou
obvodové uhly k tétivim RQ a PX).:

<ROQ| + |[<XOP
«RPQ| + |«X RP| = I2ROC ;' | _

_|[<ROY| + |[<YOQ| + |[<XOP|  180°
N 2 2

= 90°

Prisecik tétiv PQ) a RX oznac¢ime jako M. Déle se podivame na trojtihelnik
RPM. O thlu u vrcholu M, mizeme napsat:

|[<RMP| = 180° — (|[<RPM]| + |<MRP|) = 180° — (|[<RPQ| + |<XRP|) =
= 180° — 90° = 90°

Tedy primky PQ a RX (RQ a ZP) jsou na sebe kolmé (Obréazek |5.17)).

Obrézek 5.17: Pravouhly trojuhelnik RPM
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Podobné pro tétivy RP a QY dostavame, ze primky RQ) a PY (PR a QZ)
jsou na sebe kolmé.

Kdyz se nyni podivame na tétivovy trojuhelnik PQR, zjistime, Ze na piim-
kach PY, RX a QZ lezi vysky tohoto trojuhelniku. O vyskach v trojuhelniku
vime, ze prochazi jednim bodem a to ortocentrem trojihelniku PQR. Tedy i nase
primky PY, RX a QZ prochézi timto bodem (Obrazek .

Obrézek 5.18: Vysky v trojihelniku PQR

Poznamka. Kdybychom na tuto tilohu aplikovali Brianchonovu vétu, zjistili bychom,
ze prusecikem primek PY, RX a (QZ prochézi i thlopricky zadaného Sestitihel-
niku ABCDFEF. Avsak toto plati pouze v tomto pripadé a neda se tato vlastnost
zobecnit tak jako v tloze [§| v predchézejici sekci.
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Kapitola 6

Mnohotuhelniky

6.1 Tétivové mnohotihelniky

Podobné jako u tétivovych c¢tyrtuhelniki nejprve zac¢neme obecnou definici té-
tivového mnohothelniku.
Vyuzijeme pro to znamou definici:

Definice 11 ((12), str.39). Tétivovy n-uhelnik je konvexni mnohoihelnik, kte-
rému lze sestrojit opsanou kruznici, tj. kruznici prochazejici vsemi jeho vrcholy.

Podobné jako u tétivovych ctyrihelnik, kruznice opsana tomuto mnohothel-
niku ma stfed na pruseciku os stran naseho mnohothelniku. Polomér této kruznice
je vzdalenost od jejiho stfedu k jakémukoli vrcholu.

Nejprve se zaméime na tuto tlohu:

Uloha 20 ((24)). Necht A1As ... A, je tétivovy mnohothelnik vepsany kruznici
w = w(O,r), se stredem O a polomérem r. (Obrdzek [6.1]). JestliZe se téZisté
mmnohothelniku shoduje se stredem O, pak pro kaZdy bod P € w, plati:

n

> |PA,P = 2nr?
k=1

Obrazek 6.1: Uloha 20 - zadani
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vV

tomuto mnohothelniku, pak pro jakykoli bod P na kruznici opsané mmnoho-
thelniku A;As ... A, plati, Ze soucet druhych mocnin velikosti vSech spojnic
PA,...PA, je roven 2nr?

Resend. V tomto ditkazu budeme pracovat v Gaussové roviné. Cely mnohotihelnik
vlozime do Gaussovy roviny tak, ze stted O bude nélezet ¢islu 0. Polomér r bude
mit velikost 1 a kazdému vrcholu mnohothelniku A, pro £ = 1,2, ... ,n pritadime
jedno komplexni ¢islo ay, takové, ze pro k = 1,2, ... n plati |ag|=1 a navic, protoze
se jedna o tétivovy mnohotuhelnik, jehoz tézisté splyva se stredem kruznice opsané
se stfedem v pocatku Gaussovy roviny, musi platit i i ar =0

k=1
Déle volime pro bod P takové komplexni ¢slo a, ze také |a| = 1 (Obrézek [6.2).
Nejprve provedeme dikaz pro k = 1, poté ho zobecnime pro k£ = n. Abychom

12
A, =ay

A3:a:3

A,=a
f6) 4 4

02 04 LH06 08 12 14 16 18
<]

Obrézek 6.2: Mnohothelnik zasazeny do Gaussovy roviny

nasli velikost usecky A; P, musime vypocitat vzdalenost mezi témito body. Pokud
hleddme analyticky vzdalenost mezi body A;P, musime zjistit velikost vektoru
AP

Alf :P—Alza—al
Podle znamého vztahu komplexnich ¢isel vime, ze:

14:P| = \/(a—a) - (a—ar)

Vyjadrili jsme tedy vzdélenost bodi A; P. V pozadovaném vztahu méame ale tuto
vzdalenost na druhou:

1AL P|* = (a—a1) - (a — a1)

A tuto rovnost miizeme beztrestné upravit diky vlastnostem komplexné sdruze-
nych cisel:
|AP|* = (a—ar) - (@a—ar)
APl =a-@—a-@ —ay-G+a, a1

AP =lal* —a a1 — a1 - @+ |ay|*
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n
V zacatku dukazu jsme si stanovili, ze |a| = 1, |ag|=1 a > ay = 0. Z predchaze-
k=1

jictho vztahu tedy dostavame:
|AiP|P=1-a-0—a;-0+1=2

Tim jsme dokazali vztah pro k = 1.
Budeme analogicky pokracovat zobecnénim pro k£ = n, stale ale budeme pouzivat
jiz zminéné znamé vztahy pro komplexni c¢isla:
Z\PAnP:Z(a—ak a— ag) Za—ak (@a—ag) = (6.1)
k=1 =

k=1

=Y (a-a—a-ay—ap-a+ap-ag) =Y (laf* —a-a —ay-a+ |ax’) (6.2)
k=1 k=1
Vyuzijeme toho, Zze sumy mohu rozdélit na jednotlivé sc¢itance:
Z]PA > = Z]a|2 arap =Y ap-a+ ) |al? (6.3)
k=1 k=1 k=1
Déle vyuzijeme znalosti, ze koeficient mtizeme vytknout ze sumy.
SNINPAL =D af —ad ar—ad_ ap+ Y |ag]? (6.4)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
A opét vyuzijeme |a| = 1, |ag|=1 a zn: ap = 0:
k=1

Y IPA ) =n—a-0—a-0+n=2n
k=1

Pojdme si ted celou tlohu zobecnit jesté jednou a to tak, ze polomér kruznice
opsané nasemu mnohothelniku zménime na r. Nejprve si uvédomime, jak se nam
zméni nase predpoklady z tvodu dikazu.

Protoze vsechny vrcholy naseho mnohotihelniku lezi na kruznici s polomérem r
a se s stfedem v poéétku musi platit \ak\ =r pro vSechna k = 1,2, ...n.A diky

Vv

K dokézani této ¢asti postupujeme podle pI‘edChaZGJICI myslenek z [6.2] - 6.4
a dostavame:

SINPAL =D af —ad ar—ad_ ap+ Y |ax]?
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

A do této rovnosti dosadime podle naseho nového predpokladu (Predpoklad 3).
Y |IPA=n-1"—a-0—-a-0+n-r*=2n-r?

k=1

Tim jsme tedy dokazali vztah ze zadani ulohy. (Srov. [(24)])
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Samoziejmé abychom mohli mluvit o mnohothelnicich musime zdola omezit
n na n > 3. Protoze kdyz n = 1 jedna se o bod, kdyz n = 2 jedna se o tsecku.
Pokud n = 3 jedna se o trojuhelnik, ktery muzeme déle specifikovat. Ze za-

Vvev

podminky spliiuje pouze rovnostranny trojihelnik.

Kdyz n > 4 mnohothelnik nemusi byt nutné rovnostranny. Staci jen aby

Vv

Dalsi tloha se zabyva nezavislosti bodu, ktery lezi na kruznici opsané mno-
hothelniku a mnohothelniku, ktery mé za vrcholy paty primek z daného bodu
na spojnice AS. Zadani i dukaz je preloZeny a inspirovany [(25)].

Uloha 21. Predpoklddejme, Ze body A;,i = 1,2,...,n(n > 1) lezi na kruznici k
se stredem v bode O a poloméru r. Necht P je dalsi bod na této kruznici. Bodem
P vedme primky, které sviraji s primkami OA;,i = 1,2,...,n shodné uhly, které
jsou stejne orientovdny. Pojmenujme paty techto primek M;, i = 1,2...,n. Potom
mnohothelnik MiMs ... M, nezdvisi na poloze bodu P na kruznici k (Obrdzek
6.3).

Jinymi slovy: Piimky vedené z bodu P sviraji stejné orientovany thel s ptim-
kami OA;,i = 1,2,...,n v bodech M;y,M,,...M,. Mnohouhelnik M;Ms ... M,
bude vzdy shodny, at bod P je kdekoli na kruznici k se stfedem v bodé O, kterd
je opsana mnohouhelniku A;, i =1,2,...,n(n > 1).

Obrazek 6.3: Uloha 21 - zadani

Reseni. Opét si tlohu zpocatku zjednodusime pro piipad n = 2 a nésledné bu-
deme dokazovat ulohu pro pripad n.

Kdyz se n = 2, budeme se zajimat o dva pripady a to, kdyz se usecky MM,
a OP budou protinat a kdyz naopak nebudou.

Jestlize se usecky M;Ms; a OP protinaji, vidime, ze pokud |<PM;0| = a,
pak |<PM,0| = 180° — « a obracené. Tedy |<PM;0| + |<PM>0| = 180° a nas
c¢tytuhelnik PM>OM, je tétivovy. Mzeme mu tedy opsat kruznici ki. Kdyz se
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na tuto kruznici podivame, zjistime, ze thlopricka M; My naseho ¢tyiihelniku je
jejl tétivou. Této tetive prislusi obvodovy thel A;OA,, ktery je nezavisly na po-
loze bodu P, tedy velikost tétivy M; M, je neménné (Obrazek .

Obrazek 6.4: Tétivovy ¢tyruhelnik PM;0 M,

Pokud se tsecky M; M, a OP neprotinaji, znamend to, ze body M; a M, jsou
ve stejné poloroviné ohranicené primkou O P. A protoze ze zadéni vime, ze primky
PM; a OM; sviraji shodny stejné orientovany thel jako ptimky PMs a OMs,
tak ihly OM; P i OM;P jsou shodné. Tedy body PO MM lezi opét na spolecné
kruznici. Tedy usecka M;Ms je jeji tétivou a velikost obvodového tthlu A;O A, je
opét neménna, tedy i velikost usecky M; M, zustava stejna at uz je bod P kdekoli
(Obrézek [6.5).

Pokro¢ime k dalsimu pripadu, kdy n = 3. V tuto chvili body M;M;M3 tvori

Obrézek 6.5: Tétivovy ¢tyiiuhelnik O PM; My

trojuhelnik. Diky ptipadu n = 2 vime, ze délky stran M; My, My Ms a MsMs;

87



zustavaji neménné, at je bod P kdekoli na kruznici k. Tedy podle véty sss je
trojuhelnik My MyM; vzdy stejny.

V tuto chvili mizeme prejit k zobecnéni mnohothelnik A; A, ... A, . Protoze troj-
uhelniky My MyMs, My MsMs, ... MM, M, které vzniknou rozrezdnim na-
seho mnohothelniku M, Ms ... M, jsou nezavislé na poloze bodu P, sjednocenim
téchto trojuhelniki dostavame zpét mnohothelnik MM, ... M, o kterém mi-
zeme prohlasit, ze je vzdy shodny, at je bod P kdekoli na kruznici k.

Tim mame tvrzeni dokazano.

6.2 Tecnové mnohouhelniky

Opét si nejprve uvedeme definici tecnovych mnohothelnik.

Definice 12 ((12), str.39). Tecnovy n-ihelnik je konvexni mnohotihelnik, v nemz lze
sestrojit vepsanou kruznici, tj. kruznici dotykajici se vsech jeho stran.

Je potfeba ale zminit, ze stfed kruznice vepsané lezi na prusec¢iku vsSech os

vnitinich thld mnohothelniku. Polomér této kruznice je vzdélenost jejiho stredu
ke kterékoli strané mnohothelniku.
Déle se budeme zabyvat diilezitou vlastnosti mnohothelniki se sudym poctem
stran. Pokud mnohothelnik oznac¢ime jako A1 A, ... A, a jeho strany obvyklym
zna¢enim, pak liché strany nazyvame ty s lichym ¢islem v indexu (ai,as3 ...)
a sudé strany budou ty zbylé.

Véta 14. ((26)) U mnohothelniki se sudym poctem stran ai,as,...a, se soucet
délek lichych stran rovnd souctu délek sudgjch stran.

a1+a3+-~-:a2—|—a4+...

Diikaz. Abychom mohli dokazat tuto vétu, potiebujeme nejprve rozdélit strany
naseho mnohotihelniku na dvé ¢asti vzdy pomoci boda M, Ms, ... M, dotyku
kruznice a mnohothelniku. Déle vyuzijeme soumérnosti tecen ke kruznici ze spo-
letného bodu a oznaéime jednotlivé shodné tsecky nasledovné (Obrazek :

|A1M1| = ’Aan‘ = |A2M2| = |A2M1| = X2 c. ’AnMn‘ = ’AnAn,ﬂ = Ty
(6.5)

O velikostech tsecek aq, as, ... a, muzeme pomoci vztahi napsat:
a1 =T1+To G =To+T3 ... a,=2T,+ T, (6.6)

Nyni se mizeme vratit k pivodnimu tvrzeni a dosadit do néj vztahy [6.6}

a1 +az3+---=ao+ag+...
($1+l’2>+($3+x4)+"' = ($2+£U3)—|—($4+5L'5)+---
Odtud plyne, Ze leva strana se rovna pravé a tvrzeni je tedy spravné. O

Poznamka. Podminka kruznice vepsané v tomto pripadé neni nutna. Tzn. existuji
mnohothelniky, pro které rovnost plati, avsak nejsou to te¢nové mnohothelniky.
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Obrézek 6.6: Tecnovy mnohotihelnik

Abychom pochopili dikaz néasledujici ulohy, ktera se zabyva polovi¢nim obvo-
dem mnohothelniku, musime se nejprve dozvédét, co je to Jensenova nerovnost.

Véta 15 ((15), str.10). Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro li-
bovolnd x1,...,x, € I a libovolnd Ay, ..., A\, € (0,1) takovd, Ze \y + -+ X\, =1
plati:

Tuto vétu si nebudeme dokazovat, protoze je to mimo rozsah této prace,
ale dychtivy ¢tenaf tuto vétu i jeji dikaz najde v diplomové praci Pavla Sa-
loma [(I5)), str.10]. Pro nase tcely ndm postaci, ze ji muzeme vyuzit i pro funkei
kotangens na intervalu (0, 7) nebof na tomto intervalu je funkce konvexni. Proto
také plati:

cota1+cotoz2+---+cotanZcotoz1+a2+---+an (6.7)

n n

Postoupime tedy k tloze:

Uloha 22 ((19)). Necht A1 A, ... A, je tecnovy mnohothelnik s polomérem R
a polovicnim obvodem s. Ukazte, Ze plati:

(n— 2)7r.

s > Rncot
2n

Kdy nastdvd rovnost?

Reseni. V tomto ditkazu budeme pracovat s mnohotihelnikem, ktery je zobrazen
na obrazku.

Body dotyku kruznice vepsané a stran Ay Ay, AxAs, ... A, A1 naseho mnohotihel-
niku pojmenujme jako My, Ms, ... M,. Ozna¢me thly OA; My, OAsMs, ... OA, M,
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Obrazek 6.7: Pravouhlé trojuhelniky A; M0, A5 M50, ... A, M,O

jako 1,09, ...0y. A {lhly AlOMl, AQOMQ, e AnOMn jako 51, 527 Ce 571 (Obré—
zek [6.7)).

Poté diky pravouhlym trojuhelnikim A;OM;, AsOM; ... A,OM, a funkci
kotangens, mtzeme napsat:

|A1M1| = R - cot a
|A2M2‘ =R - cot (05)

N i
=)
~— ~— ~— —

|A,M,| = R - cot o, (6.

Vyjadrime-li poloviéni obvod s pomoci vztaht bude se pak rovnat:

=R-cota; + R-cotag + -+ R-cotay,, = (6.13)
= R (cot a; + cot ag + - - - + cotay,) (6.14)

Protoze kazdy trojihelnik A OM;, AsOM,, ... A,OM, je pravouhly, thly aq, as, . ..

urcité nebudou vétsi nezli 7/2 (jinak by byl soucet uhla v trojihelniku vétsi
nez 7). Tudiz tedy funkci kotangens muzeme bez nésledki omezit na interval
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(0,7/2). Muzeme tedy pouzit Jensenovu nerovnost pro funkci kotangens :

cot a; + cot ag + - - - + cotay, o+ + -+ ay,
> cot .
n n

Kterou ale pro nésledné jednodussi pocitani vynasobime ¢islem n.

ap +Qy+ -+ ap
n

cotay +cotag + -+ +cotay, > n - cot

Kdyz tento vztah znovu vynasobime tentokrat c¢islem R:

o o et ay,
R-(cotay 4+ cotas+ -+ +cotay,) > R-n - cot 1+ag+ -+ 7
n

dostéavame na levé strané vyraz pro s (viz. [6.14). A proto:

a1+ o+ -+ Qy
n .

Vime, ze v kazdém trojihelniku A;OM;, AsOM; ... A,OM, plati:

s> R-n-cot (6.15)

ap=m/2—0x pro k=1,...n.
Mize potom fict, ze:

()11+Oég+"‘+0én:
=(m/2=P)+ (7/2 = Bo) + -+ (7/2 = Bn) =
=n-m/2— b1+ P2+ + Fn)

A protoze soucet 51+ B2+ - -+ 3, dava dohromady polovinu plného hlu, miuzeme
zapsat nasledujici:

oy toag+ -+ o, =
= (r/2= B) + (1/2 = Bo) 4+ (7/2 = ) =

:n'ﬂ/2_<ﬁl+ﬁz+”'+ﬁn):n-7r/2—7r:7T'<T;_2)

A to miizeme dosadit do nasi nerovnosti [6.151

- (n—2)

s> R-n-cot
2n

Tato nerovnice se bude rovnat pouze v jediném pripadé a to kdyz aq, as,...a,
si budou rovny a za vztaht [6.11] vidime, Ze strany A, My, AsMs, ... A, M, jsou si
rovny. Tedy jednd se o pravidelny mnohotihelnik. (Srov. (23))

Poznamka. Pokud nasim zajmem bude ¢tyrtihelnik, (n = 4), bude pro néj platit:

061+062+C¥3+Ck4:R.4.C0tﬂ"(4—2)

> R-4-cot A )
5= 0 A 2.4

:R-4-COtZ:R-4.
4
Tedy:
s>R-4

coz vyuzivame v predchozich tlohach, hlavné v tloze [12]
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Kapitola 7
Zaver

Cilem této prace bylo priblizit problematiku tétivovych a tecnovych mnoho-
thelnikt v riznych matematickych soutézich i v tézsich matematickych tlohéch
zakum strednich skol. Tato prace je rozdélena na nékolik kapitol. V prvni kapitole
shrnuji poznatky ze stredni skoly, které dale uvadim v feseni tloh a v dikazech.

Ve druhé kapitole se zabyvam tétivovymi a tecnovymi ¢tyrtuhelniky. Uvadim
zde celkem 13 1loh a jejich Teseni z matematickych olympiad, dalsich soutézi i ob-
tiznych tloh ze sbirek prikladi matematiky. Mimo jiné tu predstavuji i zndmé
vlastnosti téchto ¢tyruhelniki jako jsou napriklad soucet vnitinich uhla tétivo-
vého c¢tyruhelniku, Ptolemaiovu véta, nebo soucet protéjSich stran tétivového
¢tyrihelniku.

Tématem dalsi kapitoly jsou tecnové a tétivové pétithelniky. Zde jsou uvedeny
celkem tii ulohy ze zahrani¢nich olympiad a sbirek. Na zavér ukazuji vlastnost
dvou thlopricek a spojnici vrcholu s bodem dotyku kruznice a tétivového pétiu-
helniku.

V predposledni kapitole se zaméruji na tétivové a tecnové Sestithelniky, kde také
predstavuji znamé véty jako Fuhrmannova, Pascalova nebo Brianchonova. Je di-
lezité tu zminit, ze pravé Brianchonova véta je zobecnénim nékterych vlastnosti
tecnovych ¢tyruhelniki a pétithelnik. Dale Fuhrmannova véta je zobecnénim
Ptolemaiovy véty. Nakonec je v této kapitole mozné nalézt opét tii vyresené
ulohy.

Tecnové a tétivové mnohothelniky 1ze najit v zavérecné kapitole. Nachazeji se
tu tii dlohy tykajici se tohoto tématu a dalsi vlastnosti téchto objektt.

Myslim si, Ze jsem cile prace splnila. Uvedla tlohy z matematickych olym-
piad a podala vlastni feseni. Také jsem zobecnila nékteré vlastnosti tecnovych
a tétivovych mnohothelnikl. Navic diky mnoha vlastnim obrazktm je prace vice
pochopitelna jak pro zaky stfednich skol tak i pro jejich ucitele.
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