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¢tverci, ktera spadd mezi ortogonalné invariantni tlohy. Pro uvazovany problém
bude popsana tak zvana core redukce. Jejim cilem je zredukovat problém na
tlohu mensich rozmért pri zachovani stejného teseni, pokud existuje. Uvedeme
dva zptusoby konstrukce core problému, jeden primy pomoci singularniho rozkladu
a druhy vyuzivajici zobecnénou Golub-Kahanovu iteracni bidiagonalizaci. Déle
prozkoumame vlastnosti core problému a metod pro jeho numericky vypocet. Na
zaveér provedeme numerické experimenty v prostiedi Matlab za ticelem otestovani
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L d
Uvod
V této praci se budeme zabyvat tlohami

AX ~ B, (1)

kde A € R™*" predstavuje model a B € R™*? obsahuje ve sloupcich vicena-
sobna pozorovani. Obé matice A i B obsahuji chyby, které mohou byt napriklad
zaokrouhlovaci, diskretizacni nebo chyby modelu. Z tohoto diivodu nemaji casto
aproximac¢ni tlohy (|1)) pTesné feseni. Na tlohy tohoto typu mtzeme narazit mimo
jiné pii zpracovani obrazu, ve statistickych aplikacich nebo v mediciné (tomogra-
fie, renografie).

Konkrétné se zamérime na teSeni tloh ve smyslu uplnych nejmensich
¢tverci. Problém tplnych nejmensich ¢tverca je detailné rozebran v [5] a [17].
Tento pristup je pro ndmi uvazovany typ aproximacnich problémi vhodny, nebot
predpokladame, ze chyby jsou pritomny jak v matici A tak v pravé strané B. Me-
toda tplnych nejmensich ¢tvercii hledd minimalni opravu matic A a B takovou,
aby opravend tuloha jiz méla presné reseni. Metodu popiSeme a charakterizujeme
resitelnost problému uvedenym postupem. Uplna klasifikace Feitelnosti tloh
ve smyslu uplnych nejmensich ¢tvercu byla predstavena v [9]. Zminime také kla-
sicky TLS algoritmus slouzici k vypoc¢tu feseni ve smyslu uplnych nejmensich
¢tverct, ktery je popsan v [18] a [19].

Déle se budeme zabyvat hledanim core problému v tloze . Core problémem
pro tlohy s jednou pravou stranou se zabyva [15]. Piipad s vicendsobnou pravou
stranou je rozebran v [I1]. Myslenkou tohoto pristupu je, za pomoci ortogonal-
nich transformaci, zredukovat ptivodni tlohu na ulohu mensi dimenze, kterou
nazyvame core problém. Redukce probihd odstranénim prebytecné informace z
puvodnich dat. Konkrétné se jedna o odstranéni nulovych singuldrnich ¢isel, né-
kterych nasobnosti vicenasobnych singularnich ¢isel, linearné zavislych sloupct
pravé strany B nebo sloupcti B nekorelovanych s modelem A a podobné. Nej-
prve vzdy uvedeme metody vypoctu core problému na zjednoduseném pripadu,
kdy d = 1. Poté vysvétlime zobecnéni na pripad vice pravych stran. V prvni
radé se zaméfime na primou core redukci, kterd je popsana v [LI]. Dale shrneme
iteracni pristup zalozeny na zobecnéné Golub-Kahanové itera¢ni bidiagonalizaci,
jenz lze nalézt v [10]. Jak TLS algoritmus pro vypocet feseni ve smyslu tplnych
nejmensich ¢tverci, tak itera¢ni metodu pro vypocet core problému implemen-
tujeme v prostiedi Matlab. Core redukci lze vyuzit také k reseni tlohy ve
smyslu tplnych nejmensich ¢tverci. Nejprve spocitame prislusny core problém,
potom aplikujeme na mensi tlohu klasicky TLS algoritmus. Na zavér ziskané fe-
seni zpétné transformujeme. Problém tplnych nejmensich ¢tverct a core problém
déava do souvislosti [12], kde se analyzuje FeSitelnost core problému ve smyslu
uplnych nejmensich c¢tvercti. Nakonec provedeme numerické experimenty s cilem
studovat chovani popsanych algoritmii.

Cela prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola je vénovana problému
uplnych nejmensich c¢tverci. Problém je definovan a je rozebrana existence a
jednoznacnost feseni. Také je zde popsan klasicky TLS algoritmus pro vypocet
reSeni ve smyslu iplnych nejmensich ¢tverci. V druhé kapitole je uvedena defi-



nice core problému a jeho prima konstrukce pomoci singularniho rozkladu, ktera
je nejprve predstavena pro pripad d = 1 a poté zobecnéna pro d > 1. Na za-
veér jsou vyslovena dvé tvrzeni charakterizujici vlastnosti core problému. Treti
kapitola obsahuje druhou metodu pro vypocet core problému. Jednda se o ite-
racni metodu zalozenou na krylovovské iteracni metodé zvané Golub-Kahanova
bidiagonalizace. Nejprve proto zavedeme pojem Krylovova prostoru a popiseme
zakladni a zobecnénou Golub-Kahanovu itera¢ni bidiagonalizaci. Poté s jeji po-
moci zkonstruujeme core problém. Stejné jako v predchozi kapitole je konstrukce
nejdiive provedena pro ptripad d = 1 a az potom zobecnéna na situaci, kdy d > 1.
Posledni ¢tvrta kapitola se zabyva numerickymi experimenty. Testujeme chovani
iteracniho algoritmu pro vypocet core problému, ktery je zalozen na konstrukci
uvedené v treti kapitole. Zkoumame spolehlivost vypoctu pro rizné velké ilohy.
Na zavér také srovnavame feseni ziskané klasickym TLS algoritmem aplikovanym
na tulohu s Tesenim ziskanym postupem, kdy nejprve spocteme core problém v
, poté aplikujeme klasicky TLS algoritmus na ziskany core problém a vysledné
feseni zpétné transformujeme.



1. Problém uplnych nejmensich
ctvercu

V této sekci strucné zavedeme problém tuplnych nejmensich ¢tvercu, coz je
jeden z pristuptl pro nalezeni priblizného Teseni systému linearnich rovnic. Defi-
nujeme feSeni ve smyslu iplnych nejmensich ¢tvercti a zavedeme klasifikaci jed-
notlivych pripadii podle feSitelnosti. Prevazné se budeme zabyvat problémy s
vicenasobnou pravou stranou a pro doplnéni uvedeme analogii s jednou pravou
stranou. Popis a analyzu problému tplnych nejmensich ¢tverct lze nalézt v [5]
a [I7]. Zavérem uvedeme také tzv. klasicky TLS algoritmus slouzici k vypoctu
feSeni ve smyslu tplnych nejmensich ¢tverct, ktery lze nalézt v [18] a [19].

1.1 Zakladni definice a znaceni

Méjme matice A € R™" B € R™? a X € R"™9 Nyni uvaZujme fesit
)
nasledujici linedrni aproximacni problém:

AX =~ B. (1.1)

Aproximacni tlohu (1.1)) budeme feSit ve smyslu dplnych nejmensich ¢tverct.
Tento piistup je zalozen na nalezeni matic £ € R™*" a F € R™*? spliiujicich:

[E,F]= argmin ||[C.D)|lr a R(B+F)CRA+E). (12

[C,D} cRmMmX (n+d)

Pokud takové matice E a F existuji, oznacme A’ = A+ F a B' = B+ F.
Formulace (1.2) ndm tedy fika, Ze existuje presné feseni soustavy A'X = B’
kterou lze ekvivalentné zapsat ve tvaru

(B A l_xj'd] = 0. (1.3)

Pozndmka. Rovnice (|1.3)) se pro pfipad jedné pravé strany, tj. pro d = 1, zjedno-
dusi do tvaru

v Al m _o,

kde O,z jsou vektory zastupujici matice B’ a X z obecné formulace (1.3]).

Nyni mazeme pristoupit k definici samotného feseni ulohy (1.1)) ve smyslu
uplnych nejmensich ¢tverct.

Definice 1. Uvazujme aproximacni tilohu . Necht E € R™" g F € Rm™*4
jsou libovolné matice splnujici . Potom kaZdou matici X € R™ 4, kterd je
resenim rovnice A’X = B’ nebo ekvivalentné nazveme resenim ulohy
ve smyslu uplnych nejmensich ctvercu.



V dalsich ¢astech budeme pottebovat vyuzit singularniho rozkladu [6], proto
zde zavedeme znaceni pro singuldrni rozklad rozsifené matice [B,A]. Necht

[B,A] =USVT. (1.4)

je singularni rozklad matice [B,A] a dale oznacme jeji singuldrni ¢isla sefazend se-
stupné jako (o1, . ..,0,44). Piislusné levé (resp. pravé) singularni vektory budeme
znacit (s, ... ,Uy) (resp. (vi, ..., Unta))-

Pozndmka. Z rovnice si muzeme v§imnout, Ze hodnost matice [B’,A’] musi
byt maximalné n, aby néjaké reseni mohlo existovat. Z Eckart-Young-Miskrovi
vety (viz [2]) vime, ze nejlepsi aproximace matice [B,A] matici hodnosti n je

[B" A'] = Zuiaiv?
i=1

a to ve smyslu minimalizovani néasledujici normy
I[B" AT = [B,Alllp.

Tedy pokud v jadru matice [B’, A’] existuje d vektori tvaru [—I, XT|T jako v ((1.3)
ziskdme tim opravu splnujici (1.2)). V jednorozmérném piipadé by to znamenalo,
ze v jadru matice [b', A’] existuje vektor s nenulovou prvni slozkou.

1.2 Existence a jednoznacnost reseni

Zde uvedeme rozbor pripadii, ve kterych feseni ve smyslu tiplnych nejmensich
¢tvercu existuje, popripadé je jednoznacné, a nebo naopak neexistuje. Pro tuto
klasifikaci zavedeme nésledujici notaci. Pro singularni ¢islo 0,1 matice [B,A]
oznacime r jeho pravou nasobnost a [ levou nasobnost, coz zachycuje nasledujici
schéma

Onp—1 > Op—j+1 = ... =0p =0p41 — ... = Op4r > On+4r+1-

Na zékladé tohoto rozdéleni singularnich ¢isel zavedeme déleni matice V' z
singularniho rozkladu (|1.4)) do bloku

Voo Vo Vi

Blok Vi; ma rozméry d x (n — 1) a Vo1 n X (n — [), dohromady tedy obsahuji
pravé singularni vektory prislusné nejvétsim n — [ singuldrnim ¢islim. Analyza
existence Teseni je zaloZena pouze na pravych singularnich vektorech prislusnych
k nejmensim [ + d singularnim cislim. Bloky, kterymi se budeme déle zabyvat
tedy jsou Vi, Voo, Viz a Vi, a maji po tadé rozméry d x (I +r), n x (I + ),
dx (d—r)anx(d—r).

Pozndmka. Pro jednorozmérny pripad, kdy d = 1, je v nasem znaceniir =1 a
tedy bloky Vi3 a Va3 neexistuji.



Pozndmka. Reseni (1.1 ve smyslu tplnych nejmensich ¢tvercii nemusi vzdy exis-
tovat. Tuto skutecnost ilustrujeme na nasledujicim jednoduchém prikladu. Po-

lozme
1 0 1 2
(1)) v s »

Zde vidime, ze soustava AX = B je nekompatibilni. Neexistenci dokazeme tim,
ze nelze najit matice E F spliujici ((1.2). Pro libovolné € > 0 uvazme matice

) )

Snadno nahlédneme, ze soustava (A + F)X = B + F je uz nyni kompatibiln{ a
navic Frobeniova norma matice [E,F| je rovna € a tedy mize byt libovolné mala,
coz dokazuje neexistenci minimalni opravy a tim i neexistenci feseni ve smyslu
uplnych nejmensich ¢tverct.

Nyni mtzeme pristoupit ke klasifikaci fesitelnosti tlohy ve smyslu upl-
nych nejmensich ¢tverci. Tato klasifikace byla zavedena a odvozena v [9] a roz-
pada se do dvou skupin, které znacime S a F. Skupina F se poté dale déli na
dalsi podskupiny Fi, Fy a F3.

e Skupina S: Do této skupiny patii aproximacni tilohy charakterizované na-
sledujici vlastnosti

rank([Vi2,Vi3]) < d.
Pro tyto problémy feseni ve smyslu tplnych nejmensich ¢tvercti neexistuje.

o Skupina F: Zde se nachazi ulohy splnujici podminku

rank([Viz,Vi3]) = d.

Jedna se tedy o vsechny tlohy nespadajici do skupiny S. Déle se pak déli
na dalsi t¥i podskupiny.

— Fy: Zde jsou problémy, kde jsou splnény navic dalsi dvé podminky

rank(Viz) =r a rank(Viz) =d—r.

Za téchto predpokladil existuje feSeni ve smyslu uplnych nejmensich
¢tvercli. Navic lze nalézt jednoznacné reseni minimalni ve Frobeniove
i dvojkové normeé. Toto Teseni lze spocitat klasickym TLS algoritmem
([I7], sekee 3.6). ReSeni lze vyjadiit explicitné pomoci Moore-Penrosovi
pseudoinverse.



Definice 2. Necht A € R™™ rank(A) =k a A = UXVT je singuldrni
rozklad matice A. Potom Moore-Penroseovou pseudoinverzi matice A
nazveme matici AT definovanou vztahem

o
t k T
A_V[O O]U’

kde ¥ je k x k hlavni minor matice ..

Explicitni vyjadreni ma tvar

X = —([Vag,Vag] [Via, Vi .

— F5: V této podskupiné jsou splnény dvé dopliujici podminky

rank(Vis) >r a rank(Viz)=d—r.

Potom existuje FeSeni, které neni jednoznaéné. ReSeni minimélni v
normeé se muze lisit v zavislosti na zvolené normé a navic jej nelze
ziskat klasickym TLS algoritmem. Podrobné vysvétleni lze nalézt v
[9], Sekce 4.2.

— Fj5: Posledni podskupina problémi je ta, kdy je splnéno

rank(Vig) >r a rank(Vig) <d-—r

a v takovém pripadé feseni ve smyslu uplnych nejmensich ¢tverci ne-
existuje.

Poznamka. Pro jednondsobnou pravou stranu (d = 1) se klasifikace vyse zjedno-
dusi pouze na skupiny F} a S. Navic dodatecné podminky ve skupiné F; prejdou
do podoby Vis # 0. Obdobné podminka ve skupiné S se zméni na Vi = 0.

Pozndmka. U tloh, kde neexistuje feseni ve smyslu tplnych nejmensich ¢tverci,
vysvétlime jiny zpusob, jakym tlohu smysluplné fesit. V tomto pripadé hledame
negenerické feseni. Jedna se o minimalizac¢ni ilohu doplnénou o dodate¢nou
podminku na matice [E,F| ([L7], Definice 3.3). Myslenkou je, Ze pokud neexistuje
klasické feseni ve smyslu iplnych nejmensich ¢tvercii, zvétsime prostor, ve kterém
hledame teseni natolik, aby v ném existovalo né¢jaké reseni tlohy

(A+ E)X =B +F,

kde E,F' spliuji doplnénou o dodateé¢nou podminku zminénou vyse. Li-
bovolné teSeni této tlohy pak nazveme negenerickym resenim ve smyslu iplnych
nejménsich ¢tverctt. Nékteré varianty jeho konstrukce budou uvedeny v dalsi sekci
v ramci klasického TLS algoritmu. Vice o vlastnostech negenerickych feseni je
mozné nalézt v [I7] Sekce 3.4.



1.3 Klasicky TLS algoritmus

V této ¢asti popiseme bodové klasicky TLS algoritmus (viz [I8] a [19]) v né-
kolika variantach vhodnych pro vypocet v konecné aritmetice. Jedné se o primou
metodu zaloZenou na singuldrnim rozkladu rozsitené matice [B,A]. Zduraznéme,
ze v redlném svéte obvykle neméme k dispozici pfesnou tlohu (1.1)), ale nd$ mo-
del, tj. matice A, a prava strana pozorovani B jsou zatizeny chybou E4 resp. Ep.
Mame tedy k dispozici llohu

(A+ E4)X =~ B+ Ep.

Verze tohoto algoritmu byla pouzita k numerickym experimentiim uvedenym poz-
déji v této préaci. Vstupnimi argumenty jsou matice A a B a kladny parametr
tolerance tol.

1. SVD: V prvnim kroku algoritmu spocitdme singularni rozklad rozsitené
matice [B,A],

[B,A] =USVT.

2. Vybér singularniho podprostoru: Nyni musime vybrat spravna singu-
larni cisla a prislusné pravé singularni vektory, ze kterych budeme pozdéji
konstruovat feseni. V presné aritmetice bychom zvolili ¢islo 0,41 a vSechny
jemu rovna nebo mensi. K nim pfislusejici pravé singularni vektory by pak
odpovidaly, podle znacen{ zavedeném v ([1.5)), matici

Viz Vis
Vmin = .
l‘/QQ ‘/23]

V koneéné aritmetice musime pocitat s tim, Ze nemame presné spocteny sin-
gularni rozklad a nase data obsahuji Sum a proto musime vybér singularnich
¢isel trochu pozménit. Zde existuje vice moznosti.

 Jednou z nich, kterd je prezentovana v [17] (str. 87), je zavedeni vhod-
ného parametru Ry, a vybér vSech singularnich ¢islel mensich nez Ry,
tedy

Ok > Riot > Opy1 > ... 2> Opa.
Mozné volba takového Ry, pro pripad kdy chyba v nasich datech je

rovnomérné rozlozens s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2, je
odvozena a vysvétlena v [I7] na strané 89. Jedn4 se o volbu

R = \/Qmax{m,n + d}o.



Tento pristup se velmi podoba takzvané metodé truncated TLS, pti
které se také jistym parametrem oddéli nejmensi singularni cisla a
jsou vnimana jako by byla nulova. Tato metoda je pouzivana jako
regularizacni metoda pro ill-posed tlohy (tj. tlohy velmi citlivé na
chyby ve vstupnich datech). Vice k tomuto tématu je mozné nalézt v
[3].

« Pristup, ktery jsme zvolili pro nasi implementaci algoritmu, je primo-
carejsi a vice vychazi z postupu v presné aritmetice. Zavedeme para-
metr tolerance, tol > 0. Pomoci tohoto parametru odhadneme pravou
nasobnost singuldrniho ¢isla 0,11 tak, ze vétsi singularni ¢isla pocinaje
o, testujeme, zda-li splnuji

Ti Tt ol (1.7)

On+1

V takovém ptipadé je povazujeme za stejna. Prislusny pravy singularni
prostor potom vypada nasledovné

Vmin = [Un—k—l-l cee Un—s—d} )

kde k je odhadnuta prava nasobnost singularniho d¢isla o, 11 spoc¢tena
postupem vyse.

3. Transformace matice V,,;,: Nyni pomoci Householderovych reflexi, které
reprezentujeme ortogondalni matici H, prevedeme matici V,,;, do tvaru

0 V12 ]

min

v21 V22

mn mwn
kde V12 '€ R4 je doln{ trojiihelnikovd matice. Abychom mohli pokracovat,
je nejprve nutné overit podminku, zda-li je matice V,'2  reguldrni. Pokud
ano, muzeme pokracovat v dalsim kroku, jinak reSeni ve smyslu tplnych
nejmensich ¢tvercti neexistuje a budeme hledat takzvané negenerické resent,
tim, Ze se vratime o ke kroku 2 a zvolime novou matici V,,;,.

Nova volba matice V,,;, se provede tak, ze v prvni varianté s parametrem
R priddme k jiz vybranym singuldrnim ¢islim oy1, ..., 0,44 jesté cislo oy
a vSechny dalsi splnujici pro néjaky zvoleny parametr tol.

V druhé varianté postupujeme tak, ze zahodime vsechna jiz pouzita singu-
larni ¢isla a zopakujeme postup v druhém kroku. To znamena, ze vezmeme
dalsich d nejmensich singularnich ¢isel a pridame jesté vsechna vétsi splnu-

jiet (9.

4. Vypocet Teseni: Jakmile jsme z kroku 3 ziskali vhodnou matici V,,;,, H
muzeme prejit k vypoctu X, hledaného feseni. Ziskdme ho vyfresenim sou-
stavy

leQ _ _V22



Tuto soustavu, lze vyFesit pifmou eliminaci, nebot mame matici V)3, v
dolnim trojihelnikovém tvaru. ResSeni této soustavy navic existuje, nebot v

. Vvels v . 12 . ’ 7
kroku 3, jsem ovérili, ze matice V.7 je reguldrni.
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2. Core problém

V této kapitole se budeme vénovat core problému v linedrni aproximacni tloze
(L.1), zavedené v predchozi kapitole. Cilem bude zredukovat tuto tlohu na tlohu
co nejmensi dimenze tim, ze se pokusime odstranit prebytecna data. Tato re-
dukce bude provadéna pomoci ortogonélnich transformaci ptivodni tlohy. Resenf
originalni tlohy potom ziskdme z feSeni redukovaného problému zpétnou trans-
formaci. Core problémem pro tlohy s jednonasobnou pravou stranou se zabyva
¢lanek [15]. Ptipad, kdy méme mnohondsobnou pravou stranu, je popsan v [11]
a Tesitelnost core problému ve smyslu tplnych nejmensich ¢tverct je rozebrana v
[12].

2.1 Zavedeni core problému

Stejné jako v minulé kapitole uvazujme aproximacni tilohu

AX =~ B. (2.1)

Predpokladejme, zZe 1ze nalézt ortogonalni matice P, a R, které prevedou matice
B a A do tvaru

B 0
T o 1
PBR[O o]’

A 0
T _ |41l
PrAQ = l . A]

kde matice Ass méa alespon jeden radek a jeden sloupec, a pocet radka bloku Aqy
a By je stejny. Transformujeme-li nyni celou tlohu ({2.1)) ziskdme

[AH 0 B o] ' (2.2)

0 AQQ] (QTXRW[O 0

Zavedeme déleni matice QT X R na

O"XR - an Xm] |

Xo1 Xoo

kde bloky odpovidajici blokum transformované matice A, coz jsou Xi; a Xoo,
maji po radé stejny pocet radku jako je pocet sloupct bloku Ajq, Ao, a pocet
sloupctt X1; odpovida poctu sloupct matice By. Muzeme tedy tlohu ([2.2) rozdélit
na podulohy

An Xy =~ By,
A Xy =0,
ApXo =0,
A X9 = 0.
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Kromé prvniho aproximacniho problému z 1ze jako Teseni zvolit X5 = X9 =
Xoo = 0 (viz diskuze v [15]). Zredukovali jsem tedy feseni puvodniho problému
1' na tlohu mensich rozméra Ay X1;; ~ By. Reseni X puavodni tlohy pak
ziskame jednoduse z X7; zpétnou transformaci

X1 0| o
x=afftr
Nasim cilem bude najit ortogonalni matice P,(Q a R vedouci na transformaci
popsanou vyse, kde navic chceme, aby matice A7 a By méli co nejmensi rozmery.
Tim zajistime, ze tloha A1 X ~ By, coz je jedina tloha, kterou musime vyresit,
bude co nejmensi. Tyto tvahy vedou k nasledujici definici core problému. Definice
core problému byla prezentovana v [15] (d = 1) a [I1] (d > 1).

Definice 3. Mejme ilohu . Potom problém A1 X111 =~ By nazveme core
problémem v dloze (2.1), pokud jsou splnény ndsledujici podminky.

1. Existuji ortogondlni matice P,(Q a R takové, Ze
PTAQ(QTXR) — [All 0 ‘| [Xll X12

By 0
~P"BR=|"" |.
0 Ayl X2 X22] l ]

0 0

2. Dimenze matice [By,A11] je minimdlni mozZnd mezi vSemi, které lze ziskat
transformaci splnujici splnugjici bod 1.

Pozndmka. Bod 1. v definici |3| se pro pripad jedné pravé strany, to jest d = 1,
zjednodusi na pozadavek existence ortogonalnich matic P a @) spliujicich

A 0| |x b
T T N |An 1 o pTy _ |01
praara [ Ve[ e
Navic lze snadno nahlédnout, zZe plati nasledujici ekvivalence. Soustava Ax ~ b
je kompatibilni pravé tehdy, kdyz je kompatibilni soustava A;;x, ~ by.

V tivodu kapitoly jsme psali, Ze cilem core redukce je odstranéni prebytecnych
dat z puvodni tlohy. A ziskali lepsi predstavu, co je tim mysleno, uvedeme v dalsi
sekci nejprve primou konstrukei core problému pomoci singularniho rozkladu pro
ptipad jedné pravé strany. Tato konstrukce je popsana v [11], Sekce 2.

2.2 Prima konstrukce core problému pro tulohy
s jednonasobnou pravou stranou

Uvazujme zjednodusenou situaci, kdy mame pouze jednu pravou stranu, tedy
d = 1. Jako drive zdiraznime tento fakt pouzitim znaceni b pro pravou stranu
v uloze . Konstrukei core problému pro pripad d = 1 se poprvé zabyva
[15]. Nasim cilem bude z tilohy odstranit pfebytec¢nou informaci. Transformujeme
baze levych singularnich prostort matice A tak, aby mél vektor pravé strany b
pro kazdé ruzné singularni ¢islo matice A nenulovou projekci na nejvyse jeden
bazovy vektor prislusného levého singuldrniho prostoru. Pokud je vektor b kolmy
na cely tento prostor, pak nebude mit zadnou nenulovou projekci. Dale z tulohy
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odstranime nulova singularni ¢isla matice A a kazdé nenulové singuldrni cislo
matice A ponechdme v tloze pravé jednou, pokud mé prava strana nenulovou
projekci na levy singularni prostor prislusny tomuto ¢islu. V opacéném pripadé
toto singularni ¢islo odstranime tuplné. Cely postup rozdélime do tii kroki

1. Transformace tlohy pomoci singularniho rozkladu matice A.
2. Uprava pravé strany.

3. Aplikovani stejnych tprav i na levou stranu aproximacniho problému za
ucelem ziskani ortogonalni transformace celé tlohy.

Krok 1: Necht
A=US7" (2.5)

je singularni rozklad matice A. Oznacime-li k& < min{m,n} hodnost matice A,
pak pro singularni ¢isla plati

§1>...>58.>0.

Nyni transformujeme tilohu nasledovné

AT AT

O AV ) = U b (2.6)

. s T » -~ . . 7z e . . ’ ’ v . 7’ Ve
Matice U AV = S je diagondlni matice a na diagonale mam vsSechna singuldrni
¢isla matice A usporadana sestupné.

Krok 2: V tomto kroku za pomoci Householderovych reflexi nato¢ime baze
jednotlivych levych singularnich prostorii matice A tak, aby vektor b mél nenulové
projekce dle diskuze vyse. Tim docilime toho, Ze vektor pravé strany z tlohy
bude obsahovat nenulové prvky pouze na pozicich s indexy odpovidajici indextim
singularnich ¢isel, ktera zlistanou v nasi tloze dle diskuze v ivodu sekce. Nejprve
sestavime matici Householderovy reflexe H, takovou, ze

by

Ik 0 ~T o
u e (5). o

kde b, € R* obsahuje prvnich & prvki vektoru ﬁTb at € R je rizné od nuly.
Obecné se muze stat, ze tato matice neexistuje a bude mozné ziskat pouze trans-
formaci s t = 0. Tento ptripad budeme diskutovat pozdéji, zatim predpokladejme,
ze lze nalézt transformaci vyse. Timto jsme transformovali levy singularni pro-
stor matice A odpovidajici nulovému singularnimu ¢islu a vynulovali tim ptislusné

AT
pozice ve vektoru U b. Déle udélame stejny proces pro vsechna zbyla singularni
¢isla matice A. Oznacme by = (b}, ..., bF). Necht pro n&jaké j plati

S1 = ...=8; > 8j+1.
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Zkonstruujeme matici Householderovy reflexe H; splnujici

AN
Hlj = . s kde tl 7é 0.
by, ()

Nyni zopakujeme tento postup pro s;;;. Takto pokracujeme, dokud neprojdeme
vsechna nenulova singulérni ¢isla. Obecny krok tedy vypada tak, ze pro 0 < ¢ <
J < k spliujici

Si—1 > 8 = ...=8; > Sj+1,

zkonstruujeme matici Householderovy reflexe H;;, pro kterou plati

; t;
by, 0
b :

k 0

I zde se muzZe stat, Ze matice H;; nemusi existovat a bude mozné ziskat pouze
transformaci s t; = 0. Tento ptfipad bude diskutovan pozdéji. Nyni budeme pred-
pokladat, Ze vSechny existuji. Udélame-li tento postup pro vsSechna singularni
¢isla, docilime vynulovani prvki vektoru U Tb dle diskuze vyse. Oznac¢me H ?(A] Tb
jako vysledny vektor po aplikaci vSech Householerovych reflexi na U Tb a pro
zjednodugen{ znaceni polozme HI = H 1TU ! Poslednim krokem bude udélat per-

mutaci Py prvki H{ b tak, aby
P Hb = (%) ,

kde b, obsahuje pouze viechny nenulové prvky vektoru H{ b v ptivodnim potadi.

AT
Krok 3: Stejné upravy, jaké jsme udélali ve vektoru U b, musime aplikovat
i na levé strané v (2.6, abychom ziskali ortogonalni transformaci tlohy (2.1).

AT
Nejprve aplikujeme Householderovu reflexi H zleva na blok matice U tvoreny
sloupci a fadky s indexem vétsim nez k. Potom aplikujeme matice H;; zleva

AT N
na bloky matice U |, resp. zprava na bloky V tvofené sloupci a tadky i az j.
AT
Oznacime-li jako Hy matici V' po aplikaci vsech matic H;;, dojdeme ke tvaru

(HI AH,)(H] x) ~ HIb.

Matice H;; jsou aplikovany z obou stran a tedy ponechaji matici S ze singular-

7 v v 7’ v A T 2 ~
niho rozkladu A nezménénou. To lze snadno nahlédnout z faktu, ze U AV = §
a aplikovanim Householderovych reflexi H;; zleva a zprava na diagonalni S se
nezmeéni. Matice Hy je sice aplikovana pouze zleva, ale ovliviiuje pouze radky a
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sloupce s indexem vys$im nez k a zde jsou v matici S pouze nulové prvky a tedy
zustane zachovana.

Nyni nam zbyva pouze posledni krok. Pouzijeme stejnou permutaci na levou
stranu, jakou jsme pouzili pro prerovnani prvkia ve vektoru b. Prerovndme tedy
analogicky fddky matice H{ a sloupce matice H,. Ziskdme tim transformaci tvaru

(PLHIAH,P) (Pl HY x) ~ P H]b.

Matice P; byla zavedena vyse pii transformaci vektoru pravé strany a P, permu-
tuje prvnich k+1 sloupcti matice Hs stejné, jako P; permutuje £+ 1 prvnich pozic
vektoru H{'b. Témito permutacemi pieusporadame prvky matice S tak, ze zis-
kédme tvar (za predpokladu existence vsech pouzitych Householderovych reflexi)

&[S0
s[5 2]

Oznac¢me p pocet rtznych nenulovych singularnich ¢isel matice A. Potom S} €
R®+Dx? je diagonalni, na diagonéle ma pravé jednou viechna nenulova singuldrni
¢isla matice A v puvodnim poradi a posledni fadek je nulovy. Matice S5 je také
diagonalni a obsahuje vsechna zbyla singularni ¢isla matice A.

Polozme P = H, Pl a Q = HyP,. Obdrzeli jsme timto ortogonalni transfor-

maci tlohy ([2.1)) tvaru

X2

(PTAQ)(Q"x) = [501 32] m ~ PTh— m . (2.9)

Za nasich predpokladi na existenci vsech pouzitych Householderovych reflexi
jsou matice S7 a Sy tvaru, ktery je popsan vyse. Obecné, jak uvidime dale, muze
byt rozdéleni singularnich ¢isel mezi tyto dvé matice jiné a S7 nemusi obsahovat
posledni nulovy radek. Déleni vektoru x rozmeérové odpovida blokim S; a .Ss.
Ziskali jsem tedy adepta na core problém v tloze pro pripad d =1 a to

Slilj'l ~ bl.

Nyni se vratime k otazce existence prislusnych Householderovych reflexi. Pro-
blém tesi nasledujici lemma.

Lemma 1. Uvazujme ulohu pro pripad d = 1. Potom plati ndsledujici
vztahy:

1. Matice Householderovy reflexe Hy z existuje prave tehdy, kdyz soustava
Az =~ b neni kompatibilni.

2. Matice Householderovy reflexe H;; 2 @ ezxistuje prdave tehdy, kdyz b neni
kolmy na levy singuldarni prostor prislusny singuldrnimu cislu s;.

Diikaz. Pokud je k, hodnost matice A, mensi nez m, pak Householderova reflexe
AT
Hy neexistuje pravé tehdy, kdyz vektor U b je od pozice k + 1 nulovy, tedy
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AT
U b = (by,0)”. Toto nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ ulb = 0 pro kazdé i €
{k+1,...,m}, kde w; znaci i-ty sloupec matice U. Z vlastnosti singuldrniho
rozkladu ziskdme vztah

R(A) = span{upi1, ..., um}

Z ¢ehoz je videt, ze b € R(A). Dokazali jsme, ze prislusnd Householderova reflexe
neexistuje pravé tehdy, kdyz B € R(A), coz je ekvivalentni kompatibilité sou-
stavy. Pokud méa matice A plnou sloupcovou hodnost m, potom je soustava vzdy
kompatibilni a vektor by je cely U Tb a Hy neexistuje.

Pro bod ¢islo 2 pouzijeme podobny argument. Householderova reflexe H;; ne-
existuje pravé tehdy, kdyz je vektor (b5, ..., bf;)T nulovy, coz je pravé tehdy, kdyz
ul'b =0 prokazdél € {i,...,j}. Vektory u;, ..., u; tvori bazi levého singuldrniho
prostoru prislusiciho singularnimu ¢islu s;. Dohromady tedy dostaneme, ze dand
Householderova reflexe neexistuje pravé tehdy, kdyz je vektor b kolmy na levy
singularni prostor prislusny singuldrnimu ¢islu s;, coz dokazuje tvrzeni 2.

O

Ziskali jsme tedy podminky existence transformace (2.9). Pokud ovsem neni
splnéna néjakd podminka z Lemma [I] neznamend to, Ze podobnou transformaci
nelze zkonstruovat. Necht pro néjaké i € {1,...,k} neexistuje Householderova

. N v /¥ 7 il T L e
transformace H;;. Potom je dle Lemma (1| pfislusna ¢ast vektoru U b jiz nulova, v
zavérecné permutaci ji proto celou presuneme do druhé ¢asti vektoru a singularni
¢isla s; = ... = s; budou pfesunuta na diagondlu matice Sy. Obdobné, pokud

neexistuje Housholderova reflexe Hy znamen4 to, z dikazu Lemma , ze U Tb ma
vSechny prvky od pozice k + 1 nulové a tedy neni treba jeho nenulovy prvek
presouvat permutaci k ostatnim nenulovym prvkim. V tomto pripadé matice Sy
nebude obsahovat nulovy radek. Pro predstavu to demonstrujeme na jednodu-
chém prikladu.

Priklad. Ukazeme rozdil v rozmérech matice S; v zavislosti na kompatibilité sou-
stavy.

1. Necht soustava Ax =~ b neni kompatibilni. Déale necht m = n = 6 a plati

HIT" 5 =(1,0,2,0,3,0)",
S = diag(2,2,1,1,0,0).

AT
Pozice ve vektoru HI U b jsou tedy vynulovany v souladu s popisem vyse.

AT
Permutace P, v tomto ptipadé permutuje pozice ve vektoru H{ U b nésle-
dovné 1 -1, 3—2, 5—3, 2—4, 4—5 06— 6. Vysledkem je
vektor

PHIT b=(1 2 3 0 0 0).
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Nyni je stejnd permutace aplikovana na radky matice S.

200000
001000
. 0000O0O0
PS=10 92000 0
000100
000000

Poté je stejna permutace aplikovana k prohazeni prvnich péti sloupcti ma-
tice P.S. V pripadé, kdy m # n, bychom formalné kvili jinym rozméram
aplikovali permutaci P;, kterd je na prvnich péti prvcich totozna a zbylé
pozice jsou jejimi pevnymi body.

200000
010000
&7 |00 0000
P15P1—000200
000010
000000

Odtud ziskdme
2 0 0200
S;=[0 1], Sy=|00 1 0
0 0 0000

. Nyni necht je soustava kompatibilni. Potom vektor U Tb = (b,0)T je nulovy
od pozice k + 1 déle. Méjme stejnou matici S jako v predchozim pripadé.
Vektor HY U Tb nyni nemiize obsahovat nenulovy prvek na pozici 5 a tedy
necht je tvaru

HITb=(1 020 0 0) .

AT
Permutace Py v tomto pripadé permutuje pozice ve vektoru H{ U b né-
sledovné 1 —- 1, 3 —+2, 2—3, 4—4, 5 —5 6 — 6. Ziskdme
vektor

PHIT b=(1 2 0 0 0 0) .

Nyni opét aplikujeme stejny postup na matici S.
200000 200000
001000 01 00O0O

- 020000 . 002000
PS=1o 00100 o001 00
00 0O0O0O0 00 0O0O0O

00 0O0O0O0 00 0O0O0O
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V tomto ptipadé ziskdme bloky

2 0
Sl_<0 1)7 82:

Méme tedy zaru¢enou existenci transformace tvaru (2.9). Poslednim krokem
bude dokézat, Ze je také minimdlni (splnuje bod 2. v Definici . K tomu nam
slouzi nésledujici véta. Obdobné tvrzeni je mozné nalézt v [15] Lemma 2.1 a Véta
2.2.

S O O N
oS OO
o O OO
o O OO

Véta 2. Uvazujme ilohu pro pripad d = 1. Necht vektor b neni kolmy na
prave p levijch singuldrnich prostori matice A prisluSicich, po preznacent, riznym
nenulovym singuldrnim cislim 5, > ... > 8, > 0. Potom existuji ortogondlni
matice P a Q) splnujici

Sy 0| |z b

T TN |P1 1| o pTp _ |01

Qe = o gl == o).

a tloha Six1 = by je core problémem v iloze prod = 1. Navic S; € R(P+1)xp
pokud uloha neni kompatibilni, jinak S; € RP*P. V obou pripadech plati, Ze S1 =
diag(51,...,58,) a Sy je diagondlni matice obsahujici na diagondle vsechna zbyld
singuldrni c¢isla matice A.

Dikaz. 7 konstrukce vyse jsme odvodili existenci matic P a () a prislusné trans-
formace pro diagondlni S; a S5 obsahujici dohromady vsechna singuldrni
¢isla matice A vcetné nasobnosti na diagonalach. Dle Lemma [I] neni soustava
Ax =~ b kompatibilni pravé tehdy, kdyz existuje Householderova reflexe Hy, coz
z konstrukce a tivah vyse znamena, ze v matici S; pribude nulovy radek, a tedy
bude mit o jeden tadek vice nez je pocet sloupci.

Pro kazdé i takové, Ze b neni kolmé na levy singuldrni prostor prislusny sin-
gularnimu ¢islu s;, v nasem preznaceni pak tomuto ¢islu odpovida néjaké s; pro
l € {1,...,p}, z Lemma [1| vime, Ze existuje Householderova reflexe H;;. Coz z
principu nasi konstrukce znamena, ze singularni ¢islo bude obsazeno na diagonéle
matice S;. Naopak, pokud je b kolmé na néjaky levy singularni prostor, pak nee-
xistuje prislusna Householderova reflexe a toto ¢islo a vsechna jemu rovna budou
v permutac¢nim kroku konstrukce odsunuta do matice Ss.

Poslednim krokem je dokézat minimalitu. Necht existuji ortogonalni matice
R a S takové, ze davaji transformaci

An o 0 ][] _ b
0 Agp| |Z2| |0
kde A;; mé ¢ < p sloupci a plnou sloupcovou hodnost (jinak by bylo mozné
presunout vice sloupcti do matice Ags). Uvazujme néasledujici singuldrni rozklady
Ay = U SuV,

A22 = UQSQZ‘/QT-
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Potom tedy

RTAS — [An 0 ] [U1511V1T 0 ] _

0 Aoy 0 Uy S V"
oy oS o[Vl oo
0 Uyl |0 S|l 0 VI

Timto jsme spocetli singularni rozklad matice A. Matice S1; a Sy obsahuji sin-
gularni ¢isla matice A. Odsud jsme schopni ziskat i nasledujici transformaci

ur ol r Vi 0] [ViE 0 orl@] (U 0] [0
[o UQT]RAS[O 1@“0 VQTS Tol 0 UQTR 0l’

0 Sy
coz je transformace typu (2.9)), kde S1; obsahuje singularni ¢isla matice A a ma
méné nez p sloupcti. Toto tvrzeni je vSak z jiz dokazaného ve sporu s predpokla-

dem, ze vektor b neni kolmy na pravé p levych singuldrnich prostorti prislusnych
riznym nenulovym singularnim ¢islim.

]

Timto jsme tedy ukézali, odvozenim primého postupu konstrukce core pro-
blému, jeho existenci pro ptripad jedné pravé strany.

2.3 Prima konstrukce core problému pro tulohy
s nasobnou pravou stranou

V této sekci zobecnime konstrukci popsanou v minulé ¢asti na pripad, kdy
méame vicendsobnou pravou stranu (d > 1). Bude se opét jednat o pfimou me-
todu zalozenou na singuldrnim rozkladu matice A. Tomuto tématu se vénuje [11].
Oproti jednorozmérnému pripadu nam pribude jeden krok navic. Prava strana
muze obsahovat linedrné zavisla pozorovani (linedrné zavislé sloupce matice B).
Tato pozorovani nam neprinasi zadnou novou informaci, a proto se jich zbavime.
Dalsi tti kroky jsou zobecnénim krokt v jednorozmérném pripadé. Opét budeme
transformovat baze levych singularnich prostoru tentokrat tak, aby méla prava
strana pro kazdé ruzné singularni ¢islo matice A nenulovou projekci na maxi-
malné d bazovych vektort prislusného levého singuldrniho prostoru. Stejné jako
pro piipad d = 1 z tlohy odstranime nulova singularni ¢isla a kazdé nenulové v
tloze nechame maximalné d krat v zavislosti na poc¢tu nenulovych projekci pravé
strany na bazové vektory prislusného levého singularniho prostoru. Konstrukce
bude mit nésledujici ¢tyti kroky:

1. Odstranéni linearné zavislych sloupctt matice B.
2. Transformace tlohy pomoci singularniho rozkladu matice A.

3. Uprava pravé strany.
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4. Aplikovani stejnych tprav i na levou stranu rovnice za ucelem ziskani orto-
gonalni transformace celé tlohy.

Krok 1: Odstranéni linedrné zavislych sloupcti lze provést vice zptisoby. My
pouzijeme singularni rozklad, ale je také mozné pouzit napriklad LQ rozklad.
Nejprve zavedeme singularni rozklad matice B:

B =UpSpV3.

Pokud obsahuje matice B linedrné zavislé sloupce, potom je alespon jedno singu-
larni ¢islo nulové a matici S lze rozdélit na bloky

Sp=[Sp1 0],

kde pocet sloupcti matice Sp; odpovida sloupcové hodnosti matice B. Nyni matice
UpSp1 méa plnou sloupcovou hodnost a ma navzajem ortogonalni sloupce. Tuto
matici pouzijeme jako novou pravou stranu. Za timto ucelem aplikujeme matici

Vg na celou tlohu (2.1)) zprava a ziskdme
A(XVB> ~ {UBSBl 0} .

Rozdélime-li matici XVp na bloky X; a Xy, odpovidajici blokiim pravé strany,
uloha se rozpadne na dva podproblémy

AXl ~ UBSBla AXO ~ 0.

Stejné jako diive, u zavedeni core problému, za feseni druhého problému vezmeme
Xo = 0. Ozna¢me By = UgSp;. Uloha po odstranéni linearné zavislych sloupcti
pravé strany tedy vypada nésledovné

AX, ~ By. (2.10)

Krok 2: Nyni pouzijeme singuldrni rozklad matice A z (2.5) stejné jako v
jednorozmérném ptipadé. Jediny rozdil spoc¢iva v tom, ze transformujeme tlohu
(2.10)).

O AV X)) ~ U B,.

AT A A
Zde opét matice U AV = S je diagonalni matice obsahujici singularni ¢isla ma-
tice A na diagonale.

Krok 3: Analogicky k jednorozmérnému pripadu budeme transformovat levé
singularni prostory matice A tak, aby pro kazdé rtizné singularni ¢islo matice A
meéla matice By nenulovou projekei, v tomto pripadé, na maximélné d bazovych
vektort prislusného levého singularniho prostoru. Coz znamend, ze vynulujeme
nekteré radky matice pravé strany U TBI. Pro pripad d = 1 jsme pouzivali Hou-
seholderovy reflexe. Nyni misto nich pouzijeme singularni rozklady prislusnych
bloktt matice U TBl.
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Nejprve oznacme k hodnost matice A. Prvnich k£ singularnich cisel je tedy
AT
nenulovych. Rozdélme matici pravé strany U B; na bloky
AT By,
0", = [ BO],
kde By je tvorena prvnimi k tfadky a By obsahuje zbylé fadky. Nyni bude na-

sim cilem vynulovat co nejvice tadkt matice By, coz je analogii ke konstrukci

Householderovy reflexe (2.7)) v pripadé d = 1. Necht
By = UpSoVy (2.11)

je singuldrni rozklad matice By. Matice Sy € R(™~¥)*4 (pfipomenime, Ze m znaéi
pocet Tadka matic A a B a tudiz i matice U TBl) obsahuje nulové radky, pokud
plati, ze ky = rank(Sy) < (m — k). Z toho vyplyvd, Ze matice SoV;l ma kg
nenulovych radki, pricemz trivialné plati, ze kg < d. Aplikujeme tedy namisto
Householderovy reflexe Hy z jednorozmérného ptipadu matici Ul zleva na matici
By. Ziskame tim tvar

I, 0| A~T B By

Zatim jsme tedy vynulovali nékteré radky s indexy odpovidajici nulovym singu-
larnim ¢islim matice A a zlstalo naAm maximalné d nenulovych tadkt. Stejny
postup ted aplikujeme na radky s indexy odpovidajici ostatnim singularnim ¢is-
lim. Oznacme j ¢islo splnujici

01 =...=0; > 0j41.

Nyni pouzijeme znaceni b;, pro i-ty fadek matice Bj. Dale oznacme

blok matice By obsahujici i-ty az j-ty radek. Dale postupujeme stejné jako vyse.
Necht

Byj = UySiVi;

je singuldrni rozklad matice By;. Oznacme ki; = rank(Sy;). Potom na zakladé
stejné tvahy, jako pro piipad (2.11)), ma matice Sy;V;} presné k;; < d nenulovych
fadkid. Opét, namisto Hy; z jednorozmérného piipadu, aplikujeme matici UlTj
zleva.

UlTjBlj = Sljvg.

Stejny postup zopakujeme pro singuldrni ¢islo o;4,. Timto zptisobem pokracu-
jeme, dokud neprojdeme vSechna nenulova singularni ¢isla. Obecny krok vypada
nasledovné. Méjme 0 < i < 5 < k, pro kterd plati

Oij—1 >0y =...=05 > 0j41-
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Spocteme singularni rozklad matice B;;
_ T
Bij = UiSi;V3j
a aplikujeme matici Ug zleva. Tim ziskame

Ui Bij = SiVij

i (2.13)
kde S;;V;I obsahuje ki = rank(S;;) < d nenulovych fadki. V tuto chvili tedy
vsechny transformace vyse prevedou matici U T31 do tvaru
S1;Vij
: (2.14)
Sit Vi
SoVyt

Dalsim krokem bude preusporadat radky této matice. VSechny nulové radky pre-
suneme na konec. Jednoduse tedy zkonstruujeme permutacni matici P;, ktera
posune vsechny existujici nulové radky na konec a nenulové ponecha v nezméné-
ném poradi. Jedna se o principialné stejnou permutaci na fadcich matice ,
jakou jsme aplikovali na prvky vektoru H{ b v minulé sekci. Ziskdme tim tvar

SyVi§

P, : _ an]
SikVik 0
SOVOT

kde By, obsahuje pouze nenulové fadky.

Krok 4: Nyni musime vSechny tpravy pravé strany aplikovat na celou tlohu
, abychom ziskaly ortogonalni transformaci celé soustavy. V prvnim kroku
jsme zredukovali matici B na matici B;, ktera jiz neobsahuje linedrné zavislé
sloupce, coz vedlo na tvar

A(XVp) = A[X1 Xo| ~ BVs=[B) 0].
Déle jsme v kroku dva vyuzili singuldrni rozklad matice A z (2.5).
AT A AT ATAT ~T ~T AT
(U AV)(V XVp) =S [V x, V'X,| =0 BVs= 0B, 0.

Nyni musime aplikovat matici Ug zleva, jako v (2.12), a poté vechny matice U

AT
z (2.13) zleva na prislusné bloky matice U tvorené radky s indexy i az j. Obdobé
pak na bloky matice V' tvorené sloupci i az j zprava. Pro zjednoduseni ozna¢me

AT
Ul matici U™ po aplikaci matice Ul a viech matic UZ?; zleva. Podobné V; bude

znadit matici V' po aplikaci vsSech Uig zprava. Ziskame tedy

(UT AV (VI X V) = Ul BVg.
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To lze ekvivalentné prepsat ve tvaru
SIVIX, ViITXs| =~ [UF By 0],

pficem? Ul By je rovna matici . Poznamenejme, ze stejné jako v jednoroz-
mérném pripadé matice S zistane nezménénd aplikaci matic U;; zleva a zprava.
Poslednim krokem je tedy aplikace permutac¢ni matice P; k preusporadani radka
pravé strany a prvkil na diagonale matice S na levé strané.
2 T [T T T B 0

(PSP (PL VX, VX))~ P [UTBy 0] = [ 0 0] : (2.15)
Matice P, stejné jako v minulé sekci, je stejnda permutace na prvnich k + ko
sloupcich matice S jako P; na prvnich k + ko tadcich. Zbylé pozice zustavaji
nezménény. Jediny rozdil je v rozmérech téchto dvou matic. Matice PSP, mé
nyni obdobny tvar jako v jednorozmérném pripadé. Rozdil je v tom, Ze neméme
nejprve na diagondle vsechna rtzna nenulova singuldrni ¢isla maximalné jednou,
ale kazdé singularni ¢islo oy je tam tolikrat, kolik nenulovych radka méla prislusna
matice Sij\/g pro ¢ < | < j. Pocet téchto nenulovych radka navic odpovida
hodnosti této matice a ta byla znacena jako k;;. RozepiSeme-li blokové,
stejné jako v jednorozmérném pripadé ziskame

lsu O] an Xu] ~ lBu 0]

0 Sop| |Xa1 Xo 0 0

Oznaéme K soucet viech hodnost{ k;;. Potom plati, 7ze Sy, € RE+k)IXE pogled-
nich kq radki je nulovych a jedna se o diagondlni matici s nenulovymi singularnimi
¢isly matice A na diagonale. Kazdé singularni ¢islo se opakuje tolikrat, jaka je
hodnost prislusného bloku pravé strany SZ]VUT Matice So je také diagonalni a
obsahuje zbyla singularni ¢isla na diagonale.

Ulohu lze rozdélit na &tyii podilohy, stejné jako v (2.3), kde A;; = Si; a
Agg = S95. Jedind tloha s netrividlnim feSenim je tedy

S X1 ~ By

Nyni ukazeme, Ze se skutecné jedna o core problém. K tomu nam poslouzi nésle-
dujici véta.

Véta 3. UvazZujme ilohu . Necht K € N je soucet hodnosti vsech matic
Si; Vi 2 a ko je hodnost matice SoVy 2 . Potom existuji ortogondlni
matice P, Q) a R splnujici

T T 1S 0| X Xue| _ prpp . |[Bu O
(PTAQ)(Q XR)_[O sl X2[~PBR=|T0" |

a tloha S11X11 =~ By je core problémem v . Navic S, € REFkIXK jo g
agondlni matice s nenulovymi singuldrnimi cisly matice A na diagondle, kazZdé
opakugjici se tolikrdt, kolik je hodnost prislusného bloku SijViJT, a poslednich kg
radki je nulovych. Matice Sao je diagondlni obsahujici zbyld singuldrni ¢isla ma-
tice A na diagondle.
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Diikaz. Existence matic P, @Q a R plyne z konstrukce vyse. Konkrétné P = U, Pl
Q=V1P, viz a R = Vg z kroku 1.

U dtkazu minimality uvedeme pouze hlavni myslenku. Dukaz v celém znéni
je mozné nalézt v [I1]. Nejprve dokdZeme minimalitu pravé strany By; a v druhé
fazi minimalitu matice Si;.

Predpokladejme, Ze mame ortogondlni matice S,T" a Z splnujici

Ay 0

T T T ~ QT o Bll 0
(STAT)(TTX Z) = l 0 AzJ (STXT)~ STBZ = [ 0 0], (2.16)

kde A}, € REoXE 5 B, € RFoxd Nyni z rovnosti na pravé strané, konkrétné

By 0 T
=S5"BZ
o] =

plyne, Ze rank(f?ll) = rank(B), coz je pocet sloupct matice By; a tedy pocet
sloupcti matice By =d je minimalné stejny nebo vétsi. Timto jsme dokazali,
ze nase transformace ma minimélni pocet sloupcti pravé strany. Stejné jako v
jednorozmérném piipadé vyuzijeme singularnich rozkladt

All = Ulgllva
A22 = UQS22V§-

Na jejich zakladé ziskdme alternativni vyjadreni singularniho rozkladu matice A

— = — T

U1 0 SH O Vl O T
A=S — = _o| T

[0 UaHO Saj 0V,

Dalsi kroky diikazu smérfuji k rozdéleni matice

U?BH
0

AT
na stejné bloky prislusici riznym singularnim ¢islim jako rozdéleni matice U B,
v (2.14). Vysledné vyjadieni, které ziskame, je

. Sy Vi

[Ul Bll] = Wl W2>
0 SitVik
SoVil

kde Wy a W5 jsou néjaké ortogondlni matice. Prostiedni matice je z , 0
které vime, ze ma K + ko nenulovych fadki. Pocet fadkt matice U ipBH, ktery je
roven po¢tu Fadkd matice Ai1, je proto stejny nebo vétsi. Timto jsme zjistili, ze
matice S1; ma minimalni pocet radkiu.
Poslednim krokem je dokazat, ze S1; ma minimalni pocet sloupcti. Tento fakt
se odvodi z vyjadreni
[An 0 Su 0

_ QT _ QT T
X Azj—SAT_SP[O Sﬂ]QT
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a struktury matice ST P obdobnou tivahou o hodnostech jako v diitkazu minima-
lity pravé strany.
O

Na zakladé odvozené konstrukce core problému v této sekci a predchozi véty
muzeme ukazat nasledujici disledky, které charakterizuji vlastnosti core pro-
blému.

Dﬁsledgk 4. _Necht’ A1 X1, ~ Bpy je core probléme v tloze . Potom maji
matice A1y a B11 plnou sloupcovou hodnost.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Zze matice A;; nemé plnou sloupcovou hod-

nost. Oznacme Ay = U1S11‘71 singularni rozklad matice A;;. Potom matice Sy,
obsahuje nulové sloupce a lze rozdélit na

Sy = [311,1 0] :

Ozna¢me P,Q a R ortogonalni matice z bodu 1. v Definici . Potom ortogonalni
transformace

0 I 0 0 Aoy

=T _Bll 0
PB_[O 0]

PTAQ [Vl 0‘| _ [Ulsnyl 0 0 ‘|

nam dé tlohu ((7]15'1171)(\7?)(11) ~ Bi1, kterd spliiuje bod 1. z Deﬁnicea matice
U1S11,1 md mensi pocet sloupcil, nez matice Ay, coz je spor. Stejny postup lze
pouzit v pripadé matice Bi;.

]

Disledek 5. Uvazujme tlohu . Ddle méjme tlohu Ay X1 ~ BH, pro kterou
existuji ortogondlni matice P,Q) a R spliujici

A 01X, X By 0
T T _ 11 B 11 12 ~ T — 11
PTAQ(Q"XR) = [ 0 AQJ le Xm] PT"BR [ 0 0]. (2.17)

Oznacvzne A = [_]15’11‘_/f singularni rozklad matice Ay1. Rozdélme matici Uy na
bloky Ui, obsahujici baze levych singuldrnich prostori prislusnych singuldrnimu
¢islu §; a blok U1,o obsahujict bdzi N(Afl). Potom je tiloha A1 X1 ~ Byy core
problémem v pravé tehdy, kdyzZ jsou splnény nasledujici tri podminky

1. Matice Ay, md plnou sloupcovou hodnost.

2. Matice B1; md plnou sloupcovou hodnost.

. =T £ . .. . . L
3. Matice U, ;B11 mad plnou rddkovou hodnost rovnou ndsobnosti singuldrniho

v, N . = . R . Y.
cisla 3, matice Ay; a matice U, yB11 ma plnou radkovou hodnost rovnou

dim(N(A7})).
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Diikaz. Stejné jako v diikazu Véty |3|pouzijeme alternativni vyjadreni singularniho
rozkladu matice A,

oo 0[S o
S

Vioo0

T
0 V?Q'

Déale z dikazu této véty vime, ze existuji ortogonalni matice matice Wy a Wy
takové, ze

. SV

U, B | _ : _ T | B

T PR PR
SoVyh

Pokud je tedy tuloha A1 X1, &~ By core problémem, pak z Dusledku , jsou
splnény body 1. a 2. Na zakladé Véty [3] je pocet fadkt matice Ay, a tedy i
matice U ITBH roven K + ky. Vyjadreni rozepsané po blocich nam proto
k4, ze ¥adkova hodnost bloku U 1TJBH je rovna radkové hodnosti bloku matice
Bi1 tvorenym odpovidajicimi radky, coz neni nic jiného, nez nenulové radky z té

matice Sile-JT, ktera prislusi singularnimu ¢islu matice A rovnému 5;. Obdobné

hodnost bloku U 1T,0B 11 odpovida hodnosti bloku matice By; obsahujici nenulové
faddky matice SoV,'. Odtud plyne bod 3.
Naopak necht jsou splnény body 1.-3. Dukaz je analogii k dikazu Véty [3
V tomto dikazu jsme porovnéavali rozméry ulohy ziskané konstrukei po-
psanou v této kapitole s obecnou ulohou typu (2.16]). Pokud misto této obecné
ulohy vezmeme spliujici body 1.-3., dojdeme stejnym postupem k zavéru,
ze uloha musi mit stejné rozméry jako tloha ve Véteé |3l Konkrétné bod 1.
zajist{, Ze matice A;; ma stejny pocet sloupcit jako Sp;. Diky bodu 2. md matice
B stejny pocet sloupcti jako matice By;. Koneéné bod 3. zajisti, Ze pocet fadki
matice Ay je stejny jako pocet Fadki matice Si;.
O

26



3. Iteracéni konstrukce core
problému

Tato kapitola je zamérena na dalsi variantu konstrukce core problému v tloze
AX ~ B. (3.1)

V minulé kapitole jsme rozebrali primou konstrukei pomoci singuldrniho rozkladu.
Nyni se bude jednat o itera¢ni konstrukci zalozenou na Krylovovské iteracni me-
todé zvané Golub-Kahanova bidiagonalizace. Nejprve proto predstavime pojem
Krylovova prostoru a obecnou Golub-Kahanovu bidiagonalizaci, kterda byla po-
prvé zavedena v [4] a rozsifena na vicerozmérny pripad (d > 1) v [I]. Poté ji
aplikujeme na tilohu a pomoci ni ziskdme core problém v této aproximacni
tloze. Tato metoda konstrukce byla predstavena v [15] pro jednorozmérny piipad
a v [I0] pro vicerozmérny. V této kapitole budeme ¢asto pouzivat QR rozklad.
Pro upresnéni uvedme, ze QR rozkladem matice A € R™*" rozumime

A=QR, QeR™" RecR"™",

pricemz matice () méa ortonormalni sloupce a matice R je horni trojihelnikova.

3.1 Golub-Kahanova bidiagonalizace

Jak jiz bylo zminéno, Golub-Kahanova bidiagonalizace je jednou z Krylovov-
skych iteracnich metod, proto zde nejprve zavedeme definici Krylovova prostoru.
Problematika Krylovovych prostort a Krylovovskych itera¢nich metod je roze-
bréna v [14].

Definice 4. Necht Y € R™™" a z € R". Potom Krylovovym prostorem rddu k
prislusnym matici Y a vektoru z nazveme

Ki(Y,2) = span{z,Yz, ..., Y* 12,

Uvazujme pocatecni vektory

b
S1 = 7777, wOIOERm.
|10]]
Golub-Kahanova bidiagonalizace matice A pracuje s iteracemi
ajw; = Als; — Bjw;_1, (3.2)

Bir18jm = Aw; — ays;, (3.3)
pro j = 1,2,.... Koeficienty o a ;1 jsou kladné normalizacni koeficienty zajis-
tujici, ze ||w;|| =1 a ||sj+1]| = 1. Necht a; a 841 jsou nenulové az do iterace k.
Potom vektory Wj, = [wy, ..., wy] tvoFf ortogonalni bazi prostoru Ki(ATA,ATD)
a vektory Sy = [s1,. .., sx] tvoif ortogondlni bazi prostoru K;(AAT b). V matico-
vém tvaru dostaneme

ATS, = W, L},

AWy, = SpLy, + Briisksaer
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kde matice Ly je bidiagonalni matice obsahujici koeficienty o; a 3;.

(075] 0 0

Do '
Lk: 0

: . -0

Iterace popsané vyse se zastavi, pokud dojdeme do situace, kdy bud pro néjaké
j je aj = 0 nebo B;1; = 0. V tomto ptipadé je mozné v iteracich pokracovat
volbou nového nenulového vektoru w; nebo s;41, ktery je ortogondlni vici vsem
predchozim jiz spoc¢tenym vektorim W;_; nebo S; (viz. [4]).

Poznamka. Golub-Kahanova bidiagonalizace je tizce spjata s Lancozsovou tridia-
gonalizaci [I3] aplikovanou na symetrickou matici AAT a vektor s;. Tato metoda
zkonstruuje ortogonalni bazi Sj prostoru Kj(AAT s;) pomoci trojélenné reku-
rence

A T A A A
6j+13j+1 =AA Sj — ViS5 — 5jsj—1-

Vice k této souvislosti lze nalézt v [16], Sekce 7.3.

Poznamka. Ttera¢ni konstrukci popsanou vyse lze odvodit z primé verze bidi-
agonalizace (lze nalézt v [4], Sekce 2). Tato pfimé verze konstruuje dvé sady
Householderovych reflexi. Prvni sada aplikovana zleva nuluje, v nasem pripadé,
postupné poddiagondalni prvky matice [b,A] v jednotlivych sloupcich a druhd apli-
kovana zprava nuluje prvky v fadcich nachézejicich se od druhé naddiagonalni
dale. Vysledkem jsou tedy ortogonalni matice P a @) spliujici

b, A)Q = [g] ,

kde poslednich m — (n + 1) fadku je nulovych a matice L je bidiagonalni tvaru

51 (05] 0 0
0 B '
= Y
. . 0
oo a0 B ay
0 0 oo oo 0 Bon

Pokud je j index iterace, ve které se zastavi Golub-Kahanova itera¢ni bidiagona-
lizace, potom se, pii nasi volbé pocatecnich hodnot, matice S;, respektive W;_,
shoduji s prvnimi j, respektive j — 1, sloupci matice P, respektive Q).
Golub-Kahanovu bidiagonalizaci lze zobecnit do blokové verze, kde v kazdé
iteraci misto dvojice novych vektorii s;;1 a w; spocteme celé dvé matice Py a ();.
Nejprve budeme muset predstavit blokové Krylovovi prostory. Vice o vlastnostech
blokovych Krylovovych prostort a blokovych itera¢nich metod je mozné nalézt v

.

28



Definice 5. Necht Y € R™*" a Z € R™*™. Potom blokovym Krylovovym prosto-
rem radu k prislusngm matici Y a Z nazveme

Ki(Y,Z) = span{ZY Z,... Y*' 7},

pricemz linedrnim obalem mmnoZiny matic rozumime

k-1
span{ZY Z,...Y*'Z} ={C e R : C =Y Y'ZC;, C; € R™™}.

i=0
Blokova Golub-Kahanova bidiagonalizace aplikovana na matici A z tlohy (3.1))
s pocatecnimi maticemi

P,,Ry, kde B= PR, jeQRrozkladmatice B, Qu,=0¢& R

produkuje ortogonalni matice P, ..., P;, které tvori bazi blokového Krylovova
prostoru K;(AAT B), a ortogondlni matice @1, ...,Q; tvoiici bazi blokového
Krylovova prostoru K;(ATA,ATB). Tterace jsou blokovym zobecnénim iteracim

z (3.2)-(3.3)). Maji tvar
Qj = ATPj - ijlRf
Q‘ = QjD.T (QR rozklad matice QJ)
Pj=AQ; —
Pj-f—l = Pj+1Rj+1 (QR, rozklad matice Pj+1)

Predchozi iterace lze zapsat také ve tvaru

Q;Df = A"P; — Q;1 R}
Piyi Ry = AQ; — P;D

kde je vice patrna analogie s puvodnimi iteracemi. Stejné jako jsme iterace (3.2))-
(3.3)) prepsali do maticového tvaru, zde miuzeme udélat néco podobného. Ozna¢me
P =1[P,..., P a Qk [Q1, ..., Q], potom muzeme 1) zapsat v podobé

ATPk = Qkiz:a
AQ, = Pri1Liiin.

Matice Ly, a fzk+17k jsou blokové bidiagonalni matice obsahujici bloky R; a D;,

D, 0 ... ... 0 Dy 0 ... O

Ry . : Ry :
f;k: 0o . - . ikJrl,k: 0

: o0 : . Dy

0 ... 0 Ry Dy 0 ... 0 Rrn

Navic bloky R; jsou horni trOJuhelmkove matice a D; jsou dolni trojihelnikové
matice a tedy matice Ly i Lk+1 r maji nenulové prvky pouze na hlavni diagonale
a dalsich d poddiagonélach. Jsou to tak zvané pasové matice.
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[terace — se zastavili, pokud se jeden z koeficientt a; nebo 3,41 rovnal
nule. Analogii k této situaci v blokovém pripadé je pripad, kdy v né&jaké iteraci
7 nema matice Qj nebo Pjﬂ plnou sloupcovou hodnost a obsahuje tedy alespon
jeden linearné zavisly sloupec. Necht je i-ty sloupec matice @j linearni kombinaci
predchozich sloupcii. Potom, spocitame-li v dalsim kroku iterace QR rozklad této
matice, Qj = QijT, bude i-ty radek matice DJT nulovy. Je tedy mozné vynechat
i-ty sloupec matice (); a i-ty fadek matice DjT. Oznac¢ime Q); = [q1, - . -, qa sloupce
matice Q; a D; = [dy, ..., dg] Fadky matice D] . Potom plati

Q]’:[pl cvo Pic1 DPit1 ... Dd

Obecné pro kazdy sloupec matice Qj, ktery je linedrni kombinaci predchozich,
vynechame piislusny sloupec matice ); a nulovy fadek matice DjT. Za matice
Q; a D]T v iteracich dosadime matice @), resp. DjT s vynechanymi sloupci,
resp. fadky a pokrac¢ujeme dale. Timto sniZime rozméry vsech dalsich matic DT,
R;, Q; a P; spoctenych v nasledujicich iteracich. Konkrétné, pokud ma matice C_Qj
pravé [ sloupcti, které jsou linearni kombinaci predchozich, ziskdame, ze rozméry
zredukovanych matic Q; a D] jsou po fadé n x (d —1) a (d — 1) x d. Z iteraci
(3.4) vidime, ze potom

‘Pj+1 c Rmx(d—l)’ Rj+1 c ]R(d—l)x(d—l)7

3.5
Qj—i—l c Rnx(d—l)’ D}‘;_l c R(d—l)x(d—l). ( )

Jinymi slovy se snizi rozméry vsech déle spoctenych matic. Tomuto jevu se fika
horni deflace. Stejny postup nastava i pokud ma matice Pjﬂ [ linearné zavislych
sloupct. V takovém pripadé mluvime o dolni deflaci. Zde vynechdme [ nulovych
fadki matice ;41 a prislusné sloupce matice Pji;. Zredukované matice R;1 a
P;+1 maji po fadé rozméry m x (d — 1) a (d — 1) x d. Z iteraci opét snadno
nahlédneme, ze

Qi1 € R DE, € RUTXD,

Pj+2 c Rmx(d—l)’ Rj+2 e R(d—l)x(d—l)7 (36)

a tedy i zde dojde k snizeni rozmért vsech nasledujicich matic. Tyto deflace bu-
dou hrat podstatnou roli pri konstrukei core problému ve vicerozmérném pripadé
pomoci blokové Golub-Kahanovi bidiagonalizace a budeme se jim v této sekci
vice vénovat.

Poznamka. Deflace popsané vyse souvisi s faktem, ze dimenze Krylovova pro-
storu K;4+1(A,B) nemusi byt o d vyssi nez dimenze pfedchoziho K;(A,B). Tim
rozumime, %e matice A’ B miize obsahovat sloupce, které jsou linedrni kombinaci
sloupcii pfedchozich matic A'B pro i < j. Vice k tomuto tématu se lze docist v

5],

30



3.2 Konstrukce pro tlohy s jednonasobnou pra-
vou stranou

V této sekei se zaméiime na konstrukei core problému v tloze (L)), prod = 1,
za pomoci Golub-Kahanovi bidiagonalizace, predstavené v predchozi ¢asti. Vyu-
ziti bidiagonalizace bylo uvedeno poprvé v [I5]. Pfesné vyuziti Golub-Kahanovi
bidiagonalizace je poté presnéji rozebréano v [10].

Zactneme tim, ze aplikujeme Golub-Kahanovu bidiagonalizaci na matici A.
Pro j =1,2,... poditame iterace (3.2)-(B.3). Jako pocatecni vektory pouzijeme

b

=-— wo=0, kde ﬁlZHbH
10]]

S1
Tyto iterace se zastavi v néjakém kroku j, pokud nastane jedna ze dvou moznosti.
Budto a; = 0 nebo ;41 = 0. Poznamenejme, ze za predpokladu b £ R(A) mame
zajisténo, ze alespon oy # 0. Dojdeme tedy k jedné z nasledujicich moznosti:

a; 0 ... 0
Ba " :
STAW, 1 =Lj;.o=10 . . (3.7)
: a1
0 ... 0 B
pokud a; = 0, nebo
ap O ... ... 0
By " 3
STAW; =Lj=|0 . " : (3:8)
: 0
0 ... 0 B o

pokud B;41 = 0. Matice S; ma vzdjemné ortogonalni sloupce a jeji prvni sloupec
je roven 7 'b. Z tohoto vyplyva, ze

A

0
T
Sjb—

V piipadé (3.7) vidime, Ze soustava
(SfAWj_l)(Wjjll.%) ~ Sij

neni kompatibilni, nebot S7b ¢ R(S] AW;_;). Naopak pro situaci z (3.8) je sou-

stava
(STAW,)) (W] z) ~ S]b
kompatibilni, jelikoz rank(S] AW;) = j.
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Déle se zamérime pouze na nekompatibilni pripad . Tato situace na-
stane pravé tehdy, kdyz byla pivodni tloha Az ~ b také nekompatibilni. Po-
kud doplnime matici S; (resp. matici W;_;) o sloupce Sji1.m = (Sjt1,---,5m)
(resp. Wj, = (wj,...w,)) tak, aby byli vysledné matice S,, = [S},Sj11,m] a
W, = [W;_1,W;,] stéle ortogonalni, ziskdme tim transformaci tlohy tvaru

L;i_ 0| |x b
T TN |-t 1 o oTy_ |01
szamyoza = [ [l wsm=i. oo
Zde ma vektor b; € R’ pouze jeden nenulovy prvek roven (3; na prvni pozici.
Ziskali jsme transformaci tvaru (2.4), kde Ay; = Lj_;1,; je bidiagonalni matice
obsahujici pouze nenulové prvky na hlavni diagonale a prvni poddiagonale. Navic
uloha

Lj,j—lxl ~ b1

je, jak dale ukazeme, skuteéné core problémem v tloze Ax = b.

Poznamka. V praktickém vypoctu neni tieba konstruovat matice Sji1., a Wj,.
Jakmile dojdeme do iterace, kdy «; nebo ;41 je 0, proces ukoncime a ziskdme
tim L;_; ; a vektory x; a by, coz je vSechny data tvorici core problém.

K dikazu, ze se opravdu jedna o core problém, budeme nejprve potiebovat
pomocné lemma, které je mozné nalézt v [15] Lemma 3.1. a Theorem 3.2.
Lemma 6. Méjme matici L; j_1 a vektor by z . Oznacme L; ;1 = ULSLVLT
singuldrni rozklad matice Lj; , Uy = [u},...,u}] a Sp = diag(s},...,s, "),
Potom plati nasledujici torzeni:

1. Vsech j — 1 singuldrnich ¢isel s' matice L ;1 je nenulovich a unikdtnich.
2. Pro vsechna i € {1,...,5 — 1} plati (u})Tb; # 0.

Diikaz. (1): Matice L;; 1 € RJ x(7=1) je bidiagondlni a obsahuje pouze nenulové
prvky na hlavni diagonale a prvni poddiagonale. Z tohoto okamzité plyne, ze
rank(L;;—1) = j—1. To znamend, ze ma j—1 nenulovych singularnich ¢isel. Navic
matice L7, L;; 1 vznikne z matice [by, Lj; 1]"[by, L;;-1] odebranim prvniho
sloupce a prvniho rddku. Obé matice jsou symetrické, tridiagonalni a obsahuji
pouze nenulové prvky na prvni poddiagonale a prvni naddiagondle. Tedy z véty
o prokladani vlastnich ¢isel ([20], strana 300) ziskdme, ze singuldrni ¢isla matice
L; ;—y musi byt unikatni.

(2): Vztah (u%)Thy # 0 plati pravé tehdy, kdyZ je prvni slozka vektoru u}
nenulova, nebot by = fre;. Oznac¢me V, = [vl, ..., v} ']. Z vlastnosti pravych a

levych singuldrnich vektoru ziskdme pro i € {1,...,j — 1} vztahy
Ljj-1vy, = spuj,
(up)" Ljj—1 = sp(vp)"-
Rozepiseme-li prvni vztah po slozkach dostaneme rovnice
ai(vp) = si(up),

Ba(vp)r + az(vp )2 = si(ul)z, (3.10)



Obdobné z druhého vztahu dojdeme k rovnicim
ar(up)i + Ba(up )z = si(vp),
(3.11)
ajo1(uy)j—1 + B(ug); = si(vp)j-1-

Nyni pokud (u}); = 0, pak z (3.10) jei (v%); = 0. A tedy opakovanym pouzivanim
vztahit z (3.10) a (3.11) dojdeme k tomu, Ze u% = 0. Jinymi slovy cely levy

singularni vektor ptislusny nenulovému singuldrnimu ¢islu s; je nulovy, coz je
spor. Dokézali jsme, ze (u%); # 0 a tedy i (u%)Td; # 0. O

S timto Lemmatem jsme nyni schopni prejit k hlavni vété sekce. Dokazujici,
ze konstrukce popsand vyse skutecné vede na core problém. Toto tvrzeni je mozné
nalézt v [15], Véta 3.3.

Véta 7. Uvazujme tulohu prod = 1. Nechtb ¢ R(A) ab L R(A). Ddle necht
J je index, kdy se zastavi iterace - aplikované na matici A s pocdtecnimi
vektory

s1=01'b, we=0, kde [y=|[b]l.

V tomto pripadé a; = 0. Potom ortogondlni transformace soustavy z
splnuge, Ze uloha

Lj,j—l-rl ~ bl
je core problémem v pro pripad d = 1.

Diikaz. Bod (1) z Definice |3] zjednoduseny pro piipad d =1 v (2.4), je trividlné
splnén pro matice P = 5, a () = W,,. Diikkaz minimality bude mit nasledujici
kroky

1. Ukdzeme, Ze jsou splnény predpoklady Véty [2 pro p = j — 1.
2. 7 Véty [2] ziskdme, Ze tiloha ma minimalni rozméry.
(1): Oznacme
Ljjo1=ULS, VY,
Asy = Uz SV,

singularni rozklady matic L; ;1 a Ass. Potom

o [osvE 0 v o (ur 0[S, o][VE 0] x
A_Sm 0 UQQSQQ‘/QE Wn _Sm 0 U22 0 522 0 ‘/25 Wn'

Ziskali jsme tedy singuldrni rozklad matice A. Singuldrni ¢isla matic L; ;1 a Ag
dohromady tvoii vSechna singuldrni ¢isla matice A. Navic z Lemma [6] vime, Ze
matice L;;j_; mé& j — 1 nenulovych a unikatnich singuldrnich ¢isel, a jim prislusné
levé singularni vektory matice A jsou S;Up. Pripometime, ze Sy, = [S;,5)41.m]-
Potom plati

(S;UL)"b=U[STb=U]by.
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7 Lemmal 6 vime, Ze pro i € {1,...,5 — 1} plati, Ze (u})Tb; # 0. Odtud plyne, Ze
b ma nenulovou projekci na alespon j — 1 levych singuldarnich prostorti matice A
prislusnych riznym nenulovym singularnim ¢islim. Navic pro vSechny zbylé levé
singularni vektory Sji1,mUas plati

(Sj+1,mU22)Tb = U2T2(SJ‘T+1,mb) =0,

nebot vektory obsazené v matici Sj; 1, jsou vSechny kolmé na s; = S71b. Celkem
jsem tedy ukézali, ze vektor b neni kolmy na pravé j — 1 levych singularnich
prostoru matice A prislusnych riaznym nenulovym singularnim ¢islim. Timto jsme
ovérili predpoklady Véty [2| pro p =7 — 1.

(2): Z Vety |2 vime, Ze rozméry core problému v tloze jsou, v nasem
ptipads, A;; € R0~V a b, € RJ. Matice L;; 1 a vektor b; z tedy maji
minimalni rozméry a tloha

LjJ',l.CL’l ~ bl

tvori core problém v tloze Ax =~ b.

O
Soustavu v ziskanou Golub-Kahanovou iteracni bidiagonalizaci lze ortogo-
nalni transformaci pfevést do tvaru uvedeného ve Vété 2| Pouzijeme k tomu sin-
guldrni rozklady matic L; ;_; a Agy z ditkazu predchozi véty. Snadno nahlédneme,

ze plati
[ULT O}STAW [VL O]Z[SL 01

0 UL 0 Vo 0 Sz
Ul 0] qr, _ [Ufr
[0 U] Smb—[ 0 |

Soustava (3.9) po transformaci tedy vypadéa nésledovné

S L 0 Vg $1- — U Zbl

0 SQQ %gl'g_ ~ 0 '
Z Lemmatu[6|a Véty [7] vime, ze Sy, obsahuje j— 1 ruznych nenulovych singuldrnich
¢isel matice A a matice Sy obsahuje vSechna zbyla singularni ¢isla. Navic vime,
ze vektor b neni kolmy pravé na j — 1 levych singuldrnich prostori matice A
pifslusnych singularnim &slim obsaZenym v matici Sp. Vektor UZ'b; obsahuje
pouze nenulové prvky. Ziskali jsme tedy tlohu ve tvaru popsaném ve Vété [2]
Pozndmka. V piipadé, kdy je tloha (1.1)) kompatibilni, nastane situace (3.8)) pfi

aplikaci Golub-Kahanovi iteracni bidiagonalizace. V této situaci 1ze analogicky,
jako v ptipadé (3.7), dokézat, ze tloha

Lj.rl = bl

je core problémem v tloze Ax = b.

3.3 Konstrukce pro tulohy s vicenasobnou pra-
vou stranou

Zde zobecnime konstrukei popsanou v predchozi sekci na ptipad, kdy d > 1.
Tento postup je popsan v [10]. Vyuzijeme blokovou Golub-Kahanovu bidiagona-
lizaci. Prvnim krokem bude, stejné jako v Sekei[2.3] zredukovat pravou stranu B
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tak, aby neobsahovala linearné zavislé sloupce. Opét existuje vice zpiisobti. My
zvolime, stejné jako v Sekei 2.3 postup zaloZeny na SVD rozkladu matice B. S
vyuzitim stejného znaceni je

B =UgSpVE
singularni rozklad matice B. Matici Sg rozdélime na bloky
Sp=|Sm 0].

Nyni aplikujeme matici Vg zleva na tlohu ((1.1)) a pri stejném rozdéleni matice
X Vg na bloky X; a Xy, jako v Sekei 2.3] ziskdme

AXl %UBSBl IBl, AX()%O

Déle tedy budeme pracovat s ilohou AX; ~ Bj.
Cilem je pouzit iterace (3.4) na matici A. K ziskani poc¢atecnich matic nejprve
spo¢teme QR rozklad matice By,

By =P R,.

Ozna¢me d pocet sloupcit matice B;. Nyni miZeme matice P, a R spolecné
s volbou Qg = 0 € R™ 9 zvolit jako poc¢atecni matice pro iterace . Tento
proces bézi, dokud nedojdeme do iterace j, kdy bud @j nebo PjH nema plnou
sloupcovou hodnost. Nyni rozebereme postupné tyto pripady

1. V iteraci j je hodnost matice Qj <d.

2. V iteraci j je hodnost matice pj+1 <d.

Pripad 1: Necht v iteraci j ma matice Qj sloupcovou hodnost rank(Qj) =
d — | pro néjaké | € {1,...,d}. Potom, jak jiz vime, bude matice DT z QR
rozkladu matice Qj obsahovat [ nulovych radku, a proto tyto fadky odstranime.
Spolu s nimi odstranime i piislusné sloupce matice );. Oznacme D;‘Cl matici D; po
odstranéni nulovych fadki a analogicky @);; matici ); po odstranéni piislusnych
sloupcti. Potom se tedy kroky v j-té iteraci zméni na

Q; = A"P; — Q1 R],

Qj = Q]-D]T’
Q;=Qj, D] =D] (3.12)

gl

Pj+1 = AQ] - PJD]a
Piy1 = PjjaRjqa.

Tento proces zptusobi horni deflaci. Snizeni dimenze vsech nasledujicich matic
spoc¢tenych v dalSich iteracich, jak bylo popsano v . Néazorné je to ilustrovano
na obréazku (3.3), kde vidime zmen3ujici se bloky na diagonalach matice Ly 1.
Obréazek znazornuje horni deflaci v j-té iteraci, pfi tomto jevu se zmensi pocet
nenulovych diagonal matice _z/k;’kH_l o [ shora. Matice D; mé o [ sloupclt méné nez
predchozi matice D; a R;.1 pro i < j a vSechny nasledujici matice D; a R; pro
¢ > j maji i o [ tadkt méné.
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j+1

j+2 j+2

Obrazek 3.1: Horni deflace

Pripad 2: Nyni predpokladame, Ze v iteraci j ma matice PjH sloupcovou
hodnost rank(P;) = d — | pro néjaké | € {1,...,5[}. Matice R;y; obsahuje [
nulovych fadkt. Tyto fadky spolu s piislusnymi sloupci matice Pjy; vynechdme.
Ozna¢me R;,;; matici R;;; po vynechani vsech [ nulovych radkt a P;y;; matici
P; 11 po vynechani ptislusnych [ sloupci. Iterace j bude mit tedy tvar

Q; =A"P;— Q; 1R},
Piy = AQ; — P;Dj, (3.13)

Pjr = PR,

Piy1=Piy1y, Rjpi = Rjp

I zde se rozméry dalSich matic spoétenych iteracemi zmensi, jak je popsano
v (3.6). Tento jev se nazyva dolni deflace. Opét to ilustrujeme zmensovanim bloka
na diagonalach matice zk,k+1 na obrazku , na kterém vidime dolni deflaci
v jJ-té iteraci. V tomto pripadé se snizi pocet nenulovych diagonal matice Zk,kﬂ
o | zespodu. Matice R;;; mé o [ fadkl méné nez pfedchozi matice D; a R; pro
t < 7+ 1 a vsechny nésledujici matice D; a R;41 pro ¢ > j maji i o [ sloupcti
méneé.

Nyni jsme v situaci, kdy v j-té iteraci nastala horni nebo dolni deflace a snizili
se tim rozméry nasledujicich bloku R; a D; o [ sloupcii a radki. V iteracich ,
s pripadnymi tpravami nebo (3.13]), pokud nastane dalsi horni, respektive
dolni deflace, pokracujeme tak dlouho, dokud nenastane tolik hornich a dolnich
deflaci, 7Ze dalsf spoctend matice DI nebo Ry, je uz pouze rozmérii 1 x 1 a rovnd
0. Obréazek toto ukazuje na pripadu, kdy iterace skonci iteraci ¢islo 6, ve
které DI = 0 € R, pricemz v iteracich 2 a 5 nastane doln{ deflace a v krocich 3
a 6 horni deflace. V tuto chvili se iterace zastavi. Necht se tak stane v iteraci k a
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j+1 j+1

j+2 j+2

R]+3 Dj+3

Obrazek 3.2: Dolni deflace

DI' =0 € R. V tuto chvili tedy mame spo¢tenou matici IALM_l a matice

Py =[P,..., P,
@szl = [Qh cee Qk—l]-

Navic plati vztah
AT A A
Pk AQk_1 = Lk,kfl-

Matice P obsahuje bloky, které jsou navzajem ortogonalni a prvni blok P; po-
chazi z QR rozkladu matice B;. Odtud plyne, ze

Pokud bychom analogicky k jednorozmérnému pripadu doplnily matice PraQ b1
o bloky FPp, a @, takové, Ze jsou ortogonalm vici vSem ostatnim blokim P,
respektive (Q; a matice Q [Qk 1, Qnl a P, [Pk,Pm] maji po fadé n a m
sloupct, ziskali bychom

~T A o Lk,k—l 0 ~T o Rl
T R )

Nyni spojime vSe dohromady. Nejprve jsme zredukovali pravou stranu, aby
neobsahovala linedrné zévislé sloupce aplikovanim matice Vp zleva na tlohu (|1.1J),

AlXy Xo| ~ [B1 0].
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/L\
6 4‘[ Rs D3 2
r_;

24| Ry | D, | 1
0 —i=p
1

Obrazek 3.3: Prubé¢h iteraci s deflacemi

Poté jsme pomoci blokové Golub-Kahanovi bidiagonalizace s deflacemi zkonstru-
ovali matice Py a ();,_; a doplnili je na matice P,, a @),. Pomoci téchto matic
pak ziskame transformaci

S S LA R AT

s matici Ry, coz je Ry doplnénd o tolik nulovych fadki, aby méla stejny pocet
R AT

radkia jako matice Ly ,—1. Rozdélime-li matici @,,[X1, Xo] na bloky odpovidajici

bloktim pravé strany ziskdme

Lir 0] [X1 Xio Riy 0
’ ~ ’ . .14
[ O AQQ] [Xgl X22 0 0 <3 )

Navic, jak ukdzeme v dalsi vété, iloha
Lk,klell ~ R1,o

je core problémem v tloze (L.1]).

Pozndmka. Analogicky k jednorozmérnému pripadu neni nutné v praktickém vy-
poctu dopocitavat matice P, a @, jelikoz nejsou treba k vypoctu core problému.

Pozndmka. Piedpokladali jsme, Ze se iterace zastavi kdyz DI = 0 € R. Pokud
by nastal druhy mozny pripad, tedy Rry1 = 0 € R, obdobné dojdeme ke stejné
transformaci jako v 1’ s matici L, namisto Ly ,_; a uloha

Ly Xy = Rl,o

bude tvotit core problém.
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Véta 8. UvaZujme tulohu . Necht k je index, ve kterém DI =0 € R a tedy
se zastavi iterace aplikované na matici A s pocdtecnimi maticemi Qg = 0 €
R™ ¢ PRy z QR rozkladu matice B. Potom ortogondlni transformace ilohy

z spliiuje, Ze
ik,k—lxll ~ R1,o

je core problémem v .

Diikaz. Prvni bod z Deﬁnice je splnén trivialné pro P = pm, Q= @n aR="Vg.

K dukazu minimalnich rozméria pouzijeme Dusledek [5] Dokazeme, ze tloha

Ly x—1X11 = Ry o spliuje body 1.-3. Body 1.-2. jsou trividlné splnény z vlastnosti
uvadét. Lze ho nalézt v [10] Sekce 4.1 a 4.2.

O
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4. Numerické experimenty

Tato kapitola je vénovana testovani klasického TLS algoritmu, popsaného v
Kapitole 1, Sekei [1.3], a algoritmu pro vypocet core problému zaloZeného na ite-
racni konstrukci popsané v Kapitole 3, Sekci [3.3] Prozkouméame chovéni algo-
ritmi v zavislosti na velikosti tlohy a velikosti samotného core problému. Déle
také srovname aproximace feseni tlohy ziskané pifmou aplikaci klasického
TLS algoritmu s aproximacemi obdrzenymi pouzitim klasického TLS algoritmu
na core problém v (1.1 s nédslednou zpétnou transformaci. Vsechny algoritmy
byly implementovany v prosttedi Matlab R2020b.

4.1 Popis implementace

V této sekci popiseme nasi konkrétni implementaci klasického TLS algoritmu
a iteracni konstrukci core problému. Dale vysvétlime, jakym zptisobem bylo pro-
vedeno generovani testovacich tloh.

4.1.1 Klasicky TLS algoritmus

Tento algoritmus je implementovan podle popisu v Kapitole 1, Sekei [1.3]
Vstupnimi parametry jsou matice A a B z tilohy a kladné redlné &slo tol,
které slouzi k vybéru singuldrniho prostoru v kroku 2. V nasi implementaci po-
uzivame druhou variantu vybéru singularnitho podprostoru popsanou v kroku 2.
Vystupem je matice X, feseni ulohy AX ~ B. Toto feseni je, v zavislosti na klasi-
fikaci tlohy, budto reseni ve smyslu tiplnych nejmensich ¢tvercti nebo negenerické
reseni. Druhy vystupni parametr flag informuje o tom, jaké teseni jsme ziskali.
Pseudo kéd je popsan v Algoritmu [I}

4.1.2 TIteracni konstrukce core problému

Algoritmus je zaloZen na konstrukei popsané v Kapitole 3, Sekci[3.3] Na vstupu
jsou zadany matice A a B, déale kladny parametr tol slouzici k odhalovani deflaci.
Nejprve jsou pomoci singularniho rozkladu odstranény linearné zavislé sloupce
matice B. Déle se jedna o primou implementaci iteraci a , pricemz
deflace jsou odhalovany na zakladé hledani "téméi"nulovych fadki v maticich D;
a R; pomoci kritéria

max |dy;| < tol.

Projdeme vsechny fadky matice D;, respektive R;, a pokud v néjakém radku
maji vsechny prvky velikost mensi nez tol, povazujeme jej za nulovy a odstra-
nime. Spolecné s nim odstranime také piislusny sloupec matice @);, respektive
P;. Iterace probihaji tak dlouho, dokud neni néjakd z matic D; nebo R; rovna
0 € R. Vystupem algoritmu je matice L a matice B1 tvorici core problém v tloze
AX ~ B a ortogonalni matice Q) a Vg potiebné k zpétné transformaci fedeni X.
Nize v Algoritmu [2] je uveden prislusny pseudo kod.
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Algorithm 1 Klasicky TLS algoritmus

Vstup: A € R™" B € R™*4 tol > 0

Inicializace:

flag < 0

ki <= min{m,n + d} {index zacatku singularniho podprostoru}

ks < d {index urcujici velikost singuldrniho podprostoru}

Konstrukce singularniho podprostoru:

[B,A] = USVT {singularni rozklad matice [B,A]}

ko < ko + 1 {pfi¢teni levé ndsobnosti singularniho ¢isla 0,1 urcéené kritériem

)

9: Vinin <= [Uky—ky+1, - - - » Uk, ] {volba singuldrniho podprostoru}

10: Vipin < HVpin {aplikace Householderovych reflexi}

11: Negenericky pripad:

12: while rank(V,}2 ) < d do

13: flag < flag+1

14: ]{?1 — ]{71 — ]{?2

15: ko <— d + [ {pficteni levé nasobnosti singularniho ¢isla oy, _x,+1 urc¢ené krité-
riem (1.7)}

16: Vinin <= [Uky—kpt15 - - - Uy ] {volba nového singuldrniho podprostoru}

17: end while

18: Vypocet reseni:

19: primou eliminacf vyfesime XV2 = -V

20: Vystup: X, flag

4.1.3 Generovani testovacich tuloh podle klasifikace TLS
resitelnosti

Nyni popiseme algoritmus slouzici ke generovani testovacich tloh spadajicich
do konkrétni skupiny F,Fy,F3 nebo S, popsané v Kapitole 1, Sekei (|1.2]). Vstu-
pem programu jsou rozmeéry ulohy n, m a d. Dale zadavame cislo urcujici do
jaké skupiny bude tloha spadat a vektor obsahujici singularni ¢isla matice [B,A].
Principem je vygenerovani matic U, S a V, pricemz V spliuje podminky pro
pozadovanou skupinu. Matice U je ndhodné vygenerovana pomoci funkei randn
a qr nasledovneé

U = randn(m,m)
U, ~] = qr(U).

Ptikaz randn(m,m) vygeneruje ndhodnou m x m matici s normalnim rozdélenim
prvkl a funkce gr spocita QR rozklad matice U. Za U poté dosadime faktor ().
Matici S ziskame jednoduse doplnénim spravného poctu nulovych radka nebo
sloupct k diagonalni matici obsahujici zvolena singularni ¢isla na diagonale. Ma-
tici V nejprve vygenerujeme stejnym postupem jako U, tedy

V =randn(n + dn + d)
V.~ =qr(V).

K dosazeni ptislusnych hodnosti blokt matice V' pouzijeme Householderovy re-
flexe, které vynuluji potiebny pocet sloupct v jednotlivych blocich. Dale uvedeme
konstrukci pro skupinu Fj; na konkrétnim prikladu.
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Algorithm 2 Iteracni konstrukce core problému

NN NN NN NNNLDLN = s s e e e e
W DT E WD RO © 00U W= O

N
Nej

30:

Vstup: A € R™*" B € R™*4 tol > 0.
Odstranéni linearné zavislych sloupct B:
B = [UpSp1,0]VE {singuldrni rozklad matice B}
Bl + UBSBI

Inicializace:

B1 = PR {QR rozklad matice B1}

Bl1+ R A

Q + 0 c R

L]

Q+ ]

. band + d {proménna pro pocitani deflaci}
. Hlavni iterace:

: while band > 0 do

C Q<+ ATP — QRT

[Q,D] + QR rozklad matice Q

: kontrola horni deflace a zredukovani matic Q) a D
. [ < velikost horni deflace

. update matice L o blok DT

: bAcmd — band — [

Q0+ 10.Q)

. P+ AQ — PDT

[P,R] + QR rozklad matice P

. kontrola dolni deflace a zredukovani matic P a R

: | + velikost horni deflace

: update matice L o blok R

: band < band — [

: end while

: Doplnéni pravé strany o spravny pocet nulovych radki:

:Bl(—[

B1
0
Vystup: L,B1,Q.,Vg

Priklad. Mé&jme vygenerovanou nadhodnou ortogonalni matici V' € R%6 a necht
d=2,r=1,1=2an = 4. Chceme docilit splnéni podminek skupiny Fj. Tyto
podminky jsou

rank(Vig) =r=1 a rank(Viz)=d—r=1.

Snizime proto hodnost matice Vi5 na 1 tim, ze vynulujeme prvni dva jeji sloupce.
Zkonstruujeme Householderovu reflexy H splnujici

HV =

I I
I T T T
XK K O OO
XM K K OO
I
oo eI o S
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kde x znac¢i obecny nenulovy prvek. Matice Vi, je nyni tvaru
0 0 x
‘/12 - <O O X) i
a ma pozadovanou hodnost 1. U matice V;3 neni nutné délat zadné tpravy, nebot

chceme, aby méla plnou sloupcovou hodnost a v ndhodné vygenerované ortogo-
nalni matici je tato podminka typicky splnéna.

Podminky skupiny F3 jsou splnény automaticky, nebot ptislusné bloky maji
plnou hodnost. V takovém pripadé neni treba zadnych Householderovych reflexi.
Pro skupiny F3 a S je postup analogicky. V ptipadé F3 docilime splnéni podminky
rank(Vi3) < d — r tim, Ze vynulujeme prvni sloupec a snizime tim hodnost na
d —r — 1. Podminka rank(Vi2) > r je splnéna automaticky, nebof v ndhodné
ortogonalni matici bude mit tento blok plnou sloupcovou hodnost {+r. Ve skupiné
S pozadujeme, aby rank([Vi2,Vi3]) < d. Toho docilime vynulovanim prvnich [+ 1
sloupcti tohoto bloku. Pro nazornost uvedeme postup na prikladu.

Priklad. M&me vygenerovanou ndhodnou ortogonalni matici V' € R%*¢ a necht
d=2,r=1,1=2an = 4. Chceme docilit splnéni podminky skupiny S. Tato
podminka je

rank([Viz,Vis]) < d = 2.

Snizime proto hodnost matice [V}2,Vi3] na d — 1 tim, ze vynulujeme prvnich [ + 1
sloupcti. Zkonstruujeme Householderovu reflexy H splnujici

HV =

I T B A
S T T B B
HoHK OO OO
oK K O OO
SIS T I e R
e s

kde x znac¢i obecny nenulovy prvek. Matice V}5 je nyni tvaru

0 0 0 x
[‘/127‘/13]: <0 0 0 X)’

a ma pozadovanou hodnost d — 1.

4.1.4 Generovani testovacich tuloh dle velikosti core pro-
blému

Zde ukazeme, jakym zpusobem generujeme tlohy, u kterych pro testovaci
ucely potrebujeme védét, jak presné vypada core problém a jaké ma rozméry.
Postup je zalozeny na explicitni konstrukei matice Ly 1. Prvnich j bloka D;
a R; jsou matice 2 x 2. V bloku D, nastane horni deflace velikosti 1 a poté
nasleduje [ blokt R; a D;, které jsou tvofeny redlnymi ¢isly. V bloku Rj;ii41
nastane posledni deflace. Matice Ass je zvolena jako ndhodnd matice 2 x 2. Prava
strana B je ndhodna matice se dvéma sloupci. Matice Q je zvolend jako nahodna
ortogonaln{ matice a matice P ma prvni dva sloupce stejné jako Q faktor QR
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rozkladu matice B a zbytek je doplnén nahodné. Celd matice je zortogonalizovana.
Nahodné matice jsou generovany pomoci funkce randn a pokud chceme, aby byly
ortogonalni, spocitame QR rozklad a pouzijeme ) faktor. Bloky D; a R; jsou
zvoleny pro vSechna ¢ < 7 jako

r [60 1
prefpa) el

Dale blok DT, = [3,2]" (po deflaci). Zbylé bloky jsou, proi > j+1, D; =2 a
R, =1.

Vstupnimi parametry generatoru testovacich tloh jsou ¢isla j a [. Vystupem
jsou matice A, B a také matice Ly, coZ je sestavend matice

_ [ Lkg— 0
Ltest - [ 0 AQQ] .

4.2 Chovani algoritmu pro iteracni vypocet core
problému

Prvni experimenty, které provedeme, budou zamérené na chovani itera¢niho
algoritmu pocitajiciho core problém. Podivame se, jak velikost ulohy, pocet pra-
vych stran a samotnéa velikost core problému ovliviuji presnost vypoctu. Budeme
sledovat velikost prvki v maticich D; a R; v iteracich, kdy v presne aritmetice
nastavaji deflace. Dale budeme sledovat ztratu ortogonality matic P a Q a také

chybu projekce PjHAQj — L.

4.2.1 Problémy s proménnou velikosti pravé strany

Velikost prvka pfi deflaci

w%r ®

2 3 4 5 G 10 15
Sloupce prave strany

® Maximalni velikost preeku matice Dj

Priomeérna velikost nenuloveho prvku Lj-1 i

Obrazek 4.1: Velikost prvka matice D; v posledni iteraci pro tlohy s fixni matici
A a riznym poctem sloupci pravé strany B.
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V tomto testu vygenerujeme matice A a B jako nahodné matice pomoci Matla-
bovské funkce randn. Matice A bude mit fixni rozmeéry 150 x 60. Takova matice
je dobfe podminénd, v nasem pripadé ¢islo podminénosti vyslo 4.4846. Pro obdél-
nikové matice s plnou hodnosti ¢islem podminénosti myslime podil nejvétsiho a
nejmensiho singularniho ¢isla. Budeme ménit pocet sloupcii pravé strany, tedy po-
¢et pozorovani. Pouzité hodnoty jsou d € {15,10,6,5,4,3,2}. V piipadé, Ze tloha
AX = B je sestavena z nahodnych matic, ma matice A vzdy navzajem ruznd
nenulova singularni ¢isla. Navic sloupce matice B nejsou kolmé na zadny z pri-
slusnych levych singularnich vektort matice A. Matice core problému ma tedy
stejnd singularni cisla jako matice A a shoduje se v poc¢tu sloupct. Zmensujici se
pocet sloupcti pravé strany tedy zpiisobi, ze bude tfeba vice iteraci pro vypocet
core problému s matici, kterd ma vzdy 60 sloupcti. My se zamérime na pozoro-
vani velikosti prvkd v matici D; z posledni iterace, kterd by méla byt teoreticky
nulova. Dale také sledujeme ztratu ortogonality mezi sloupci matice Qj.

Na grafu (4.1) znazornuji modré tecky maximélni velikost hodnot v dolni
trojuhelnikové matici D; z posledni iterace pro ulohy s fixni matici A a riznym
poctem sloupcii pravé strany B. V tuto chvili by méla byt matice D; vidy nulova.
Pro porovnani cervena c¢ara zna¢i prumérnou velikost nenulové hodnoty v matici
L; j—1, kterd by méla tvorit core problém. S mensim poctem sloupcii pravé strany
rostou hodnoty v matici D;. Pti dvou pravych stranach vidime, Ze velikost prvki
matice D; je vétsi nez priamérna velikost prvku v matici L; ;_; a tedy tuto deflaci
neni mozné rozeznat ani volbou vétsiho parametru tol. Pfi tomto poctu pravych
stran bylo k vypoc¢tu nutno provést 30 iteraci. Vidime, ze prumeérné velikost prvka
matice L;_ ; zistavd stejna.

10° . : . . : - e——
® Ztrita ortogonality matice Q 4
Chyba projekce
»
P

105} /® ]

=] ®
K p:
. 4
g '
5 ¢°
=Z 0L ] ]
10 Py
./‘
&
-
-
* ..-‘
1018 b ) f_2 i
] 5 10 15 20 25 30 35
Iterace

Obrézek 4.2: Ztrata ortogonality mezi sloupci matice @j a chyba projekce v prti-
padé d = 2 pro dobre podminénou matici A.

Graf (4.2) ukazuje na piikladu nejmensiho poctu pravych stran, tedy 2, jak
s poctem iteraci dochézi ke ztraté ortogonality v matici @; a zvétsovani chyby
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Obréazek 4.3: Ztrata ortogonality mezi sloupci matice Qj v zavislosti na poctu
iteraci pro rizné pocty pravych stran d.

projekce znazornéné cervenou carou. Tyto veli¢iny jsou méfeny pomoci norem

AT ~ ~T ~
11 —Q;Q;ll a |[Pj1AQ; — Lyt

Obé tyto veliciny rostou stejné rychle. Okolo iterace 30 se ortogonalita ztrati
uplné.

Nasledujici graf ukazuje ztratu ortogonality ve vypoctech s riznym po-
¢tem pravych stran. Vsimnéme si, ze v pripadech, kdy d je velké, je ortogonalita
zachovana pomérné dobte po celou dobu vypoctu. Pocet iteraci pottebnych k vy-
poctu spolu s velikosti bloki matic Pj a @j, které jsou v nasem pripadé urcené
pravé poctem pravych stran, maji vliv na pfesnost vypoctu.

Predchozi vysledky jsem ziskali pro dobfe podminénou matici A s plnou hod-
nosti. Pro srovnani se proto podivame na ztratu ortogonality a chybu projekce
pro Spatné podminénou matici A. Zvolili jsme matici A, jejiz nejvetsi singularni
¢islo je 10 a nejmensi 1076, Cislo podminénosti tedy vyjde 107. Podivame se,
jaky dopad to bude mit na rychlost ztraty ortogonality. Na grafu vidime, ze
ve srovnani s predchozim pripadem zachyceném na grafu se ortogonalita i
chyba projekce ztraci podstatné rychleji, konkrétné do 10 iteraci.

Vysledkem téchto experimentl jsou nésledujici zavéry.

o Ukézali jsme, ze existuji i jiné faktory nez je velikost core problému, které
urcuji presnost vypoctu. Zalezi také na poctu potrebnych iteraci. Pocet
iteraci ovliviiuje velikost pravé strany a také vztah matic A a B urcujici,
kdy nastanou deflace. Poznamenejme, zZe v obecném pripadé miize pocet
pravych stran ovlivnit pocet sloupcti matice core problému. Vétsi pocet
sloupct pravé strany miuze totiz zpusobit, ze néjaké vicenasobné singularni
¢islo matice A bude v core problému obsazeno vicekrat. V nasem pripadé
tato situace nenastala, nebot matice A méla pouze jednonasobna singularni
cisla.
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Obrazek 4.4: Ztrata ortogonality a chyba projekce v zavislosti na ¢islu iterace v
pripadé d = 2 pro Spatné podminénou matici A.

o QR rozklady pocitané v kazdé iteraci umoznujé udrzovat ortogonalitu mezi
sloupci matic @ a P spoctenymi ve stejném bloku. Pti vétsim poc¢tu pravych
stran se nam lépe zachova ortogonalita, nebot v kazdém kroku pocitdme
vétsi bloky matic Q a P.

o Ztrata ortogonality a chyba projekce nartistaji fadové stejnym tempem.
Ortogonalita se ztraci témér linedrné v logaritmickém méritku a v rozmezi
mezi 25. a 30. iteraci je ve vyse uvedeném experimentu ztracena kompletné
i pro dobfe podminénou matici. Pokud je matice Spatné podminénd, ztrata
ortogonality je podstatné rychlejsi. V nasem testu priblizné trikrat.

« Deflace, které by méli nastat ve vyssich iteracich neni mozné nasim kritériem
odhalit, nebof prvky, které by meéli byt nulové, maji velikost na turovni
velikosti ostatnich prvka matice L;_; ;. Déje se tak vlivem diskutovanych
chyb zpiisobenych ztratou ortogonality.

4.2.2 Problémy s proménnou velikosti core problému

Nyni budeme zkoumat chovani iteracniho algoritmu pro vypocet core pro-
blému pti aplikaci na tlohy s riznou velikosti core problému. Cilem je sledovat,
jak velikost core problému a ¢islo iterace, ve které nastava deflace, ovlivni spoleh-
livost vypoctu. Testovaci tlohy jsou generovany postupem uvedenym v Podsekci
. V prvnim pripadé zvolime j = [ = 5. Rozméry matice core problému tedy
budou 17 x 16. Prvni deflace by méla nastat v iteraci ¢islo 6 a druhé a posledni v
iteraci 11. Pocet sloupct pravé strany je 2. Na grafech vidime pro dvé zvo-
lené hodnoty parametru tol pribéh vypoctu. Modré tecky znac¢i normu rozdilu
mezi bloky matice L spoctenymi v i-té iteraci a odpovidajicimi bloky v presné
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tol = 1e-10 tol = 1e-3

e Norma rozdilu matic L alL e Norma rozdilu matic L aL e
test test

a[| © Ztrata ortogonality matice Q * © Ztrata ortogonality matice Q

Obrazek 4.5: Presnost spoctenych bloki matice L a ztrata ortogonality v matici
@ pro 11 iteraci a dvé rizné volby tol.

matici L. V prvnich j iteracich se jedna vzdy o maticovou normu rozdilu

Dl |
Ri
a ve zbyvajicich iteracich o normy rozdili

LN

S jedinym rozdilem v iteracich j + 1 a 7 + 1 + 1, kde nastanou deflace. V téchto
iteracich se jedna po fadé o normy rozdili

3
DjT—H — 12 DJT+l+1 _ 2 ]
Rji 1 e 0

O~ N D
=~ = w O

Pro obé tolerance se podatilo rozpoznat prvni deflaci v Sesté iteraci. V pripadé,
kdy tol = 10719, se nepodatilo zachytit druhou deflaci v iteraci 11, coZ zptisobuje
velké navyseni chyby v posledni iteraci. Pro vyssi toleranci se podarilo rozpoznat i
druhou deflaci. Chyba v posledni iteraci proto ztstava podstatné mensi. Nehledé
na toleranci a pripadné odhaleni nebo neodhaleni deflace, ztrata ortogonality
narusta stale stejné.

Nyni provedeme stejny test pro tlohu s vétsim rozmérem core problému. Zvo-
lime j = [ = 10. Rozméry matice core problému budou 32 x 31. Prvni deflace by
méla nastat v iteraci 11 a druhé v 21. Vysledky jsou zachyceny na grafu . \Y
pripadé nizsi tolerance nebyla zachycena prvni deflace a zbytek iteraci je nasledné
zatizen nepresnostmi ve vypoctu. Deflace nenastava ani se zpozdénim, rozméry
pocitanych matic se nesnizuji. V druhém piipadé, kdy tol = 1073, je odhalena
prvni deflace. Chyba nicméné nartsta velmi rychle i poté a druha deflace odhalena
neni. Opét nedojde k deflaci ani opozdéné a vypocet se nezastavi.
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tol = 1e-10 tol = 1e-3
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Obrazek 4.6: Presnost spoctenych bloki matice L a ztrata ortogonality v matici
() pro 21 iteraci a dvé rizné volby tol.
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Obrézek 4.7: Presnost spoc¢tenych bloki matice L a ztrata ortogonality v matici
@ pro 41 iteraci a dvé riizné volby tol.

V poslednim pokusu byly zvoleny parametry j = [ = 20. Matice core problému
mé pak dimenze 62 x 61. Vysledky jsou zakresleny do grafu (4.7)). Zde pozorujeme,
pro obé dvé tolerance, ze chyba vypoctu i ztrata ortogonality naroste pred prvni
deflaci (iterace ¢islo 21) na troven 10°. Odhaleni deflace je tak nemozné nehledé

na zvolenou toleranci tol.
Zaveér z téchto testi shrneme v nasledujicich bodech.

o Ortogonalita sloupct poc¢itanych matic se opét ztraci linedrnim tempem v
logaritmickém méritku.

e Odhaleni deflace prekvapivé nema pozitivni vliv na ztratu ortogonality.

o Presnost spoctenych blokt matice L klesa rychlosti odpovidajici rychlosti
ztraté ortogonality. Odhaleni deflace vSak v tomto pripadé zptisobi docasné
zpresnéni pro nésledujici iterace. Nasledné chyba zacne rychle opét nartstat
az na uroven ztraty ortogonality.
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 Deflace v nizsich iteracich (v nasem pripadé < 15) nastavaji vzdy ve spravné
iteraci a jejich odhaleni zavisi na velikosti parametru tol. Jak bylo popsano
v predchozi sekci, deflace, kterd by méla nastat v prilis vysoké iteraci (v na-
Sem piipadé >= 20), nelze nasim kritériem odhalit. Z4dné zpozdéni deflaci
nebylo pozorovano.

4.3 Srovnani TLS reseni originalni tlohy a core
problému

V této sekci se zaméfime na srovnani dvou aproximacnich tesenich. Prvni
ziskame aplikaci klasického TLS algoritmu na tlohu a budeme ho znacit
Xrrs. Druhé obdrzime pouzitim klasického TLS algoritmu na core problém v
uloze s naslednou zpétnou transformaci. Toto feseni oznacime jako X, ,...
Core problém je poé&itan Algoritmem [2] a toleranci tol = 1073, Testovaci tilohy
jsou generovany podle skupiny TLS fesitelnosti popsané v Kapitole 1, Sekei [I.2]
Zpusob generovani takovych tuloh byl popsan v Sekci [4.1.3] Budeme sledovat
normu residua u obou ziskanych feseni a také relativni normu rozdilu téchto
dvou tesSeni. Zavedeme pro tyto normy nésledujici znaceni

rrLs = HAXTLS - BH,

Tcore = ||AXcore - B||,

f _ ||XTLS - Xcore”
[ Xresll

Rozmeéry tloh zvolime jako m = 15, n = 7 a d = 3. Toto jsou, podle vysledk mi-
nulé sekce, dostatecné malé rozméry, aby byl vypocet core problému stale presny.
V prvni sadé uloh zvolime nésledujici singulérni ¢isla matice [B,Al:

S = diag(100,60,40,20,10,5,2,2,2,1).

V tomto piipadé je matice [B,A] dobre podminéné. Z kazdé skupiny S, Fy, F» a Fj
jsem vygenerovali 1000 tloh, které maji rozméry a singularni ¢isla uvedend vyse.
V tabulce nize jsou pro kazdou skupinu uvedeny vysledky ziskané zpriimérovanim
hodnot ze vsech 1000 tloh v dané skupiné.

Skupina: S F Fs F;
rTLS 124.4600 1.3714 0.1679 3.0404
Teore 1.2233 1.3714 0.1679 0.7913

f 1.0838 | 3.3809 x 1078 | 1.5257 x 10~ | 0.0010

Ziskand teSeni jsou velmi blizka ve skupinach F} a F;. To jsou skupiny, kde
existuje feseni ve smyslu uplnych nejmensich ¢tvercti. Naopak ve skupinach S a
F3, kde Teseni neexistuje, pozorujeme vétsi rozdil v ziskanych maticich. V obou
pripadech dostaneme nejhorsi vysledky, co se residua tyce, pro skupinu S. Avsak
v druhé varianté vypoctu (pies core redukei) pozorujeme podstatné nizsi normu
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residua pro spoctenou aproximaci negenerického feseni. Stejné zlepseni nastava i
pro skupinu Fj.

V druhé sadé testii jsme ponechali stejné rozmeéry tloh. Jediné, co se méni,
jsou singuldrni ¢isla matice [B,A], kterd nyni volime

S = diag(10,6,4,2,1,1072,107°,107°,107°,107°).

Matice [B,A] je v tomto piipadé Spatné podminéna. Déle nasleduje tabulka s
analogickymi vysledky jako v prvnim ptipadé.

Skupina: S F1 F2 Fg
TTLS 9.1811 | 5.1799 x 107° | 8.3076 x 107¢ | 1.1967 x 1074
Feore | 0.0026 | 4.0168 x 1074 | 2.7742 x 104 | 4.3385 x 104

f 1.0710 0.7887 0.7071 0.7850

Zde ziskame rozdilné aproximace reSeni ve vsech skupinach. Ovsem ve skupinach

Fi a Iy, kde tfeSeni ve smyslu uplnych nejmensich ¢tverctu existuje, vidime, ze

oba postupy vedou na feseni s malou normou residua. Druhy piistup (pfes core

redukei) ma normu residua nepatrné vyssi. Ve skupiné F3 zadny podstatny rozdil

v norméach residua neni. Stejné jako v predchozim pripadé vidime nizsi normu

residua pro druhou metodu pfi pouziti na aproximacni tilohy ve skupiné S.
Vysledky shrneme v nasledujicich bodech.

e Pro dobre podminénou matici jsou si ziskana reSeni blizko v pripadech,
kdy existuje feseni ve smyslu uplnych nejmensich ¢tvercti. Pokud feseni
neexistuje, potom mohou byt vysledky vyznamné odlisné. V tuto chvili totiz
pocitame néjaké negenerické feseni a proto neni prekvapivé, ze se vysledky
budou lisit.

e Pro $patné podminénou matici se spoctené aproximace zasadné lisi ve vSech
pripadech. Ve skupinach F} a Fj, kde feseni ve smyslu tuplnych nejmensich
¢tvercl existuje, maji obé aproximace srovnatelnou normu residua.

e Pro tdlohy ve skupiné S ziskdme vypoctem pres core redukci aproximaci s
vyrazné mensim residuem. To muze byt zptisoben tim, Ze v nasem pripadé
patril core problém do vzdy skupiny F; nebo Fs a tedy nebylo nutné pocitat
jeho negenerické teseni. Core problém muze obecné, jak bylo dokazano v
[12], spadat do libovolné skupiny TLS fesitelnosti. V nasich testech jsme
ovsem na jiné pripady nenarazily.
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Z.aver

V této praci jsme na zakladé pouzité literatury popsali problém tuplnych
nejmensich ¢tverclt pro feSeni aproximacni tlohy AX =~ B. Shrnuli jsme kla-
sifikaci resitelnosti ve smyslu tiplnych nejmensich ¢tverci a popsali jsme klasicky
TLS algoritmus slouzici k vypoctu aproximace feseni. Déle jsme podrobné vysvét-
lili core redukci, kterda ma za cil, pomoci ortogonalnich transformaci, zredukovat
dimenze tlohy tim, Ze odstrani z dat A a B prebytecnou informaci. Vyslednd
zredukovana tloha se nazyva core problém. Pro konstrukeci core problému jsme
uvedli dva postupy. Pfimou metodu zaloZenou na singularnim rozkladu a iterac¢ni
konstrukei vyuzivajici zobecnénou Golub-Kahanovu bidiagonalizaci. Také jsme,
na zakladé téchto konstrukci, vyvodili nékteré vlastnosti a charakterizace core
problému.

Pozornost byla dale vénovana numerickym experimentiim v prostiedi Matlab.
V téchto experimentech jsme se zamérili na klasicky TLS algoritmus a imple-
mentaci iteracni konstrukce core problému. Nejprve jsme na prikladu ndhodnych
matic A a B, které jsou typicky dobfe podminéné, ukazali, ze ztrata ortogona-
lity pti vypoctu core problému zavisi z velké miry na poctu potrebnych iteraci
k vypoctu a velikosti pravé strany. Cim vétsi bloky matic Q a P v kazdé ite-
raci poc¢itame, tim lépe se zachova ortogonalita. Velikost pocitanych blokt ovsem
nezavisi pouze na poctu pravych stran, ale také na vztahu matic A a B urcuji-
cim, kdy a nastanou deflace a jak dobfe bude mozné je numericky detekovat. Pro
srovnani jsme na prikladu Spatné podminéné matice A ukazali, Ze ortogonalita se
ztraci podstatné rychleji, nez v pripadé s dobfe podminénou matici A. V druhém
pokusu jsme si nejprve sami sestavili matici L tvorici core problém. Potom jsme
zpétné zkonstruovali tlohu. Zkoumali jsme, jak presny vysledek ziskdme nasim
itera¢nim algoritmem. Ukézali jsme, ze vysledky jsou relativné spolehlivé do 15.
iterace. V pozdéjsich iteraci dochazi k uplné ztraté ortogonality matice Q) a nelze
jiz spravné detekovat deflace a to ani volbou vyssiho parametru tol. Pomérné pre-
kvapivé jsme nepozorovali vyskyt zpozdénych deflaci. Vsechny vypocty byli pro-
vedeny bez reortogonalizace. V poslednim experimentu jsme srovnali aproximace
feseni ziskanych dvéma postupy. Prvni feseni ziskdme pomoci aplikace klasického
TLS algoritmu na ulohu AX ~ B. Druhé feseni obdrzime pouzitim klasického
TLS algoritmu na core problém v této tloze s naslednou zpétnou transformaci.
Ulohy pro tyto testy byly generovany tak, abychom pokryli véechny skupiny TLS
reSitelnosti. Pro dobfe podminéné matice si feSeni spoc¢tena obéma postupy byla
blizka ve skupinach, kde reseni ve smyslu tplnych nejmensich ¢tverci existuje.
V ostatnich pripadech se feseni lisila. Pro Spatné podminéné matice byla feSeni
rozdilna ve vsech skupinach.

Posledni provedeny experiment by bylo mozné déle rozsitit. Z [12] vime, ze
core problém miize pattit do libovolné skupiny TLS fesitelnosti. My jsme ukézali,
ze pro ulohy ze skupin S a Fj, kde feseni ve smyslu tplnych nejmensich ¢tverct
neexistuje, se aproximace reSeni spocitané v prosttedi Matlab vyznamneé lisi. Ve
skupiné S jsme pozorovali snizeni normy residua u metody pres core redukci.
V nasich testech ovSem core problém vzdy spadl do skupiny F} nebo F,, kde
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feseni ve smyslu tiplnych nejmensich ¢tverct existuje. Pokud bychom dokazali
vygenerovat tlohy ze skupiny S a Fj a zaroven kontrolovat do jaké skupiny bude
patrit prislusny core problém, bylo by mozné experimentalné ukazat, jestli tyto
vysledky budou platit i pro core problémy, které budou ze skupin S a Fj. Ziskané
vysledky je tfeba dale hloubéji analyzovat, coz vsak jiz presahovalo rozsah zadani
diplomové prace.
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