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Uvod

V této praci se zabyvame zejména H K SP integralem, ktery je zobecnénim
Kurzweilova-Stieltjesova integralu. Tuto jeho novéjsi variantu zavedli J. Maly a
K. Kuncova v roce 2019 (publikace [3]). Cilem této diplomové prace bylo pro-
zkoumat, které vlastnosti Kurzweilova-Stieltjesova integralu se zachovavaji pri
prechodu k H K S? integralu a sepsat prislusné dikazy. Tato prace prirozené na-
vazuje na [1], [2] a [3]. Dalsim cilem bylo prozkoumat a peclivé dokazat nékteré
zékladni vlastnosti integrélu, které jsou v [3] jen letmo zminény nebo pokladany
jemcii o matematickou analyzu, zatimco ¢lanek [3] je vénovan hlavné specialistiim
v teorii integralu. Predpokladame, Ze ¢tenaf méa znalosti matematické analyzy a
Lebesgueova integralu na arovni bakalarského studia na MFF UK. Nasim hlavnim
pfinosem v této diplomové praci jsou kapitoly 2 a 3.

V prvni kapitole pfipomeneme definici Kurzweilova integralu jako pfirozené
zobecnéni Riemannova integralu. Jeho prvnim zobecnénim je HKS integral,
pri¢emz toto zobecnéni spoCiva v tom, Ze misto integratoru G(z) = z pracu-
jeme s obecnym integratorem. Ukazeme, ze HK S integral lze definovat dvojim
zpusobem (klasicky i pomoci neur¢itého integralu), a Ze tyto definice jsou ekvi-
valentni.

Ve druhé kapitole se vénujeme pojmu oscilace funkce, coz je klicovy pojem
v definici H K'S? integralu, a zkoumame jeji vlastnosti. Symbolem osc,(F,I) rozu-
mime oscilaci funkce F' na intervalu [; pficemz rozlisujeme tzv. obyc¢ejnou oscilaci
(pfipad p = C) a p-oscilaci (pfipad p € [1,00]), k jejiz definici potfebujeme Lebe-
sguetv integral. Ukazeme, ze funkcional

F i oscy(F.1)

je pseudonorma na prostoru méritelnych funkci na I. Také ukazeme, ze pro libo-
volnou méfitelnou funkci F': I — R je funkce

p > oscy(F.I)

neklesajici pro p € [1,400] a tento vysledek pozdéji vyuzijeme pii zkouméani tiid
integrovatelnych funkci. Déle ukazeme, ze pouze pro p = C je oscilace subaditivni
vzhledem k intervalu, ale pro p € [1, +o0| subaditivni neni. V kapitole 3 ukazeme,
ze v dusledku toho pak neurcity H KS? je aditivni vzhledem k integra¢nimu oboru
pouze pro p = C, ale neni aditivni pro p € [1,4o0].

Ve tteti kapitole se v prvni sekci vénujeme nejprve vlastnostem HKS? inte-
gralu, které jsou spole¢né pro p € [1,+o0] i p = C. Ve druhé sekci se pak vénujeme
pouze vlastnostem H K S, integralu, coz je jeho specialni ptipad pro p = C.

Ve ¢tvrté kapitole zminime i jiné novéjsi typy integralt a jejich vztah k H K.S?
integralu. Prvni sekce je vénovana M C,, integralu, ktery zavedli T. Ball a D. Preiss
v roce 2017 (publikace [8]) a ktery je ekvivalentni s H K, integralem. Tento inte-
gral je zobecnénim M C' integralu, ktery zavedli H. Bendova a J. Maly v roce 2011
(publikace [9]), a ktery je ekvivalentni s HK integrdlem. Ve druhé a tteti sekci
zminime Denjoytv-Chinc¢iniiv integral a aproximativni derivaci a jejich vztah
s HKSP integralem, cemuz se vénovali J. Maly a K. Kuncova.



1. Kurzweiltiv integral

Zacatkem 20. stoleti zapocaly snahy o vybudovani teorie neabsolutné konver-
gentniho integralu, ktery by byl obecnéjsi nezli Newtontiv a zaroven i Lebesguetiv
integral. Prvni takovy integral zavedl A. Denjoy v roce 1912. O dva roky pozdéji
zavedl O. Perron o néco jednodussi integral, jehoz konstrukce byla zalozena na

praci s majorantami a minorantami funkce. Az v roce 1957 J. KurzweilElupravil
definici Riemannova integralu a zkonstruoval tak novy integral, jehoz definice
je nazornéjsi a podstatné jednodussi nez definice téchto prechazejicich integrali.
Ukazal, Ze tento integral je ekvivalentni s Perronovym integralem. Nezavisle na
ném v roce 1961 tutéz konstrukei integralu objevil i R. Henstock, proto Kur-
zweilliv integral nazyvame Henstocktv-Kurzweiliv integral neboli H K integral.

1.1 Prechod od Riemannova integralu ke Kur-
zweilovu integralu

Pfipomenme nejprve definici Riemannova integralu.

Definice 1.1.1. Délenim intervalu [a,b] C R rozumime konecnou posloupnost
intervali {[a;, b;]}, takovych, Ze

azal<b1:a2<b2:a3<~~~<bn_1:an<bn:b.

Definice 1.1.2. Necht {[a;, b;]}1, je délent intervalu [a,b] a {x;}, je posloup-
nost takovd, Ze pro kazdé i € {1,...,n} plati

a; < x; < b

Pak {[a;, b;], x;}, nazveme déleni s vyznacéngmi body z; (ang. tagged parti-
tion)

Riemanniiv integral mizeme definovat nasledujicim zptisobem.

Definice 1.1.3 (Riemanniv integral). Rekneme, e omezend funkce f na
intervalu [a,b] je riemannovsky integrovatelnd a plati fab f = A prdvé tehdy,
kdyz pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna délent s vyznacnymi body
{lai, bi], z;}1, intervalu [a,b] spliujici |b; — a;| < § pro kazdé i € {1,...,n} plati:

<eE.

4= )0 - a)

Pozndamka. Definice Riemannova integralu zalozena na hornich a dolnich souc¢tech
(Darbouxova definice) je ekvivalentni s definici 1.1.3.

'Kurzweiliiv integral byl poprvé publikovdn v préci [10]. Britsky matematik R. Henstock
nezavisle na J. Kurzweilovi objevil v roce 1961 stejnou definici tohoto integralu. O existenci
Kurzweilovy prace se dozvédél az v roce 1963. Jejich motivaci pro zavedeni nového integralu
bylo predevsim vysvétleni jistych konvergencnich jevi v teorii obycejnych diferencialnich rovnic.
Vice o historii Kurzewilova integralu (i jinych integral) lze nalézt v publikaci [11].
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Rozdil mezi Riemannovym a Kurzweilovym integralem je v tom, ze v definici
Kurzweilova integralu hledané 6 k zadanému £ nemusi byt nutné konstanta, ale
pripustime, ze 6 muze byt funkce.

Definice 1.1.4. Kalibrem nazveme jakoukoliv funkci ¢ : [a,b] — RT.

Definice 1.1.5. Nechf § : [a,b] — RT. Rekneme, Ze déleni intervalu [a,b] s vy-
znacnymi body {|a;, by, x;}*, je 6-jemné, pokud

Vie{l,...n} [a;,b] C (x; —(xs), 2 + 6(x3)).

Definice 1.1.6 (Henstockuv-Kurzweiltiv integral). Rekneme, Ze funkce f
na intervalu [a,b] je HK-integrovatelna a plati f; f = A pravé tehdy, kdyz

Ve >0 3o :[ab] = (0,00) V.-jemnd déleni {|a;, b;],x;}7

< E€.

plati: ‘A — 2": fla:) (b — )
i=1

Lemma 1.1.7 (Cousinovo lemma). Pro libovolny kalibr § : [a,b] — Rt je
mnozina vSech §-jemnych déleni intervalu [a,b] vZdy neprazdnd.

Dikaz lze najit v [2, Lemma 6.2.3].

1.2 Piiklady

Priklad 1.2.1. Piikladem omezené funkce, ktera neni riemannovsky integro-
vatelnd, je tzv. Dirichletova funkce f : [0,1] — R definovana nasledujicim

predpisem.
_J1 z€eQ
f<x>_{o r€R\Q

Ukazme nejprve, ze Dirichletova funkce neni riemannovsky integrovatelna.

Uvazujme libovolné déleni {[a;, b;], x;}1_; intervalu [0,1] s vyznacnymi body ;.
V pfipadé, Ze vSechny vyznacné body jsou raciondlni, tedy x; € Q, pak f(x;) =1
a tedy

D fla)(bi —a) =140,

V piipadé, ze vSechny vyznacné body jsou iraciondlni, tedy z; € R\ Q, pak
f(z;) =0 a tedy

i=1
Pro libovolné § > 0 tedy vzdy umime najit dvé rtzné déleni intervalu [0,1],

{lai, bi], z;}7—, a{[c;, di], yi }i™, tak, Ze pro vSechna ¢ plati |b;—a;| < d a|d;—¢;| <
a zaroven

’Zf(xz)(bz —a;) — Zf(yz)(dz —¢)|=1-0=1,

tedy funkce f neni riemannovsky integrovatelna.
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Ukazme, ze Dirichletova funkce je HK-integrovatelna a plati

(HK)/Olf:O.

K pevné zadanému ¢ > 0 musime najit takovy kalibr 6. : [0,1] — (0,00), aby
pro vSechna d.-jemna déleni {|a;, b;|, z;}7_, intervalu [0,1] s v§znaénymi body z;
platilo:

‘ Z Fla) (b —a;) — 0| <&

Jelikoz racionalni ¢isla tvori spocetnou mnozinu, mtuzeme jeji prvky usporadat do
posloupnosti a oéislovat {qi, ¢2, g3, ... }. K pevné zadanému ¢ > 0 definujme kalibr
nasledujicim zptisobem:

_Je/2tt x=qeqQ
6(:1:)'_{1 reR\Q

Takto definovand funkee je jisté kalibr, nebot pro z € [0,1] nabyva pouze kladnych
hodnot. Uvazujme libovolné 6-jemné déleni {[ay, bi, % }7_,. Pro kazdy iracionalni
vyznacny bod zy je f(xp) = 0. Z kazdé posloupnosti (xy)}_, tedy lze vybrat
podposloupnost raciondlnich éisel (7;)7L; a tedy

> F@)bi—ai) = flawg) (b — ary).
i=1 j=1
Dirichletova funkce f nabyvé v kazdém racionalnim bodé hodnoty 1, tedy
f(.fbkj) = 1, ] = 1,...,m.

Miizeme tedy odhadovat:

’ D fla) (b — a;) - 0‘ =3 ) (e — arg) = Y (b — ax;) < Y 26(wx;) =
=1 7j=1 7j=1 7=1
B T2 B T B 5 2 & _ 9 =1 _ 9
=D ger =g <2 =X 5=
7j=1 7j=1 =1 =1

Dikaz pfevzat z [6].

2Protoze vyzna¢éné body xx mohly byt i krajni body intervalu [ay, bx], kazdy bod se v této
posloupnosti miize opakovat nanejvys dvakrat.



Nésledujici piiklad je pfevzat z [2, Example 6.2.14].

Piiklad 1.2.2. Uvazujme funkci f : [a,b] — R takovou, Ze mnozina
M = {z € [ab]; f(z) # 0}

ma nulovou Lebesgueovu miru. Pak Henstocktav-Kurzweiltiv integral f: f(x)dx
existuje a je roven nule.

Pro n € N ozna¢me

M, ={zx € [ab]; n — 1 <|f(z)| < n}.

oo

Mnozina M je disjunktnim sjednocenim mnozin M, tj. |J M, = M. Z toho
n=1

plyne, Ze kazdd mnozina M, mé také nulovou Lebesgueovu miru. Necht ¢ > 0 je

déno. Pro kazdé n € N existuje otevienad mnozina G, C [a,b] takova, ze M,, C G,

a zaroven .

mw(Gn) < o
Necht 0. : [a,b] — (0,00) je kalibr spliiujici, Ze pro v8echna n € N a pro x € M,
plati
(x — 6:(z), x + 0-(x)) N [a,b] C G,.

Pro libovolné §.-jemné déleni {[a;, b;], x; }I*, intervalu [a,b] pak plati

D @b - @) =0 < DIl —a) =0 D I @)l(b - @)

n=1i;z;EMy
SZn Z (bz—ai)SZnu(Gn)<Z @:&‘Z%:e
n=1 i;x,EMp, n=1 n=1 n=1
Tedy .
f(z)dx =0



1.3 Vztah Kurzweilova integralu k Newtonovu,
Riemannovu a Lebesgueovu integralu

V nésledujicich vétach shrneme, ze Kurzweiliiv integral je obecnéjsi nezli in-
tegral Newtoniv, Riemanntiv a dokonce i Lebesguetiv. Dilkazy nasledujicich vét
lze najit v [5] (véta 4.2, 4.3, 5.1).

Véta 1.3.1 (Vztah Kurzweilova a Newtonova integralu). Necht —oco <
a<b< oo a funkce f:[a,b] = R md Newtoniv integral (N) fab f(z)dx. Potom
existuje Kurzweiluv integrdal (K) f; f(z)dzx a plati

(V) / ) de = (K) / ) do

Véta 1.3.2 (Vztah Kurzweilova a Riemannova integralu). Necht —oo <
a<b<ooa funkce [ :[a,b] = R md Riemanniv integrdal (R) fab f(z)dx. Potom
existuje Kurzweiliv integral (K) fab f(z)dx a plati

) [ stwir =) [ syas

Nésledujici véta uvadi vztah mezi Kurzweilovym a Lebesgueovym integralem.

Véta 1.3.3 (Vztah Kurzweilova a Lebesgueova integralu). Je-li funkce
f i la,b] = R méritelnd, pak ma v intervalu [a,b] Lebesquetiv integrdl pravé tehdy,
kdyz je absolutne integrovatelnd v Kurzweilové smyshﬁ (tj. |f] © f jsou integrova-
telné). Potom plati

0 [ rwyar =) [ s

Tato véta fika, ze tiida lebesgueovsky integrovatelnych funkci je podtiidou
kurzweilovsky integrovatelnych funkci, pficemz to, o co se lisi, jsou pouze neab-
solutné integrovatelné funkce v Kurzweilové smyslu.

3Pfesnéji, existuje-li Lebesguetv integral dané funkce, pak existuje i Kurzweiltv integral;
a zaroven nezaporni funkce je lebesgueovsky integrovatelna pravé tehdy, je-li kurzweilovsky
integrovatelna.



1.4 Stieltjestv integral

Integraly Stieltjesoval_ﬂ typu se vyznacuji tim, ze zde integrujeme nikoliv vzhle-
dem k integracni proménné jako dosud, ale k funkci integra¢ni proménné.
Funkci f, kterou integrujeme, nazyvame integrand, a funkci G, vzhledem ke
které integrujeme, nazyvame integrator. Piseme

/f@;) dG(:c):/fdG.

Definice 1.4.1 (HKS integral - klasicka definice). Rekneme, Ze funkce f na
intervalu [a,b] je HKS-integrovatelna vzhledem k funkci G : [a,b] — R a plati

[P FdG = A prdvé tehdy, kdyz

Ve >0 3o, :[ab] — (0,00) Vi.-jemnd déleni {[a;, b;],x;:}i,

plati:

A— Z F(@)(Gb;) — Gla))| < e.

Vsimnéme si, Ze v piipadé, ze funkce G je identita, tj. G(z) = x, splyva defi-
nice HKS integralu s HK integralem.

Tvrzeni 1.4.2 (Saksovo-Henstockovo lemma). Necht f,G : [a,b] — R a exis-
tuje Henstockiv-Kurzweiliv integral fab fdG. Pak ke kazdému e > 0 existuje kalibr
0. 8 ndsledujici viastnosti: Je-li {[A;, Bj], z;}7L, libovolny systém disjunktnich in-
tervali obsaZenych v intervalu [a,b] spliiujici, Ze pro vsechna j je z; € [A;, Bj| a
zaroven

[Aj, Bj] C (2j — 6e(25), 25 + 0:(25)),

potom
B

i ‘f(zj)(G(Bj) - G(4;)) - / j fdG‘ <e.

Aj

Dikaz lze najit v [2, Lemma 6.5.1], [2, Corollary 6.5.2].

4Matematik Stieltjes se vénoval predeviim Fetézovym zlomkéim a vypoétu moment pro
hmotu rozloZzenou na ptimce - to pro né€j bylo motivaci pro studium integrali. Vice o jeho praci
lze nalézt v [12, kapitola 6].



HKS integral mtuzeme definovat klasicky jako v definici 1.4.1 nebo jej také
definovat pomoci neurc¢itého integralu. Ukazeme, Ze tyto dvé definice jsou ekvi-
valentni.

Definice 1.4.3 (HKS integral, definice pomoci neuréitého integralu).
Funkce F : [a,b] — R je neurcitym HK S integrdlem funkce f : [a,b] — R vzhledem
k funkci G : |a,b] — R pravé tehdy, kdyz

Ve >0 3b.:[ab] = (0,00) Vi.-jemnd déleni {|a;, b;],x;}1,

mmaE:W@Q—Fmg—fmmewg—emmy<a

V takovem pripadé definujeme urcity integrdl jako

/Uﬂ%:F@-F@)

Tvrzeni 1.4.4. Klasickd definice HKS integralu (definice 1.4.1) je ekvivalentni
s definici HKS integralu pomoct neurcitého integrdlu (definice 1.4.3).

Dikaz. Je-li F : [a,b] — R neurcity integral funkce f : [a,b] — R vzhle-
dem k funkci G : [a,b] — R, vezméme [ := F(b) — F(a). Pak pro vSechna
d.-jemnd déleni  {la;, b;], z;}7, intervalu [a,b] je

< 3| F) = Flas) = £@)(G) - Gla)| <=

i=1
Existuje-li naopak fab fdG podle klasické definice, pak podle Saksova-Henstockova

lemmatu pro kazdy d.-jemny systém {[a;, b;], x; }1, plati

n b
> |Gt - Glay - [ rac| <=
Vezmeme-li t
ﬂﬂ@/f@ﬁe@%
pak

> |#@itotb) - gla) = (F (k) ~ Fla)| <.

Je-li [a,t] C [a,b], pak existence integrdlu na intervalu [a,b] implikuje existenci na intervalu
[a,t]. Plyne z [2, Theorem 6.2.9].
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Stieltjesovy integraly v teorii pravdépodobnosti

Je-li X ndhodna veli¢ina se spojitym rozdélenim a F': R — R je jeji distri-
bucni funkce; a je-li g : R — R, pak stfedni hodnota transformované nahodné
veli¢iny ¢g(X) je ddna vztahem

Elg(x)] = / g(x) dF(z), (11)

existuje-li integral vpravo. Tento integral je Stieltjestiv, pficemz integrator je zde
distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny. Ta musi byt neklesajici, zprava spojita a
navic musi spliiovat, ze lim, ., F'(x) =1 a lim,, ., F'(z) = 0.

Podle Radonovy-Nikodymouvy vét;ﬂ existuje nezaporna méftitelna funkce f, kterou
nazyvame hustota, takova, ze pro skoro vsechna x € R plati

_ dF()

fw) =2 (1.2)

Diky tomu mtzeme tento Stieltjestiv integral, jehoz integratorem je distribucni
funkce F', prevést na ,klasicky®“ integral, jehoz integratorem je identicka funkce
G(z) = = a ten uz dovedeme spocitat (umime-li najit primitivni funkei k g(z) f(x)
v uzavieném tvaru), tedy

[ s@)ar@) = [ gors)ds

R R

Ma-li ndhodné veli¢ina diskrétni rozdéleni, tento integral nemtizeme piepsat po-
moci ,klasického® integralu a je nutné pracovat se Stieltjesovym integralem (1.1)
V teorii pravdépodobnosti pracujeme obvykle s Lebesgueovym-Stieltjesovym in-
tegralem, ktery je absolutné konvergentni. V piipadé, Ze integral (1.1) neexis-
tuje, fekneme, ze ndhodné veli¢ina neméa stfedni hodnotu. Pokud bychom vsak
timto vztahem definovali stiedni hodnotu pro Kurzweiltiv-Stieltjestiv integral,
ktery je neabsolutné konvergentni a obecnéjsi nezli Lebesguetiv-Stieltjestiv inte-
gral, rozsirili bychom tak pojem stiedni hodnota ndhodné veli¢iny i pro ptipady,
ze integral (1.1) je neabsolutné konvergentni.

6Rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny X s distribuéni funkci F je pravdépodobnostni mira up,
ktera je absolutné spojitd vzhledem k Lebesgueové mife p (piSeme pp << p). To znamens,
Ze pro libovolnou méfitelnou mnozinu A plati, Ze je-li u(A) = 0, pak také up(A) = 0. Podle
Radonovy-Nikodymovy véty existuje nezapornd meéritelnd funkce f : R — R takova, ze pro
kazdou borelovsky méfitelnou mnozinu A plati:

pr() = [ @) = [ fia)duto) (13)

Takovou funkci nazyvdme hustota (téz Radonovy-Nikodymova derivace) a je uréena jednozna-
¢né az na mnozinu nulové Lebesgueovy miry. Tedy pro skoro vSechna x € R plati

f(z) = ‘%m (1.4)
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Priklad 1.4.5 (Spojité rozdéleni). Necht ma ndhodna veli¢ina X rovnomérné
rozdéleni na intervalu (0,1), tedy rozdéleni s hustotou

)1 z€(0,1)
J(@) = {0 z ¢ (0,1)

a necht
!
g(x) = —sin (x)
Potom transformovand ndhodna veli¢ina ¢g(X) nema stfedni hodnotu ve smyslu
Lebesgue-Stieltjesova integralu, ale ma stiedni hodnotu ve smyslu HKS integralu.
Ziskame totiz

[sae= [ L (2)

Tento integral je neabsolutné konvergentni a jeho hodnota je priblizné 0,62, ale
fol |1 sin (1)| dz diverguje.

Elg(X)) = [ gla)aF () = [

Piiklad 1.4.6 (Diskrétni rozdéleni). Necht X je nahodna veli¢ina nabyva-
jici kladnych celociselnych hodnot, ktera mé rozdéleni urcené pravdépodobnostni
funkci

1
PIX=k=———,keN.
X =k =m7 ke
Tedy je to nezaporna funkce a plati
PIX =k]= — =1
kz:; [ ) kz:; k(k+1)

Necht
g(n) = (n+1)-(=1)"
Potom transformovana ndhodna veli¢ina g(X) nem4 stfedni hodnotu ve smyslu

Lebesgueova-Stieltjesova integralu, ale ma stfedni hodnotu ve smyslu HKS inte-
gralu.

Elo(X)] = [ gle)dr (@) S~ o) PEX =4 =

| —1)k
(k+1)(—1) ng( k) .

WE

i
I

Tato fada je neabsolutné konvergentni a lze ukazat, zZe méa soucet — log 2, ale
neni absolutné konvergentni.

5 ;o - o\ “. e 212 1 1 1
Obecny ¢len fady muzeme rozlozit na parcialni zlomky RGO kT @ dostaneme

> 1 = /1 1 1 1 1 1 1 1
I;k(k+1):’;(k_lﬁ—l):1_2+2_3+3_4+4_"':1'

8Ma4-li ndhodna veli¢ina X diskrétni rozdéleni, tak existuje koneéna nebo spocéetna posloup-
nost {Zn, pp tnen, takova, ze z,, € Ra ¢isla p, > 0spliuji ),y pn = 1; piicemz pro distribu¢ni
funkci veli¢iny X plati F(x) = ZneNoﬁanx Pn. V takovém ptipadé je pravdépodobnostni mira
ur séitact a plati pp(A4) = EneNo,mneA pn pro libovolnou méfitelnou mnoZzinu A C R.
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2. Oscilace

V této kapitole zavedeme pojem oscilace funkce, coz je klicovy pojem, pomoci
néhoz definujeme H K S? integral v kapitole 3, a budeme zkoumat jeji vlastnosti.

2.1 Oscilace a median

Ptipomenme nejprve definici normy v L” prostoru.

Definice 2.1.1. Necht X C R je libovolndg mnoZina a f : X — R* je méritelnd
funkce. Pro p € [1,00) definujeme normu f jako

st = ([ 156 az)’.

Pro p = oo definujeme

|| f|]oo = inf {a > 0; |f(x)] <« pro skoro vSechna x € X},

tedy infimum cisel « > 0 takovych, Ze mnozZina {xz;|f(z)| > a} md nulovou
Lebesgueovu miru. Tuto normu nazyvdme esencidlni supremum.

Definice 2.1.2 (Oscilace). Necht p € [1,00] a [a,b] C R je omezeny uzavieny
interval. Pak p-oscilaci méritelné funkce F : [a,b] — R definujeme jako

osc,(F, [a,b]) == (b—a) inf ||F — |-
ce
Pro p = oo poloZime % =0.

Obycejnou oscilaci (C-oscilaci) budeme rozumét

osc(F, |a,b]) = osca(F, [a,b]) = 1 sup |[F(y) — F(x)|.

z,y€la,b]

(\V]

Obycejnd oscilace se od oscilace pro p = oo lisi v tom, Ze nezanedbdvd mnoziny
nulove Lebesgueovy miry.

Definice je prevzata z [3, Definition 2.3]

Pozndamka. Multiplikativni konstanta (b— a)_% v definici oscilace zajistuje, ze os-
cilace osc,(F, [a,b]) je neklesajici funkce v proménné p, jak bude zfejmé z dikazu
tvrzeni 2.2.5.

Pozndamka. Obycejnou oscilaci funkce F' : [a,b] — R lze ekvivalentné definovat
jako

osce(F, [a,b]) :[1 1( sup F(x)— inf F(x))

SCE[(IJ)] :pe[a,b}

17 vlastnosti suprema plyne:

sup |F(y) — F(z)|= sup (F(y)—F(x)) =

z,y€la,b] z,y€la,b]
= sup F(y)+ sup (—F(x))= sup F(y)— inf F(x).
y€la,b] z€la,b] y€la,b] z€la,b]
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Poznamka. Zatimco v definici p-oscilace vyzadujeme, aby funkce F' byla méfi-
telna, obycejnou oscilaci 1ze definovat i pro neméritelné funkce.

Definice 2.1.3 (Median). Necht F : [a,b] — R je méritelnd funkce. Rekneme,
Ze ¢islo A € R je median funkce F na [a,b], pokud existuje mérFitelna mnoZina
M C [a,b] takovd, Ze (M) = 1(b— a) a zdrover
Vee M:F(z) <X A Vzelab\M:F(x)>A\
Definice je prevzata z [3, Definition 2.5].
Tvrzeni 2.1.4 (Existence medianu). KaZdd méritelnd funkce F : [a,b] — R md

medidn.

Dikaz. Oznaéme

5= {AeRe P (o) < 15

Sy 1= {A R u(F (A +x0)) < 3 a}

Z monotonie miry plyne, Ze funkce Hy(\) := p(F~'((—o0,)))) je neklesajici
a funkce Ho(\) := u(F~((\, +00))) je nerostouci a pro i = 1,2 plati:

VAeR: 0< H;(\)<b-—a,
pricemz
p(FHR)) = lim H;(\) = lim Hy(\)=b—acR.
A—+o00 A——00
Pro k € N oznacme
Ay = F1((—o0,k)).

Tato posloupnost mnozin spliuje A, C Ajy; pro kazdé k € N, proto z véty
0 spojitosti miry plyne:

lim p(Ag) = UAk )=10b—a.

k—+o0

Proto musi existovat néjaké k € N tak, ze

b—a
2 )

p(E~ (00, k))) >
tedy S je shora omezend mnozina. Ukazme, Ze je neprazdna. Pro k € N ozna¢me
Bk = F71<<—OO, —k))

Tato posloupnost mnozin spliuje By, C By pro kazdé £ € N a vSechny tyto
mnoziny maji konecnou miru, proto podle véty o spojitosti miry plati:

lim p(By) = mBk ) =0.

k—+o0
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Proto musi existovat néjaké k € N tak, ze

b—a
2 )

PEF (00, —k))) <

tedy S je neprazdna mnozina. Analogicky dokazeme, ze mnozina Ss je neprazdna
a zdola omezena.

Protoze mnozina S; je shora omezena neprazdnd, musi existovat jeji supre-
mum, a protoze mnozina S, je zdola omezend a neprazdné, musi existovat jeji
infimum. Oznac¢me

A1 = sup S;
)\2 := inf SQ
Pak musi platit, ze
Ao < Mg

Kdyby to neplatilo, mohli bychom najit ¢isla ¢y, co takova, ze
)\1<Cl<02</\2,
a v takovém pftipadé by platilo

b—a
2

b—a
2

p(FH((~o00, 1)) > A u(F7H (e, +00))) >
a to by byl spor, nebot I, := F~!((—00,¢1)) a I := F~!((cy, +00)) jsou disjunktni
mnoziny a I; U Iy C [a,b]. Musi tedy nastat pfipad Ay < A; nebo Ay = ;.

V piipadé, Ze Ao < A1, je kazdé ¢islo € € (A2, A1) medidnem funkce F', nebot pro
néj existuji & € S; a & € S, takova, ze

£ <& <&,
a tedy )
p(FH(—00,6])) < (P (00, 8))) < =5
B (€ +o0))) < p(F (6, +00))) < 50
a protoze

FH (=00, &) U FH((€, +00)) = [a,b],

musi v obou piipadech nastavat vsude rovnost.
V pripadé, kdy A1 = Ag, plati

[a.b] = F7 (=00, A)) U F T ({A}) U F (Mg, +00)),
pricemz

b—a
2
nebot z véty o spojitosti miry mame:

b—a
2 )

p(F~ (=00, M) < A p(F7 (A, +00)) < (2.1)

p(F7H(—00,M)) = lim p(FH((—00,\))

)\*)/\17
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Pro kazdé A < A;. plati A € S, a tedy pu(F~'((—o0,\)) < 2. Limitn{ pfechod
A — A;_ pak tuto nerovnost zachova. Druhé nerovnost v (2.1) se ukaze analogicky.
Predpokladejme, ze obé nerovnosti (2.1) jsou ostré (nastane-li v jednom piipadé
rovnost, pak je ihned vidét, ze A\; je median F). ProtoZe funkce

h(t) = p(lat] N F({M}))

je spojita na intervalu [a,b], podle véty o nabyvéni mezihodnotP|najdeme ¢, € [a,b]
takové, ze

b—a

5~ — #EF (=00, A1)

h(to) = ulato] N F({M})) =

V takovém piipadé oznac¢me
A= ato) N EH ),
B := (to,b] N FH({\}).
Mnozinu F~({\;}) lze tedy rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny A, B tak, ze

F'({\}) = AUB

a zaroven
b—a
2 )
b—a
2 )

AU F (=00, Ay)) =

W(BUF (A, +0))) =

pricemz plati
Vo € AUF ((—oo, A1) F(z) < Ay,
Vo € BUF Y (A, +0)): F(x) > A

Tedy \; je median funkce F'.

Poznamka. Median nemusi byt urc¢en jednoznacné.

Piiklad 2.1.5. Medidnem funkce F' : [0,2] — R dané pfedpisem

_Jo zelo,1)
F(I)_{l zel,2]

muze byt jakékoliv ¢islo z intervalu [0,1]. Mnozina M necht je interval [0, 1).
Potom pro libovolné A € [0,1] plati, ze F < Ana M a F'> A na [0,2] \ M.

2Je-li F : [a,b] — R spojita funkce, pak na [a,b] nabyva viech hodnot mezi F(a) a F(b).
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Tvrzeni 2.1.6 (Jednoznac¢nost medianu). Medidn spogité funkce F : [a,b] — R
je urcen jednoznacné.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuji dva rizné mediany i, Ay takové, Ze
AL < .

K nim pfislusi z definice medidnu méfitelné mnoziny M;, My C [a,b], které maji

p b—a P
miru ~5¢ a plati, ze

Vee My :F(x) <A\ A Vzela,b\ M :F(z)>X\
Vee My: F(z) <X A Vax€&la,b]\ My: F(z) > Xs.
S vyuzitim téchto vlastnosti dostavame:

b—a

5= = 1(Ms) 2 p(F7H((=00,29))) 2 p(My) + p(F (M A0))) =

_b—a

2 + 1(F7H((AA)))-

Z toho plyne, ze
P(EH (M, A2))) = 0.

Vzor otevieného intervalu (A, \y) pfi spojitém zobrazeni F' musi byt oteviend
mnoZina. Z toho plyne, Ze F~1((\i, \2)) je oteviend mnoZina nulové miry, tedy
musi to byt prazdna mnozina. Tedy pro obor hodnot funkce F' musi platit

Hp C [O,/\l] U [)\2, OO]

Protoze obraz intervalu [a,b] pfi spojitém zobrazeni F' musi byt interval, dosta-
vame, ze nutné Hr C [0, \;] nebo Hp C [A2,00]. Ani jedna z téchto moznosti ale
nemiize nastat, nebot v prvnim pfipadé by Vz € [a,b] : F(z) < A, tedy Ay nemuze
byt medidnem funkce F'; a ve druhém pfipadé by Vz € [a,b] : F(x) > Ay, tedy A\
nemtze byt medidnem funkce F'. Tim ziskdvame spor s nasim pfedpokladem.

O

Priklad 2.1.7. Median funkce sin z na intervalu [—, 7| je roven 0.

Piiklad 2.1.8. Median funkce sinz na intervalu [0, 7] je roven \/75 Meéfitelnou

mnozinou M, jejiz Lebesgueova mira je rovna poloviné délky intervalu [0, 7], je
sjednoceni intervaltt M = [0, Z) U (2%, 7], pFidemz
2 3 2
VxEM:sinxg\/T_ N Vzxe E,Zﬁ} :sinng.
Nésledujici véta je i s dikazem prevzata z [3, Proposition IIL.6].
Tvrzeni 2.1.9 (Vztah oscilace a medianu). Necht A € R je medidn funkce F na
intervalu [a,b] a p € [1,00] U{C}. Potom
oscy (£, [a, b)) < (b— a)7% [[F = All, < 2!y osc,(F) [a,b])
Specialné pro p = 1 dostdvame

oscy (F, [a,b]) = (b—a) " ||F — |1
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Pozndmka. Urcit median funkce mtze byt jednodussi tkon nez urcit jeji oscilaci
pro dané p € [1, 00]. V situaci, kdy zndme median funkce a nezname jeji oscilaci,
miizeme vyuzit odhadu

270 |[F = All, < (b= a)? osc,(F, [a,b]) < [|F = Al],.

Diikaz. Prvni nerovnost je zfejmé, nebot pro libovolné A € R je
inf ||F — <||F — )
int [|F— cll, < [IF = All

Dokazme druhou nerovnost. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze A = 0.
(pokud by byl medidn nenulovy, pfi¢teme k funkci —\ a nezméni to hodnotu
oscilact). Necht M, C [a,b] je méfitelnd mnoZina takové, ze p(My) = 1(b—a) a
zaroven

F>0naM, A F<O0nalab]\M,.

Ozna¢me M_ := [a,b] \ M. Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce t — |t|” je pro p > 1
konvexni, ziskdvame nasledujici odhady

F(x)—c_i_gpS

Vee My : |F(z)]P =|F(x) —c+cfP =27 5

1 1
< 2p(§|F(x) — P+ 50]’) — 2 Y(|F(z) — cff + &).
Pro libovolna ¢isla A, B € Rt a p € [1,00) plati odhad
(A+ B)? > AP + BP,

nebot f(z) = 2P je konvexni funkce (pro p > 1) spliujici f(0) = 0 a tedy je tzv.
superaditivni, to znamena, Ze pro vSechna x,y € R* plati: f(zx+y) > f(x)+ f(y).
Proto

e+ [F(@)]|P =+ |F(x) ],

Z toho ziskidvame odhad
Voe M i [F@P <le+F@P - <27 (= Fla)P - &)

Integraci ptes [a,b] dostaneme

/ab|F(x)|pdx:/M |F(x)]pdx+/_ F(2)P de <
gzp—l(/M (|F(z) —c\p—l—cp)dx—Ir/M(\F(x) — )z
=27( [ (1P@) =)o+ ouL) + [ (F(@) = cPye = eu(M.) -

b
= 2p_1/ |F(z) — c|Pdz,

protoze mnoziny M, a M_ maji stejnou miru. Tedy
b b
Ve>0: / |F(z)|P do < 2p1/ |F(x) — c[Pdz. (2.2)
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ProtoZze nerovnost (2.3) plati pro kazdou funkci F', kterd ma nulovy median,
muzeme misto ni uvazovat funkci —F a tedy ziskdme odhad

b b b
Ve>0: / F(2)P de < 271 / = F(z)— cfPda = 27! / |F(2)+clPdz. (2.3)
Z odhadu (2.3) a (2.4) tedy plyne:
b b
VeeR: / |F(z)|P do < 2”_1/ |F(z) — c|Pdx.

Proto p
—1 .
1F1l < 227 ((in€ |17 =]

l . z O v 4 :
Protoze funkce ¢t — tr je pro p > 1 rostouci, mizeme obé strany nerovnice
umocnit na }—17 a nerovnost se zachova. Tedy

IF|l, < 2% inf ||F — ||, = "% (b—a)# osc,(F, [a,b]).
ce

2.2 Vlastnosti oscilace

Piiklad 2.2.1. Uvazujme funkei f : [—1,1] — R danou pfedpisem

)1 ze[-11)\{z#. keN}
f(x)_{% v € {& keN}

Pak pro p = C je
OSCC’(f7 [_17 1]) = +09,

nebot pro kazdé k € N je

a tedy
2k —1

osce(f,[—1,1]) > % ‘f(Tk) — f(0)| = 9

pri¢emz prava strana roste nade vSechny meze.
Zatimco pro p = oo je

osceo(f, [=1, 1)) = inf [|f(2) = clloe = [|f(2) = 1o = 0,

nebot funkce f(z) — 1 je skoro vSude rovna nule (tedy mnozina téch x, pro ktera
je tato funkce nenulova, ma nulovou Lebesgueovu miru).

19



Tvrzeni 2.2.2. Je-li F' spojita funkce na [a,b], pak

osco(F, [a,b]) = oscoo(F, [a,b]).

Diikaz. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty nabyva spojita funkce na omezeném
uzavieném intervalu svého maxima i minima. Oznac¢me tedy

M := max F(z),

z€[a,b]

m := min F(z).
z€[a,b]

Pro spojitou funkci F' na kompaktnim intervalu [a, b] tedy plati

1 1
osco(F, [a,b]) = = sup |F(y) — F(x)| ==(M —m).
2 z,y€(a,b)] 2
Esencidlni supremum (#j. supremum skoro vSude) spojité funkce je rovno jejimu
supremu, tedy ||F||o = sup,c(o 4 [F(2)]. Tedy

0scoo(F} [a,0]) = inf [[F(2) — cf|o = ;gﬂgms;[lfb} |F(x) = cl.

Ze spojitosti funkce F' plyne spojitost funkce |F'(z) — ¢|, kde ¢ € R. Ta musi
nabyvat suprema v bodé, kde funkce F' nabyva maxima nebo minima. Proto

sup |F(x) — ¢| = max{|M — ¢|,|m — c|}.

z€[a,b]
Snadno si rozmyslime, ze infimum z téchto hodnot ziskame volbou ¢ = @
y = max{|m-c|,|M-c[}
y=imel ™, v = |M-c|
m  mM oy
2
Obrazek 2.1: Funkce y = max {|m — c[;|M — |}
nabyva minima pro ¢ = @
Dostavame tedy
M+m M+m 1
inf sup |F(x)—c|:max{‘M— i ‘,m— i }:—(M—m).
ceR z€[a,b] 2 2 2
O

20



Tvrzeni 2.2.3. Necht F : [a,b] — R je omezend méritelnd funkce a p € [1,00].
Oznacme
A:= inf F(z) a B:= sup F(x).

z€[a,b] z€la,b]

Pak pro infimum funkce H(c) = ||F(x) — ¢||, plati
C112%[1’(0) = inf H(c).

c€[A,B]
Dikaz. Chceme ukézat, ze
Ve € (=00, A) U (B, o0) : ;gﬂgﬂ(z) < H(e).
Je-li ¢ € (B, ), potom
|F(z) —c|=c— F(x) > B— F(x) =|F(x) — B|.
Protoze funkce t — t* je pro p € [1,00) rostouci, plati implikace
x>y = 2P >y’

Proto
|[F(z) — P > |F(z) — BJ".

Z monotonie integralu dostaneme

/ab |F(z) — cfP dz > /ab |F(z) — BIP dz.

Protoze funkce ¢ — ¢7 je pro p € [1,00) rostouci, ziskavame

</ab]F(.r)—c\pda: s / Pz |pd93> .

|F(z) = cllp = [[F(x) = Bllp.

Tedy

Tim padem
O = M)
Je-li ¢ € (—o0, A), postupujeme analogicky.
|F(z)—c|=F(zx)—c>F(z)— A= |F(z) — Al

Tedy

|F(2) = cllp = |[F(z) = Allp.
V pripadé p = oo plati pro ¢ > B nerovnost

1F(2) = cllo 2 [[F(2) = Bllx
a pro ¢ < A plati nerovnost

1F(2) = cllo 2 |[F(2) — Al
Celkem tedy ziskavame

inf H(c) = inf Hf(c).
BLHO) = Jof,, 1O
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Tvrzeni 2.2.4 (Trojuhelnikova nerovnost pro oscilaci). Jsou-li Fy a Fy méritelné
funkce na intervalu [a,b] a p € [1,00] U {C'}, potom

osc,(Fy + Fy, [a,b]) < osc,(Fh, [a,b]) + osc,y([Fy, [a,b]).

Diikaz. Necht p € [1, 00]. Piepisme oscilaci funkce F} + F» z definice.
osc,(F1 + Fy, [a,b]) = (b— a)fé iggg ||Fy + Fy —cl|r».

Cislo ¢ lze zapsat jako ¢ = ¢; + ¢y, pficemz

ingRHFl—{—FQ —C||Lp = inf ||F1 —C1+F2 _CQHLP S
c

c1,c2 €ER

< iIlfR<HF1—Cl||Lp+||F2_C2||LP> =

c1,c2 €

= inf <||F1—01||Lp>+ inf <||F2_C2||LP>-
eR co €R

C1

V predposlednim kroku jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost L” normy a v po-
slednim kroku jsme vyuzili toho, ze infimum souctu dvou funkci pfes rtizné pro-
ménné je aditivni, tedy je rovno souctu jejich infim, tj.

inf(f(a) + g(b)) = inf f(a) + inf (b).
Dostavame tedy
os,(Fi + Py, [a,b]) < (b—a) (inf (I —arlls) + inf (1 = callur))-
= osc,(Fy, [a,b]) + osc,(Fz, [a,b]).

Je-li p=C, potom

O%@Hﬁ%@@zl$mME+&M%%E+&Wﬂ:

z,y€[a,b]

z,y€la,b o

Fi(y) — Fl(x)‘ + ! sup

x,y€la,b]

1
<5 swp zyw—gmﬂ:

y€la,b]

= 0sc,(F1, [a,b]) + oscy(F, [a,b]).
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Tvrzeni 2.2.5. Necht F : [a,b] — R je mérFitelna funkce, pak
H(p) := osc,(F, [a,b])

je neklesajict funkce na intervalu [1,00).

Diikaz. Chceme dokazat, ze plati
Vp.q€[l,00) p<q = H(p) < H(q).

Piipomenime Holderovu nerovnostEI, ktera ¥ika, ze pro ¢isla p, g € [1, ]
splnujici % + é = 1 a pro métitelné funkce f,g: X — R* kde X C R, plati:

1 glly < [1f1lp - llglla-

Nyni pouzijeme Holderovu nerovnost na funkce 1 a |f|P a sdruzené exponenty =
a 1 pro néz je soucet jejich prevracenych hodnot roven 1.
p

. P, .
LA < WPl - 1] e
To znamené

y
9a—p

[ it@rde< ([ Qr@P)? ar)" - a0

Umocnime-li obé strany nerovnice na %7 ziskame

a—p

A1l < 11 f1lq - (u(X)) 7,
kde pu(X) = p(la,b]) = b — a. Z toho dostavame, ze

_1
H(p) = oscy(F, [a,b]) = (b—a) 7 inf [[F —cl],
< (b—a)77 inf [|F —cll, (b —a) 5
<(b—a)7F it [[FF—cly(b-a)
_1 1_1
= (b—a)™ inf [|[F—clly (b —a)»"s

= (b—a)7s inf ||F —ell, = ose,(F, [a,b]) = H(g)

3Holderova nerovnost je diisledek tzv. Youngovy nerovnosti, ktera iika, ze pro libovolné
z € [0,1] a pro vSechna a,b € R plati:

za+ (1 —x)b>a”b' ™",

Specidlnim p¥ipadem Holderovy nerovnosti (p = ¢ = 2) je tzv. Cauchy-Schwarzova nerov-
nost, kterd 1ikd, ze v libovolném prostoru X se skaldrnim souéinem (-, -) plati:

Ve,ye X (z,y) <|l=[|lyll-
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Nésledujici lemma lze i s dikazem nalézt v [7, Theorem 3.10.7].

Lemma 2.2.6. Necht f : [a,b] — R je méFitelnd funkce a || f||e < +00, pak

lim [ f]], = [[f]co-
p—r00

Diikaz. Je-li f(x) = 0 skoro vsude, pak ||f||, = 0 pro vSechna p € [1, oo] a tvrzeni
plati trivialné. Predpokladejme tedy, Zze f neni nulova skoro vSude. Oznac¢me

M = || f]oo-
Potom pro skoro vSechna x € [a,b] plati

flz) < M.

a tedy
Lf 1l < [1M]]p-

Zvolme ¢ € (0,1) a ozna¢me E := {z € [a,b]; |f(x)| > ¢ M}. Pro M > 0 ma tato
mnozina nutné kladnou miru. Pak plati

/ F@)Pde > / F@)Pde > / (e M) dz = (e M A(E).

Umocnénim obou stran nerovnice na ]13 ziskame

RS

fllp = & M (A(E))?.
Dohromady tedy méame odhad normy
1
e M (AE))? <|[fll, < [[M]],-

Zatim vSak nevime, zda lim, . || f||, existuje. Dostavame
1

liminfe M (A(E))? <liminf||f||, <limsup||f]||, < limsup||M||,,
p—00

p—00 p—+00 p—00

lim ¢ M (\(E))r < liminf||f|], < limsup||f]|, < lim ||M]|,,
p—r00 p—r00 p—roo p—ro0
e M <liminf||f||, < limsup||f]|, < M.
p—0 pP—00

Protoze ¢ jsme mohli volit libovolné blizko 1, ziskdvame, ze limita norem ||f||,
existuje a je rovna esencidlnimu supremu funkce f, tedy

lim [|f|l, = M = [|f]]oc-
pP—00

O

Pozndmka. Funkce H(p) := ||f||,, kde f : [a,b] — R je libovolnd mé¥itelna
funkce, obecné nemusi byt monoténni. Jak jsme ale dokazali, za predpokladu, ze
||f]loe < 400 musi vzdy existovat jeji limita v +oc.
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Priklad 2.2.7. Norma konstantni funkce na intervalu délky vétsi nez 1 je klesajici
funkce v proménné p. Napiiklad norma funkce

0 z¢]0,2]
f(m)_{1 z€0,2]

Il = ([ par)’ =25

a to je klesajici funkce v proménné p.

je

Obrézek 2.2: Graf funkce H(p) := || fl|, = 27

Limitou této funkce v 400 je esenciélni supremum funkce f, tedy ||f||o = 1.

Piiklad 2.2.8. Norma funkce f(z) =  na intervalu [—1,1] je

el = ([ tapar)” = (25)°

a tato funkce monoténni neni (pfiklad 2.3.1). Jeji limitou v 400 je || f||oo = 1.

: \
08

0.6

04

0.2

-4 G R E I PRESL ) 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
-0.2

-04

=

Obrézek 2.3: Graf funkce H(p) := ||fl|, = < 2 )p

p+1
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Tvrzeni 2.2.9. Necht F : [a,b] — R je méfitelnd funkce a ||F||s < +00, pak

lim osc,(F, [a,b]) = osca(F, [a,b]).

p—o0

Dikaz. Funkce H(p) := osc,(F, [a,b]) je dle tvrzeni 2.2.5 monoténni a tedy musi
existovat jeji limita.

Jim osc,(F, [a,b]) = lim (b—a)™» inf [|F |, = lim inf [|F"—d]],

Chceme ukéazat, ze

lim inf ||F' —¢||, = inf lim ||F —¢||, = inf ||F — ¢||-
p—ooceR ceERp—oo ceR
Dle predchoziho lemmatu ziskavame, Ze pro libovolnou konstantu ¢ € R plati

im [|F ~ ell, = | ~ el
To je bodova konvergence, tedy
Ve>0 VeeR dpye(l,o0) Vp>po:|||F—cllp,— HF—CHOO‘ <e.

Tato konvergence bude dokonce stejnomérné, protoze mala zména hodnoty ¢ zpii-
sobi malou zménu vyrazu | ||F — ¢||, — ||F — ¢||« |, tedy

Ve>0 30>0 |IF=c+dll— 1F = c+dlle = (IF = clly = IF = cllo) | < ¢

Oznacme vyraz v absolutni hodnoté
V(p) = IF = c+0ll, = [IF = ¢+ dlloc = ([[F = cllp = [IF = clls)

a odhadujme tento vyraz nejprve shora. Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti pro
normu dostavame
|F = c+ 6l < |[F = cllp +[16]];

a zaroven
[[F = lloo = [|[F' = c+ 6 = dl[c <|[F =+l +[]0]]co;

a tedy
1" = ¢+ 6lfoc = |[F' = ¢lloc = [[6]]co-

vynasobenim obou stran nerovnice —1 dostavame
—[[F = ¢+ 6lloc < =[[F = clloc + [[0]|o-
Dostéavame tedy horni odhad vyrazu V (p):
Vp) < [F = cllp +1I6]lp = [[F" = clloo + 1[0]]oc = ([|F7 = llp = [[F" = clls) =
= 18]l + l18lloe = 8 (b — )2 +6 = 5 ((b—a)? +1).
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Obdobné ziskdme dolni odhad vyrazu V (p). Pouzitim trojihelnikové nerovnosti
dostavame
1F = c+0llp = [|[F = cllp = [I6]],,

—[[F = ¢+ 0lloc = =[[F = e = [[0]]c0-
Tedy
Vip) 2 IF —cllp = [16llp — IIF" = clloc = [10]]oc — ([[F7 =l = [|F = ¢l|os) =

= —[[6]l, = 18]l = =6 (b —a)r =6 = =6 ((b—a)> +1).
Dohromady tedy ziskavame odhad
—5((b—a)r +1) < V(p) <6((b—a)r +1).
Tedy
V(p)| <6 ((b—a)r +1)

K zadanému ¢ > 0 tedy volme

Z provedenych tprav vyplyva, ze
Ve >0 dpy e (l,o0) Yp>py YeeR:|||F—dl, —||IF —¢llw| <e.
Chceme ukazat, ze

Jim inf [|F —cfl, = inf ||F — cfjo.

Oznac¢me

g(c) == [|F = cf]oe,

gp(c) == [|F = c],.
Necht je ddno € > 0. K nému dovedeme najit p, takové, ze pro vSechna p > py a
pro vSechna ¢ € R plati

gp(c) —glc) | <e.

Vezmeéme cq, co € R spliiujici

g(cy) <infg+e
gp(ce) <infg, +¢

Potom
inf g, < gy(c1) = g(c1) + (gp(cr) — gler)) < infg+4e+e =infg + 2¢,

inf g < g(c2) = gp(ca) + (9(c2) — gp(c2)) <infg, + e+ e =inf g, + 2.
Tedy pro libovolné € > 0 umime najit py takové, ze pro vSechna p > py bude
platit

i — < i < i .
inf g(c) = 2¢ < inf g,(c) < inf g(c) +2¢

Tedy z definice limity
lim inf g,(c) = in%g(c).
ce

p—ooceR
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Lemma 2.2.10. Necht p € [1,00] U{C}, F : [a,b] — R je méfitelnd funkce a
A > 0. Potom
0sc,(AF, [a,b]) = A osc,(F, [a,b]).

Diikaz. V ptipadé p = C' je

ose OV, [0t = 3 sup [\F(y) = AF(@)] = SN swp |Fy) — F(2)| =

x,y€[a,b] x,y€la,b]

= X osc(F, [a,b]).

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili vlastnosti suprema

VA > 0:sup(Af(x)) = A sup(f(x)).

V piipadé p € [1, 0] je
_1, _1, c
08¢, (AF, [a,b]) = (b—a) pigﬂngAF_cH =(b—a) pigﬂf{‘)\’ I|F — XH —

= Al (b—a)"7 inf [[F = y|| = X osc,(F, [a,b])
yeR

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili homogenity normy a ve tieti rovnosti jsme vyuzili
vlastnosti infima

YA > 0:inf(Af(z)) = A inf(f(z))

]

Lemma 2.2.11. Necht p € [1,00]U{C} a F : [a,b] — R je méritelnd funkce.
Potom

osc,(—F, [a,b]) = osc,(F, [a,b])
Dikaz. Prop=Cje

osc(—F, [a,b)) = = sup |—F(y)—(~F(@)| = = sup |(~1)-(F(y)— F(x))| =

z,y€la,b] z,y€la,b]

= 11| s [(Fly) ~ F(@)| = ose(F, [a,b]).
z,y€la,b]

Pro p € [1, 00] je

1, _1,
036, (—F, [a,8]) = (b —a) # inf || = F = | = (b—a) % inf |~ 1] ||F + ]| =

= (b—a)"» inf [|FF —y|| = osc,(F, [a,b).
yeR

Ve druhé rovnosti jsme opét vyuzili homogenitu normy.
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Lemma 2.2.12. Necht p € [1,00]U{C} a F : [a,b] — R je méFitelnd funkce.
Potom pro kazdé A € R plati

0s¢,(AF, [a,b]) = |A| osc,(F, [a,b]).

Driikaz.
e Pro A =0 je tvrzeni trivialni.
e Pro A > 0 tvrzeni plyne z lemmatu 2.2.10.

e Pro A < 0 lze pfepsat AF' = (—\)(—F) a nasledné pouZijeme lemmata
2.2.10 a 2.2.11.

O

Ptipomenime definici pseudonormy.

Definice 2.2.13 (Pseudonorma). Necht X je vektorovy prostor nad télesem T.
Zobrazeni L : X — R nazyvame pseudonorma, pokud splriuje:

o Vz,ye X : L(x +y) < L(z) + L(y)
o Ve XVteT: L(tx) = |t| L(x)
e L(0O)=0
Rekneme, Ze zobrazeni L je norma, pokud navic splriuje
e L(2)=0 <= =0

Tvrzeni 2.2.14. Necht p € [1,00] U {C}. Zobrazeni, které libovolné méritelné
funkei F : [a,b] — R prFiradi jeji oscilaci; tj. funkciondl definovany predpisem

L(F) := osc,(F, [a,b])

je pseudonorma.

Dikaz. Plyne z tvrzeni 2.2.4 a z lemmatu 2.2.12.

Pozndmka. Oscilace neni norma. Tedy neni pravda, ze
0s¢,(F, [a,b]) =0 <= Vz € [a,b]: F(x)=0,

nebot oscilace kazdé konstantni funkce je nulova.
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Lemma 2.2.15 (Subaditivita oscilace vzhledem k intervalu). Necht ¢ € [a,b] a
F :[a,b] = R. Pak

osc(F, [a,b]) < osc(F, [a,c]) + osc(F, [c,b]). (2.4)
Diikaz.  Je-li funkce F' neomezend na intervalu [a, b], je také neomezend alespon

na jednom z intervali [a, ¢] nebo [c, b]. Oscilace neomezené funkce je rovna +oo,
tedy v takovém pfipadé nastava rovnost a tvrzeni plati.

Predpokladejme, Ze funkce F' je omezend na [a, b]. Uvazujme néasledujici pfi-
pady:

o Je-li
sup F(x) = sup F(x) a inf F(z)= inf F(z),
z€[a,b) z€la,c] z€[a,b] z€[a,c]
potom

sup |F(y) = Fa)| = sup |Ply) - F(a)| <
z,y€a,b] z,y€a,c]
< swp |Fy) - F@)|+ swp |F(y) - Fa)].
z,y€a,c] z,y€(c,b]

Vynasobenim nerovnice % ziskdvame pozadovanou nerovnost (2.4).

o Je-li
sup F(x) = sup F(z) a inf F(z)= inf F(x),

x€E[a,b] z€[c,b) z€[a,b] z€[c,b]

potom postupujeme analogicky jako v predchozim pripadé.

e Necht
sup F(z)= sup F(x),
x€[a,b] z€[a,c]
inf F(z)= inf F(z).
o2 7y T

Chceme ukéazat, ze

osc(F, [a,b]) < osc(F, [a,c]) + osc(F, [c,b]).

Tedy

sup F(z)— inf F(x) < sup F(x)— inf F(x)+ sup F(x)— inf F(x),
z€[a,b) z€[a,b] z€la,c] z€[a,c] z€|[c,b) z€[c,b]

sup F(x)— inf F(z) < sup F(z)— inf F(z)+ sup F(z)— inf F(x).
z€la,b) z€[a,b] z€a,b] z€[a,d] z€c,b) z€[a,b]

Od obou stran nerovnice odecteme sup,(, ;) F'(z) a piicteme inf,epp F(7)
a vidime, Ze staci dokazat

0<— inf F(x)+ sup F(x).

z€lay] z€le,b]

Ekvivalentné
sup F(x) > inf F(x),

z€le,b] z€la,d
a to musi byt vzdy splnéno, protoze [a,c] N [c,b] = {c} a tedy
inf F(z) < F(c) < sup F(z).

z€lay] z€le,b]
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e V pripadé, kdy
sup F(z) = sup F(z) a inf F(x)= inf F(x),

x€la,b] z€[c,b] z€la,b] z€[a,d]
postupujeme analogicky jako v predchozim pripadé.
O]

Pozndmka. Nerovnost (2.4) plati pouze pro obycejnou oscilaci (tj. pro p = C),
ale neplati pro p-oscilaci pro zadné p € [1, 00]. Jako protiptiklad uvazme funkci
danou predpisem

_JOo ze0,1]
F(x)_{l z € (1,2

Na intervalech [0, 1] a (1,2] mé nulovou oscilaci, nebof je tam konstantni a p-
oscilace zanedbava mnoziny nulové Lebesgueovy miry; ale na intervalu [0, 2] méa
funkce F' oscilaci kladnou. Tedy

0sc,(F, [0,2]) > osc,(F, [0,1]) + osc,(F, [1,2]).
Lemma 2.2.16. Necht p € [1,00] U{C} a F : [a,b] — R je méFitelnd funkce.

Je-li [c,d] C [a,b], pak osc,(F, [c,d]) < osc,(F, [a,b]).

Dikaz. Pro p = C plati

5 sw |F(y) - Fo)| <

z,y€lc,d]

sup | F(y) — F(x)
z,y€(a,b]

DO | —

Tedy
osco(F, [c,d]) < osco(F, |a,b)).

Necht p € [1, 00]. Pro Lebesguetv integral nezaporné funkce f plati

Je-li A C B, potom / flz)dz < / f(z)dx
A B
Tedy pro libovolnou konstantu K € R plati

/d |F(z) — K[Pde < /b |F(z) — KP dz.

Protoze pro p € [1, 00| je funkce ¢t — tr rostouci, plati

/|F |de /|F )~ KJpde)”.

a tato nerovnost plati tedy i pro infima
d 1 b 1
in (/ F(a) ~ KPPdz)” < in (/ Pla)~ KPdr)”.
KeRr \ J, Ker \ J,

0sc,(F, [e,d]) < osc,(F, [a,b]).

Tedy
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7 ptredchazejicich dvou lemmat ihned ziskame tento dtsledek.

Dutsledek 2.2.17. Obycejnd oscilace je konecné subaditivni, tedy je-li funkce

F :la,b] = R a ezistuje-li n € N tak, Ze [a,b] = | [ai, bi], pak plati:
i=1

n
osc(F' Ual, ) < g osc(F, |ai, b;)).

Pozndmka. Tuto vlastnost obycejné oscilace vyuzijeme ve 3. kapitole pii diikazu
aditivity H K S,, integralu vzhledem k integra¢nimu oboru. (Tvrzeni 3.2.2)

Priklad 2.2.18. Obycejnd oscilace neni spocetné subaditivni, tedy je-li funkce

F:la,b] = R a[a,b] = Yla;, bi], pak obecné neplati, Ze
i=1

osc(F, Uaz, i) < 5 osc(F, [a;, by

=1

Uvazujme funkci danou predpisem

0 € (0,1
Flz) = z € [0,1]

1 ze(1,2)

a nésledujici systém intervalt: [0,1], [2,2], [2,3], ..., tedy
. 1 1
Pak plati, ze
[07 2] = U[aia bz]
i=1

Oscilace funkce F' na intervalu [0, 2] je rovna 1, ale na kazdém z intervald [a;, b;]
je funkce F' konstantni a tedy ma zde nulovou oscilaci. Tedy

oo
osc(F,Ual, i _1>Zosc . lai, b)) = 0.
i=1
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2.3 Piiklady

Piiklad 2.3.1. Spoc¢téme oscilaci funkce F'(x) = x na intervalu [—1, 1].

Protoze funkce F' je spojitd na omezeném uzavieném intervalu [—1,1], ziska-
vame z tvrzeni 2.2.2, ze pro p = oo plati

1 1
oscae(a, [-1,1]) = oscole (L1 = 5 s Jy—al =3 (1-(-1) =1,
33,:1/6— b

Spoc¢téme oscilaci pro p € [1,00).
1
oscy(x, [-1,1]) =277 32&”‘73 —¢||p-

Z definice LP normy je

1 1
H:c—CHLp:(/ \:c—c|pd:c)p.
-1

Hledejme tedy infimum této funkce proménné ¢, kde p € [1,00) je parametr.
Protoze F' je omezena méfitelna funkce na [—1,1], z tvrzeni 2.2.3 dostavame, ze

inf ||z —c|lpr = inf ||z —c||Le.
ceR

ce[-1,1] ‘

Infimum tedy budeme hledat pro ¢ z intervalu [—1, 1].

Je-li ¢ € [-1,1], pak

1 c 1 0 1—c
/ |:U—c|pd:B:/(c—:v)pdx+/($—c)pd$:—/ tpdt+/ P dt
-1 —-1 c c+1 0

(c+1)Ptt N (I—cptt 1
p+1 p+1  p+1

((c L (1 c)pH).
Oznacme H(c) := f_ll |z — ¢|P dx. Derivace této funkce je
H)=(c+1)?—-—(1-¢P, ce[-1,1].
Snadno se presvédcime, ze
H'(c)=0<c=0.
Rovnice H'(c) = 0 mé tedy pravé jedno feSeni a plati
Ve € (—00,0): H'(¢) <0 A Vee (0,00): H'(¢) > 0.

Tedy funkce H(c) je klesajici na intervalu [—1,0) a rostouci na (0, 1]. Z toho
plyne, Zze nabyva minima pro ¢ = 0.



Dostavame tedy

2 \» 1\
oscy(z, [~1,1]) = 275 inf (H(c))r =277 (—) — (—) .
ceR p + 1 P + 1
Oscilace funkce F'(x) = x na intervalu [—1,1] je tedy rostouci funkce v proménné
p € [1,00] a jeji limita pro p jdouci do +o0o je rovna jedné.

1

lim ( 1_)p — lim ep 98GHD) = limpores ploa(ry) — 0 1

p—too \p+ 1 p—+00

Ve druhém kroku jsme ve vypoctu pouzili vétu o limité slozené funkce a ve tfetim
kroku bychom limitu exponentu vypocitali nasledujicim zptisobem.

1 1 . log(p+1)

1
lim -lo = lim —-(—1lo +1 lim
m S log(Cg) = lim o (=log(p+ 1)) = — lim —=

=0.

08
0.6 /———‘—,
04

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

Obrazek 2.4: Graf funkce osc,(z, [—1,1]) = <L> g

p+1

Pozndmka. Jak jsme vidéli v Tvrzeni 2.2.5, p-oscilace je vzdy neklesajici funkce
1

v proménné p (coz je zajisténo multiplikativni konstantou (b — a) » v definici

oscilace). Poznamenejme ale, ze norma funkce F'(x) = = na intervalu [—1,1], tedy

funkce ||z|], = (%) ” monoténni neni. (P¥iklad 2.2.8)

Analogicky bychom mohli spocitat oscilaci funkce F'(x) = z na libovolném
intervalu tvaru [—m,m] pro m € Rt a p € [1,00]. Pro ¢ € [-m,m] je

m 1
= — P - p+1 _ \p+1
H(c) /_m\x c|? dx p+1<(c+m) +(m —c¢) ),
H(0) = b ((0 +m)PT + (m — 0)”“) -2 mPtL.
p+1 p+1

Dostaneme tedy

osc,(x, [-m,m|) = (2m)7% inf(H(c))% = (2m)”~ , <2mp+1> =m (Ly

ceR
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Piiklad 2.3.2. Spoc¢téme oscilaci funkce F'(x) = sinz na intervalu [—m,7].

e Pro p=C dostavame

1 1
osco(sinz, [—m,m]) == sup |sin(y) —sin(m)‘ = - sin(z) —sin(—z) =
z,y€[—m,m] 2 2
1 1
e P ‘:—-2:1.
2 ‘ (=1) 2

e Pro p=oo ziskavame z tvrzeni 2.2.2, Ze
0SCxo(sinz, [—m,7|) = osce(sinz, [—m,7]) = 1,
protozZe je funkce sin x spojitd na omezeném uzavieném intervalu [—m,m].

Pro p € [1,00) je oscilace dana jako

osc,(sinz, [—m,7m]) = (2#)_% in% ||sinz — cl|L»
ce

= (27r)7% inf </_7r |sinx—c|pd:v>;.

ceR
Protoze funkce sinx je omezena, z tvrzeni 2.2.3 dostavame, ze

™ 1 ™ 1
inf </ |sinx—c|pda:)p = inf (/ |sinx—c|pdx>p,
ceR - c€[A,B]

—T

piicemz A = inf, ¢ rnsinz = —1 a B = sup,¢_.sinx = 1. Vime tedy, Ze

infimum funkce i )
H(c) := (/ |sinz — c|pdx>p

™

budeme hledat v intervalu [—1,1]. Ukdzeme, Ze infimum takové funkce bude vzdy
nastévat pro ¢ = 0 pro vSechna p € [1,00).

e Pro p=1 miizeme vyuzit toho, Ze medidn funkce sin z na intervalu [—m, 7]
je 0 a z Tvrzeni 2.1.9 tedy ziskavame, ze

osci (sinz, [, 7)) = (2m) " || sinz — 0|1 = (2m)"" / | sin 2] dz —

—T

T 1 2
:(27r)_12/ sinzdr=—2-2=—
0 2m us

e Pro p € (1, 00) ukdzeme, ze funkce
h(c) := HP(c) = / |sinz — ¢|P dx

je rostouci na intervalu (0,1]. Analogicky se dokéze, ze je tato funkce klesa-
jici na [—1,0). Z toho potom plyne, Ze nabyva minima pro ¢ = 0.
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Podle véty o derivaci integralu podle parametru ziskame

8 T s
h'(c) = —/ |c — sin x| dz :/ plc—sinz[P~! sgn (c — sinz)dx

66 —Tr —Tr
Ovéime predpoklady této véty:
— Funkce ¢ — |c¢ — sinz|? je spojita pro vSechna ¢ € [—1,1], nebot je
kompozici spojitych funkci, a tedy je métitelna

— Pro vSechna ¢ € [—1,1] a pro vSechna = € [—m,7| existuje vlastni
derivace Z|c — sinz|P, nebot funkce ¢ — [¢|? je diferencovatelné pro
vSechna p > 1.

— Derivace podle parametru je omezena funkce na omezeném intervalu,
tedy k ni dovedeme najit integrovatelnou majorantu s.v.:

Ve € [—1,1] ‘p lc —sinz[P~! sgn (¢ —sinx)| < p2P~!

a konstantni funkce na omezeném intervalu je integrovatelna.
— Existuje néjaky bod, pro néjz je dany integral konvergentni, tj.
dey € [-1,1] / lco — sinz|P dz < oo.
—Tr

Lze volit napt. ¢y = 0. Integrand je omezena funkce na omezeném
intervalu, tedy dany integral je konvergentni.

Oznacme
Mt :={z € [-mn]| c¢>sinx},

M~ :={z € |-nm7]| c¢<sinz}.

Potom

1(c) :p</M+ (c — sinz)?L do —/ (sinz — ! dx).

K libovolnému ¢ € (0,1] umime najit takové 6 > 0, zZe

T 7r
M- = (——57 T 5),
2 2 +
piicemz (—5—9, —5+40d) C M™. Derivaci h(c) pak miizeme zdola odhadnout.

—5+0 5+6

W(c)>p (/_w_5 (c—sinz)P tdr — [f—a (sinz — c)P~! d:c) =

T49 148
=p (/ (c+siny)Ptdy — / (sinx — c)P! dx) =

s 5

_p([rQH ((c+sinz)p_1 — (sinz—c)p_1>dz) > 0.

5
nebot pro ¢ € (0,1] plati:

c+sinz >sinz —c¢
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a tedy integrand je kladny. Z toho plyne, Ze funkce h je rostouci na (0,1].
Analogicky ukézeme, Ze h je klesajici na [—1,0) a z toho plyne, Ze funkce h

1 1
nabyva minima v 0. Tedy i funkce h» nabyv4 minima v 0, nebot ¢ — t7» je
rostouci funkce pro libovolné p € (1, 00).

Tedy

™ ES

oscy(sinz, [—m,7]) = (27r)7% (/ | sin z|? dx)p

Uzitim matematického softwaru tento integral dovedeme spocitat a po tupravé
ziskavame
oscy(sinz, [—m,w]) =7 2
P L(1+%

kde T" je funkce gama definované predpisem

0= [
0
Z tvrzeni 2.2.5 ziskdme, ze funkce G(p) := osc,(sinz, [—m,7]). je monoténni a

z tvrzeni 2.2.9 dostaneme, Ze

lim osc,(sinz, [—m,7]) = osc(sinz, [—m,7]) = 1.
pP—00

Tedy pro p € [1, 00) plati

0 < oscy(sinz, [—m,7]) < 1.
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Obrazek 2.5: Graf funkce |sin z|” na intervalu [—
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3. HKSY integral

V této kapitole se zabyvame vlastnostmi H K S? integralu, ktery je zobecnénim
HKS integralu.

Definice 3.0.1 (a-systém). Necht o > 1 a I C R je interval. Systém intervali
s vyznacnymi body {|a;, b;], z;}7_, nazveme a-systém, pokud intervaly

(x; — a(z; — a;), z; + a(b; — x;))

jsou po dvou disjunktni a jsou vSechny obsazZeny v I.

Je-li § : [a,b] — RT kalibr, Tekneme, Ze a-systém {[a;, b;], x;}1, je -jemng,
pokud

Pozndmka. Systémem v intervalu I budeme rozumét libovolnou mnozinu nepfte-
kryvajicich se intervalt {[a;, b;]}7-, C I. Délenim intervalu I rozumime takovy

systém, ktery navic pokryva interval I, tedy |J[a;, b;] = I.
5

Nésledujici definice HK S, integralu je zobecnénim H K .S integralu, pficemz
pro o = 1 je tato definice ekvivalentni s klasickou definici HKS integralu (Definice
1.4.1), jak ukdzeme v tvrzeni 3.1.9.

Definice 3.0.2 (HKS, integral). [3, Definition 3.2/ Necht I C R je inter-
val, « > 1 a f,F,G jsou méritelné funkce na I. Rekneme, Ze F je neurcity
HKS, integral funkce [ wvzhledem k funkci G, pokud pro vSechna ¢ > 0 exis-
tuje kalibr 6. : I — R" tak, Ze pro viechna d.-jemné a-systémy {[a;, b;], x;}7,
v intervalu I plati:

ZOSC(F — f(x)G, [ai, b)) < e. (3.1)

Znaceni. Symbolem H K, budeme rozumét H K S, pro volbu G(z) = z.

Nésledujici definice je zobecnénim definice H K.S,, integralu v tom smyslu, ze
misto obycCejné oscilace pracuje také s p-oscilaci.

Definice 3.0.3 (HKS? integral). /3, Definition 3.2] Necht I C R je interval,
a>1ap € [l,00] nebop = C. Necht f,F,G jsou méritelné funkce na I.
Rekneme, Ze F je neurcity HKSP integrdl funkce f vzhledem k funkci G na
intervalu I, pokud pro vSechna ¢ > 0 existuje kalibr 6. : I — (0,00) tak, Ze pro
vSechny -jemné a-systémy {[a;, b;], x;}, intervalu I plati:

> ose,(F = f(2:)G, [a;, bi]) < e. (3.2)

i=1
Znacent. Symbolem H K? budeme rozumét H K S? pro volbu G(z) = x.

Definice 3.0.4. Rekneme, Ze a-systém {[a;, b;], 7;}7, je centrovany, je-li kaZdy
vyznacny bod x; stredem intervalu [a;, b;]. HKSE integrdl nazgvdme centrovany,
wvazZujeme-li v definici 3.0.3 pouze centrované a-systémy.
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Poznamka. 7 definice je ziejmé, Ze existence necentrovaného integralu implikuje
existenci centrovaného.

Pozndmka. Je-li F' neurcity HK S? integral funkce f vzhledem k funkci G na I
a C € R je konstanta, pak i funkce F' 4 C je neurcity H K S? integral funkce f
vzhledem k funkci G na I, protoze pric¢teni konstanty k libovolné funkci nezméni
hodnotu jeji oscilace.

Pozndamka. Je-li p € [1,00], pak k neurc¢itému integralu mizeme pti¢ist funkei,
ktera je nulova skoro vsude a ziskdme opét neurcity integral, protoze p-oscilace
zanedbava mnoziny nulové Lebesgueovy miry. Proto pro p € [1,00] nemé smysl
definovat urcity integral vztahem fab fdG = F(b)— F(a) jako pfirtstek primitivni
funkce. M4-li funkce F' vlastnost (3.2) a H : [a,b] — R je funkce spliiujici H(z) =0
na (a,b] a H(a) > 0, pak funkce F' + H je také neurditym integralem a spliuje
(3.2); nicméné ¢iselnd hodnota uréitého integralu by pro tuto funkci byla jina.
Tato definice urcitého integralu ma smysl pouze pro H K S,, integral. (Def. 3.2.7)
Poznamka. Ttida HKS? integrovatelnych funkci (pro pevné zvoleny integrator
G : I — R) se s rostoucim « zvétsuje nebo je stejna. Je-li oy < o, pak kazdy
ao-systém v I je také ay systém. Specialné, tiidy H K, integrovatelnych funkeci
jsou pro « € [1,2] totozné a pro o > 2 se zvétsuji. (dokazano v [8])

3.1 Vlastnosti HKS? integralu

Tvrzeni 3.1.1. Necht « > 1 a p,q € [l,00]. Pro pevné zvoleny integrator
G : [a,b] = R oznaéme jako HKSP mnoZinu vsech integrovatelnijch funkci na
intervalu [a,b).

Je-li p < q, potom HKS! C HKS?.

Diikaz. Predpokladejme, ze funkce F' je neurcity H K SY integral funkce f vzhle-
dem k funkci G na [a,b]. To znamena, ze

Ve >0 36, : [a,b] — (0,00) VI.-jemné a-systémy {[a;, b;], z;}i,

Zoscq(F — f(x)G, [ai, b)) < e.

Z tvrzeni 2.2.5 vime, ze funkce H(q) := osc,(F, I) je neklesajici, tedy
je-li p < ¢, potom osc,(F, I) < osc,(F, I).
Tedy

Z osc,(F — f(z;)G, [a;, bi]) < Z oscy(F — f(x:)G, [ai, bi]) < e,

z ¢ehoz plyne, ze I je také neurcity H K S? integral funkce f vzhledem k funkci
G na [a,b)].
m

Pozndmka. Inkluze v predchozim tvrzeni je ve skutecnosti ostra, tj. pro p < ¢
plati HKS? C HKS?. Dtikaz lze najit v [3, Theorem 5.5].
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Linearita H K S? integralu

Tvrzeni 3.1.2 (Linearita H K'S? integralu vzhledem k integrandu). Necht f,g,G
jsou meritelné funkce na [a,b] a A € R. Potom plati

o Je-li I' neurcity integral funkce f vzhledem ke G, pak \F je neurcity integrdl
funkce \f vzhledem ke G. (homogenita)

o Je-li I\ neurcity integral funkce fi vzhledem ke G a F neurcity integrdl
funkce fo vzhledem ke G, pak F| + Fy je neurcity integral funkce fi + fo
vzhledem ke G. (aditivita)

Diikaz.

Homogenita

Pro A = 0 je tvrzeni zfejmé. Uvazujme tedy A € R\ {0}. Pfedpokladame, ze
F' je neurdity integral funkce f vzhledem k funkci G' na intervalu [a,b]. Tedy dle
definice

Ve >0 39, : [a,b] — (0,00) V.-jemné a-systémy {[a;, b;], z; iy

ZOSCP(F — f(x)G, Jai, b)) < e.
i=1
Chceme ukazat, ze potom AF' je neurcity integral funkce A f vzhledem ke G pro

libovolné nenulové ¢islo A. Pouzitim lemmatu 2.2.12 mizeme z oscilace vytknout
absolutni hodnotu A, tedy

ioscp()\F—)\f(mi)G, lai, bi]) mzoscp (F F(a) G, [as, i])< Ne=:¢.

/

m

a vidime, ze podminka z definice

Tedy pro libovolné &’ > 0 vezméme ¢ =
integralu funkce \f vzhledem ke G je splne

5;

Aditivita vzhledem k integrandu

Oznac¢me I := Fy+ F,. Chceme ukazat, Ze F' je neurcity integral funkce fi+ f
vzhledem ke G na [a, b]. Tedy chceme ukézat, ze

Ve >0 3. :[a,b] = (0,00) Vi.-jemné a-systémy {[a;, b;], x;}i,

Zoscp — (fi(x) + fo(2))G, [as, b)) < e.

Z definice, F je neurcity integral funkce f; vzhledem ke G na intervalu |a, b|
pravé tehdy, kdyz

Vey >0 3o, : [a,b] = (0,00) V., -jemné a-systémy {[a;, b;], x;}iy
ZOSCP(Fl — fl(l’Z)G, [(IZ', bz]) < €1.
i=1

41



F5 je neur¢ity integral funkce f, vzhledem ke G na intervalu [a,b] pravé tehdy,

kdyz
Vea >0 3o, : [a,b] — (0,00) Voe,-jemné a-systémy {[a;, b;], z;}7

iOSCp(FQ — fg(l’l)G, [ah bl]) < €9.

i=1
K zadanému ¢ > 0 zvolme
d: = min(de, 0, ).

Pak kazdy J.-jemny systém je zaroven d.,-jemny i d,-jemny. Plati tedy
S osey (F = (filw) + fo(@i)G, [ai,bi]) =
i=1
= ZOSCp <F1 — [i(@)G + F> — fo(2:) G, [as, bz]) <
i=1

< Zoscp <F1 — fi(z)G, |ai, b,]) +Zoscp <F2 — fo(z;)G, [a, bz]> <elteg<e.
i=1 i=1

Nejprve jsme funkci F' rozepsali jako F) + F5, poté jsme vyuzili trojihelnikovou
nerovnost pro oscilaci (Tvrzeni 2.2.4) a protoze predpokladame, Ze F} je neurcity
integral funkce f; vzhledem ke G a F; je neurcity integral funkce f, vzhledem ke
G, umime soucty obou oscilaci udélat libovolné malé a tedy i mensi nez pevné
zadané e.

[]

Tvrzeni 3.1.3 (Linearita H K'S? integralu vzhledem k integratoru). Necht f, g, G
jsou méritelné funkce na [a,b] a A € R. Potom plati

o Je-li F' neurcity integral funkce f vzhledem ke G, pak \F' je neurcity integradl
funkce f vzhledem ke A\G. (homogenita)

o Je-li I neurcity integral funkce f wvzhledem ke G1 a F, neurcity integrdl
funkce f vzhledem k Go, pak Fy + Fs je neurcity integral funkce f vzhledem
ke G + G2. (aditivita)

Dikaz.

Homogenita

Pro A = 0 je tvrzeni ziejmé. Uvazujme tedy A € R\ {0}. Pfedpokladame, ze
F' je neurcity integral funkce f vzhledem k funkci G na intervalu [a,b]. Tedy dle
definice

Ve >0 36, : [a,b] = (0,00) VI.-jemné a-systémy {[a;, bi], z;}i
> ose,(F = f(2:)G, [a;, bi]) < e.
i=1
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Chceme ukézat, ze potom AF' je neurcity integral funkce f vzhledem ke AG pro
libovolné nenulové ¢islo A\. Pouzitim lemmatu 2.2.12 mizeme z oscilace vytknout
absolutni hodnotu A, tedy

iOSCp()\F— f(.]fJAG, [ai, bl]) = |/\| iOSCp (F - f([EJG, [ai, bl]> < |>\| c=:¢.
=1 i=1

Tedy pro libovolné & > 0 vezméme ¢ = 57/‘

integralu funkce f vzhledem ke AG je splnéna.

a vidime, ze podminka z definice

Aditivita vzhledem k integratoru

Oznacéme F' := F} + F,5. Chceme ukazat, ze F' je neurcity integral funkce f
vzhledem ke Gy + G na [a, b]. Tedy chceme ukézat, ze

Ve >0 3. :a,b] = (0,00) V.-jemné a-systémy {[a;, b;], z;}1,

Zn: ose (F = f(2:)(G1 + Ga), [asb]) <=

Z definice, F| je neurcity integral funkce f vzhledem ke GGy na intervalu |a, b|
pravé tehdy, kdyz

Ver >0 3o, :[a,b] = (0,00) Vo, -jemné a-systémy {|a;, b;], x;}

ZOSCP <F1 — f(xl)Gl, [Cll,bl]) < €1.
i=1
F5 je neur¢ity integral funkce f vzhledem ke Gs na intervalu [a, b] pravé tehdy,

kdyz

Veo >0  Fe, : [a,b] = (0,00) VI.,-jemné a-systémy {[a;, b;], z;}

ZOSCP <F2 — f((lf,)GQ, [(l“bl]) < €9.
i=1
K zadanému ¢ > 0 zvolme
d: = min(dg, ,0c, ).
Pak kazdy J.-jemny systém je zaroven o.,-jemny i o.,-jemny. Plati tedy

n

ZOSC (F— f(z:)(Gy + Gy), [ai,bi]> =

i=1

= Zosc (F1 — f(2:)G1 + Fy — f(2:)Go, [as, bz]) <

n

< iOSC (F1 — f(l‘l)Gl, [Clz,bz]> + ZOSC(FQ — f(fo)GQ, [az,b,]> < €&l t+éer<e.
=1

i=1
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Nejprve jsme funkci F' rozepsali jako I} + F5, poté jsme vyuzili trojihelnikovou
nerovnost pro supremum a protoze predpokladame, ze I} je neurcity integral f
vzhledem ke G a F} je neurcity integral k f vzhledem k G5, umime soucty obou
oscilaci udélat libovolné malé a tedy i mensi nez pevné zadané .

]

Dikaz nasledujiciho tvrzeni lze nalézt v [3, Theorem 3.5].

Tvrzeni 3.1.4 (Jednoznacnost H K SP integralu). Necht I C R je otevieny in-
terval, « > 1, p € [1,400| a necht Fy, Fy: I — R jsou neurcité HKS? integrdly
funkce f wvzhledem k funkci G na I. Potom existuje konstanta C € R takovd, Ze
Fy, = F, + C skoro vsude.

Tvrzeni 3.1.5 (Integrdl na podintervalu). Necht F je neurcity HKS? integrdal
funkce f vzhledem ke G na intervalu I. Je-li J C I libovolny podinterval, pak F
je takée neurcity integrdl funkce f vzhledem ke G na intervalu J.

Diikaz.
K libovolnému & > 0 najdeme kalibr 6. : I — (0,00) takovy, Ze pro vSechny
d.-jemné a-systémy {[a;, b;], x; }1, v intervalu I plati

Zj:osc (F — f(z)G, |ai, bz]) < e.

Kazdy d.-jemny a-systém {[c;, d;], x;}, v intervalu J je také J.-jemnym a-
systémem v intervalu I.

]

3.2 Vlastnosti HKS, integralu

V této sekci se zabyvame vlastnostmi H K S? integralu pro p = C.

Tvrzeni 3.2.1. Necht I C R je interval a F,G, f : I — R jsou mé¥itelné funkce.
Pak F' je neurcity HKS integral funkce f vzhledem ke G na I prdve tehdy, kdyz
F je neurcity HK S, integrdl funkce f vzhledem ke G na I.

Dikaz tvrzeni lze nalézt v [3, Proposition 3.7.].

Diikaz. Predpokladejme, ze F' je neurcity H K S integral funkce f vzhledem ke G
na [; ukdzeme, Ze potom je také jejim H K.S; integralem. Pfipomenime, ze diky
Saksovu-Henstockovu lemmatu jsme ekvivalentné preformulovali definici HKS
integralu pomoci neuréitého integralu (def. 1.4.3): F' je neur¢itym H K S integra-
lem funkce f vzhledem k funkci G pravé tehdy, kdyz

Ve >0 3. :[ab] = (0,00) Vd.-jemnd déleni {[a;,bi], i},

D_IF () = Fla) = f(:)(Glbr) - Glan)| < e.
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K zadanému £ > 0 uvazujme J.-jemné déleni {[a;, b;], z; }I ;. Pro libovolné j
najdeme z; € [a;, b;] takové, Ze z; # x; a zaroven

[F(2)) = Play) = f(@;)(G(z) - G(x)

o [Pla) = Flo) = f(2;)(G) - G|

r,ye[aj,bj

>

e

Ukazme sporem, Ze takové z; vzdy musi existovat. Pokud by pro kazdé z € [a;,b;]
platilo
[F(2) = F(x;) = f(2;)(G(2) = Gla;)] <

<7 5w [F@) - F) - f)(G@) - Go)

4 z,y€lay,bj]

Y

pak by pro viechna x,y € [a;,b;] z trojithelnikové nerovnosti plynulo

[F(2) - Fly) - f(2;)(G(z) - Gly)| <
< |F ()= Fla;) — £ ())(Gla) = Glay) |+ | Flay) = Fly) — () (Glay) — Gly))] <
<1 s [F@) - Fy) - f(5)(G) - G)l,

2 z,y€(aj,bj]

coz je ve sporu s definici suprema. Tedy
1
F(z,) = Fa) = f(2;)(Glz) — Glay))| = 5 osel(F ~ (2,)G b))
Vezméme
25, 25] 2 <z
[Oé j 9 6] =
e [z,2] 2 > =

Potom {|cy, Bi], x;}1, je d-jemny systém v intervalu [a,b] a tedy

D ose(F = f(2:)G. [ai, bi]) 2 |F(B) = Flaw) = f(:)(G() = Glaw))] < 2.
i=1 =1
Tedy F' je neurcity H K S; integral funkce f vzhledem ke G.

Opacna implikace je zfejma. Predpokladame-li, ze F' je neurcity H K S; inte-
gral funkce f vzhledem ke G, pak pro vSechny d.-jemné systémy v [a,b], a tedy také
pro vSechna d.-jemné déleni (systémy pokryvajici interval [a,b]) {[a;, bi], z:},
plati

> ose(F— ()G lawbl) = 5 3° sup [F@)=F(y)~@)(Go)-Gly)| < -

2 i=1 x,y€a;,b;]

a tedy plati také

Z |F(b;) — Fla:) — f(z:)(G(b:) — G(ay))| < 2e.
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Tvrzeni 3.2.2 (Aditivita H K'S,, integralu vzhledem k integra¢nimu oboru). Ne-
cht f,F,G : [a,b] — R jsou méritelné funkce. Je-li F' neurcity integrdl funkce f
vzhledem ke G na intervalu [a,c] i na intervalu [c,b], pak je neurcitym integrdlem
funkce f vzhledem ke G na [a,b].

Diikaz. K zadanému ¢ > 0 najdeme kalibry 6. : [a,c] — R* a d. : [c,b] — R™ tak,
ze

YRS

V6.-jemné a-systémy {[a;, ¢;], 2}, v [a, ] : Zosc (F f(z:)G, [ai,cz-]) <
i=1

DN ™

V4, -jemné a-systémy {[c;, b;],y; } v e b ZOSC <F f(y;)G, [cj,bj]> <

J=1

Definujme kalibr 6. : [a,b] = R nésledujicim zpiisobem:

min {d_, 3(c —2)} € [a,c)
6e(z) == { min {7, 6. } r=c

gr e

min {557 2( - C)} LS (C,b]
Touto konstrukei kalibru zajistime, ze

—(c—1x) <cg,

Vo < c: a:+5g(x)§x+2

1
Ve > c: $—5a(x)2x—§(x—c)>c.

a z toho plyne, Ze je-li x # ¢, pak nutné ¢ & (z — d.(x), x + d-(z)).

Pro libovolny d.-jemny a-systém {[A;, B;], z;}*, v [a, b] bud ¢ nelezi v zadném
z intervalu [A;, B;] nebo najdeme m € {1,...,n} takové, ze ¢ € [A,,, B,,] a zaro-
ven ¢ = z,,. Predpokladejme tedy, Ze takovy interval v tomto systému existuje
(v opacném ptipadé je diikaz tvrzeni trivialni).

Ozna¢me pro jednoduchost zapisu H; := F — f(z;)G. Pak plati

n

Z OSC([’IZ‘7 [AZ, Bz]) =

i=1
m—1 n
= » osc(H;, [A;, Bi]) + osc(Hp,, [Am, Bm]) + Z osc(H;, [A;, By)).
i=1 i=m-+1

Vyuzitim lemmatu 2.2.15 (subaditivita oscilace vzhledem k integra¢nimu oboru)

ziskdvame odhad
0s¢(Hypm, [Am, Bn]) < 0sc(Hpy,, [Am,c]) + osc(Hp, [¢, Bn)),

a tedy dohromady ziskavame:
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m—1

Z osc(H;, [4;, Bj]) < Z osc(H;, [Ai, Bi]) + osc(Hp, [Am, ])

& g £
+%dmmMBMHfijqmw&gm<§+§_&

1=m+1

Tedy F je neurcity integral f vzhledem ke G na intervalu [a,b].

Pozndamka. Tvrzeni neplati pro p € [1, 00|. Ukazme protiptiklad.

Piiklad 3.2.3. Necht f : [0,2] — R je identicky nulova funkce, G : [0,2] — R je
libovolny integrator a necht

_J0 =z €]0,1]
Fu%_L_xeﬂﬂ.

Pak F' je neur¢itym H K S? integralem funkce f na intervalu [0,1] i na intervalu
[1,2], ale neni jejim neurcitym H K S? integralem na [0,2].

Zvolme ¢ € (0,3) a uvazujme libovolny kalibr 4. : [0,2] — (0,2]. Vezméme
0-jemny a-systém tvofeny jedinym intervalem

_@ 1_|_®

014 0]

s vyznaénym bodem x; = 1. Délka tohoto intervalu je tedy rovna §(1). Median
funkce F' muze byt libovolné ¢islo z intervalu [0, 1] (pfiklad 2.1.5). Volme tedy
medidn A = 0. Pro p =1 je tedy dle tvrzeni 2.1.9

0SCy (F—f(l)G, [1—@, 1—|—@]) = L/IHQF(:E)OZ:E:

s(1)
1 I+

(5(1)/1 dz 2>5

Tedy F neni neurc¢itym HK S} integralem funkce f na [0,2] a tedy dle Tvrzeni
3.1.1 ani neni jejim H K S? integralem na [0, 2] pro zadné p € [1, o).
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Tvrzeni 3.2.4 (Jednoznacnost HK S integralu). Necht J C R je interval a
necht Fy, Fy: J — R jsou neurcité HK S, integrdly funkce f vzhledem k funkci G
na intervalu J. Potom existuje konstanta C' € R takovd, Ze Fy = F» + C.

Dikaz. Staci dokazat, ze F; — F; je konstantni na libovolném uzavieném podin-
tervalu I C J. Nechf ¢ > 0 je dano. K nému najdeme kalibry &, 0. : I — R*
takové, ze

V(S;—jemné systémy {[c;, d;], zi}iy v I : ZOSC (Fl (2)G, [Ciadi]> < %
‘v’ég-jemné systémy {[u;, v, t;}imy v I : ZOSC <F2 — f(t)G, [uz‘,vz‘]> < g
i=1
Vezméme
d. == min(d.,d.),

pak kazdy 6.-jemny systém je zaroveii §.-jemny i 0. -jemny.

Uvazujme libovolné d.-jemné déleni {[a;, b;], x;};, tj. systém pokryvajici in-
terval /. Podle Cousinova lemmatu (Lemma 1.1.7) takovy systém musi existovat.
Pak

osc(Fy — Fy, I) < Zn:osc <F1 — B, [ai,biD =
= iosc (Fl — f(@:)G + (= F2 + f(2:)G), [as, bz]) <

giosc<F1—f( )G [a, i>+ZOSC<FQ (@G las,b]) < S +5 =<

V prvni nerovnosti jsme vyuzili Lemma 28 (subaditivita oscilace vzhledem
k intervalu) a ve druhé nerovnosti jsme vyuzili Tvrzeni 12 (trojihelnikova nerov-
nost pro oscilaci) a Lemma 25.

ProtoZze € > 0 lze volit libovolné malé, dostavame, ze osc(Fy — F», 1) = 0,

tedyEI I} — F5 je konstantni funkce na intervalu I.
]

Definice 3.2.5 (Regulovana funkce). Rekneme, e funkce f : [a,b] — R je re-
gulovana, pokud md v kazZdém bodé intervalu [a,b] konecné jednostranné limity,
tj.

Vo € la,b) 3 lim f(t) €

Pareesl
Vo € (ab] 3 1_1317 f(t) €
I
osc(F, 1)_0@7 sup ’F (x)‘ —0evVeyel: F(z)=F(y).

x,yel

< F' je konstantni na [.
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Dikaz nasledujiciho tvrzeni lze nalézt v [3, Theorem 3.6].

Tvrzeni 3.2.6 (Jednoznacnost HK S, integralu). Necht I C R je otevieny in-
terval a necht Fy, Fy: I — R jsou neurcité HK S, integrdly funkce f vzhledem
k funkci G na I. Necht Fy, Fy, G jsou requlované funkce. Potom existuje kon-
stanta C' € R takovd, Ze Fy = F5 + C.

Definice 3.2.7 (Urcity HK S, integral). Necht F,G, f : [a,b] — R jsou méritelné
funkce a o > 1. Necht F je neurcity HK S, integrdl funkce f vzhledem ke G na
[a,b]. Pro a =1 definujeme urcity integrdl vztahem

b
/ fdG := F(b) — F(a). (3.3)

Jsou-li navic F' a G regulované funkce na [a,b], pak uréity HK S, integrdl definu-

jeme vztahem (3.8) i pro a > 1 .

Tvrzeni 3.2.8. Necht a > 1, F je neurcity HK S, integrdl funkce [ vzhledem ke

G na [a,b] a necht ¢ € |a,b]. Pak

lim (F(x) + f(e)(Gle) — G(:zc))) = F(c). (3.4)

Tr—C

Pozndmka. Je-li ¢ krajnim bodem intervalu [a,b], uvazujeme jednostrannou li-
mitu.

Diikaz. K zadanému ¢ > 0 najdeme kalibr ¢, : [a,b] — R™ tak, Ze pro vSechny
d.-jemné a-systémy {|a;, b;], z;}7_; v intervalu [a,b] plati:

ZOSC(F — f(x)G, [ai, b)) < e.

Pokud ¢ < b, pak pro libovolné = € (¢, ¢+ d.(c)) spliujici [¢, c + a(z — ¢)) C [a,b]
uvazujme d.-jemny «-systém tvoreny jednim intervalem

{[e, x], c}.

Tedy z definice integralu plyne, ze

osc (F — f(o)G, e, x]) <e.

Tedy .
2,50 |F) = F) = fO(G0) - 6| <
a z toho plyne, ze
‘F(m) ~F(e) — f(e)(G(x) — G(c))’ < 2. (3.5)

Analogicky, pokud ¢ > a, pak pro pro libovolné = € (¢ — d.(c),c) spliujici
(¢ —a(c =), C [a,b] uvazujme d.-jemny a-systém tvoreny jednim intervalem

{[z, ], c}.
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Tedy z definice integralu plyne, Ze
osc (F — FOG, [, c]) <e

Tedy

a z toho plyne, Ze

‘F(x) ~F(e) - f(e)(Glx) — G@))] < 2. (3.6)
Z odhadi (3.5) a (3.6) tedy ziskdvame, Ze pro vSechna x € (¢ — d.(c), ¢+ d.(c))
splnujici

<c —ale—z|,c+ ale— x|) C [a,b]

plati:

|F(2) = F(0) + (9)(G(e) - G(a)| < 22.

[

Tvrzeni 3.2.9. Necht F je neurcity HKS, integrdl funkce f wvzhledem ke G
na intervalu [a,b]. Pokud G je requlovand funkce, pak i F je requlovand funkce a
platy

veelab) lim Flz)=F()+ f(c) <JH?+ G(z) — G(c)) (3.7)
Vee (ab]  lim F(z) = F(c) + f(c) <JH£{ G(z) — G(@) (3.8)

Diikaz. Dokazeme vztah (3.7). Z predchézejiciho tvrzeni vime, Ze pro libovolné
¢ € la,b) plati:

lim (F(x) + /(€)(C(e) ~ G(x))) = Fle).

Predpokladame, ze G je regulovana funkce, proto musi existovat v kazdém bodé
¢ € [a,b) vlastni limita lim,_,., G(z) a tedy existuje vlastni limita

lim (f(0)(G(e) - G())).

T—C4

Z véty o aritmetice limit tedy plyne:

F(c) = lim <F(a:) + f(c)(G(c) — G(x))) = lim F(z)+ lim f(c)(G(c)—G(z)) =

T—cy T—cC T—cy

= lim F(x)+ f(c) <G(C) — lim G(x)) = lim F(x)— f(c)( lim G(z) — G(c)).
T—rcy T—c T—rCq T—Cq
Tedy existuje i vlastni limita lim,_,., F'(z) a plati (3.7). Analogicky dokazeme
vztah (3.8) a existenci vlastni limity lim, .. F(x) v kazdém bodé ¢ € (a,b]. To
znamena, ze funkce F je také regulovana.
[
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Tvrzeni 3.2.10. Necht F' je neurcity HK S, integrdl funkce f vzhledem ke G na
intervalu |a,b]. Je-li integrator G je spojitd funkce, pak i neurcity integrdl F' je
spojitd funkce. Specialné, neurcity H K, integrdl je vZdy spojitd funkce.

Diikaz. Je-li G spojité na [a,b], je také regulovana a tedy dle prechazejiciho tvrzeni

spliiuje (3.4) a (3.5). Ze spojitosti G plyne, Ze pro libovolné x € [a,b] je

lim (G(t) — G(z)) = 0

t—x

a tedy z rovnosti (3.4), (3.5) ziskdvame

lim F(t) = F(x),

t—x

pfi¢emz v krajnich bodech intervalu [a,b] uvazujeme jednostranné limity.
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4. Vztah k ostatnim integraliim

4.1 MC, integral

H. Bendovéa a J. Maly v roce 2011 definovali M C' integral, ktery je ekvivalentni
s HK integralem.

Definice 4.1.1 (MC integral). Necht I C R je otevieny interval a f,F : I —
R jsou funkce. Rekneme, Ze funkce F je neurcity MC integrdl (monotonically
controlled) funkce f na I, pokud existuje ostre rostouct funkce ¢ : I — R takovd,
Ze pro kaZdé x € I plati:

zlfigﬂlﬁ o(y) — p(z)

— 0. (4.1)

Definice je prevzata z [9, Definition 1].

Priklad 4.1.2. UkaZme, 7e funkce F(x) = x? je neurc¢itym MC integrdlem funkce
f(z) = 2z na libovolném otevieném intervalu I C R. Za ostfe rostouci funkei
¢ : I — R volme napiiklad ¢(x) = z. Pro libovolné = € I plati:

F(y) — F(z) — f(z)(y — ) y? — 2 — 2a(y — x)

y—a p(y) — (@) ye y—w
2_9 2 2
= lim ? wre :hmu:lim(y—x)zo.
y— Yy—x yozr Y — y—T

V roce 2017 definovali T.Ball a D.Preiss M|, integral, ktery je zobecnénim
MC integralu a je ekvivalentni s H K, integralem.

Definice 4.1.3 (MC, integréal). Necht I C R je otevieny interval, f, F : I — R
jsou funkce a o > 0. Rekneme, Ze funkce F je neurcity MC,, integrdl funkce f
na I, pokud existuje ostre rostouci funkce ¢ : I — R takovd, Ze pro kazdé x € [

plati:
Fy) — F(z) — f(z)(y — )
— 1)) — ()

Definice je prevzata z [8, Definition 2].

lim
yoe oz + aly

—0. (4.2)

Tvrzeni 4.1.4 (Vlastnosti MC,, integralu). Necht o > 0 a F je neurcity MC,
integrdal funkce f na (a,b). Potom plati:

e F' je spojitd na (a,b).
o F'(x) = f(x) pro skoro viechna x € (a,b).
e Pro kazdé 5 < « je F' také neurcitym MCjp integrdlem funkce f na (a,b).

Dikaz lze nalézt v [8, Proposition 4].
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Tvrzeni 4.1.5 (Vztah MC,, integradlu a H K, integralu). Necht « > 1, I C R je
otevreny interval a F, f : I — R jsou meriteln€ funkce. Pak I je neurcitym MC,,
integralem funkce f na I prdvé tehdy, je-li neurcitym HK, integrdlem funkce f
na I.

Dikaz 1ze nalézt v [3, Theorem 4.1].

Definice 4.1.6 (a-kontrolni funkce). Necht I C R je interval, f,F,G : I — R
gsou méritelné funkce a p € [1,+o00] U {C}. Rekneme, Ze funkce ¢ : I — R je
a-kontrolni funkce trojice (f, F,G), pokud je ostie rostouci na I a pro viechna
x € I plati:
lim OSCP(F — f(l')G, [l’,l‘ + 7’]) = lim OSCP(F — f(.T)G, [.Z' -, l‘])
=0 (e +ar) —p(x) r0s (@) =z —ar)

=0. (4.3)

Definice je pfevzata z [3, sekce 4].
Pozndmka. Je-li p=C a G(x) = x, je definice (4.3) ekvivalentni s definici (4.2).

Piiklad 4.1.7. Funkce F(z) = logz je pro libovolné a > 0 neuréitym MC,
integralem funkce f(z) = % na libovolném otevieném intervalu I C R* . Za ostfe

rostouci funkei ¢ : I — R volme napiiklad ¢(x) = €. Pro libovolné x € I plati:

Fly) = F(z) - fx){y —=) _ . logy—logz — Ly — x)

e Tal =) — el e e e
— log%—%—l—l_' logt —t+1 pm.. %—1 0 _0
- ylﬁni erta(y—z) _ oz - tgr% ertaz(t—1) _ oz - tljgll arertaz(t—1) - azxet o

Tedy ¢(z) = e* je a-kontrolni funkce pro trojici (£,log z, ) na R*.

Tvrzeni 4.1.8 (Vztah HKS? integralu a a-kontrolni funkce). Necht I C R je
interval, f,F,G : I — R jsou méritelné funkce a p € [1,+o00] U {C}. Pak F
je neurcitym HKSP integrdlem funkce f vzhledem k funkci G na I prave tehdy,
existuje-li a-kontrolni funkce ¢ : I — R pro trojici (f, F,G).

Dikaz lze nalézt v [3, Theorem 4.1].

4.2 Vztah s aproximativni derivaci

Definice 4.2.1 (Bod hustoty). Rekneme, Ze x € R je bodem hustoty mnoZiny
M C R, pokud
e = ra )\ M)

r—04 2r

= 0. (4.4)

Definice 4.2.2 (Aproximativni limita a aproximativni derivace). Necht I C R je
otevieny interval. Rekneme, Ze A € R je aprozimativni limita funkce F : I — R
v bodé x € I praveé tehdy, kdyz pro kaZdé ¢ > 0 existuje mnozina M. C I takova,
Ze x je bodem hustoty mnoziny M. a soucasné |F — A| < e na M.. Pieme

ap — lim F'(t) = A.
t—x
Aprozimativni derivaci funkce F' v bodé x € I definujeme jako aproximativni
limatu

F(x)—F
ap —F'(z) = ap — lim M
t—z r—1
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Naésledujici tvrzeni o vztahu aproximativni derivace a centrovaného H K? in-
tegralu dokazali J.Maly a K.Kuncova v roce 2019.

Tvrzeni 4.2.3 (Vztah aproximativni derivace a H K* integralu). Necht I C R je
otevieny interval, > 1 a p € [1,+0o0]. Je-li F' neurcity centrovany HK? integral
funkce f na I, pak f je aproximativni derivaci F skoro vsude. Je-li F neurcity
centrovany HK,, integrdl funkce f na I, pak F = f' skoro vsude.

Dikaz lze najit v [3, Theorem 6.3]

4.3 Denjoyuv-Chincintv integral

Definice 4.3.1 (Absolutni spojitost). Necht I je interval. Rekneme, Ze funkce
F: I — R je absolutné spojita na mnozine £ C I, pokud pro kaZdé e > 0 existuje
0 > 0 tak, Ze pro kaZdou konecnou posloupnost neprekryvajicich se intervali
{lai, b} s koncovymi body v E plati:

dbi—al <6 = D _|F(b) - Fla)| <e.
=1 =1

Rekneme, Ze funkce F je zobecnénd absolutné spojita funkce (ACG) na I,
pokud F' je spojita na I a zdroven existuje posloupnost podmnozin Ey, C I takovd,
ze | JE, = I a zdroven F je absolutné spojitd na kaZdé této podmnoziné.

k
Definice 4.3.2 (Denjoytiv-Chincintiv integral). Necht F, f : I — R. Rekneme, Ze
funkce F je neurcity Denjoyuv-Chincintdv integrdl funkce f, pokud F' je zobecnénd
absolutné spojitd funkce na I a zdroven f je aproximativni derivaci F' skoro vsude
na I.

Tvrzeni 4.3.3. Pro kaZdé a > 1 existuje funkce, ktera md Denjoyuv-Chincintiv
integrdl, ale nemd centrovany HK} integrdl.

Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [3, Theorem 5.4].
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7. avér

Vlastnim piinosem v této diplomové praci jsou vysledky v kapitolach 2 a 3.
Ve druhé kapitole jsme se zabyvali vlastnostmi oscilace z rtiznych hledisek.
Ukazali jsme, Ze oscilace jakozto funkcional F' — osc,(F.]) je pseudonorma na
prostoru méftitelnych funkci. Pro méfitelnou funkei F': I — R a p € [1, 00| jsme
také zkoumali chovani funkce p — osc,(F,I), o které jsme mimo jiné dokazali, ze
je neklesajici a plati pro ni, ze
lim osc,(F, I) = oscoo(F, I).

p—00
Tyto vysledky jsme pak v kapitole 3 vyuzili pfi zkoumani t¥id integrovatelnych
funkci a ukazali jsme, ze

pro p < g plati HKS? C HKS?.

Také jsme zkoumali vlastnosti oscilace vzhledem k intervalu. Jak jsme ukazali,
obycejna oscilace (tj. ptipad p = C) je subaditivni vzhledem k intervalu, tedy
spliuje
osc(F, [a,b]) < osc(F, [a,c]) + osc(F, [c,b]).

Tuto vlastnost ale p-oscilace nemé. Pravé v dusledku toho jsme v kapitole 3
dokazali, ze H K'S, integral je aditivni vzhledem k integra¢nimu oboru, ale H K S?
integral pro p € [1, 400] tuto vlastnost neméa. Obecné lze Fici, Ze chovani obycejné
oscilace je priznivéjsi nez chovani p-oscilace.

Ve treti kapitole jsme se nejprve zabyvali vlastnostmi H K S? integralu, které
jsou spolecné pro p = C' a p € [1,+o0]. Dokézali jsme napiiklad jejich linearitu
vzhledem k integrandu i integratoru. Poté jsme se zabyvali vlastnostmi HK.S,
integralu a dokazali jsme naptiklad aditivitu vzhledem k integra¢nimu oboru, jed-
nozna¢nost pro a = 1 nebo vztah s regulovanosti. Neur¢itym H K .S, integralem
nemusi byt spojita ani regulovana funkce. Jak jsme ale ukézali, je-li integratorem
spojita, resp. regulovana funkce, pak neurcity integral musi byt rovnéz spojita,
resp. regulovana funkce, a to nezavisle na integrandu.

Protoze pro p € [1, 40| je oscilace osc,(F,I) definovana pomoci normy || - ||,,
ktera nerozeznava, ze se dvé funkce lisi pouze na mnoziné nulové Lebesgueovy
miry, nemtzeme pro p € [1, +oco] definovat ur¢ity H K SP integralem vztahem

/ﬂmczﬂm—ﬂm

nebot pfictenim funkce, kterd je nulova skoro vSude k neurcitému integralu F
ziskdme opét neurcity integrél; tedy tato definice by nedévala smysl (hodnota
urc¢itého integralu nebyla uréena jednozna¢né). Timto vztahem definujeme pouze
urcity HKS; integral a za dodatecného predpokladu regulovanosti /' i G také
urcity HK S, integral pro a > 1.

Dalsim zajimavym tématem jsou nejruznéjsi priklady funkci, které jsou inte-
grovatelné v jednom smyslu a nejsou integrovatelné v jiném smyslu. Priklady jsou
casto technicky narocné, a tak jsme se jim s ohledem na omezeny rozsah prace
nevénovali. V publikaci [3] je nékolik takovych ptikladt zkonstruovano. Existuji
i jiné novéjsi verze H K integralu, jako je naptiklad KN integral, ktery zavedl
P. Krejéi [4]. Dosud zfejmé neni vyjasnén vztah mezi KN integralem a HKS?
integralem, na coz ndm v této praci nezbyl prostor.
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