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Uvod

V této bakalarské praci budeme zkoumat kongruenci a ekvirozlozitelnost (ji-
nak téz nazyvanou kongruence po ¢astech) podmnozin R™ pro riznd n € N.
Zamérime se predevsim na pripady n € {1,2,3}. V prvni ¢4sti prace predstavime
nekolik paradoxt souvisejicich s neméritelnymi mnozinami, axiomem vybéru a
grupou izometrii.

Zkonstruujeme lebesgueovsky neméritelnou podmnozinu realnych cisel zva-
nou Vitaliova mnozina. Dale ukdzeme, Ze jednotkova koule bez jednoho bodu je
ekvirozlozitelnd kouli celé. Také predstavime Sierpinského-Mazurkiewicziuv para-
dox, ktery se zabyva rozkladem spocetné mnoziny na dvé disjunktni podmnoziny
takové, ze jsou obé ekvirozlozitelné mnoziné ptvodni.

V hlavni ¢asti prace pak formulujeme a dokédzeme Banachiiv-Tarského para-
dox. Tato zndma véta ik4, ze 1ze jednotkovou kouli v R? rozloZit na koneény pocet
mnozin a pomoci izometrii z téchto mnozin slozit dvé jednotkové koule. V diikazu
budeme postupovat konstruktivné a rozpracujeme dikazové techniky pouzité v
knize The Pea and the Sun Paradox. Zamérime se predevsim na vybudovani spe-
cialni grupy rotaci, diky které pak nalezneme vhodny rozklad jednotkové koule
na pét podmnozin. Z téchto mnozin pak s vyuzitim rotaci této grupy ziskame
pozadované dvé jednotkové koule.

V posledni ¢asti prace zobecnime pojem ekvirozlozitelnosti na spojitou ekvi-
rozlozitelnost. U spojité ekvirozlozitelnosti budeme navic pozadovat, aby jednot-
livd posouvani a otaceni byla spojité zavisla na ¢ase. Pomoci ¢lanku od T. Wilsona
z roku 2005 pak ukadzeme, ze Banachtv-Tarského paradox plati i za zptisnéné
podminky spojité ekvirozlozitelnosti, a tak zodpovime de Grootovu otazku.



1. Zakladni pojmy a definice

V tuvodni kapitole si pfipomeneme nékolik pojmt z teorie grup, teorie mnozin
a teorie miry. Jejich znalost budeme potiebovat v dalsich kapitolach, mimo jiné
i k samotnému diikazu Banachova-Tarského paradoxu.

1.1 Teorie grup

Definici izometrie ziskdme ze skript linearni algebry (Bartol 2022), pricemz
se misto afinnich prostortt omezime pouze na R", protoze pravé takova zobrazeni
budeme v této praci pouzivat.

Definice 1 (izometrie). Necht n € N, pak zobrazeni F : R" — R" nazgvdme
izometrie, pokud zachovdavd vzddlenosti, tzn. pro libovolné x,y € R™ plati

[z =yl = [F(z) = F(y)]-
Symbol || - || v tomto pripadé oznacuje euklidovskou normu.

V této praci budeme z izometrii vyuzivat pouze rotace (otocent) a translace
(posunuti).

Z linearni algebry vime, ze kazdou rotaci lze reprezentovat pomoci ortogonélni
matice, jejiz determinant je roven jedné. Necht je tedy bod x € R",n € N,
reprezentovan jako n-slozkovy vektor Z. Rotaci bodu x rozumime vynasobeni
zleva vektoru 7 prislusnou matici rotace. Obdobné kazdou translaci v R", n € N,
lze reprezentovat pomoci n-slozkového vektoru. Posunuti bodu z tak miizeme
chapat, jako pricteni n-slozkového vektoru k 7.

Definice 2 (grupa). Grupou rozumime ctverici (G, *,,e), kde G je mnoZina,
na které jsou definovdany bindrni operace x (tj. zobrazeni G x G — G), undrni
operace ' (tj. zobrazeni G — G) a prvek e € G spliujici pro kazZdé a,b,c € G
ndsledugjici podminky:

ax(bxc)=(axb)*c
axe=exa=a

axad =d xa=e.

Véta 1. Necht n € N, pak mnozZina vsech izometrii z R™ do R™ spolu s bindrni
operaci o “, undrni operaci ,~' “ a identickym zobrazenim e (e : R™ — R" takové,
Ze ex = x pro vSechna x € R™) tvori grupu.

Toto tvrzeni zname z linearni algebry a nebudeme ho tedy dokazovat.

Definice 3 (G-kongruence). Necht n € N, A;B C R" a G je grupa izometrii
na R™. Rekneme, 7e A, B jsou G-kongruentni (znacime A =g B), pokud ezistuje
g € G takové, Ze gA = B.

Pokud je G grupa vsech izometrii na R", tj. G je dplnd grupa (nebo je grupa jasné
urcena z kontextu), rekneme, Ze A, B jsou kongruentni (A = B).



Definice 4 (G-ekvirozlozitelnost). Necht n € N, A, B C R" a G je grupa izo-
metrii na R™. Rekneme, Ze A, B jsou G-ekvirozloZitelné (znacime A ~g B),
pokud existuje konecnd indexovd mnozina I a rozklady {A;}ier a {B;}icr mnoZin
A a B a prvky g; € G takové, Ze pro vsechna i € I plati g;A; = B;. Rozkladem
mnoziny A budeme rozumét systém po dvou disjunktnich mnozin takovy, zZe A je
rovno sjednoceni tohoto systému.

Pokud je G tiplnd grupa izometrii na R™ (nebo je grupa jasné urcena z kontextu,),
rekneme, Ze A, B jsou ekvirozlozitelné (A ~ B).

1.2 Teorie mnozin

Banachtv-Tarského paradox je podminény platnosti axiomu vybéru. Jeho
znéni prevezmeme z knihy Teorie mnozin (Balcar, |19806).

Aziom (vybéru). Necht S je systém mnozin, pak existuje zobrazeni f : S — US
takové, ze pro kazdé S € S, S # (), plati f(S) € S.

Definice 5. Rekneme, Ze mnoZina X mé stejnou mohutnost jako mnozina Y,
pokud existuje bijekce X — Y.

Definice 6 (nekonecnd mnozina dle Cantora). Mnozina X je nekoneénd pokud
existuje vlastni podmnozZina X, kterd md stejnou mohutnost jako X .

Definice 7 (spoCetnd mnozina). Rekneme, Ze mnoZina je spoCetnd, pokud md
stejnou mohutnost jako prirozend cisla. MnozZina je nespocetna, pokud je neko-
necnd a neni spocetnd.

1.3 Teorie miry

Definice 8 (o-algebra). A C P (X) je o-algebra na mnoziné X, jestlize
1. 0, X € A,
2.Ac A = X\AcA,
3. A;edieN = [J A €A

Definice 9 (borelovska o-algebra). Bud (X, p) metricky prostor a G systém vsech
otevrengch podmnozin X. Definujme borelovskou o-algebru B (X) jako nejmensi
o-algebru obsahujici G, tedy B (X) := 0G.

Definice 10 (mira). MnoZinovd funkce p : A — [0,00] je mira na prostoru
(X, A), kde X je neprdazdnd mnoZina a A je o-algebra, jestlize

1. (D) =0,
2. pokud A; € A1 € N, jsou po dvou disjunktni, pak p(U; Ai) = ;1 (A;).

Tuto vlastnost nazyvdme o-aditivita.

Definice 11. Symbolem O,, znacme mnozinu vsech omezenych otevrenych kvddri
v R™. Objem kvdadru I = (a1,b1) X -+ X (an,b,) € O, definujme jako

v(l) = (by —ay) - ... - (by — ap).
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Definice 12. Pro mnozinu E C R™ definujme
AN (E)y=if{d_v(;): EC L1 € OnicN}
i=1 i=1
Rekneme, Ze mnozina E C R™ je \™-méfitelnd, pokud pro kazdé A C R™ plati:
AT(A) = A"(ANE)+ A"(A\ E).
MnoZinu vsech X"*-méritelnijch mnozin oznacme Ayn«.

Poznamka. Caratheodoryova véta z TMI2 (Rataj, [2017) nam 1ika, ze A je
o-algebra, \"*|Ay»« je mira a prostor (R”, Aya,\"*) je tplny.

Ze stejného zdroje ziskdvame, ze A" (I) = wv(I) pro vsechna I € O,, ze
B (R™) C Ayn+ a ze mira A\™|Ayn-je transla¢né invariantni.

Definice 13 (Lebesgueova mira). Miru A™*|Ayn« pak nazvéme Lebesgueova mira
a znacme \".



2. Paradoxy predchazejici
Banachovu-Tarského paradoxu

Nasledujici paradoxy jsou inspirovany knihou The Pea and the Sun Paradoz
(Wapner}, 2005]).

2.1 Posouvani z nekonecéna

Diky definici [5 vime, ze mnoziny A = {1,2,3,...} a B = {3,4,5,...} maji
stejnou mohutnost, navzdory tomu, ze druhé z nich neobsahuje body {1,2}. Tuto
skutecnost nam doklad4 bijekce f : A — B, f(x) = x + 2. Podobné méa redlna
poloprimka C' = [0,00) stejnou mohutnost jako interval D = [3,00) i presto, Ze
jsme odebrali nespocetné mnozstvi bodi. Zde pouzijeme bijekci g : C' — D,
f(z) =z +3.

V obou predchozich prikladech navic plati, Ze jsou mnoziny kongruentni (a
ptiklad ekvirozloZitelnych mnozin v R3.

Chceme ukéazat, ze jednotkova sféra S bez bodu 1, kde z; je libovolny bod
z S, je ekvirozlozitelnd celé sfére S. Jako na obrazku [2.1] volme jednu z kruznic
na sfére prochazejici bodem 1 a ozna¢me ji K. Déale oznac¢me p primku, ktera
prochazi poc¢atkem S a je kolmé na rovinu urc¢enou kruznici K.

Obrézek 2.1: Prinik roviny obsahujici bod x; se sférou S

Na K nyni zvolme bod, ktery je vzdaleny o jeden radian v kladném sméru a
oznacme jej xo. Dale vezméme bod x3, ktery je od x, vzdaleny o jeden radian v
kladném sméru. Timto postupem zkonstruujeme posloupnost {x,}5°,. Nékteré
jeji ¢leny jsou vyznaceny na obrazku [2.2] Diky tomu, Ze obvod kruZnice je iracio-
nélni a délka oblouku mezi jednotlivymi body z,, je rovna racionalnimu (dokonce
celému) ¢islu, vime, ze x,, # x, pro m # n.

Necht A je mnozina sestavajici z prvku této posloupnosti pro n > 2, pak A je
spocetnd. Oznacme dale B mnozinu vSech bodi S\ {x;}, které nelezi v mnoziné
A. Pak mnozina A kongruentni s mnozinou C' = {1, xs, 3, ... }, nebot C ziskdme
rotaci A kolem osy p o jeden radian v zaporném sméru. Pak tedy

S\{z1}=AUB~CUB=S.



Obrazek 2.2: Nékteré cleny posloupnosti {x,} na kruznici K

Ukazme nyni, ze sféra S je ekvirozlozitelnd sfére S\ H, kde H je libovolna
spoCetna podmnozina S. Zvolme primku p, ktera prochézi pocatkem a protina
S v bodech doplnku H. Takovou primku lze nalézt, nebot H je spocetna. Vez-
méme vsechny roviny, které jsou kolmé na piimku p a prochazeji néjakym z boda
mnoziny H. Téchto rovin je nejvys spocetné, nebot mnozina H je spocetna. Pri-
nikem rovin se sférou vznikne spoc¢etné mnoho kruznic a mizeme tedy postupovat
podobné jako v pripadé vyse.

Zvolme nyni takovy thel «, Ze kazda rotace o thel na, pron € {1,2,3,...},
kolem p zobrazi bod mnoziny H do S\ H. Takovy thel opét existuje, nebot
mame jen spocetné mnoho uhli, kterym se musime vyhnout. Necht pak A znaci
mnozinu, kterou ziskdme sjednocenim vsech otoceni H kolem osy p o thly na,
n € {1,2,3,...}. Pak A je spocetna a je kongruentni mnoziné A U H pomoci
rotace kolem p o thel —a. Pak

S\H=S\(AUH)UA~S\(AUH)UAUH = S.

2.2 Vitaliova neméritelna mnozina

V diikazu Banachova-Tarského paradoxu pracujeme s lebesgueovsky neméri-
telnymi mnozinami. Pravé diky nim jsme schopni dochazet k vysledkim, které
zdanlivé odporuji nasi predstavé o zachovavani objemu. Vyuzivame totiz toho, ze
objem lze zkoumat pouze u mnozin, které jsou lebesgueovsky méritelné. Jednodu-
chy priklad lebesgueovsky neméritelné mnoziny na realné primce sestrojil italsky
matematik Giuseppe |Vitali (1905).

Pozndmka. Abychom predesli zbytecnému opakovani, budeme v dalsim textu psat
pouze meéritelnd mnozina namisto lebesqueovsky méritelnd mnoZina.

Na intervalu [0, 1] definujme relaci ~ nésledujicim zptusobem: a ~ b, pokud
a — b je racionalni. Relace ~ je ekvivalence, nebot pro libovolna a,b,c € [0,1]
plati:

e a—a=0€Q,
e pokuda—b=qeQ,pakb—a=—qeQ,

e pokuda—b=q¢ € Qab—c=qp € Q,paka—c=a—b+b—c=q+q € Q,
neb soucet dvou racionalnich ¢isel je racionalni.



Interval [0, 1] lze tedy rozdélit na tiidy ekvivalence tak, ze pro libovolné a €
[0,1] mame tiidu [a] = {b € [0,1] : a ~ b}. Pak je interval [0, 1] sjednocenim
nespocetné mnoha disjunktnich tiid ekvivalence, pricemz kazda tiida obsahuje
spocCetné mnoho prvku.

Pouzitim axiomu vybéru zvolme z kazdé tridy ekvivalence pravé jeden prvek.
Tuto podmnozinu [0, 1] pojmenujme Vitaliova mnoZina a znacme M. UkaZme, Ze
M je neméritelna.

Pro kazdé ¢ € Q polozme M, = {z + ¢ : x € M }. Mnoziny M, jsou tedy po-
sunutimi M a jsou po dvou disjunktni (to vyplyva z toho, jak jsme volili mnozinu
M). Pak z toho, jak byla mnozina M volena, vyplyva

U M, =R.
q€Q
Pro spor nyni predpoklddejme, zZe mnozina M je méritelnd. Pak pro kazdé
¢islo ¢ € Q plati, ze A(M,) = A(M), nebot se jedna o obraz mnoziny M pii
izometrickém zobrazeni. Pokud A(M) = 0, pak i

AR) =AU My) = > A\(M,) =0,

q€Q q€Q

a tedy A([0,1]) = 0, nebot [0, 1] C R. To je ovSem spor s definici {13| Lebesgueovy
miry a poznamkou pred definici.
Necht tedy \(M) > 0. Pak ovSem

M0.2) =AU M) = > M) = o0,

q€Qn[o0,1] qeQN[o,1]

coz je opét spor s definici Vitaliova mnozina je tedy nemétitelna, nebot nema
ani nulovou ani kladnou miru.

2.3 Sierpinského-Mazurkiewicziv paradox

Cilem této ¢asti bude v prostoru R? najit takové mnoziny F, F; a Fy, 7e

E1UE2:E,
EiNE;, =0,
Ey=E,=E.

Mnoziny budeme konstruovat postupem, ktery predvedli W. Sierpinski a S.
Mazurkiewicz na konferenci v Patizi roku 1914 (Mazurkiewicz a Sierpinski, [1914]).

Necht E' sestava z poc¢atku O = [0,0] a bodu, které ziskdme z O kone¢nym
skladanim téchto izometrii:

e translace vpravo o 1, znacme t,
o rotace v kladném sméru o jeden radian kolem pocatku, znacme r.

E je ztejmé spocetnd mnozina. Ukazme nékteré prvky mnoziny E na obrazku
2.3

Déle polozme F; = tE a Ey = rE. Pak ziejmé Fy = F, Fy = E. Dokazme
nyni, ze Fy a E5 jsou disjunktni a ze £ = E; U Ej.
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Obrézek 2.3: Nékteré prvky mnoziny E

o rrttO o
orit
1.5+
orrt$?° 7 ortO

05
® rrrttO I
® r1rrtO I

A S { © N E_—  © N ({0

-2 -1 1 2

Pracujme s prostorem R? jako s komplexni rovinou. Pak pro libovolné z € C
mame tz = z + 1 a rz = ze', kde e zna¢i Eulerovo éslo. Pokud tedy napiiklad
chceme na bod z aplikovat dvakrat rotaci r, pak translaci ¢ a pak jesté jednou
rotaci r, obdrzime:

z— ze® = ze? 11— ze¥ €

Kazdy bod mnoZiny x € E lze tedy reprezentovat jako x = ag + ae’ + age® +
<+ ape™, kde a;, i € {0,1,...,n}, jsou nezdporna cel ¢isla a n je prirozené.

Pak F; obsahuje vsechny body mnoziny E takové, ze ag > 0 a E5 body takové,
ze ag = 0. Ziejmé tedy E = E; U E,. Déle také plati, ze E; N Ey = (). Pokud by
totiz existoval x € F; N Es, pak by bod x mél dvé rizné reprezentace zavislé na
e!. Tedy e’ by bylo fesenim polynomidlni rovnice s celo¢iselnymi koeficienty a to
je spor s tim, Ze €’ je transcendentni (Lindemann, 1882).



3. Banachuv-Tarského paradox a
jeho dukaz

Formulujme vétu pro jednotkovou kouli centrovanou v poc¢atku. Tvrzeni pak
bude zrejmé platit i pro libovolnou kouli o poloméru jedna.

Véta 2 (Banachova-Tarského véta). Pro jednotkovou uzavienou kouli
B = {(z1,29,23) : 2] + 73 + 235 < 1}

existuji By a By, pro které plati By N By = (), B = By U By a zdroven B ~ By,
B ~ Bsy. Symbol ,~ “ zde pouzZivame pro oznaceni ekvirozloZitelnosti grupou vsech
izometrii v R® (vizte definici[f).

Diitkaz véty bude vychazet z postupu knize The Pea and the Sun Paradox
(Wapner, [2005)), pricemz nékteré ¢asti upravime, ¢i dale rozsitime. Tvrzeni doka-
zeme ve trech krocich. V prvnim kroku definujeme grupu rotaci pro jednotkovou
sféru

S ={(x1, 9, 3) : x% +:c§ + x% =1}

Ve druhém kroku tyto rotace pouzijeme pro rozdéleni sféry na disjunktni pod-
mnoziny. Nakonec ve tfetim kroku rozsitime vlastnosti dokdzané v prvnich dvou
krocich tak, aby platily jednotkovou kouli.

3.1 Grupa rotaci G
Definujme nyni dvé zékladni rotace:
e 7 oznac¢me rotaci kolem osy x3 o tihel %”,

« o oznaéme rotaci kolem piimky prochézejici poc¢atkem a bodem (1,0,1) o
uhel 7.

Pak lze rotace reprezentovat pomoci matic takto:

I =g 0 0 1
T=|¥ =L of, o=[0 -1 0
0O 0 1 1 0 O

Skladanim téchto rotaci ziskame nekonecné mnoho dalsich rotaci. Naptiklad 7 o

7 = 72 znad{ rotaci kolem osy x5 o %’T. Ziejmé

™ =0"=e¢, (3.1)

kde e oznacuje identitu.

Libovolnou rotaci vzniklou skladanim o a 7 lze zapsat jako kone¢nou posloup-
nost téchto rotaci. U téchto posloupnosti budeme pro vétsi prehlednost vynecha-
vat symbol skladani ,,0“. Dale plati, Ze na mnozinu vzdy aplikujeme rotace z
posloupnosti v poradi zprava.
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Diky (3.1) plati, Ze 7 = 772 = 7e = 7. Obdobné plati, 7e 03 = 00? = ce =0
To lze pro 7, resp. o pouzit pro libovolnou mocninu > 3, resp. > 2. Proto pak

napifklad lze vyraz o380 0 upravit nasledovné:

037805740 :106726€U€€T€O':10T2UT0}

pricemz posledni vyraz jiz nelze zkratit. S vyjimkou identity e lze tedy kazdou
rotaci vzniklou ze ¢ a 7 zapsat jako posloupnost tvofenou znaky o, 7 a 72. Tento
zapis budeme nazyvat zkrdaceny tvar.

Definice 14 (délka rotace). Délku rotace p vzniklé skldddnim rotaci o a T defi-
nujeme jako pocet znakii (o, T a %) nutny k jejimu zapsdni ve zkrdceném tvaru.
Napriklad p = ot?070 je délky 5. Identita e je délky 0.

Celkem takovymto skladanim dostaneme spocetné mnoho rotaci. Mnozinu
vSech téchto rotaci ozna¢me G. Mnozina G spolu s binarni operaci ,,0“, unarni
operaci ,71“ a identitou e tvo¥i grupu.

Véta 3 (o jednoznac¢nosti). KaZdd rotace p € G md jednoznacny zkrdceny zapis.
Specidlné, dvé mizné posloupnosti tvorené znaky o, T a 7% znaci Tizné rotace.

Diikaz. Vsimnéme si, ze kazdy zkraceny zapis rotace délky alespon 2 bude v
jednom z nésledujicich tvar:

Py

e a=1Mor20. . ™0, nebo

P P

e B=0orPor? . o™ nebo

Py Py

e Y=T o...ott™ nebo

o d=orhior? . tPg kde P, e {12} Vie {1,...,n}.

oT

Pro zapis tvaru v predpokladejme n > 1.
Nejprve dokazme, ze zadnym zkracenym zapisem rotace tvaru o nedostaneme
identitu e. Z reprezentace 7 a ¢ pomoci matic plyne, ze

L (0 V3 -1 L (0 V3 -l
ro=-10 1 3|, Pe==1]0 1 -3

212 0 0 2a 0 o

Ukazme matematickou indukci, ze

1 mir maaV3  mas
a=100rP0 . tPo = — [ myvV/3 Moy masvV3 |,

n
M3 MaaV/3  mas

kde my1, ma1, ms1, maz a mag jsou sudd a ostatni my;, i,5 € {1,2,3}, jsou lichd
cela ¢isla. Pro n = 1 to jiz mame ukézano. Ukazme nyni, ze z platnosti pro n
plyne platnost pro n + 1:

1 miy m12\/§ mi3 1 0 \/§ -1
rorPiorPo . o = Py Mo1 V3 Moy m23\/§ 5 0 1 V3|=
ms1 m32\/§ m33 2 0 0

2miz V3 (M1 + mya) 3mia — My
2m23\/§ 3may + Mo V3 (mag — may)

2n+1
2msz3 V3 (mg1 + ma2) 3mgy — msy

11



Skladani s 720 lze ukdzat obdobné, a plati tedy, Ze sudost a lichost jednotlivych
mij, 1,5 € {1,2,3}, je opravdu zachovana.

Pak o # e. To plyne naptiklad z toho, ze my3 je liché a tedy matice reprezen-
tujici rotaci @ ma v prvnim radku ve tfetim sloupci prvek “1* # 0 a nemuze se
tedy jednat o jednotkovou matici, kterd reprezentuje identitu e.

Pak i 8 # e, nebot a = gfo. Pokud bychom méli g = e, pak i a = oo =
oeo = 0% = e a to je spor, nebot jiz vime, Ze a # e.

Vezméme nyni rotaci tvaru v. Nechf nejprve P, = P,. Bez ijmy na obecnosti
predpoklddejme, ze P, = 1 = P,, nebot v pripadé¢ P, = 2 = P, lze postupovat
analogicky. Pak mdme v = 7072 o...07, a tedy 8 = 72y7. Pak pokud v = e,
tak i B = e, a to nelze dle predchoziho odstavce.

Necht tedy pro rotaci tvaru v plati P, # P,. Postupujme sporem a vezméme
nejmensi n > 1 takové, ze v = 7ot 0. ..ot = e. Pokud n > 3, pak
e =orlyrPio = P20 . orPn—1 kterd je ovSem také tvaru vy, coZ je spor s tim,
7e jsme volili n nejmensi mozné. Pro n = 2 pak e = 77247 = o, coZ je spor.
Obdobné pro n = 3 mame e = or*y7% 0 = 72 tedy opét spor. Proto v # e.

Konecné § # e, nebot v = oo a lze tedy pouzit stejny argument jako pro 3.
Zatim jsme tedy ukazali, ze zadny zkraceny zapis rotace nalezici G' neni roven e
(s vyjimkou samotné identity). Diky tomu nyni ukazme, ze kazdy zkraceny zapis
je jednoznacny.

Necht pro spor existuji dva rtizné zkracené zapisy AAs ... A\, p1p2 ... pn jedné
rotace z G (neboli \jAg... Ay, = p1p2...pn). V tomto piipadé kazdé \;, p; znaci
jeden ze symboli o, 7, 72. Volme nyni takové dva zkrdcené zapisy, Ze m + n je
minimalni. Pak z rovnosti zapisi mame:

(M2 A (pipa.. . pn) ' =
MAg At pa et =
plpz...pnpgl...pglpfl = e,

pak ale z prvniho kroku diikazu musi platit \,p,' = e a tedy i MiAg... A1 =
P1P2 - - - pn—1. To je spor s minimalitou m + n. Pak mé kazda rotace v G jedno-
znacny zkraceny zapis.

]

Rozdélme nyni grupu G na tfi podmnoziny Gy, Gs a Gs. Prvky grupy G
budeme rozrazovat rekurzivné podle jejich délky. Polozme e € Gy a rotace délky
1 rozdélme takto: 7, 0 € Gy a 72 € G3. Necht o € G je rotace délky [ > 1, pak
rotace délky [+ 1 odvozené od a rozfadime pomoci tabulky kde p € G znaci
néjakou rotaci délky [ — 1.

o€ Gy a € Gy a € Gy

atvaruTp, G Ttp | ocaeGy ocac€eG, ocacG
atvaruop | Ta € Gy Tae Gy Tae G

atvaruop | T2a € Gy TPac Gy T ac G,

Tabulka 3.1: Algoritmus pro rozdélovani grupy GG
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Pokud tedy naprtiklad rotace o nalezi G, a jeji zkraceny zapis je tvaru op,
polozme T € Gy a T2a € Gs.
Timto postupem tedy ziskame rozklad G na tii podmnoziny:

Gy = {e,or,07*,7%0,...}

Gy ={o, 7,707,070, T0T*,...}

Gy = {r% 10,7%07,... }.

Véta 4. Plati ndsledujici rovnosti:

TGl :G2
T2G1 :Gg
O'G1 :GQUGg.

Diikaz. Dokazme, ze a lezi v GG; tehdy a jen tehdy, lezi-li T v G5. Predpokla-
dejme, ze vSechny prvky grupy G byly rozrazeny podle algoritmu daného tabulkou
3.1} Predpokladejme déle, ze délka [ rotace « je alespori 2, nebot pro rotace délky
[ < 2 lze toto tvrzeni snadno ovérit. Povsimnéme si, ze délka rotace Ta nemusi
byt | + 1. Napiiklad v piipadé a = 720 plati Ta = 730 = 0. Rozli¥me nyni t¥i
pripady.

a je tvaru op pro p € G délky | — 1:

Pokud je a prvkem Gy, pak podle algoritmu daného tabulkou plati 7o €
G5. Ukazme opacnou implikaci. Necht 7o € G,. Z tabulky vidime, zZe jsou
jen tfi moznosti, jak pridat prvek do mnoziny Gs. Podminky 7ac € G a a = op
jednoznac¢né urcuji, ze a € Gy.

a je tvaru 7p pro p € G délky | — 1:

Pak tedy zkraceny zapis p kond¢i rotaci o, jinak by zkraceny zapis a nebyl délky
l. Predpokladejme, ze a € G1. Algoritmus nabizi ¢tyTi moznosti, jak priradit prvek
do mnoziny G;. Podminky p = o... a a € G jednoznacné urcuji, ze p € Gj.
Pak tedy opét vyuzitim tabulky dostavame Ta = 72p € Go. Pro obricenou
implikaci predpoklddejme, ze T = 72p leZi v Go. Opét vidime, Ze prvky do Gy
lze prifadit tfemi zptisoby. Protoze ve zkraceném zapisu mame p = o ..., musi
platit, ze p € (5. Pak tedy podle algoritmu a = 7p € G.

a je tvaru m2p pro p € G délky 1 — 1:

Pak tedy zkraceny zapis p konci rotaci o. Predpokladejme, ze a € Gy. Opét
mame CtyTi moznosti, jak pritadit prvek do mnoziny G;. Podminky p =0... a
a € Gy jednoznacné uréuji, ze p € Gy. Pak 7o = 73p = p € G. Pro diikaz opacné
implikace pfedpokladejme, Ze T = 73p = p lezi v mnoziné G5. Pak z podminek
p€Gyap=oc... atabulky[3.1]plyne, Ze a = 72p € G|.

Timto jsme dokazali prvni rovnost, druhou lze ukazat analogicky za pomoci
algoritmu z tabulky .1} Ukazme nyni jesté platnost tieti rovnosti. Tedy, Ze «
délky [ lezi v GGy tehdy a jen tehdy, lezi-li ca v Gy U G3. Rozlisme dva pripady.
a je tvaru ap pro p € G délky | — 1:

Pak bud p = 7..., nebo p = 7%..., nebot jinak by a nebyla délky I. Necht
a € Gy. Mame C¢tyfi moznosti, jak prifadit prvek do mnoziny G;. Podminky
p=rT...a«a€ G urcuji, ze bud p € Gy, nebo p € G3. Pro p = 72... dostavdme
stejny vysledek. Pak oca = o%p = p € Gy U G3. Pro ditkaz opacné implikace
predpokladejme, Zze oca = o%p = p lezi v G5 U G5. Pak z podminek p € G5, nebo
pEGsap=r7...,¢ip=1%... plyne, ze a = op € G,.
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a je tvaru Tp, nebo Tp pro p € G délky 1 — 1:

Pokud je a prvkem G, pak podle algoritmu daného tabulkou plati ca €
Go, tedy i ca € G5 U G3. Ukazme opacnou implikaci. Necht ca € Ga, nebo
oa € G3. Z tabulky [3.1] vidime, Ze je pét moznosti, jak pfidat prvek do mnoziny
Gy UGs. Podminky oo € Gz a a = 7p, ¢ a = 72p nespliiuje Zddna o. Podminky
oa € Gy a a = 7p, ¢i a = 72p jednoznacné urcuji, ze o € Gy.

Dokazali jsme tedy, ze a lezi v G tehdy a jen tehdy, lezi-li ca v Go U G3. A
tudiz i tfeti rovnost plati. m

3.2 Déleni sféry

Nasim cilem bude nyn{ rozdélit sféru S = {(z1, 79, z3) : 23 + 23 + 22 = 1}
na disjunktni mnoziny, se kterymi budeme dale pracovat. Nejprve si vSimnéme,
ze pro kazdou rotaci a € G, a # e, existuji pravé dva body x,y € S takové, ze
ar=1raaqy=y.

Tyto body se nazyvaji poly rotace o a jsou tvoreny pruseciky osy rotace «
s jednotkovou sférou S. Napriklad poly rotace 7 (tedy rotace kolem osy x3 o tihel
%’r) jsou tvotreny body (0,0,1) a (0,0,—1).

Jednotkova sféra S obsahuje spocetné mnoho péli, nebot v grupé G lezi spo-
¢etné mnoho rotaci a kazda tato rotace ma pravé dva pély. Oznacme P mnozinu
vSech pélu lezicich na S prislusejicich rotacim z grupy G. Pak je mnoZina S\ P
nespocetnd, protoze je dopliikem spocetné mnoziny P v nespocetné mnoziné S.

Lemma 5. Pro kazdé p € G a kazdé x € S\ P plati, Ze px € S\ P.
Dikaz. Pro p = e lemma zfejmé plati, uvazujme nyni p # e. Necht pro spor
pr € P. Potom existuje a € G, a # e, ze apr = px. Pak by ale x byl pélem

rotace p~lap € G, p~lap # e, a to je spor s volbou x € S\ P.
O

Kazdy bod mnoziny S \ P lze tedy pomoci rotaci z G zobrazit na spocetné
mnoho bodu z S\ P. Pokud pro body z,y € S\ P existuje a € G, ze ax =y,
piSme = ~¢g .

Lemma 6. Relace ~¢ je ekvivalence.
Diikaz. Potrebujeme ukéazat, ze je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
e 1 ~q x plati, nebot pro e € G plati ex = z.

o T ~gy =y ~qc x: Necht pro néjaké a € G plati ax = y. Pak z definice

grupy [2] existuje ™! € G, Ze a la =e. Tedy aly = a lax = z.

e T ~g YAy ~g 2 = x ~¢g z: Nechf pro néjaké o, € G plati ax = y
a fy = z. Pak z definice grupy [2 plyne fa € G, a tedy x ~¢ z, nebot
Bax = Py = z.

]
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Celou mnozinu S\ P lze tedy rozdélit do tiid ekvivalence vzhledem k re-
laci ~q. Téchto tfid je nespocetné mnoho a kazda obsahuje spocetné mnoho
prvkl. Pouzijme nyni axiom vybéru a zvolme praveé jeden bod z kazdé tridy
ekvivalence. Mnozinu takovych bodi oznac¢me C. Vsimnéme si nyni, Zze mnozina
C' ma nasledujici vlastnosti:

1. C' je nespocetna.
2. CC S\ P, tedy CNP=0.
3. Pokud pro z,y € C existuje « € G, ze ax =y, pak y =r a a =e.

4. Pro kazdé y € S'\ P existuje x € C a rotace a € G, ze y = ax.

Vezméme nyni grupy rotaci, které jsme odvodili v predchozi podkapitole.
Oznacme

Kl - GlC,
K, = GoC, (3.2)
K3 = G3C,

kde G;C pro i € {1,2,3} znadi sjednoceni vSech mnozin vzniklych otocenim C
rotaci z Gj.

Pak z vlastnosti 2,3 a 4 mnoziny C plyne, ze K, K5, K3 a P jsou po dvou dis-
junktni a jejich sjednocenim je cela S. Diky rovnicim a vztahim G4, Go, G,
které jsou shrnuty vétou [d] muzeme provést nasledujici pozorovani.

Rotaci 7 mnoziny K; obdrzime K,. K; a K, jsou tedy kongruentni, neboli
K, = K,. Obdobné, rotaci 72 mnoziny K; obdrzime K5. Tedy K; = K3. Nakonec
rotaci o dostavame K; = Ky U K3. Pak

K= K, = K3 = KyUKs. (3.3)
Nyni polozme:
Sl = P U Kl,
SQ = K2 U Kg,

tedy plati S;US; = S a zdroven S; NSy = (). Chceme ukdzat, Ze Si, resp. Ss jsou
ekvirozlozitelné S (tedy Sy ~ S, Sy ~ S).

Pomoci kongruenci z (3.3]) dostavame:

Sl == P U Kl
~ PU(KyU Kj3)
~PUK U(KyUKj3) =S5,

kde prvni ekvirozlozitelnost plyne z K; = K, U K3 a druha ekvirozlozitelnost
plynez KggKl a z KggKQUKg.

Obdobné pro Ss:

SQIKQUKgNKlLJ(KQUKg):S\P (34)

Mnozina S je tedy ekvirozlozitelnd mnoziné S\ P. K dokonéeni této ¢asti
dikazu ndm zbyva ukazat, ze (S\ P) ~ S. Jak jsme jiz zminili vySe, bodu mnoZiny
P je spocetné mnoho, tedy jsme je schopni pokryt posouvanim z nekonecna, které
jsme uvedli ve druhé kapitole Proto pak (S'\ P) ~ S, coZ ndm s pouzitim
dava:

Sy~ S\ P~ S.
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3.3 Rozsireni pro kouli

Nynf jiz madme dokézéno, Ze pro jednotkovou sféru S = {(z1, w9, z3) : 2% +
T3+ :v% = 1} existuji Sy a S, pro které plati S; NSy =10, S = 51U S, a zéroven
S ~ 51, 8 ~ S5. Toto tvrzeni je nyni tifeba rozsitit tak, aby platilo pro celou
jednotkovou kouli B = {(z1,x2,x3) : 23 + 23 + 23 < 1}.

Definice 15 (vnitini zhusténi). Pro kazdy bod x € S nyni definujme jeho vnitini
zhusténi jako mnozinu vsech bodi z B leZicich na dsecce mezi x a pocdtkem (ovsem
kromé bodu (0,0,0)). Vnitini zhusténi K C S definujme jako wvnitrni zhusténi
vSech bodii K a znacme K.

Pak napiiklad S = B\ {(0,0,0)}. Pracujme tedy nyn{ s mnozinami S, S;, S,
K, K,, K3, P C B. V piedchozi podkapitole jsme pro K, K, K3 dokazali vztah
(3.3)), ktery ovsem plati i pro jejich vnitini zhusténi:

K 2K, = K; = K, UK;.

To opét ziejmé plyne z véty [4| a z toho, jak jsme volili mnoziny K;,i € {1,2,3}.
Potom tedy analogicky jako v predchozi kapitole dostavame:

U Sy

l\D

o w
5
oz\ 2

(3.5)

w»l Wl

NST7
Sa

Polozme:

Bl :STU{(0,0,0)},
B :‘9727

tedy ze vztaht danych prvni a druhou rovnici v (| . 3.5)) plyne BiUBy = B a zaroven
B N By = 0.
Dale
By =S5,U{(0,0,0)} ~SuU{(0,0,0)} = B

diky tteti rovnici z (3.5) a
By =S, ~8S~ SU{(0,0,0)} = B,

kde prvni ekvirozlozitelnost plyne ze ¢tvrté rovnice v (3.5)). Druha ekvirozlozitel-
nost plyne opét vyuzitim pousouvdnim z nekonecna popsaném v druhé kapitole
2.1l Tim je tedy véta [2] dokézana.

Vsimnéme si dale, ze Banachova-Tarského véta plati také pro koule libovol-
ného poloméru, nebot muzeme definovat zhustovani (pripadné zuzovani) z jed-
notkové koule na kouli jiného poloméru podobné jako jsme postupovali v definici
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4. De Grootuv problém a jeho
reseni

Banachiiv-Tarského paradox vyvolal po svém zverejnéni fadu otézek tykaji-
cich se zejména toho, zda je toto ,mnozeni“ kouli fyzicky proveditelné a jaké by
pak meélo dopady pro svét mimo matematiku. Jednim z predpokladii fyzické pro-
veditelnosti paradoxu je moznost jednotlivé mnoziny spojité posouvat, a ne jen
predpokladat jejich okamzité presunuti na vysledné kongruentni mnoziny. Tento
problém formuloval roku 1958 holandsky matematik Johannes de Groot a je znam
pod nazvem De Grootova otézka.

Otazka 7 (De Groot). Necht B, By a By jsou po dvou disjunktni koule v R3
s polomérem délky 1. Lze pak B rozlozZit na mnoZiny Ai,. .., Am,Amits - Amin
tak, Ze pro vsechna i = 1,...,m +n at € [0,1] existuje izometrie o' splriujici
nasledujici podminky?
1. o} je identita; oi(A;) pro i = 1,...,m je rozkladem By a oi(A;) pro i =
m+1,....m+n je rozkladem Bs.
2. Pro kaZdé i zdvisi izometrie oi spojité na t (pro vysvétleni spojité zdvislosti
vizte definici @)
8. Pro kazdét € [0,1] jsou mnoZiny oi(A;), i = 1,....,m+n, po dvou disjunktni.

Reseni De Grootovy otézky budeme hledat pomoci ¢lanku Trevora Wilsona
(Wilson), 2005)). Predevsim je tfeba zobecnit diive pouzivany pojem ekvirozlozi-
telnosti na spojitou ekvirozlozitelnost.

Déle chceme na podmnozinach R? zavést operaci s¢itani a dokdzat nékteré jeji
vlastnosti. To nam pak umozni definovat vyprostitelnost dvojice mnozin, potazmo
vyprostitelnost mnozinového systému.

4.1 Spojita ekvirozlozitelnost

V nésledujici podkapitole rozsifime definici G-ekvirozlozitelnosti (definice {4))
zavedenim nového pojmu G-cesty.

Definice 16 (G-cesta). Necht n € N, t € [0,1], a G je grupa izometrii na R".
Pro néjaké g € G definujeme prislusnou G-cestu 4 tak, Ze vo =€, v1 = g a ¥
je spojité zdvisla na t. Spojitou zdvislosti rozumime, Ze pro libovolny bod x € R"
plati:

o limy sy () =75 (x) pro kazdé s € (0,1),
o limyy v (2) =m (33);

o limy_op e () = 0 (7).

Pokud je G iplnd grupa izometrii na R™ (nebo je grupa jasné urcena z kontextu),
budeme hovorit pouze o cestdich.

Zmaceni: Ve zbytku kapitoly znaci I,J konecné indexové mnoziny, pokud neni
feceno jinak.
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Definice 17 (spojita G-ekvirozlozitelnost). Nechtn € N, A, B C R™ a G je grupa
izometrii na R". Rekneme, Ze A, B jsou spojité G-ekvirozlozitelné (A ~¢ B),
pokud existuji konecnd rozdéleni {A;}ier a {Bi}icr mnoZin A a B a mnoZina
G-cest {'}ier takovd, Ze pro viechna i € I plati

Yo =€
1A
VAN A =0

)

79

pro véechna t € [0,1], j,i € I, j # 1.
Pokud je G tiplnd grupa izometrii na R™ (nebo je grupa jasné urcena z kontextu,),
rekneme, Ze A, B jsou spojité ekvirozlozitelné (A ~ B).

Poznamka. Ziejmé plati, ze pokud jsou dvé mnoziny kongruentni, pak jsou i
spojité ekvirozlozitelné.

Motivace a interpretace: Klasicka verze paradoxu hovori o diskrétni ekviroz-

loZitelnosti. V takovém piipadé pozadujeme 7} definované pouze pro t € {0,1},
a tedy pro v = g; € G odpovida g;A; okamZitému premisténi A; na B;.
Spojita ekvirozlozitelnost naopak umoznuje plynule realizovat otéceni (posou-
vani) A; na B; a navic zarucuje, Ze si mnoziny piri pohybu vzdjemné neprekéazeji.
Dalo by se tedy Tici, ze pri spojité ekvirozlozitelnosti by mély byt jednotlivé po-
hyby fyzicky proveditelné.

Tvrzeni 8. Relace =~ je ekvivalence.

Diikaz. Chceme ukazat, ze =~ je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
o A= A:plati pro G = {e} a trividlni rozklad mnoziny A.

e A=~ B = B =~ A: Pokud pro {A;}icr, {Bi}ier a {7'}ier plati A ~ B, pak
pro ty7 rozklad A a B a cesty {vi_,(vi)"'}ies plati B =~ A.

e« (A~ BAB =~ C) = A= C: Pokud pro {A;}icr, {Bi}icr a {7'}icr plati
A =~ B a navic pro {Bj};es, {Cj}jes a {0’}jes plati B = C, pak pro

rozklady {Al N (Vi)_lB;‘}iel,jeJ a {CJ md{Bi}ieLjGJ a cesty {”)/i.((sj’}/i)}iejjjej
plati A &~ C', symbol ,.“ znaci skladani cest.

Tedy =~ je relace ekvivalence.

4.2 Operace s¢itani na mnozinach, vyprostitel-
nost

Definice 18 (Ideél). Necht X je mnozina. Ideilem na mnoziné X rozumime
systém mnozin T C P(X) uzavreny na podmnoziny a konecnd sjednocen.

V dalsim textu uvazujme idedl B vsSech omezenych podmnozin R",n > 2.
Necht déle grupa G izometrii na R™ obsahuje vsechna posunuti v prvnich dvou
soufadnicich (tento fakt budeme znacit R* C G). Pokud neni feceno jinak, bu-
deme pro jednoduchost uvazovat grupu vsech izometrii na R".
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Definice 19. Pro A € B oznacme [A] = {A' € B: A" =~ A} a definujme operaci
scitdni:

[A]+ [B] = [(A4+u)U (B +v)], (4.1)
kde u,v € R?* C G (neboli u a v jsou n-rozmérné vektory tvaru (ui,us,0,...,0),

resp. (v1,v9,0,...,0), kde uy,us, vi,v9 € R) jsou zvolené tak, Ze A+ u lezi ostre
vlevo od B + v v pruni souradnici, tedy

pi(v —u) > pi(a—0b) (4.2)

pro kaZdé a € A a kazdé b € B, kde p; je projekce do prvni souradnice. Bez ujmy
na obecnosti miuzZeme predpokldadat, Ze us = 0 = vy, pokud neni Teceno jinak.

Tvrzeni 9. Operace (4.1)) je dobre definovand, asociativni a komutativni.

Dukaz.

« Soucet [A] + [B] je nezavisly na volbé u a v: Necht v’ a v spliiuji podminku
(4.2). Pak C' := (A+u)U(B+v) =~ (A+u)U(B+"), nebot C lze rozlozit
na mnoziny (A+u) a (B+v), kde prvni posuneme o vektor v’ —u a druhou
ov —w.

« Soucet [A] + [B] je nezavisly na volbé zastupcu [A] a [B]: Nechf A ~ A’
pomoci rozkladt {A4;}icr, {Al}icr a cest {ai}ier, a B ~ B’ pomoci rozkladii
{Bj}jes, {Bj}jes a cest {#'}jcs. A a B jsou omezené, indexové mnoziny
I, J jsou konecné a interval [0,1] je kompaktni, 1ze tedy zvolit u a v takové,
ze

p1(v —u) > pi(a—0),
Vi e 1,¥j € JVt € [0,1],Va € oi(A;), Vb € 5 (B)).

To plyne z faktu, ze

(4.3)

F(t) := max sup{pi(a —0b):a€al(A),bc Btj(Bj)}

icl,jeJ

je spojité funkce z intervalu [0,1] s hodnotami v R, a je tedy omezena. Lze
tudiz nalézt u a v, ze plati.
Pak je rovnost [A] + [B] = [A'] 4+ [B’] ukdzana pomoci rozkladu {A; +
ulier U{Bj + v}jes a {A} 4+ ulier U {Bj + v}jes a cestami {7, 7_y }ies U
{7.677_y}jes, kde 7, znadi posunuti v prvni soufadnici pfi¢tenim vektoru
w € {u,—u,v, —v}.

o Asociativita: Pro vhodné vektory u,v,w dostdvame

([Al+[B]) +[C] = [(A+u)U(B+v)]+[C] =
[(A+u)U(B+v)U(CH+w)]=
[A]+ [(B+v)U (C+w)] =[A]+ ([B] +[C]).

« Komutativita: Zvolme r, > diam(A U B), pak pro vektor r € R* C G,
r = (79,0,...,0) je rovnost

(Al +[Bl = [AU (B +7)] = [AU(B —r)] = [B] + [4]
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ukdzana pomoci cest 7 = (0,0,...,0) a 77 = (Re(roe™ — rg), Im(roe'™ —
70),0,...,0), kde Re a Im zna¢i redlnou a imaginarni ¢ast.

Mnoziny v} A a 2B jsou pro kazdé t € [0,1] disjunktni, nebot A zlistava
fixni a B se pohybuje po kruznici, kterd ma polomér roven ry.

Tedy operace je dobre definovana, je asociativni a komutativni.
O

Definice 20 (Vyprostitelnost). Dvojice disjunktnich mnozin A,B € B je vypros-
titelnd, pokud [A]+[B] = [A U B]. Obecnéji, konecnyj systém po dvou disjunktnich
mnozin A; € B je vyprostitelny, pokud Y-, [A;] = [U; Ai.

Piiklad: Uvedme jednoduchy pifklad v R?. Mnozina B = {(z,y) : 2?2 +y* < 1}
je vyprostitelnd od A = {1 < 2% +y* < 4}. Nebot [AU B] = [AU B + (3,0,0)] =
[A] 4+ [B], kde prvni rovnost plati diky spojité ekvirozlozitelnosti ukazané na
obrézku [4.1]

Obréazek 4.1: Spojité ekvirozlozitelnost mnozin AU B a AU B + (3,0,0)
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Definice 21 (C). Systém vsech omezenych mnoZin takovych, Ze kazdd dvojice
disjunktnich mnozin tohoto systému je vyprostitelnd, budeme znacit C.

4.3 Vztah systému omezenych a systému vypro-
stitelnych mnozin

Nasim cilem bude nyni dokéazat, ze pro R", n > 2, plati C = B, tedy, ze v
systému omezenych mnozin je kazda dvojice disjunktnich mnozin vyprostitelna.
Induktivné pak bude v B kazdy konecny podsystém po dvou disjunktnich mnozin
vyprostitelny.

Lemma 10. Systém C je uzavreny na podmnoZiny a sjednoceni vyprostitelnich
systémai.

Diikaz. Pokud je {A;}icr vyprostitelny systém a {Al}ier je systém takovy, ze
Viel: A CA;, paki {Al}ier je vyprostitelny a to pomoci stejnych cest.
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Necht systém {A;} € C tvori vyprostitelny systém, pak pro koneéné mnoho po
dvou disjunktnich mnozin B; C UJ; A; dostavdme

-y

)

U (Ain Bj)

J

=Y [Bjl,

J

UB;
J

IENM”M:ZMJ&“&)

0, J i

)

kde druha a tfeti rovnost plynou z toho, ze {A;} € C a C je uzavieny na pod-
mnoziny, jak jsme ukéazali vyse. [l

Lemma 11. Ezistuji disjunktni mnoziny S1 a So takové, Ze R = S1USy a mnoZina
AS; =8 —S;={rxeR;Jy,z€S;,:x=y— 2z}
mda husty doplnék v R pro i € {1,2}.

Diikaz. Polozme ] ]
K = Ug—nZ, H=K+§Z.
neN

Pouzitim axiomu vybéru zvolme {r,} zastupce ze tiid ekvivalence faktorprostoru
R/H a polozme

51=U(TQ+K), 522514‘;,
pak S7 a Sy jsou disjunktni a R = S; U S,. Déle pro vsechna a,b € S; plati, ze
pokud a —b € H, pak a — b € K. Pro S; to plyne z faktu, ze a = r,, + k, a
b=rqa, + k, kde k,, ky, € K. Pak pokud o, = ap, tak a — b=k, — ky € K.
Naopak, pokud a, # o, tak a —b = r,, — 14, + ko — kp. Diky tomu, Ze 74, a rq,
jsou zastupci ruznych tiid ekvivalence, jejich rozdil nenédlezi H a tedy ia—b ¢ H.
Pro S, je postup analogicky, nebot dochazi k odecteni %
Tedy AS; je disjunktni mnoziné H \ K a zbyva dokazat, Ze tato mnozina je husta.
K tomu chceme ukézat, ze H\ K = K + 1. Prox € H\ K mame, Ze

[0}

21 29

ST

kde z5 € Z je liché a z; € Z. To plati pravé tehdy, kdyz ZQT_l = 23 € 7. Tedy

21+3n23 1 1
=TS D e K+,
x 3 + 5 €K+ 5

Dohromady tedy dostavédme, ze R\ AS; = H\ K = K + 1, coz je hustd mnozZina.
[

Véta 12. Pron > 2 je v systému omezengch podmnozin R" kazdd dvojice dis-
junktnich mnozin vyprostitelnd, neboli C = B.

Diikaz. Inkluze C C B je ziejméa, dokazme nyni opac¢nou inkluzi. Necht A € B.
Chceme ukézat, ze A € C. Zvolme mnoziny S1, Sy C R z lemmatu [I1], definujme
Sij =Six S; xR %a A;; = ANS,;, kde i,5 € {1,2}. Zvolme r vétsi nez diametr
A, pak dokdzeme vyprostitelnost systému {A;;}; jeq1,2y tak, Ze ve druhé dimenzi
posuneme A;; o ir a v prvni dimenzi o (2¢ + j)r. Vizme nazornou ukdzku na

obrazku [£.2]
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Obrazek 4.2: Posouvani mnozin A;; o prislusné nasobky r

A21+ (5|", 2|’, 0, ceny 0)

Apq UAgy +(0,2,0, .., 0
21 U Az +( ) Agy + (61, 21,0, ..., 0)

A11 + (3r, r, 0, veey 0)

Agy UAqy +(0.1,0, ... 0
11U A2+ (0.1 ) Aqy + (41,10, .. 0)

Diky lemmatu [10] staci ukazat, ze A;; € C. Pro libovolné i,j € {1,2} zvolme
disjunktn{ mnoziny B,C' C A;;. Nasim cilem bude nalézt cestu v € R* C G,
ktera tyto mnoziny vyprostuje. Zvolme posloupnost {a,}>>; v R\ AS; takovou,
ze lim,_,o a, = 0, a posloupnost {b,}>>; v R\ AS;, ze lim,_,o, b, = 0. To lze
diky tomu, ze AS; a AS; maji podle lemmatu 11 husté dopliky. Dale definujme
posloupnost {v,}°°; prvki z R? C G nasledovné

Vo = (T7b07070’ "'70)7 Uon+1 = (anvb’mOuOv "-70)7 Von+2 = (an,bn+1,0,07 ,O>

Nyni na intervalech (2_k‘1, 2"“] definujme cestu v jako linedrni proloZeni v, a
vk, tedy:

(2(t=3)r+2(1—1t)agbo,0,....0)

na (%, 1} )

(227 (¢ — 272 V) g + 227 (272 — 1) ay,,b,,, 0, ..., 0)
na (272071 272 n > 1,

(an, 22742 (t — 2720-2) b, + 22042 (2-20=1 _¢)p, 1 0, ..., 0)

na (27272 2721 'p > 0.

Polozme déle v(0) = (0,0, ...,0).

Pak v, ¢ AS; x AS; x R"™2 pro vSechna t € (0,1], coz plyne z toho, jak jsme
volili prvky posloupnosti {a,}7, a {b,}>,. Plati tedy, ze v:(A;;) N A;; = 0. Pak
také v,(C)N B = 0 pro t € [0,1]. Navic v,(C) = C + (r, by, 0,...,0), coz v prvni
soutadnici lezi ostte vpravo od B, tedy cesta 7 vyprostuje systém mnozin {B,C'},
a proto A;; € C. O

Véta 13. Necht n > 2 a G je grupa izometrii na R™, kterd obsahuje vsechna
posunuti v prunich dvou dimenzich. Pak kazZdé dvé omezené G-ekvirozloZitelné
podmnoZiny R™ jsou spojité G-ekvirozloZitelné.

Dikaz. Méjme dvé omezené A, B C R", které jsou ekvirozlozitelné pomoci roz-
kladua {Ai}iEI a {Bi}iel a izometrii {gz}zej Pak

4= Ua] =Tl - Xl - U] - o,

iel icl icl iel
kde prvni a pata rovnost jsou zfejmé. Druhou, resp. ¢tvrtou, rovnost ziskavame
pouzitim véty (12| pro omezené mnoziny A;, i € I, resp. B;,i € I. Treti rovnost
pak plyne z toho, ze pro libovolné i € I je A; G-kongruentni B; a tedy i A; ~¢ B;.
Rovnost [A] = [B], pak implikuje, ze A ~¢ B. O
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Véta 14. Odpovéd na De Grootovu otdzku |7 je kladnd.

Diikaz. V Banachové-Tarského paradoxu (véta [2)) vyuzivame grupu vsSech izome-
trif v R3, kterd spliiuje podminky véty . Pak tedy vyuzitim vét a [2 zis-
kavdme, 7ze B ~ B; U By. Necht {C;}!; jsou mnoziny rozkladu B dokladajici
tuto skutecnost a {7}, jsou jim prislusejici cesty. Polozme m = n a definujme
Ai=CiNn (V)™ By, Ay = Cin () By a ol = o™ =~ pro Vi € {1,...,n}.
Pak o' spliiuje podminky otéazky 7| pro vSechna i € {1,...,2n}. ]
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