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Abstrakt

V této praci se zabyvam vyukou zakladi matematické analyzy na stfedni Skole. Jedna se kon-
krétné o ty oblasti matematiky (funkce, derivace, integraly), které se nasledné hloubéji probiraji
na vysokych skolach pFirodovédného, technického, ekonomického a dalsich zaméfeni. Jelikoz se
vétsina studenti vysokych skol s touto problematikou alesponn v malé mife setkd, zajimi mé,
do jaké miry jsou zéci po opusténi stfedoskolskych lavic pfipraveni na setkani s touto latkou,
resp. jak moc pojmy z analyzy pii studiu stfedni Skoly setkali, jak jim rozumi a zda je dokazi
pouzivat.

Cilem prace je popsat zpusob vyuky zakladi matematické analyzy v konkrétnim seminéfi,
kde se tato latka probirala, a nasledné ovérit schopnost zikt samostatné fesit tilohy z této oblasti
matematiky formou souboru didaktickych testi a jejich nasledného rozboru.

Rozbor ukazal, ze latka matematické analyzy, jejiz vyuka byla pozorovana a jeji vysledky
testovany, je zaky z vétsi ¢asti dobfe pochopena. Seminaf tedy spliuje predpoklady tspésného

uvodu do tohoto uéiva, které lze v dalsim vysokogkolském vzdélavani aspésné vyuzit a rozsifit.

Klic¢ova slova: Vyuka analyzy, stfedni Skola, matematicka analyza, derivace, integraly, limity,
funkee.



Abstract

This thesis deals with teaching the basics of calculus in secondary school. These are specifically
those areas of mathematics (functions, derivatives, integrals) that are subsequently discussed
in more depth at universities of science, technology, economics, and also other fields. Most
university students will encounter these math problems at least to a small extent. Therefore,
I am interested in the extent to which pupils are prepared to solve these problems after leaving
high school. The second topic that I am interested in is how much the pupils encountered the
topics and terms of calculus during their secondary school studies, how they understand them
and whether or not they can use them.

The aim of this thesis is to describe the methods used in education of elementary school
calculus in a specific seminar where this material is discussed and subsequently verify the ability
of the pupils to independently solve problems from this field of mathematics by a set of didactic
tests and their subsequent analysis.

The analysis showed that the subject of calculus is for the most part well understood by
the pupils. The seminar therefore fulfills the prerequisites for a successful introduction to this

subject, which can be successfully expanded on in further higher education.

Key words: teaching calculus, secondary school, calculus, derivation, integral, limits, function.
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Uvod

Vétsina zaka stfednich Skol a gymnézii, ktefi se po sloZzeni maturitni zkousky chtéji dale vzdéla-
vat, pokracuje ve studiu na vysokych skolach. Na mnoha fakultach se setkivaji s matematickou
analyzou, a to jiz béhem prvnich let studia. Na zdkladé informaci od dalsich studentii i z vlastni
diivejsi zkuSenosti mohu Fici, ze v o¢ich studentii ¢asto predstavuje matematicka analyza pfed-
mét, ktery neni snadné zvladnout. Poklidam proto za dulezité, seznamit zaky stiednich skol
alespon se ziklady matematické analyzy. Pokud se to podafi, budou mit budouci studenti v na-
sledném vysokoskolském studiu pravdépodobné mensi problémy zvladnout probiranou latku,
¢imz by se jim studium zjednodusilo.

Cilem prace je popsat zpusob vyuky zakladi matematické analyzy v konkrétnim seminéfi,
kde se tato latka probirala, a nasledné ovérit schopnost zikt samostatné fesit tilohy z této oblasti
matematiky formou souboru didaktickych testi a jejich nasledného rozboru.

Teoretickd ¢ast prace se sklada ze dvou kapitol, z nichz prvni obsahuje piehled matema-
tickych pojmi, definic a vét, které se vyskytuji v ,zdkladnich® kurzech matematické analyzy
a se kterymi se zaci, navstévujici tyto kurzy, setkavaji. Ve druhé kapitole je popsan historicky
vyvoj stfedoskolské vyuky analyzy v Cechéch a také obdobny vyvoj, resp. soutasny stav v zahra-
ni¢i. Déle jsou zde uvedeny dva piistupy k vyuce zikladi analyzy, které prinaseji rizné pohledy
na to, jak zavadét jednotlivé pojmy. Posledni ¢ast této kapitoly se struéné vénuje chybam, kterych
se zaci dopoustéji pii feSeni tloh z infinitezimalniho poctu.

Prakticka ¢ast prace se sklada ze ¢tyf kapitol. V prvni z nich je stanovena metodologie
vyzkumu, konkrétnéji specifikovany cil prace a zpusoby, kterymi ho bylo planovano dosiahnout.
Dale je zde blize popsan predmét, jehoz vyuka byla za uéelem vyzkumu pozorovina. V dalsi ka-
pitole je uveden popis vyuky, zaméfeny na tu jeji ¢ast, kterd se tykala diferencialniho poctu. Jsou
zde uvedeny napt. piiklady zpiusobt odvozeni platnosti nékterych vét, aplikaci diferencialniho

poctu apod.



Treti kapitola praktické ¢asti prace se zabyva ovéfovanim schopnosti zaku fesit tlohy z di-
ferencidlniho a integralniho poétu. Jedna se o ovéfovani formou testti. Ovéfuji se v nich jak
schopnosti zvladnout praktické ,mechanické” vypocty, tak také schopnosti vyuzit ziskané po-
znatky pii feseni tiloh, které vyzaduji pouziti znalosti teorie. Ulohy, které vyzadovaly teoretickych
znalosti, se v pozorované vyuce vyskytovaly ziidka.

Ve ¢tvrté kapitole se vénuji celkovému rozboru a vyhodnoceni praktické ¢asti a shrnuji

piinos pozorované vyuky pro ziky.
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Cast I

Teoreticka c¢ast
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KAPITOLA 1

Matematické hledisko

Matematickd analyza navazuje na predchozi studium funkei, konkrétné realnych funkei jedné
redlné proménné. Z toho duvodu jsou zéci stfednich skol, gymnézii a studenti prvnich roénikt
vysokych skol nutné seznamovini s mnozstvim novych pojmi, které na pfedchozi studium na-
vazuji a predchozi znalosti byvaji rozsifeny nebo upraveny.

Mezi hlavni pojmy, se kterymi jsou zaci seznamovani v ivodnich kurzech analyzy vétsinou,
patii: spojitost funkce, limita funkce, derivace funkce, neur¢ity a urcity integral.!

V dalsim textu této kapitoly jsou uvedeny pojmy, definice a véty, které se vztahuji k prak-

tické ¢asti prace, tedy derivacim a integralim.

1.1 Zakladni pojmy, definice a véty

Pozndmka: V celé praci je pojmem funkce rozuména redlnd funkce jedné redlné proménné.

1.1.1 Derivace funkce

Pojem derivace funkce je postaven na pojmu limita. Muzeme ji charakterizovat jako rychlost
zmény, konkrétné ,jak moc se zméni hodnota funkéni hodnoty f(z) pfi ur¢ité zméné argu-

mentu .

Definice 1.1. Necht funkce f je definovana na U(a) (UT(a), resp. U (a)), a € Dy C R.

Rekneme, 7ze f ma v bodé a vlastni deriwaci (vlastni derivaci zprava, zleva) rovnou A € R, je-li

(1.1) lim f@)—f(a) _ A,

T—ra T —a

Ve smyslu Riemannova integrilu.

12



(1.2) ( fim {@ =@,y f@ - f@) A) ,
r—at Tr—a r—a— Tr—a
piipadné

i L@ +HR) = f(2)

h—0 h

(1.3)
Jsou-li uvedené limity rovny 4oo, resp. —oo, pak fikime, Ze f ma v bodé a nevlastni derivaci.
Derivaci f v bodé a oznaCujeme %(a), f'(a), f(a), piislusné derivace zprava (zleva) f' (a)
(f(a)).

Geometricky udava podil

f(z) - f(a)
r—a
Piipad, kdy = — a, znameni, Ze se hodnota proménné z neomezené blizi hodnoté a a ze seny se

smérnici secny, ktera prochéazi body [a, f(a)]a [z, f(z)].

stava tecna ke grafu funkce. Uvedeny podil je tedy smérnici seény grafu funkee, zatimeo derivace
(pokud existuje) pfedstavuje smérnici tecny ke grafu funkce v bodé [a, f(a)].

V pripadé, ze derivace f v bodé a je nevlastni, je teéna ke grafu funkce rovmobézni s osou vy,
a tedy ji nelze vyjadfit funkénim pfedpisem linedrni funkce y = Az + B.

Pojem derivace funkee muze mit nékolik vyznamu:

(1) derivace funkce v bodé, tj. hodnota derivace v pevné zvoleném bodé zg,

(2) derivace funkce jako funkéni predpis f'(z), tj. derivace jako predpis funkce.

Derivace a aritmetické operace
Stejné jako u limity funkce je i pocitani derivace pomoci definice znaéné naro¢né. Z toho duvodu
jsou odvozeny vztahy, které usnadni vypocet:
Vé&ta 1.1 (Aritmetické operace s derivacemi). 2 Necht f a g maji v bodé a vlastni derivaci.
Pak plati:
(1) [f £4'(a) = f'(a) £ 4'(a),
(2) [~ g'(a) = f'(a) - 9(a) + f(a) - (),
1 f'(a) - g(a) — f(a) - g'(a)
(3 [— a) = pro g(a) # 0.
) 2] @ e (@)

Véta 1.2 (Derivace slozené funkce). Necht f je redlna funkce, g redlna (nebo komplexni) funkce,

které maji vlastni derivace f'(A) a ¢’(a), A = g(a). Potom funkce f o g ma derivaci v bodé a
rovnou f'(g(a)) - ¢'(a).

Pomoci vét 1.1 a 1.2, resp. jejich kombinaci lze uréovat derivace libovolné elementarni funkce.

*Diikaz lze najit napt. v [6], str. 93.
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Derivace vyssich fada

Necht funkce f ma vlastni derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu J. Pfifadime—
li kazdému z € J ¢islo rovné derivaci funkee f v bodé z (tj. f'(z)), dostaneme funkci

definovanou na J, kterou ozna¢ime jako f'.?

Definice 1.2. Necht funkce f méa vlastni derivaci v kazdém bodé néjakého Us(a). Necht jeji

derivace f' mé derivaci v bodé a : (f')'(a) = A. Potom ¢islo A nazyvame druhou derivaci

2

funkce f v bodé a a oznacujeme ji f”(a) nebo také %(G). Indukei pro k € N definujeme
z

Ff®(a) := (f*VY(a), pokud mé prava strana smysl, a nazgvame ji k-tou derivaci nebo také

derivact k-tého fadu funkce f v bodé a. Oznacujeme ji také %(G). Pokladame f(©@ = f.
T

1.1.2 Uziti derivaci

Jako prvni vyznamné vyuziti derivaci, se kterym se zaci setkavaji, je jejich vyuziti pfi vySetfovani
pribéhu funkce a konstrukeich grafi funkei.

V takovém pfipadé se vyuziva platnost nasledujicich vét:
Véta 1.3 (Znaménko derivace a monotonie). Necht f ma spojitou derivaci na otevieném inter-
valu? I C R. Pak jestlize je pro kazdé zg € I f'(zo) > 0, resp. f'(zg) < 0, pak je funkce f na

intervalu I rostouci, resp. klesajici.

Definice 1.3 (Staciondrmni bod). Necht funkce f mé spojitou derivaci f'a a € DN Dy, Jestlize

plati f'(a) =0, pak bod a nazyvame staciondrnim bodem funkce f.

Véta 1.4 (Derivace funkce a extrémy). Necht f je spojita funkce v bodé a. Jestlize v bodé a

nabyva funkce f extrému, potom pro f’(a) plati:
f'(la)=0  nebo  f'(a) neexistuje.

Véta 1.5 (Znaménko derivace a konvexnost /konkavnost). Necht f ma spojitou druhou derivaci
na otevieném intervalu® I C R. Pak jestlize je pro kazdé zq € I f"(zo) > 0, resp. f”(z0) < 0),

pak je funkce f na intervalu I konkavni, resp. konvexni.

Prikladem funkce, ktera nabyva extrému v bodé, v némz neexistuje derivace, muze byt
funkce f:y = ||
3[6], str. 97

4V krajnich bodech intervalu uvazujeme piisluiné jednostranné derivace.

5V krajnich bodech intervalu opét uvazujeme piisluiné jednostranné derivace.
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Pro rozhodnuti a uréeni typu extrému lze pouzit kombinaci prvni a druhé derivace, kon-
krétné konvexnost, resp. konkavnost ve stacionirnim bodé.® Funkce f ma v bodé zg extrém,
pokud plati f'(zg) a zaroven f”(zo) # 0. Pfi¢emz se jedna o mazimum v piipadé, ze f”(z¢) < 0,
resp. 0 minimum v pifpadé, ze f”(zg) > 0. O existenci extrému vSak nemtzeme rozhodnout
v pripadé, Ze je ve staciondrnim bodé druhé derivace nulovi.

Situaci, kdy f'(zo) = f"(z¢) = 0, resp. f*)(zg) = 0 pro k € {1, 2, ..., n— 1}, fesi

nasledujici véta:’

Vé&ta 1.6. Budiz f funkce, zg ¢slo. Nechf existuje pfirozené ¢islo n tak, ze f(™ (zo) # 0, ale
f®)(z0) =0 pro 0 < k < n. Potom plati:

1) Je-li n liche, f™(z) > 0, je funkce f rostouci v bodé .
2) Je-li n liché, f(™(xg) < 0, je funkce f klesajici v bodé zo.
3) Je-li nsudé, f (n) (zo) > 0, ma funkce f v bodé zg ostré lokalni minimum.

4) Je-li n sudeé, f(")(a:u) < 0, ma funkce f v bodé zg ostré lokalni maximum.

1.1.3 Neurd¢ity integral a primitivni funkce

Integraci je mozné chapat jako ,,opa¢nou operaci® k derivovani. Pfed tim, nez je vyloZena teorie
neurc¢itého integralu, vét&inou predchazeji motivaéni tlohy, které osvétluji, jaké problémy se po-
moci nich daji fesit. Jako pfiklad uvadim: ,Naleznéte funkci, jejiz tefna ma v kazdém bodé zg
smérnici 2zg.“8

Definice 1.4 (Primitivni funkce). Necht f a F' jsou funkce definované na otevieném intervalu
J. Necht pro kazdé zg € J plati: F'(zg) = f(zo), potom funkci F' nazyvame primitivni funkci

k funkei f na intervalu J. (V krajnich bodech uvazujeme pfislusné jednostranné derivace).

Primitivni funkei k funkei f oznacujeme [ f(z) dz a ¢teme jako neurcity integrdl z funkce f.

Na zakladé faktu, ze derivace primitivni funkce k funkci f je samotna funkce f, lze snadno

odvodit tvar primitivnich funkei k nasledujicim funkeim:

o /cdﬂ::cm—l—C,kdecERaxE]R,

SBod zo se nazjva staciondrnim bodem funkee f, pokud je f’(zo) = 0.
7I5], str. 306
#[14], str. 71



ma—f—l
o/xad:t:z +C,kdeac R\ {-1},zcRaCcR,

a+1

o /sin(:t:) dr = —cos(z)+C,kde ae R\ {-1},zeRa C R,

o /cos(a:)dm:Sin(m)—l—C,kdemE]RaCE]R,

x
0 /afdzzln”’(a)+G,kdeaeR+\{1}aCeR,

1
o /— dz =In(|z]) + C, kde = € (—00;0) a (0;4+00) a C € R.
x
Pozndmka: Ve vysokoskolskych uéebnicich byvaji uvedené vztahy rozsifeny o primitivni
funkee k funkeim hyperbolickym a inverzni k funkeim cyklometrickym.?
Metody vypodtu primitivni funkce

Jelikoz témeéf | zadné* funkce nejsou v uvedenych tvarech, ale jsou kombinacemi elementarnich
unkei pomoci operaci (+; —; -, + a o), je nutné umét vypodcitat neurcity integral i k témto
funk o= e, 2 : t t tat ty integral i k témt

funkeim.

Véta 1.7 (Linearita integralu). Necht F' a G jsoy primitivni funkce k funkeim f a g na intervalu
J. Pak plati:

(1.4) / f(2) + g(z) do = F(z) + G(z).

Je-1i k ¢islo, pak funkee k- f ma primitivni funkei k- F, tj.

(1.5) ]k-f(x) da::k-/f(a:) dz.

Véta 1.8 (Integrace per partes). Necht funkee f a g maji vlastni derivace na intervalu J. Necht
F' je primitivni funkece k funkei (f'- g). Potom funkce G = f-g— F' je primitivni funkce k funkci

(1.6) ] 1) (@) dz = f(z) - g(z) - ] f(@) - o(a) da.

Pomoci uvedenych vét lze tedy integrovat soucet, resp. rozdil a souin funkei. Na rozdil od
derivaci v8ak neexistuje obecné platny vztah pro vypocet neurcitého integralu z podilu funkei.
V takovych piipadech je nutné vyuzit jinou metodu: bud zadanou funkci upravit na tvar,

kdy lze integrovat podle jiné metody, nebo vyuzit substituéni metodu.

“napt. [6], str. 137
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Véta 1.9 (Integrace substituci I). Necht f mé primitivni funkei F' na intervalu J. Necht ¢

zobrazuje interval I do J a ma na I vlastni derivaci. Potom F o ¢ je primitivni funkei k funkei

F(e(t))¢'(t) na I, tj.
(L7) [ 16e®)¢' 0 dt = [ 1(0) doiagie + C

Véta 1.10 (Integrace substituci II). Necht ¢ zobrazuje interval I na interval J a mé na [
vlastni derivaci, ktera je bud vsude kladné, nebo vSude zaporna, (tj. ¢ je na I prosta). Je-li

G(t) primitivni k f(¢(t))¢'(¢) na J, je G(¢ ™ (x)) primitivni k f na J.

Pouzitim uvedenych vét a tabulky primitivnich funkei lze uréit primitivni funkce k mnoha

funkcim, nikoliv viak ke viem.

Oznac¢ime-li F mnozinu funkei tvofenou funkcemi e, z%, In(z), trigonometrickymi
funkcemi, funkcemi k nim inverznimi, a nakonec funkcemi, které ze vSech téchto
dostaneme s¢itanim, nasobenim, délenim a tvofenim slozenych funkei, pak derivace

kazdé funkce z F je opét z F, ale existuji f € F takové, ze k nim primitivni funkce
= sin(z)

1
z’ In(z)

Dalsi teorie tykajici se metod vypocétu primitivnich funkei se vétSinou zabyva integraci raci-

aj. 10

do F nepatii. Takové jsou napf. funkce , sin(z?),

p
onélnich funkci, tj. integraly ve tvaru / % dz, kde P(z) a Q(z) jsou polynomy, rozklad
z
integrandu na parcialni zlomky a specialnimi druhy substituci, jako Eulerovy substituce, gonio-
metrické substituce a pFevod integralu obsahujici'! sin a cos na integrily z racionalnich funkei

pomoci substituce. Konkrétné se jedna o prevod:

_ [Pl)
[f(51n z),cos(z)) dz = o) dy,

kde je ptvodni integrand pomoci vhodné goniometrické substituce preveden na racionilni funkci

Vv proménné y.

1.1.4 Urc¢ity integral

7 historického hlediska vznikly urcité integraly diive, nez celd teorie primitivnich funkei. D-
vodem pro to bylo, ze bylo nutné urcovat objemy, délky a obsahy utvari, které nebylo mozné
pocditat pomoci klasickych nastroji znamych z geometrie. Urcity integral z funkce f se urcuje

pomoci Reimannouvijch soucti.

10[6], str. 141

sin(x)

11 «
napf. f TFcos(z) dr
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Uréitych integralu existuje vice typi: Newtontuv, Riemanntv, Lebesguetv, Perrontiv a dalsi.
V tvodnich kurzech analyzy se vSak vyucuji pouze dva z nich, Newtoniv a Riemanniv, resp.
v aplikacich pouze Newtoniv. Diivodem je obtiznost teorie Lebesgueova integrilu, kterd vyzaduje

znalost zakladu teorie miry.

Definice 1.5. Necht (a;b) je uzavieny interval. Necht zp = a < z1 < 22 < ... < zp = b je
n + 1 &isel. Rekneme, 7e tato ¢isla urcuji délend D intervalu (a;b) a nazyvame je délicimi body
tohoto déleni. Interval (z;_1;z;) nazyvame i-tym délicim intervalem déleni D a ¢islo v(D) =

= max{x1 — zo, 2 — 1, ..., Tn — Tp—1} Nazyvame normou tohoto déleni.

Definice 1.6. Déleni D' nazyvame zjemnénim déleni D, je-li kazdy délici bod déleni D také

délicim bodem déleni I,

Definice 1.7. Necht f je realna funce, definovana a omezena na intervalu (a;b). Je-li D déleni

intervalu (a;b) s délicimi body z;, i =0, 1, 2, ..., n, ozna¢me

m; = inf f, M; = sup f, i=1,2, ..., n,

(Ti—1;24) {Ti—1;T5)
potom ¢&islo

s(f,D) = Z my(z; — xi—1)

nazyvame dolnim Riemannovym souctem funkce f odpovidajicimu déleni D a &islo
n
S(f, D) = E Mﬁ(.’lﬁi - mi—l)
i=1
nazyvame hornim Riemannovym souctem funkce f odpovidajicimu déleni D.

Definice 1.8. Necht f je realnd omezenda funkce na (a;b). Cislo sup s(f, D), resp. inf S(f, D),
kde supremum, resp. infimum se bere pfes vSechna déleni intervalu (a; b), se nazyva dolnim, resp.

hornim Riemamnovym integralem funkce f pfes interval (a;b) a oznacuje se nasledovné:

/: fe)ds  wesp ( /j fa) dx) |

Definice 1.9 (Rimanmiv integral). Necht f je realna funkce, omezena na (a;b). Jestlize je jeji
dolni integral roven hornimu, pak jejich spole¢nou hodnotu nazveme Riemannovym integrdalem

funkce f pfes interval (a;b) a znacime jej:

/a ' f(z) da.
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Definice 1.10 (Newtonuv integral). Necht f je spojita na (a;b), pak plati:

b
(1.8) / f(z) do = lim F(z)— lim F(o),

kde F' je primitivni funkce k funkci f.

Pozndmka: Zapis F(b) — F(a) se nekdy oznacuje i zpisobem [F(z)]8.
Je-li nutné integraly rozliSit, pak pro Newtoniiv integral se uziva znafeni (N') / f(z) dz a pro
a

b
Riemanniv integral znaceni (R) / f(z) d=.
a

Véta 1.11 (Postacujici podminka pro existenci integralu). '2 Je-li f realna funkce, kterd je

spojita na intervalu (a;b), pak ma na (a;b) integral.

Protoze vypocet integralu podle Riemanna je znacné naro¢ny (vyzaduje hledat limitu hor-
nich a dolnich sou¢ti funkce f pres vSechna déleni intervalu (a; b)), vyuziva se pfi praktickych

vypoétech nasledujici véta:'?

Véta 1.12. Je-li f spojita na (a;b), pak plati:

b b
W) [ 1@ do=®) [ (0) do.
1.1.5 Vlastnosti a metody vypoctu uréitého integralu

Véta 1.13 (Linearita urcitého integralu). Necht f a g maji integral na (a;b) a o, S € R.
Potom plati:
b
/ a-f(z)+B-g(z) de =[a- F(z) + 8- G(z)]5.
@

Pozndmka: Tuto vlastnost lze zobecnit na libovolny konecny pocet funkei:
Jsou-li @1, ..., ap € R afunkce fi, ..., fn, kde n € N a funkce fi, ..., fn maji na (a;b)
integral, pak plati:

b n n
/a Zan-fn(;t:) dmzZ[an-Fn(x)]g.

Véta 1.14 (Aditivita urcitého integralu). Necht f ma integral na (a;b), a < b a ¢ € (a;b).

b c b
/ f(z) d;t::/ f(z) d;!:—i—/ f(z) dz.
12[6], str. 154 — 155

3 Neékdy se tato véta oznatuje jako Newton-Leibnizova formule.

Potom plati:
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Véta 1.15 (Metoda per partes pro ur¢ity integral). Necht f a g jsou spojité a maji spojité
derivace na (a;b). Pak plati:

b b
]a f(@)d (@) de = [f(z)g(@)} - ] f(@)o(z) da.

Véta 1.16 (Substituéni metoda pro urdity integral). Necht ¢ ma na (a; ) spojitou derivaci
a f je spojita na ¢((a; 3)). Potom plati:

w(8) B
[ @ o= [ set) -0 .

w(a)
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KAPITOLA 2

Vyuka zakladii matematické analyzy

Pfii zpracovani této kapitoly vychazim z praci, studii a ¢lanki,! které se tykaji vyvoje vyuky
matematické analyzy v Ceskych zemich v historii a v sou¢asnosti a dale pak obdobnym vyvojem
v zahrani¢i. Dalsi oddily jsou vénovany zpiisobiim prace s pojmi matematické analyzy? a rozboru

druhii chyb pfi feseni nékterych tuloh.

2.1 Historicky vyvoj vyuky analyzy

2.1.1 Vyvoj vyuky analyzy v Ceskych zemich

V prosinci 1901 se v Géttingenu uskutecnila porada, které se zcastnilo nékolik uni-
verzitnich profesorii matematicko-ptirodovédnych predméti (véetné Felixe Kleina)3
a tfi profesofi gottingenského gymnéazia. Ve zpraveé z tohoto shromazdéni jsou jiz na-
rtnuty témér vSechny tkoly, které byly pozdéji feSeny v tzv. Meranském programu.
Byly zde diskutovany otazky souvisejici s postavenim matematiky a pfirodnich véd
na stFednich gkolach, tstfedni navrh — vyucovat na redlkach ziklady diferencialniho
a integralniho poctu a jejich vyuziti k popisu jednodussich ptirodnich procest — byl
odsouhlasen s tim, Ze se jedna o vlastni jadro celého matematicko-fyzikalniho vzdé-
lani.*

'viz napf. [7], [16], [2], [19],[13]-
viz [17]
3FELIX CHRISTIAN KLEIN (25. dubna 1849-22. ¢ervna 1925). Vyznamny némecky matematik, historik mate-

matiky, reformator matematicko-pfirodovédného vzdélani.
4[16] str. 96
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Meransky program

Meranskym programem byva oznacovian nivrh némecké komise pro vyucovani piirodovédnym
predméttim na reformu stfedoskolského vzdélavani v téchto predmétech. V jeho pozadi staly

nasledujici t¥i obecné cile:”
1. stfedni Skoly by nemély poskytovat ani jednostranné jazykovédné a historické, ani jedno-
stranné matematicko-pfirodovédné vzdélavani,

2. matematika a pfirodni védy jsou rovnocenné jazykovému vzdélavani; stfedni skoly by mély

poskytovat specifické obecné vzdélavani,
3. v8echny stfedni skoly by mély poskytovat rovnocenné vzdélavani.
Meransky program pfipisoval metamatice klicovou roli ve stfedoskolském vzdélani. Jeji hlavni

tkoly vidél zejména v rozvijeni rozumovych schopnosti a logického mysleni. Mezi obecnymi

pozadavky na vyuku matematiky na st¥ednich skolach byly uvedeny nasledujici zameéry:®
o poskytnout védecky podlozeny prehled matematického uciva,
o rozvijet schopnost matematického my8leni a jeho vyuziti pii feSeni praktickych tloh,
o priblizit vyznam matematiky pro exaktni poznani prirody a moderni kulturu viibec.

Nové se mélo podle Meranského programu do vyuky zafadit funkéni mysleni, pfi¢emz pojem
funkce se mél stat ustfednim pojmem vyuky matematiky. Tento pojem mél byt interpretovan
jak graficky, tak aritmeticky. Felix Klein také doporucoval zabyvat se ,ristem a klesanim® funkce
nebo vypoétem obsahu plochy pod zakladnimi kiivkami (grafy elementéarnich funkei), a tim zaky
pomalu pfipravovat na zavedeni pojmiu derivace a integral.

Zaklady infinitezimalniho po¢tu mély byt zatazeny do osnov vysSsich tfid jako dulezity

pomocny nastroj, napt. pii studiu pritbéhu funkei.”

Marchetova reforma

V Rakousku-Uhersku reagoval na Meransky program tehdejsi ministr kultu a vyucovani Gustav

Marchet, konkrétné vyhlaSenim Marchetovy reformy ucebnich osnov® ze dne 8. srpna 1908.

®[16], str. 97
[16], str. 98
[16], str. 98
#Jednalo se o posledni ipravu stfedniho gkolstvi v Habsburské monarchii.
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Cilem této reformy bylo vytvoreni jednotného systému stfedoskolského vzdélani, poskytovaného
riznymi ronvocennymi typy stiednich gkol.”

V ramci reformy byly vypracovany nové, moderni ué¢ebni osnovy pro vSechny typy stfednich
gkol, které byly do praxe zavedeny od 8kolniho roku 1909/1910, a to ve vSech prvnich péti
ro¢nicich najednou. Z hlediska u¢ebniho obsahu bylo hlavnim vysledkem Marchetovy reformy
zatazeni elementarnich funkei a nékterych prvkia infiniteziméalniho poétu do vyuky matematiky
na redlkiach a ¢asteéné i na gymnaziich. Mezi uéebnimi metodami doporu¢enymi ministerstvem
pro vyuku na stfedni Skole byla zdiraznéna heuristicka metoda, ucitel mél pfi vyucovani usilovat
o spolupraci celé tridy.'?

V névaznosti na Marchetovu reformu vesly v platnost od roku 1909 nové osnovy mamatiky
a deskriptivni geometrie. Reflektovaly hlavni cile Meranského programu - rozvoj prostorové pied-
stavivosti, zavedeni pojmu funkce a diferencidlniho a integralniho poétu. Tyto osnovy setrvaly

a7z do roku 1933.11

Neékteré dalsi zmény ve vyuce infinitezimélniho podétu

V roce 1933 byl hlavnim tkolem st¥edni Skoly stanoven dikladny vycvik v elementarni mate-
matice, ¢imz nezbyval dostatek ¢asu pro vyuku diferencialniho a integralniho poétu, latky, kterd
méla nalezet gkole vysoké. Vyuka infinitezimalniho poc¢tu byla omezena na matematicky lépe
vybavené typy stiednich §kol — reformni redlna gymméazia a realky.!?

Roku 1953 se zrusily tfinactileté stfedni Skoly a misto nich se zavedly pouze skoly jede-
néactileté, coz vedlo v osnovich matematiky k vypusténi analytické geometrie, diferencidlniho
a integralniho poc¢tu nebo pravdépodobnosti. Témér vynechany byly také aplikace nebo ¢asté
opakovani uc¢iva. To mélo nepfiznivy vliv na zaky, ktefi se setkavali s nepfiméfené naroénym
uéivem uz v nizsich ro¢nicich a neméli ani dostatek ¢asu k jeho osvojeni.!3

Dalsi vyznamnou zménou bylo vypusténi vyuky infinitezimalniho poc¢tu (a pravdépodob-
nosti) na humanitnich vétvich stfednich vSeobecné vzdélavacich skolach v roce 1960. Na pfiro-

dovédnych vétvich zistala vyuka infinitezimalniho poétu zachovana.l4

7], str. 4
10[16], str. 103
7], str. 5
1217, str. 10, 11
13[13], str. 3
H418], str. 264
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Soucdasna vyuka analyzy u nas

V soucasné dobé jsou z latky matematické analyzy na stfednich skolach bézné vyucoviny pouze
funkce a posloupnosti. Dalsi latka jako spojitost, limita, derivace a integral se vét§inou nezafa-
zuji do standardni vyuky matematiky, protoze nepatii do RVP (Rdmcovy vzdéldvact program).t>
Vyuka téchto ,,pokrocilejsich® témat se, pokud se vyucuje, uskutecnuje bud v matematickych
seminéfich nebo v jinych, pro zaky volitelnych predmétech. V dalsich pracich!® 1ze najit podrob-
néjsi prehledy zatazeni diferencialniho a integralniho poc¢tu do vyuky matematiky na gymnéaziich

a stfednich skolach.

2.1.2 Vyvoj vyuky analyzy v dalSich zemich

Postaveni matematické analyzy ve stfedoskolské vyuce se v prithéhu let v riznych zemich ligilo

a lisi dodnes. V této ¢asti uvadim struény piehled nékterych z téchto zemi. !

Némecko

Felix Klein prosadil, ze se v Némecku stala matematickid analyza povinnou od roku 1927. Ma-
tematicka analyza tvofila vétSinu obsahu matematiky vySSich ro¢nikid gymnézii a pretrvala
ve stejné podobé po mnoho dekad. V 70. letech se vlivem hnuti u nas znamého jako moder-
nizace matematiky a myslenek Bourbakisti objevily pokusy vyucovat i na stfedni skole epsilon
delta analyzu vysoké skoly, které vsak nebyly tuspésné. Vyuka analyzy pokracovala s reduko-
vanym obsahem, ale i dnes stale pfevlada nad klasickou analytickou geometrii a stochastikou,

ktera se také stala povinnou.'®

Dansko

Na danskych stfednich skolach se vyuka matematické analyzy zavedla jiz v roce 1906, konkrétné
7aci méli pochopit, jak se zavadi nekonetnd mala a nekonend velkd velicina. Sirdi spektrum
analyzy nabizejici derivace a integraly se zac¢alo v danskych stfednich skolach vyucovat od roku

1935.19

Byiz [9]

1O[7], str. 109-111 a [13], str. 5-9
"Daldf je mozné nalézt napi. v [2].
18]2], str. 16

17], str. 1
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Zptisob vyuky prosel dvéma vyznamnymi zménami:

(1) Kolem roku 1960, kdy matematicka teorie byla celkové rozsifena novymi pojmy a upfesné-
nimi. Nejvice byla takto formalizovana algebra a teorie mnozin. V dalsim obdobi (deseti

az dvaceti let) se naopak od této formalizace upustilo.

(2) Osmdesata léta, béhem nichz diky zavadéni informa¢nich technologii na stfednich skolach
doslo i ke zkvalitnéni vyuky analyzy. Diky zobrazovani grafii a rychlym vypoétum slozitéj-
gich tloh se pocitace vyznamné podilely na zlepSovani vyuky v oblasti osvojeni si nékterych

typu technik vypoctii.20

Na danskych stfednich skolach doslo roku 1961 k rozsifeni vyuky matematické analyzy o ma-
tematickou logiku, teorii mnozin a abstraktni algebru. Diky tomu Zzaci dostali vétsi nadhled
nad v&im, ¢im se v analyze zabyvali a mohli jednotlivé matematické obory propojovat ve svém
mysleni do &irSich ramct. Slouceni analyzy s dalsimi obory vSak nepfineslo obtiznéjsi ulohy. Slo-
zitost uloh analyzy zistala na stejné irovni (napt. lohy typu vypoctu limity, derivace, integralu,

vySetfovani pritbéhu funkce apod.).?!

2.2 Soucasni vyuka analyzy

Obecné lze Tici, Ze matematickd analyza se nejen unas, ale i v zahranici fadi vice do vysokoskolské
matematiky nez do stfedoskolské, ale v urcité mite se s jeji viukou mohou zaci setkat jiz béhem
studia na stfedni Skole. Minimalné s vyukou funkei, i kdyz ne pfilis rozsahlou, se zaci setkavaji
béhem studia prakticky ve vech pripadech béhem 11.-13. ro¢niku.?? V literature?® Ize najit,
ze nékteré stiedni skoly svym zakim nabizeji intenzivni kurzy matematiky v zavislosti na tom,
jakou stfedni gkolu navstévuji a jaka je jejich soucasni, pfipadné budouci specializace. Jedna se
o zaky, ktefi maji specializaci technickou, prirodovédnou, matematickou nebo ,inzenyrskou“.
Z4ci se na zminénych rozsifujicich kurzech setkavaji s novymi pojmy, které rozvijeji dosa-
vadni znalosti funkei. Kromé toho se zde zpravidla také probira rozsifujici geometrie, pravdé-
podobnost a statistika,?? aviak témata, ktera jsou soucasti kurikula, se v jednotlivych zemich

mohou ligit. Konkrétné ve vyuce matematické analyzy se vét§inou objevuji tato témata: spojitost

20117], str. 1
2H17], str. 6
22Pro CR se jedna o ekvivalent drubého az &tvrtého roeniku ¢tyfleté stiedni skoly.
Hnapt. [19]
*4[19] str. 1



funkee (pojem funkce spojita na intervalu, souvislost s grafem funkee), limita funkce (vlastni
a nevlastni limity, zptisob vypoc¢tu limit funkce ve vlastnim a nevlastnim bodé, aritmetika li-
mit), diferencidlni pocet (zavedeni pojmu derivace funkce, vypocet derivace, aritmetika derivaci,
derivace slozené funkce,?® souvislost mezi znaménkem derivace a druhem jeji monotonie, uziti
derivace ke zjiSténi existence a typu extrému) a integrdlni pocet (primitinvi funkce a metody
jejiho vypodtu (metoda per partes, substituce), ur¢ity integral, souvislost mezi uréitym integra-
lem a obsahem plochy pod grafem funkce na uzavieném intervalu, metody vypocétu urcitého
integralu).

Kromé uvedenych témat se v jednotlivych zemich mohou studenti setkat i s dalsi proble-

matikou?® uvedenou v tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Témata matematické analyzy vyucovana v jinych zemich

FraNCIE: (11. a 12. ro¢nik) linearita a aditivita u uré¢itého integralu.

PoRrRTUGALSKO: zkouméani vlastnosti funkei na zédkladé vlastnosti jejich derivace, optimali-
za¢ni problémy.

ITALIE: (13. ro¢nik) Aplikace urcitého integralu (jiné nez urceni obsahu plochy pod

grafem funkce na intervalu).

Rusko: (10. a 11. ro¢nik) Uziti integralu na vypocet objemu a délek ve fyzikalnich
problémech.
NORSKO: (12. a 13. ro¢nik) Aplikace ur¢itého integralu k vypoétu obsahi rovinnych

ttvard a objemu téles.

2.2.1 Zpisoby prace s pojmy

Zakladnim poznatkem, kterym se ve vyuce analyzy za¢ina, je limita. Zaci musejf

pochopit, jakym zpiisobem definuji nekone¢né malou veli¢inu.??

Inspirativni mohou byt dva pfFistupy k vyuce zikladi matematické analyzy popsané v ¢lanku
Carla Winslgwa.?® Autor zde vystihuje dva navzajem odlisné piistupy k vyuce zaméiené na za-

klady matematické analyzy, tedy vysvétleni viznamu pojmu limita, derivace a integral a priklady

25y nékterych pifpadech derivace inverzni funkce
0viz [19]

2T[17], str. 2

vz [17]
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jejich ur¢eni u jednoduchych funkei. Autor vychazi z referenéni studie,?® kde se tyto piistupy
tykaly pouze limit funkci, a ve své praci je rozsifuje o diferenciaci a integraci. Pristupy jsou
pojmenovany jako algebraicky a topologicksij.

Algebraicky pfistup je zaméfen spiSe na praktickou stréanku, co se tyce prace s uvedenymi
pojmy. Zaci se diky uvedenému pifstupu nauci prakticky pocitat s limitami, derivacemi a inte-
graly a osvoji si nékteré zavedené techniky téchto vypocti. Piistupy nejsou pfili§ orientované
do teoretické oblasti, a tak zaci pouzivaji néktera pravidla (napf. vétu o souctu limit apod.),
aniz by si je predtim dokazovali. V teoretické ¢asti se zde nejde do hloubky, a proto jen na
tomto pfistupu zfejmé nelze matematickou analyzu prohlubovat. Véty, které umoznuji urcity
pocetni postup jsou zde brany jako axiomy. Zaci jsou tedy ziejmé schopni fesit riizné tlohy
z diferenciilniho a integralniho poé¢tu, avSak bez hlubsiho porozuméni okolnostem.

Topologicky piistup je naopak zaméfen na teoretickou stranku véci. Postupuje se zde pfisné
matematicky. Ulohy, které jsou v odpovidajicich tématech zakim predkladéany, jsou obecnéjsi.
Z4ci museji presné pochopit definici limity, aby se o ni ddle mohli op¥t pii dokazovéani vét
a v dalsim prohlubovani matematické teorie. Dale museji umét uréit, zda v daném bodé funkce
existuje limita, zda je v daném bodé diferencovatelna apod. Véty slouzici pro aritmetické pocitani
s limitami, jenz se aritmetickém pristupu nedokazovaly, se zde dokazat jiz musi.

Hlavni rozdil mezi jednotlivymi pristupy spociva v tom, ze v topologickém jsou jednotlivé
poznatky vice vzajemné provazany, protoze se postupné odvozuji a navazuji na sebe.

Pivodni verze prizkumu®® pochéazi hlavné ze §panélskych skol. Autor prace! uvadi, ze

v danskych skolach toto funguje obdobné.??

2.3 Chyby zakt pfi feSeni tiloh

Ve studii®® je popsan experiment, provedeny roku 1983 ve Velké Britanii. Sto deseti zakim, resp.
studentiim®! ve véku od 16 do 22 let bylo dano za tikol vyf¥esit tilohy,*® tykajici se posloupnosti,
limit posloupnosti a uréitého integralu, konkrétné urceni obsahu plochy mezi grafem funkce

a osami soustavy soufadnic Ozy a objemu rotacniho télesa.

Pyiz [1]

30z [1]

3yiz [17]

32[17], str. 3

33[19]

34 Jednalo se o 60 zaki stiednich &kol ve vékn 16-18 let a o 50 studenttt vysoké Zkoly ve vdku 18-22 let.
35Zadani tloh lze najit v [12], str. 12-18.
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Autor studie uvadi, ze pro obé skupiny byly nejobtiznéjsi ulohy 12, 17 a 19, tj. vztah mezi
limitou posloupnosti a obsahem pod grafem funkce, zaiména poradi integralu a souétu dil¢ich

funkei a uréeni objemu rota¢niho télesa®® (viz obrazek 1).

TABLE I
Some integration items and mean scores
Item Description Related Mean scores
— School College
1 Limits of sequences of numbers Al 3.28 3.06
v Limits from general terms A2 2.82 2.90
;s Heights of rectangles under graphs  B3(ii) 2.68 - 3.42
8 Use of previous heights in a new
situation B4(ii) 2.40 312
9 Calculation of areas of rectangles B4(iii) 3.03 3.62
10 Simplification of sum of areas of
rectangles B4(iv) 2.43 3.52
11 Sequence of approximations to
area under graph B6(1)—(iv) 2.18 2232
4 Limit of sequence equals area
under graph B6(vi)—(vii) 0.78 1.00
i3 Limit from sequence of fractions
and from general term B6(viii)—(x) 1.67 2.48
15 Carrying out integration B7(b)-(c) 2.98 3.40
17 Integral of sum equals sum of
integrals B9 1.10 0.60
18 Complications in area calculations D4 255 2.78
19 Volume of revolution D6 0.95 0.88

Obrazek 1: Tabulka tloh, jejich popis a prumérné bodové skére jednotlivych skupin. (Zdroj [12],
str. 3)
Dale zde identifikuje t¥i druhy chyb,?” kterych se zaci pii Feseni dopoustéli:?®
o arbitrarni (arbitrar) chyby jsou takové, u nichz zak nevzal v tvahu podminky tlohy a Fesil
dlohu ,,po svém*,

o strukturalni (structural) chyby vznikaji tak, ze si zak neuvédomi néjaké vztahy uvedené

v 1iloze nebo nepochopi princip, ktery je pro feSeni zasadni,

o vykonové (erecutive) chyby spocivaji v neschopnosti provést spravné sestaveny vypocet ¢i

fesit rovnici.

35[12], str. 3
3"Piivodné popsany v [3], str. 183-185.
3%[12], str. 4
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TABLE 11
Classification of errors

Item Description Errors
Structural Executive Arbitrary
3 Numerical sequences  / Vv
2 General terms v v
7 Heights of rectangles
under graphs Vv v
10 Simplification of sum
of areas of rectangles v
12 Limit of sequence
equals area under
graph Vv
13 Limit from sequence
of fractions and from
general term Vv
15 Carrying out
integration N J o
1145 Integral of sum equals
sum of integrals Vv
18 Complications in
area calculations N v v
19 Volume of revolution /

Obrazek 2: Tabulka klasifikace chyb a popis tloh, kde se vyskytly (Zdroj [12], str. 5.)

Piehled vyskytu druhi chyb u jednotlivych tloh mizeme vidét v tabulce na obrazku 2.
Vysledky studie ukazaly, ze zaci z obou testovanych skupin dosahuji podobného primér-
ného bodového skére (navzdory vékovému rozdilu skupin), nejéastéji se dopousti strukturalnich

chyb,? §patné chapou proces integrace jako limity sou¢tu diléich obsahi.

Prestoze se vyskytlo jen nékolik uloh, které nevyfesila jen mala ¢ast zaka/studenti,
podstata TeSeni ¢tyt uloh byla povazovana za obtiZznou, a to dokonce dobrymi zéky.
Tyto dlohy dlohy, které se tykaly porozuméni integraci jakozto limité souctu, pred-

stavuji skuteény kimen urazu.??

Autor v zavéru studie uvadi:

Zda se, ze vétSina studenti tyto dulezité kroky (limitni pfechod) nechépe, rozhodné
ne v testované vékové skupiné. Zda se velmi nepravdépodobné, ze by zavedeni inte-

grace mohlo byt provedeno snadno, pfedevsim za predpokladu, Ze si pfejeme, aby

391 kdy#z autor uvadi, ze mnoho zaka se dopoustélo vice drubii chyb, ne jen jednoho.
O[12], str. 9
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zaci pochopili vice nez jen to, jak integrovat a ziskat odpovédi pii jednoduchych

aplikacich.*!

Je nutné dodat, ze ulohy pouzité v této studii, byly zaméfeny na Riemanniv integral.
Hlavnim nedostatkem bylo, ze Zici u nékterych tloh nedokizali stanovit predpis, a tedy ani

limitu posloupnosti ¢asteénych soudti.

41[19], str. 9
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Cast II

Prakticka cast

31



KAPITOLA 3

Metodologie vyzkumu

3.1 (il prace

Cilem prace je popsat zpiisob vyuky zakladi matematické analyzy v konkrétnim seminéii,! kde
se tato latka probirala, a nasledné ovéfit schopnost ziku samostatné feSit tlohy z této oblasti
matematiky formou souboru didaktickych testt a jejich nasledného rozboru.?

Vyzkumné otazky zaméfené na pozorovani vyuky a nasledné vypracovani didaktickych test
zaky mi pomohou zjistit, zda jsou zaci po absolvovani seminafe schopni tlohy na dani témata
fesit, které tlohy jsou pro zaky vice a které méné obtizné a jestli zaci své postupy dokazi
zdivodnit.

Pozorovani vyuky bylo provadéno od zafi 2018 do dubna 2019 na jednom konkrétnim gym-
naziu® v Praze, kde je zakam fadu let nabizen volitelny predmét Algebra a matematickd analyjza.*
Jedna se o dvoulety seminaf, ve kterém se zaci maji seznamit s pokroéilejsi matematikou, kon-
krétné s maticemi a jejich uzitim (algebra) a se zaklady matematické analyzy. Cilem pfedmétu
je rozsifit dosavadni zakovské znalosti z danych oblasti, coz mohou nésledné vyuzit pfi dal§im
studiu na vysokych skolach ptirodovédného, technického nebo matematického typu.

Na uvedeném gymnéziu, kde semina¥ probihd, jsou zaci rozdéleni podle zaméfeni na hu-
manitni a pfirodovédnou tfidu (jedna pfirodovédna a dvé, resp. tii humanitni), ale moznost

si vybrat zminény seminaf neni nijak omezena zaméfenim tiidy.

! podrobnéji specifikovan v 3.2
?podrobné v kapitole 5

3Dile jen gymnazium A
4Dile jen AaMa
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3.2 Popis predmétu

Jedna se o dvoulety volitelny pfedmét s dvouhodinovou tydenni dotaci, ktery je urcen zakim
tietiho a ¢tvrtého rocniku. Probirana latka je rozdélena tak, ze béhem tietiho roéniku (zafi —
unor) je probirana algebra (maticovy pocet, determinanty, soustavy linearnich rovnic) a mate-
matickd analyza zacind poté (bfezen - Cerven, ¢tvrty ro¢nik). Vzhledem k rostoucimu zajmu
o tento predmét byl v akademickém roce 2018/2019 vyucovan ve dvou paralelnich skupinach,
z nichz v kazdé bylo cca 12-15 zaki. Celkové si tento piedmét tedy zvolilo kolem t¥iceti zaki.®
V poslednich tiech letech maji Zici gymnazia A moznost zvolit si AaMa jako predmét, ze kte-
rého budou skladat maturitni zkousku spolecné s ostatnimi predméty. Je mozné maturovat jak
z matematiky (at statné nebo Skolné), tak z AaMa. Tato moznost spoleéné s profilaci zaka pro
dalsi vysokoskolské studium na vysokych skolach technického a matematického zaméteni tedy
muze vysvétlit onen velky zajem o predmét.

Latku, se kterou jsou zaci v seminafi seznamovani, muzeme rozdélit nasledovné:

II1. ro¢nik

ALGEBRA: soustavy linearnich rovnic, matice, operace s maticemi (s¢itani, nasobeni, inver-
tovani), determinanty, uziti maticového po¢tu pro feeni soustav rovnic a uloh z analytické

geometrie.

MATEMATICKA ANALYZA: rekapitulace latky z druhého ro¢niku® (funkce, graf funkce,
goniometrické funkee, defini¢éni obor, obor hodnot, parita, elementarni funkce, omezenost
funkee), spojitost funkce (zavedeni pojmu a propojeni s pojmem graf funkee), limita funkce

(zavedeni pojmu, piiklady vlastni i nevlastni limity).
IV. ro¢nik

ZOPAKOVANI MATEMATICKE ANALYZY ZE 3. ROCNIKU: zopakovani spojitosti a limity,

dokonéeni limity funkce.”

DIFERENCIALNT POCET: zavedeni pojmu derivace funkce (v bodé, na intervalu), geome-

trickd interpretace, zptusoby vypoc¢tu derivace (podle definice, véty o aritmetice derivaci

5Coz je stejny pocet jako v jedné t¥ida.
SK vyuce se v tomto roéniku na gymnaziu A vyuzivaji néebnice [10] a [11].
"Pokud se tato latka nestihla probrat ve tetim ro¢niku.
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a o derivaci slozené funkee), aplikace derivaci (te¢na ke grafu funkee, L'Hospitalovo pra-
vidlo, asymptoty grafu funkce,® tilohy na hledani extrémt funkce,” aplikace derivaci ve

fyzice).19

INTEGRALNI POCET: zavedeni pojmu primitivni funkce, neurcity integral a jeho souvislost
s primitivni funkei, zptsoby vypoc¢tu primitivni funkce (véta o primitivni funkei ze souctu
a rozdilu funkei, metoda per partes, substituéni metoda), urcity integral — Newtoniv vzo-
rec, Newtoniv vzorec pro metody per partes a substituci (v¢etné prepoctu integralnich
mezi), aplikace uréitého integralu: vipocet obsahu plochy!! pod grafem funkce f, vypocet

objemu rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkce kolem osy z.

Vyuku v seminafi vede vyucujici,'? kterd na gymnéziu A pisobi jiz mnoho let. Kromé AaMa

vyucuje matematiku a fyziku.

3.3 Metodologie

Pozorovani vyuky se zaméiuje vihradné na druhou ¢ast probihajiciho seminéaie AaMa, ve které
se zaci seznamuji se zaklady diferencialniho a integralniho poc¢tu, konkrétné teorii derivaci a dale
neur¢itého a uréitého integralu.'?

V této Casti se soustieduji na nasledujici vyzkumné otéazky:!*
(1) Jakym zpusobem jsou zavadény jednotlivé pojmy?
(2) Jaké ulohy a pfiklady jsou ve vyuce pouzivany?
(3) Do jaké miry je zakum dan prostor pro samostatnou ¢innost pii feSeni uloh?
(4) Dokazuji se tvrzeni (véty) a pokud ano, jakym zpusobem?

e

(5) Jsou zakam zadavany ukoly i mimo vyuku, které ovéfi porozuméni dané latce?

¥ Asymptoty horizontélni i vertikalni.

9Ulohy s geometrickym tématem: maximélni/ minimalni objem, povrch, obsah, délka.
Y 0dvozovani znamych vzorci: draha, rychlost, thlové zrychlen.
HVeetns odvozeni (Riemamniv piistup) déleni intervali
12V daldim textu ozn. jako U, resp. U.
BPrvni ¢ast seminafe zaméfeni na matematickoun analyzu, ve které se Zzéci seznamovali s pojmy spojitost

a limita funkce, jsou sice v testech provéfeny, ale samotnéd vyuka pozorovina nebyla (viz test I1, tiloha 5).
MP#i formulaci téchto vyzkumnych otézek jsem vychazel z [15].
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Dale jsem se soutfedil na to, do jaké miry jsou zéci schopni fesit tlohy z diferencidlniho
a integralniho poctu, coz jsem provéfil testem.'® Test se sklada ze dvou ¢asti, z nichz prvni
je zaméfena pouze na pocetni dovednosti a druha ¢ast je sestavena tak, aby provéfovala miru
pochopeni probrané latky a schopnost zaku ziskané poznatky aplikovat pii feSeni konkrétnich

tloh. Nejde o to, jak pFesné a rychle jsou zaci schopni pocitat, ale o to, jak si s illohami poradi:
(1) sami,
(2) sami s vyuzitim poznamek,

(3) snapovédou anavodnymi otdzkami, které jsou cileny na feSeni konkrétni tlohy, ale nevedou

zéka primo k jejimu okamzitému vyf¥eSeni.

Ulohy v testu II jsou formulovany nestandardné, napi. zadani nezni: , VySetfete priibéh
funkce f,“ ale tfeba takto: ,Urcete vSechna k € R, pro které ma rovnice f(z) = k vice nez
jedno feSeni.” (viz Test 11, uloha 8). Béhem FeSeni jsou zakam povoleny jejich sesity se zapisky
z vyuky, nikoliv v8ak tiSténé materialy (napf. u¢ebnice, poznamky z internetu apod.).

V tabulce 3.1 je uveden prehled jednotlivych témat, kterd se probirala v seminafi a pocet

provedenych pozorovani béhem jednotlivych mésict.

3.4 Ziskavani dat

3.4.1 Pozorovani vyuky

Pozorovani vyuky jsem providél osobné. Priibéh hodin nebyl nahravan, ale pofizoval jsem z nich
terénni poznamky. Jako pocatedni data mi slouzil pfehled témat uvedeny na webovych strankach
gymnézia A, ivodni a nasledné rozhovory s vyucujici'® a dale pak poznamky, které jsem ziskal

béhém vlastniho absolvovani tohoto seminafe.l”

3.4.2 Testovani zakn a zadavani testi

Na tomto misté je nutné uvést, ze v prubéhu vyzkumu doslo k jedné podstatné zmeéné. Ackoli

bylo piuvodné domluveno, ze vétSina zakd gymnazia navstévujicich seminai AaMa se zucastni

15 Test je blize pfedstaven v kapitole 5, kde je také jeho vyhodnoceni. Zadani testu lze nalézt v piiloze, viz

str. 115.
16 Jednalo se o dopliujici otizky v piipadé, kdy jsem neporozumnél nédemu, co se v hodiné délo.
"behem let 2011-2013



Tabulka 3.1: Pfehled probiranych témat a poétu pozorovani béhem jednotlivych mésict

ZART 2018: zopakovani uciva 3. ro¢niku (spojitost, limita), zavedeni nového | 1 P
pojmu derivace funkce, definice derivace pomoci limity.

RIJEN 2018: aritmetické operace s derivacemi, derivace slozené funkce, zavedeni | 6 P
derivaci vysSich ¥adu, prvni aplikace diferencialniho poétu: te¢na ke
grafu funkce, Rolleova a Lagrangeova véta, L'Hospitalovo pravidlo.

LISTOPAD 2018: daldi aplikace: ur¢ovani monotonie funkee, lokilni a globalni extrémy | 4 P
funkce, konvexnost a konkévnost grafu, asymptoty grafu funkce,
uvod vySetfovani priibéhu grafu funkce.

PROSINEC 2018: vySetfovani prubéhu funkce, tlohy s fyzikilni a geometrickou tema- | 2 P
tikou.

LEDEN 2019: dokonceni diferenciilniho poétu, tj. zopakovani probrané latky, avod | 3 P
do integralniho poctu, zavedeni pojmi neurcity integral a primitivni
funkce, zékladni metody vypoctu primitivni funkce (linearita a adi-
tivita neurcitého integralu).

UNOR 2019: integracni metoda per partes, substitu¢ni metoda. 2P

BREZEN 2019: uréity integral: Riemanniv integral - urceni obsahu pod grafem | 3 P
funkce, metody vypoctu uréitého integralu, aplikace uréitého inte-

gralu: urceni obsahu pod grafem funkce, objem rotaéniho télesa.

DUBEN 2019: opakovani celého u¢iva AaMa, pfiprava k maturitni zkousce. 1P

testovani, nakonec pouze ¢tyfi z nich byli ochotni test vyplnit a nasledné o své praci mluvit.
7 toho duvodu jsem dalsi adepty na testovani vybiral z jinych gymnazii a stfednich skol, na kte-
rych je zaktim nabizena vyuka stejnych, pfipadné velmi podobnych zakladt analyzy. Konkrétné
se jednalo o tfi prazskd gymnézia a jedno gymnézium na Slovensku. V tabulce 3.2 je uvedena
struéné charakteristika zaka, ktefi neabsolvovali vyuku na gymnéaziu A.

Zaky z téchto skol jsem ziskal tak, Ze jsem oslovil studenty prvniho rofniku Pedagogické
fakulty Univerzity Karlovy. Studenti jsem se zeptal, jestli se b&hem studia na stfedni skole
setkali s derivacemi a s integraly, a pokud ano, zda by byli ochotni se zicastnit testovani.

Pro uéely vyzkumu nebylo podstatné, zda zaci jiz maji slozenou maturitni zkousku, ale pie-

dev8im to, aby testovani probéhlo v dobé, kdy se nesetkali s viukou matematické analyzy na vy-
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soké gkole,'® a jejich znalosti tedy ziistavaji na trovni predmétu dané stfedni skoly. Pred za-
catkem testovani jsem se zaku, ktefi navstévovali jiné gymndazium, ptal, jestli dfive nestudovali
néjakou vysokou skolu, kde by se s vyukou matematické analyzy setkali jiz na vysokogkolské

nrovni.

Tabulka 3.2: Charakteristika zakt z jinych gymnazii

74k | Pohlavi | Vék v dobé testovani | Dalsi studijni zaméfeni
SJ1 muz 19 let matematika, A.J

SJ2 Zena 19 let matematika, I'T

SJ3 muz 20 let matematika, I'T

SJ4 |  Zena 19 let matematika

SJ5 | Zena 20 let matematika

SJ6 Zena 19 let matematika, A.J

Oba dva testy byly sestaveny az po skonceni pozorovani vyuky. Divodem pro to byla snaha
nastavit obtiznost tloh tak, aby byly pokud mozZno stejné narocné jako ulohy, se kterymi se zaci

setkali béhem vyuky, nebo jen ,mirné* narocnéjsi. To se tyka predevsim prvniho testu.

Testovani probihalo nasledujicim zpiisobem: Zakim jsem zadal test,'® nasledné méli za tikol
samostatnd vypracovat jednotlivé tilohy. Bshem jejich FeSenf jsem byl piftomen. Cas na vypra-
covani nebyl nijak omezen,? diilezité bylo pouze vyfeSeni/nevyfeseni tlohy a jakym zpiisobem
k vysledku zak dospél, pfipadné kde se vyskytla chyba.

Z4ci nebyli testovani soucasné, ale kazdy zvIast.

V piipadé, ze se zak pfi feSeni dostal do potizi, byly mu poloZzeny nivodné otizky, které
jej bud navedly na spravny postup, nebo ne. Tyto otazky byly pfedem rozmysleny jen ramcoveé
a odvijely se od toho, na ¢em se zak pii feSeni zadrhl. Béhem testovani jsem si délal opét terénni
poznamky, aby bylo zpétné mozné popsat zakiav postup feSeni.

Neékteré odpovedi zaki, zejména zdivodinovani postupti a argumentace, byly nahravany
na diktafon. Diuvodem pofizovani audiozaznamu byla snaha pozdéji co nejpfesnéji formulovat

argumentaci zakia.

18y krajnich p¥ipadech jen velmi kritce
YMeéli moznost si vybrat jestli za¢nou testem I nebo testem II.
20Pfiblizna doba vypracovani a nasledného rozebrani testu byla cca 5-6 hodin, ale nékdy i vice.
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Analyza dat

Po vypracovani didaktickych testi jsem zvolil hodnotici kritéria zalozend na hodnotici gkale
od: vyfe&il samostatné, vyTesil s vyuzitim poznamek, vyfesil s napovédou, nevyfesil. Jedna se
o vlastni zpisob hodnoceni vysledki prace zakn tak, aby ziskand data odpovidala na stanovené
vyzkumné otazky.

Vyuka v seminéfi byla analyzovana na zikladé provedeného pozorovani s ohledem na sta-

novené vyzkumné otazky.
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KAPITOLA 4

Pozorovani vyuky

V této kapitole je popsan pribéh vyuky diferencidlniho poc¢tu. Jak bylo uvedeno vyse, pozorovani
vyuky se odehravalo u zaku ¢tvrtého rocniku, kdy se Zici zacali seznamovat s dalsi latkou
diferencialniho a integralniho poétu. Jednalo se o latku, kterd navazovala na znalosti ziskané
béhem predchoziho roku. Z hlediska probranych témat tykajicich se matematické analyzy se zaci
jJiz setkali s pojmy spojitost funkce a limita funkce a umi fesit rizné tlohy tykajici se limit nebo
vyzadujici vypocet limity.

Nutno poznamenat, Ze se jedna o tlohy na vypocet limit danych funkei ve vlastnich i ne-
vlastnich bodech. Pouze u nékterych piipadi se jedna o vypodcet limity funkce pomoct definice,
u ostatnich piikladi se jedna i o aplikaci platnych vét (limita souc¢tu, rozdilu, sou¢inu a podilu
funkce).

Nez podrobnéji predstavim vysledky svych pozorovini vyuky, struéné popisi zptisob, jakym
je vyuka v seminafi organizovana. Se seminafem mam i vlastni zkuSenost, nebot jsem ho v roce
2013 absolvoval jako zak gymnazia A.

Vyuka pfedmétu probihd nasledujicim zpisobem: zakiam jsou predlozeny zakladni pojmy
a definice, na jejichz zakladé se poté odvodi dalsi platné poucky. Nékteré z nich se dokazuji (napft.
derivace soucinu, podilu, slozené funkce), ale jiné (napf. souvislost mezi derivaci a monotonii)
se bud nedokazuji a zaci je chapou jako axiomy, nebo pro dikaz jejich platnosti postacuje
geometricka interpretace pomoci nakresi. Vzhledem k objemu latky a ¢asové dotaci predmétu
neni ziejmé mozné vénovat dostatek casu tomu, aby si zidci mohli platnost vSech téchto vztahi
odvodit sami. To je, vzhledem k naro¢nosti nékterych avah a faktu, ze pro vétsim ziku jsou
pojmy jako okoli a spojitost dosud nové, pochopitelné. Po zavedeni pojmi a platnych vztaht

se vénuje znafna ¢ast vyuky procvicovani na konkrétnich pfipadech, kdy Zzéci postupné fesi
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zadané tlohy u tabule. Diky nevelkému poétu zaku v jednotlivych skupiniach a dvouhodinové
Casové dotaci se béhem jednoho seminafe stihne procvicit dostateény pocet tloh. Tim si zaci
mohou ziskané védomosti upevnit. P#i vypoctu na tabuli jsou vedeni k tomu, aby svij postup
komentovali a odivodnovali jednotlivé kroky. V néasledujicich oddilech popiSu podrobnéji, jak
vyuka v ramci seminéfe probihala.

Pozndmka: Vzhledem k rozsahu prace je v hlavnim textu popséna a rozebriana pouze vyuka

diferencialniho po¢tu. Vyuka integralniho poétu je popsana v piiloze, viz str. 96.

4.1 Diferencialni pocet

Diferencialni pocet tvofi napln vyuky v prvnim pololeti ¢tvrtého rocniku. Zaci jsou béhem
této doby seznameni s pojmem derivace, ktery volné navazuje na diive probirani témata limita
a spojitost funkce. Nisledné je zaktm také uveden vyznam a vyuziti tohoto pojmu v matematice,

piipadné i v jinych oborech.

4.1.1 Zavedeni pojmu derivace

Matematicky korektni definici predchézi intuitivni pfedstaveni derivace jakozto ,zmény“, resp.
»Iychlosti zmény“ hodnot funkce. Tento kli¢ovy pojem matematické analyzy byl béhem pozoro-
vané vyuky definovan klasicky pomoci definice (1.1) a vztaha (1.1) a (1.3).

Pozndmka: Po dotazu na vyucujici jsem zjistil, Ze divodem uvedeni obou zptsobi vypodétu
derivace je snaha U s ziky odvodit nékteré derivace elementarnich funkcei, z nichz pro nékteré je
vyhodné&jsi urcovat derivaci pomoci prvniho tvaru (napf. derivace ™) a pro jiné pomoci druhého

(napf. derivace sin(z), e*). To bylo nésledné také provedeno.
. z_q

Pozndmka: Hodnoty limit lim sin(z) —1a lim 2

z—0 T r—0 T

znali zaci podle slov U jiz z latky o limitach funkei.

= 1, které se pfi odvozeni pouzily,

U: ,Fakt, ze funkce f ma v néjakém bodé zg derivaci rovnou A, zapisujeme symbo-
d
licky: f'(zo) = A, ale mizete se setkat i s dalsimi zptasoby zapisu, napf. af(;t:o) =A

nebo y'(zg) = A. VS8echny znamenaji totéz.”

Uvedené zpusoby znaceni byly v hodiné zapsany na tabuli.
Piiklad (Z hodiny) Uréete derivaci funkce f :y = 22 v bodé zg = 1.
ReSent: (U poklada zakim otazky, 7aci formuluji postup.)

Zaci overili, ze zadana funkee je v daném bodé definovana (dosazenim).
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U: ,Mizeme tedy urcit derivaci v bodé?«

Z: ,Ano, zapiSeme to jako limitu a zjistime, jestli to jde.*

_ 2_ 12
T — Ip xr—1

U: ,Umite takovou limitu vyfesit?“

1

Pise na tabuli: limg_ 4,

Z: ,Citatele rozepiSeme podle vzorce a zkratime se jmenovatelem.*
(z+1)-(z—1)
r—1

. . . . !
U: ,Takze limita existuje, a proto miZeme napsat, Ze (3:2) (1) = 2. Pokud za =z

Pige na tabuli: limgy— =limysi(z+1)=_2
nedosazujete konkrétni hodnotu, ziskite derivaci funkce f v bodé zp ve tvaru nové
funkce proménné xzg, takze derivaci funkce v obecném bodé chiapeme jako novou

funkci, kterou oznacujeme f'.“

Nasledné byly vyuéujici odvozeny vztahy pro derivace dalsich funkei véetné vysvétleni jed-
notlivych kroki odvozeni viz tabulka 4.1. Zéci si béhem této &asti odvozeni zapisovali. P¥mo
z definice byly odvozeny derivace funkei y = sin(z), y = cos(z) a y = e®. Zbylé vztahy byly
zakam predlozeny jako platné vzorce bez odvozeni. V tabulce (4.1) je uveden prehled zakladnich

derivaci, se kterymi byli zaci seznameni.

Tabulka 4.1: Prehled zakladnich derivaci

f(=) f'(=z)
c 0 prozeRacelR
z¢ a-z*! |pozcRaack

sin(z) cos(z) |prozeR

cos(z) | —sin(z) | pro z € R

a® a®-In(a) [prozeRaa>0

log,(z) %ﬁ proz >0aacRT\ {1}

4.1.2 Aritmetika derivaci

Po uvedeni zakladnich derivaci U ve vykladu pfesla k operacim s derivacemi. Jelikoz vétSina
funkei, s nimiz se zaci setkavaji, je ve tvaru souctu, rozdilu, sou¢inu, podilu nebo slozeni funkei,
bylo nutné zavést aritmetické operace s derivacemi (zde se jiz pracovalo s derivaci ve smyslu

funkce, nikoliv ¢iselné hodnoty).
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Derivace souc¢tu, rozdilu, soué¢inu a podilu funkei f a g v bodé zp byly zakim formulovany
jako samostatné véty! v souladu s vétou (1.1, str. 13). Zaci pod vedenim vyuéujici odvodili

platnost tvrzeni pro piipad sou¢tu a rozdilu funkei z definice:

f(z) + g(z) — (f(20) + g(20))

U: ., ZapiSeme derivaci souctu funkei podle definice: lim,_, p—— .
— o

Je to rovno f'(zo) + ¢'(z0)7*

Z: (zkousi sami do seSitu)

Z: ,Ano, je. Citatel mizeme rozepsat na (f(z) — f(zo) + (g(z) — g(x0))) a to potom
rozdélit na soucet dvou limit.“

Pige na tabuli:

o 1)+ 9(@) = (F(z0) + 9(a0)) _ | f(@) = f(@0) , 9(x) = g(a0)

r—T0 Tr — Xy I—To Tr — Xy T — Ty
i @ = f@0) L a(@) — g(w0)
r—Tg T — Tg T—Ip Ir — I

= f'(z0) + ¢ (20).

Pozndmka: Derivace rozdilu funkei byla provedena stejnym zptisobem. Zici opét dostali
prostor pro vlastni zpusob feSeni, U pouze uvedla rozpis ptivodni limity na tabuli.
Derivace sou¢inu a podilu byla provedena vyucujici véetné odvozeni z definice, ale zéci

v téchto pfipadech neméli vyslovné za tikol problém vyfeSit samostatné.

L F@)e@) — f@o)g(wo) _ . [(@)a(x) = f(z0)g(z0) + 1()(zo) — f(z)g(zo)

20 T — T T—+IT0 r—To
i J@ - (0@) —g(@0)) | g(@0) - (f(@) ~ f(0)
r—Tg T — Ty E—rIq Ir — I

= lim f(z)- lim M + lim g(zo)- lim M
Ir—rTn T—rTQ0 Ir —XTp E—T0 r—+rg T — T

= ¢'(z0)f(z) + f'(z0)g(z0)

Pozndmka: Platnost vzorce pro derivaci podilu byla dokizana podobnym zptisobem.

Neékteti zaci projevili prekvapeni nad tvary vztahi pro derivaci sou¢inu, resp. podilu funkei,
protoze predpokladali, ze se bude jednat o soucin, resp. podil derivaci. Argumentovali tim, Ze
limita souéinu, resp. podilu je soufinem, resp. podilem limit, takze by totéz mélo platit i pro
derivaci. Po odvozeni U uvedla, ze pii dokazovani platnosti tvrzeni se nékdy dané vyrazy upravuji

W o . 4 Gind T anF TS : % ¢ ot aind " s . it 1
pomoci ,triku®, kterym byvi napt. pfi¢teni a odecteni stejného vyrazu, jako v tomto pripadé.

'Kazda operace byla formulovina jako samostatna véta.
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Pomoci odvozenych vztahti pro algebraické operace s derivacemi méli zaci za kol odvodit
derivaci funkce tg(z), cotg(z), coz béhem procvicovaci ¢asti hodiny s pouzitim vztahi bez obtizi
zvladli vSichni.

sin(z)

Z: ., Funkci tg(z) muzeme zapsat jako podil funkei a potom pouzit pravidlo

cos(z

pro derivaci podilu funkei.®
Zaci si nejprve rozdélili funkce na ¢ast f a ¢ a urdili jejich derivace. Ty nasledné dosadili do
vzorce: f(z) =sin(z) — f'(z0) = cos(zo), g(z) = cos(z) — ¢'(z0) = — sin(xo),

b (30) = cos(zg) - cos(zg) — — sin(zp) - sin(zo) _ cos (z0) +sin®(zo) 1

cos?(zg) cos?(zg) ~ cos?(xp)

Pozndmka: Néktefi zaci vyjadili derivaci funkee tg jako 1 + tg2(z). Obdobnym zpiisobem
1

sin?(zg)

V tuto chvili méli zZaci k dispozici zakladni nastroje pro vypoéet derivaci vyjma derivace

byla odvozena i derivace funkece kotangens: [cotg(x)] (zo) = —

slozené funkce. To ale u nékterych pFipadi nebylo nezbytné nutné. Konkrétné v procvicovaci
¢asti hodiny méli zaci za ukol samostatné urcit derivace nasledujicich funkei: y = z - sin(z),

z -2 22 .
=-——, y=sin"(z =e = sin(2z = cos(2z).
Y= @) Y (z), v Y (22), v (22)
Pozndmka: 1 kdyz se mezi uvedenymi funkcemi vyskytuji funkce slozené, pro jejichz feSeni
v danou chvili neméli zaci potfebné nastroje, jedna se pouze o takové funkce, které je mozné
upravit na jiny tvar?, a tento tvar pak derivovat znamymi metodami. V uvedenych tvarech uz
lze pro vypoéet derivace pouzit znamé metody.?

z-(z—2)
z—1
jehoz Feseni bylo predvedeno na zacatku nasledujici hodiny. Jako hlavni problém se ukazalo, ze
g(z) - h(z)

k(z)

tedy si jednotlivé funkce nahradili jinymi a nasledné uzili pravidla pro derivaci sou¢inu a podilu

Na konci hodiny zaci dostali za doméci tikol uréit prvni derivaci funkce* f:y =

H

néktefi zaci postupovali zpasobem: f(z) = g(z)==z, h(z)=xz—2a k(z)=z—1,
funkei zaroven. Tento postup vedl ke znacné obtiznému vypoctu, protoze nejprve bylo potieba
vyTesit derivaci Citatele jako derivaci sou¢inu dvou funkei a nésledné kombinovat s pravidly

pro derivaci podilu:

2™ — e® . €%, sin(2x) = 2 - sin(x) - cos(z), cos(2x) = cos®(z) — sin?(x) = cos(x) - cos(x) — sin(z) - sin(z)

3Nutno poznamenat, %e ve vyuce se klade diiraz na to, aby Zaci znali rovnosti sin(2z) = 2sin(z) cos(z),

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x) a identitu sin?(z) + cos?(x) = 1.
4Pfedpis funkce byl takovy, jak je zde uveden, tj. ¢itatel nebyl roznisoben.
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, _ g (@)h(z) + g(2)W (2)]k(z) — K'(z)g(2)h(z) [1-(z—-2)+z-1]-(z-1)—-1-z-(x—2)

k() (@—1)2
@@=+ 1)-(z-1)-1-z-(z—2) (2c—2)-(z—1)—2’+2z
B (z—1)2 N (@ —1)2
B 2m2—2m—2m+2—m2+2m_m2—2m+2
B (@ —1)2 CEDE

Druhy postup, ktery zvolila mensi ¢ast zaka (cca 4), byl takovy, ze danou funkei upravili na podil

dvou funkei a nasledné uzili pouze pravidlo pro derivovani podilu funkei:

Cg(x) oz (x—2) -2

f:y_h(m)_ 1 = x_l;g(m):m2—2m, h(z)=z—1
' g (z)h(z) — g(x)h'(z) _ (2z—2)-(z—1)—1-(z% - 22)
h?(z) (z — 1)
_ 2;1:2—2;1:—21:—1—2—1:24—21:_m2—2m+2
B (z —1)? - (z—1)?

Posledni postup pouzil jediny zak: upravu zadané funkce vydélenim mnohodclent:

f(z) = 1:25:13_—12) = mm:Qla: —@*-22):(z—1)=x—1— ;t:il
f(z) = 9(a) + h(z): ga) =z~ 1, h(z) = ——.

Kombinaci vztahti pro vypodcet derivace souc¢tu, rozdilu a podilu funkei zak dogel k vysledku:

0-(z—1)—1-1 1
@12 o

Yy =140-—

Pozndmka: 1 kdyz v8echny postupy byly zhruba stejné ¢asové niroéné a vedou ke spravnému
vysledku, u prvniho bylo vys& riziko chyby, protoze zaci musi ohlidat vice faktori najednou,
zatimco u druhého jde o dosazeni spravnych vztaht do znamého vzorce a u tfetiho nejprve
o tpravu a teprve nasledné uziti vztahi pro derivovani. U zaky upozornila na to, Ze: ,,V obecném
piipadé nelze Tici, jestli je vyhodné&jsi vyraz upravit a az poté derivovat, nebo derivovat piimo
zadany vyraz. ObtiZznost obou postupt se mize lisit s ohledem na zadanou funkei.”

Derivace slozené funkce byla odvozena vyucujici, zaci opét neodvozovali samostatné.

Pozndmka: V hodinach se pro skladani funkei uziva identity (fog)(z) = f(g(x)). Odvozeni

bylo v hodiné provedeno pomoci substituce: g(z) =y a g(zo) = yo:

Flo(zo))] = tim L) = Fla@@o)) _ . flg(x) — F(g(z0)) , 9(x) —g(z0) _

T T — T T—To T — I g(:l?) - g(ﬁ?o) B

— tim JW 200y 9@ Z9(0) _ gy o) = £(g(a0) - o' (w0).

Y=o Y — Yo =20 T — TQ

4:4:



Od této chvile zaci mohli uréovat derivace libovolnych funkei. Nasledné se v hodinach procvico-

valo na riznych pfikladech.

Derivace vyssich fada

Obdobné jako derivace funkce byla zavedena i druha derivace a derivace vyS8ich fada. V této
¢asti byl zakim dan prostor na samostatné uvazovani.
Pozndmka: S derivaci se opét pracovalo jako s funkei, nikoliv konkrétni ¢iselnou hodnotou.

U v tuto chvili ziky upozornila, ze:

U: ,To, co jsme doted délali, se nazyva prvni derivace funkce f. Jak byla zavadéna

derivace?*

f($) — f($|]) I
Ir — Ip

U: ,Jak tedy mizeme urcit druhou derivaci?*

Z: . Jako limita f(zo) = limp—z,

7: (Po chvilkové uvaze) ,,Opét jako limitu, ale uz z té nové funkce, takze misto f(z)
tam bude f'(z).“

U: ,Jak byste to zapsala?“

5 5 f'(z) — £ (o)

Z: PiSe na tabuli:® lim,_, . » Takze druha derivace je vlastné derivace
T — T

té prvni derivace.“

U s zaky souhlasila, ze druha derivace je skuteéné (ve smyslu funkce) derivace prvni derivace,
obecnéji, ze n-ta derivace je derivace n — 1 derivace dané funkce, pokud existuje. U: ,Derivace
vyS8ich Fadu oznadujeme Carkou az do fadu t#i a od ¢étvrtého tadu dal oznacujeme pomoci
&islic v zavorce.“ Znaceni piSe na tabuli: f/(zo), f”(zo0), f"(z0), f®(z0o), ..., f™(x0) i tvar
¥ (#0), " (20), ¥"(z0), ¥¥(0), --., ¥™ (o).

Na tomto misté je vhodné upozornit, Ze funkce, které by v néjakém bodé svého Dy derivaci
nemély, se v hodinach bézné nepouzivaji a slouzi ¢isté jako demonstrativni priklady.

Pozndmka: 1 kdyz se mize zdat, ze nebyl dan dostatecny prostor na procvic¢ovani samotnych
derivaci, jejich aritmetickych operaci a derivaci vyssich fadi, neni tomu tak. Procvi¢ovani probi-
halo tak, ze byla zadana funkce y = f(z) a zak/zakyné mél za kol uréit jeji derivaci y' = f'(z)
(pfipadné vyssi derivaci, zalezelo vzdy na zvolené tloze). daldi zak/zakyné dostal dalsi funkei
a tak se pokracovalo dal, dokud kazdy z zakid nedostal moznost samostatné vyfesit ulohu na ta-

buli. Vzdy jeden zik tesil vzorové na tabuli, ostatni samostatné do seditu. Diky zavedeni vyssich

SZapsany vyraz bez = nedava smysl, zaci viak v tuto chvili nevédéli, jak se druha a vy$& stupné derivace

oznaduji.



fadu derivaci bylo mozné zadat jednu funkei a zéci postupné urcovali vyssi a vyssi fady derivace
dané funkce. V hodiné byl zaktm predlozen nésledujici problém:

Uloha (Zadano vyucujici, zaci méli fesit samostatné. )

Urcete piedpis funkce f@Y(z), kde f : y = sin(z) — cos(z).

Reseni: Zaci fesili samostatné do Skolniho sesitu. Jelikoz se jednalo o funkei ve tvaru rozdilu dvou
funkei, bylo mozné pouzit vétu o derivaci rozdilu. Zaci tak ziskali postupné: 3/ = cos(z) +sin(z),
y" = —sin(z) + cos(z), ¥ = — cos(z) — sin(z), ¥ = sin(z) — cos(z), y® = cos(z) + sin(z).
y(®) = —sin(z) + cos(x). Néktefi zaci pokracovali v derivovani déle, jini (cca 8) si vSimli zako-
nitosti, které se v ziskanych predpisech vyskytuje. Z: , Zderivovana funkce se postupné opakuje.
Po kazdém ¢étvrtém zderivovani je stejna jako predtim.“ Diky tomuto poznatku zaci pfigli na to,
7e pro danou funkci plati: v/ = y®) = y@ = | ¢ = y® = 410 = 7. Protoze 21:4 dava

zbytek jedna, je derivace stejna jako v piipadé y®), y(9, takze y(2V) = cos(zx) + sin(z).

4.1.3 Aplikace derivaci

S aplikacemi derivaci se ve vyuce zacalo bezprostfedné po ukonéeni prehledu pocetnich metod

na vypodcet samotnych derivaci.

Tecna ke grafu funkce

V diivejsich hodinach byli zaci seznameni s geometrickym vyznamem derivace, tedy s tim, Ze
nderivace funkce f v bodé zg je smérnice teény ke grafu funkce v tomto bodé“. V této ¢asti se
vyuka zaméfila na odvozeni rovnice samotné te¢ny.® Odvozeni vztahu pro rovnici te¢ny ke grafu
funkce f bylo opét z ¢asti prenechdno zakam.” Jako klicové bylo pouziti poznatki o linearni
funkci y = ax + b; a;b € R, konkrétné jeji smérnici a. Zaci védeli, ze smérnici a lze urcit jako
f(x2)—f(21)

podil rozdilu funkénich hodnot a rozdilu argumenti: a = F—

. Déle pak to, Ze tecna je
takova primka, ktera se ,dotyka“ grafu dané funkce f v néjakém jeho bodé T[zo;yo] € I'(f).

K odvozeni se uzil nakres na tabuli podobny obrazku 1.

5V nékterych letech se tato latka v seminéfi rozviji az k pojmu Tayloriv polynom, ale nebyva to z ¢asovych

davodi bézné.
"Tim se mysli, ze zaci sdélovali své domnénky a U vedla diskusi.
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Iy iy xr

rg— I
y = f'(zo) - (x — xo) + f (o)

Obréazek 1: Nakres k odvozeni tecny ke grafu funkce

Postup odvozeni

U: ,Libovolnd pfimka, kterd je grafem néjaké linedarni funkce prochazejici body
A'lz1; f(z1)] a T[zo; f(zo)], kde A 1 T lezi na grafu funkce, je setnou tohoto grafu.
Zvolme z1 < xg. Pokud zvolime hodnoty 3, resp. z3 tak, ze 1 < z2 < z3 < zp,
ziskdme vzdy novou se¢nu prochézejici body A”[xzg; f(z2)] a T, resp. A" [z3; f(x3)]
a T, které se ,vice blizi“ hledané te¢né, pficemz sena prochazejici body A" a T je
presnéjsi nez seéna prochazejici A” a T. Cim vice se tedy blizi hodnota z; hodnoté

Zq, tim vice se sefna blizi teéné.*
Zaci postupné odvodili, ze kazda takova sefna, kterd prochazi body A a T, ma smérnici:

a; = S(zo) = f(21) pro A" a T,

To — T1
as = —f(mﬂ] — f(=2) pro A” a T,
g — T2

atd.
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U: ,.Budeme-li se stale vice pfiblizovat hodnotou x; hodnoté xp, dostaneme limitni pre-

chod:

a= lim 7f($0) — ()

T—+x0 xro— T

, tedy a = f'(zo).

Z toho plyne, ze smérnice te¢ny ke grafu funkce je skuteéné rovna prvni derivaci této

funkce v daném bodé xg.*

Timto zptsobem U ukézala, Ze smérnice teény je skuteéné rovna derivaci funkce v daném bodé.
Zbyvalo tedy urcit hodnotu b tak, aby graf linearni funkce y = f’(zo)x +b byl skutecné teénou ke
grafu funkce. Zde dostali zaci prostor pro vlastni samostatné uvahy. Po ur¢ité dobé a s pomoci

vyucujici pfisla jedna zdkyné s napadem:
7: ., Protoze jak graf funkce f tak i graf teény prochéazi bodem T'[zo; yo], musi tento
bod splhovat rovnici tecny, takze:“
y = f'(z0) - (x —mo) +b& y—b= f'(z0) - (x — xo)
Yo —b=f'(z0) - (xo —z0) = Yo —b=0

b=1yo
Rovnice teény ke grafu funkce v bodé T'[zo; yo] byla na tabuli zapsana ve tvaru:

(4.1) y = f'(z0) - (z — x0) + yo & y = f'(20) - (z — @0) + f(0)-

Po odvozeni rovnice teény dostali zaci nasledujici doméaci tkol: Uréete rovnici tecny t ke

grafu funkce f v bodé T je-li dano:
(1) f(:B) = 3721 T[la ?] (2) f(:l?) = 111(:13), T[la ?]

V dalsi hodiné seminafe méli zaci moznost ukazat své feSeni a predvést jej na tabuli véetné
komentovani postupu. Postup byl u vSech zaku, ktefi FeSeni predvadeéli, stejny: 1) stanovili,
jestli z-ova soufadnice bodu T' (T}) lezi v Dy, 2) nésledné urcili y-ovou hodnotu bodu T' (Ty),
3) urcili prvni derivaci funkee f jako funkei f'(z). Poté ur¢ili hodnotu derivace funkce v daném

bodé f/(Ty) a dosadili do vztahu pro teénu z predchozi hodiny.
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(1) T[1;1] (2) T1;0]

@) =2 flla) =~

f(Tx) =2 f(Ty) =1
t:y=2-(r—1)+1 t:y=1-(z—1)+0
t:y=2z—1 try=z—1

Rolleova a Lagrangeova véta

Ve vyuce zaznély i Rolleova a Lagrangeova véta. U je vyslovila a zapsala na tabuli. Ukolem zaki
bylo véty interpretovat.
Z4ci, kte problém aktivné fesili, postupné piisli na to, Ze geometricka interpretace vét je

nasledujici:

Z: ,Rolleova véta, pokud tedy plati podminky, Fikd, Ze mezi dvéma stejnymi hodno-
tami funkce je vidycky néjaky bod z, ve kterém je derivace nulova.”

U: ,,Ano, a co nam udava derivace?"

Z: .Smérnici tefny. Ta je tady nulova, takze Rolleova véta nam ¥ika, ze mezi dvéma
stejnymi hodnotami funkce je vizdy néjaky bod, ve kterém je teéna rovnobézni
s osou x.“

U: ,Jak by to bylo s extrémy, kdybyste uvazoval konstantni funkci? Tam jsou pod-
minky splnény, ale extrém tam je?*“

Z: ,Je i neni. Kdyz to bude konstantni funkee, tak extrémni hodnoty bud nabyva
v&ude, nebo nikde.”

Z: ,Lagrangeova véta nam tedy ik, 7e pokud jsou splnény jeji podminky, tak
na grafu funkece existuji body, ve kterych je teéna rovnobézna s piimkou, kterd pro-

chazi body [a; f(a)] a [b; f(b)]7*

Na tabuli byly poté na¢rtnuty nakresy funkei, které ilustrovaly platnost uvedenych vét. Na jejich
zakladé pak vyucujici znovu vysvétlila, co véty fikaji, a s zaky jejich platnost rozebrala. Néektefi

zaci vSak spravné urdili vyznam vét i bez pouziti nakresu.
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L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo se v hodiné nedokazovalo. Bylo pfedstaveno jako ,uziteény nastroj“ pro

k

0
poditani limit typu ”6“ nebo ,—*“

U zapsala na tabuli: ,Jestlize (1) 111}11 f(z)=0a HEP g(xz) = 0 nebo (2) 11_1}11 g(z) = o0,
r—cC Ir—rC Ir—rC

"(z x
pak pokud existuje lim M, pak je rovna lim @.“
z—c g'(z) z—e g(z)
Thned po zavedeni pravidla se pfistoupilo k procviceni, piicemz U zaky upozornila na to,
ze ,je nutné ovéfit podminky (1) a (2), nez se toto pravidlo pouzije.”
sin(2z
Priklad Urceme limgz_q L

ResSeni: U zaky nechala, aby si zkusili zadani vyTesit samostatné.

U: ,Ma nékdo z vas vysledek?*

7: . Ano, je to %.“

U: ,Pouzili jste k vypoctu L’Hospitalovo pravidlo nebo jste na to 8li jinym zpiso-
bem?7“

Z: Tenhle typ limit jsme uz fesili diive rozsifovanim. Funkei jsme upravili na jiny

in(2 1 sin(2 .
M =—- M a potom jsme uzili toho, ze lim sin(z)
T 2 2z r—0

tvar =1-
U: ,Ano, to je spravny postup, ale kdybychom chtéli pouzit zminéné pravidlo, mu-
zeme?“

Z: ,Ano, u téhle funkce je splnéna prvnf podminka.*

Po tomto zdivodnéni zaci pristoupili k samotné tuprave:®
sin(2z) 1’ sin(2z)]’ 2 cos(2z
lim sin(2z) "2 lim [sin@2)] = lim 2cos(2z) =2
=0 z—0 [z z—0 1

Pomoci L'Hospitalova pravidla méli zaci za doméci tkol odvodit platnost limit, které diive
pouzivali jako platné vzorce:

x .
et —1 sin(x
lim =1 a lim (2) =
x—0 €T x—0 xr

Spravnost TeSeni byla ovéfena dalsi hodinu. VSichni zaci, ktefi se o TeSeni pokusili, méli tikol

Spravneé.

¥V hodinach i v testech se uziti L'Hospitalova pravidla oznacuje psanim = mezi limitu z piavodni funkce

a limitu z podilu jejich derivaci.



Derivace a monotonie

Zde byli zaci seznameni s platnosti véty (1.3), jejiz platnost se nedokazovala pomoci definic, ale
méla slouzit pouze jako nastroj u pozdéjsiho vySetfovani pritbéhu funkei.

Pozndmka: Pti dotazu na vyucujici mi bylo feceno, ze dokazat tuto vétu ,standardné“ by
pro zaky bylo pfili§ naro¢né. Pii vykladu byl ale udélan rozbor vlastnosti tecény: Z predchozich
hodin zaci védéli, Ze rovnice tefny ma tvar (4.1). U pak dokazovala, ze pro f'(zg) > 0 je tato

funkce rostouci ptimo z definice rostouci funkce:

U: ,Vezmeme néjaka dvé z; a zo tak, ze 1 < 2 a ukdzeme, ze pro danou hodnotu

derivace je te¢na rostouci funkce.“

Pige na tabuli:
t(z1) = f'(z0) - (z1 — wo0) + f(z0) a t(z2) = f'(20) - (22 — w0) + f(zo0)

U: ,,Uvedené vztahy rozepiSeme, porovname podle predpokladu ¢(z1) < t(z2) a upra-

vime.“ Pokracuje v upravach:

t(z1) < t(z2) = f'(wo) - 21 — f'(20) - f(zo) + f(z0) < f'(x0) - w2 — f'(0) - f(20) + f(w0),
f'(zo) - z1 < f'(z0) 22 / : f'(20),

T < Ty

U: ,Tim mame tvrzeni dokizano. Mohli jsme v poslednim kroku nerovnost vydélit
f'(x0), aniz by to zménilo nerovnost?*

Z: (Chvili se zamysli.) ,, Ano, protoze jsme predpokladali, ze derivace je kladna, takze
délime nerovnost kladnym ¢&islem.”

U:,,Vyborné. Nejedna se sice o zcela korektni dikaz, ale pokud budete uvazovat
tak, Ze tetna charakterizuje chovani (monotonii) funkce v daném bodé, tak muzete
znaménko derivace brat jako ukazatel toho, jestli funkce v daném bodé roste nebo

klesa, protoze tecna v tomto bodé je bud rostouci, nebo klesajici funkce.*

Zaci po této hodiné méli byt schopni uréit, zda je zadana funkece rostouci, resp. klesajici pouze

na zakladeé derivace. To pro né predstavovalo prvni krok k vySetfovani pribéhu funkcee.



Asymptoty grafu funkce

Pojem asymptota zéaci znali jiz z hodin analytické geometrie, konkrétné hledani asymptot hy-
perboly a z latky o funkcich — asymptoty linedrni lomenné funkce. Obecnéji z hlediska real-
nych funkei byla asymptota grafu zavedena jako: ,linearni funkce ¢, tedy ¢(x) = Az + B, kde
A; B € R, ke které se hodnoty dané funkce f piiblizuji pro  — oo (pokud lezi v Dy), ale graf
samotné funkce neprotne. Asymptota mize mit jiny tvar pro +oo a pro -oo“.

Béhem vyuky byly jednotlivé kroky odvozeny vyucujici nasledujicim zptusobem:

U: ,, Predpokladejme, ze takova funkce ¢ existuje napf. pro £ — +4o0. Pokud se

hodnoty funkce ¢ maji neomezené blizit hodnotam f pro  — 400, musi platit, ze

limg4oo[f(z) — @(z)] = 0, tedy limgy—s400[f(z) — Az — B] = 0.%

Tuto ¢ast odvozeni ziejmé vSichni pfitomni zaci chapali (nebyly dotazy).
U: ,,Protoze pfedpokladame existenci funkce ¢, museji existovat i konstanty A a B.
Uzitim véty o limité rozdilu funkei dostaneme prvni dulezity vztah:

lim [f(z) — Az — B] = N

r—+oo

/(@) — Az] — lim_[B],

lim
—+00

a tedy B = limg—400[f(x) — Az]. Zbyva ur¢it konstantu A. Obé strany rovnosti

B
vydélime x a opét uzijeme vétu o limité rozdilu funkei: limg_, 4 o [Lﬂ:) —A— —] =
x z
= lim, ,; M — A =0, atedy lim,_,; @ =A-
z z

Tim byly odvozeny potiebné vztahy pro vyjadieni koeficienti asymptoty.

Neékteti zaci se ptali, jestli bylo vydéleni rovnosti proménnou z ,korektni* upravou. U jim
odpoveédéla, ze v tomto pripadé rozhodné ano. Zduvodnila to tim, ze hodnoty z se neblizi nule,
kde by to byl problém, ale +oc.

U dale uvedla, ze: ,,Pro asymptoty v —oo by byl postup stejny, pouze bychom vyménili
+00 za —o0.”

Pro uréovani asymtptot byly uzivany odvozené vztahy:

(4.2) A= lim /(@) , resp.  lim @,
r—+oo T r——0o0 I
(4.3) B = m111’_?“3[_)“(:1:) — A-z], resp. 5?Hr_nm[f(m) —A-z.

Z4ci byli dale upozornéni na to, e pro existenci asymptoty je nutné, aby hledané limity byly

vlastni, tedy ze ne vSechny funkce nutné musi mit asymptotu.
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U: , Pokud jsou ¢isla A a Brealna, nazyva se prislusna funkce asymptotou se smérnici.

Smérnici uréuje ¢islo A, éislo B uréuje posunuti asymptoty.”

7 407 el mac ATt asy . . _ 1, _ 2 S . -

Zaci méli nasledné urcit asymptoty funkei fi(x) = 4+ a fa(x) = 2*. Pro prvni z uvedenych
funkei stacilo, ze zaci spravné urdili pfislusné limity pomoci vztahi 4.2 a 4.3, coz je pfivedlo
k vysledku ¢i1(x) = z. Pfi stejném postupu u druhé funkce zaci zjistili, ze limita oznacujici

smérnici asymptoty vychazi +o00. Ohledné asymptot grafu funkce méli zaci rizné otazky:

Z:  Kdyz smérnice A vyjde nekonetnd, znamena to, ze funkce nemé asymptotu?*

U: ,,Presné tak. Takovy vysledek znamena, ze funkce roste rychleji nez kazda linearni

funkce, takze se zadné linearni funkci nemiZze v nekone¢nu blizit.*
Z: Pokud vyjde A vlastni, musi mit funkce asymptotu?*

U: ,Ne zcela nutné. Muzete si zvolit takovou funkei, kterd ma vlastni smérnici, ale

asymptota i tak nebude existovat.“?

7Z: ,Miizeme asymptotu chapat jako tetnu v nekonecnu 7%

U: ,Svym zpiusobem ano. Ale nesmime ji brat jako skutefnou teénu, protoze teé-
nou myslime takovou pfimku (graf linearni funce), kterd ma v daném bodé stejnou
hodnotu jako dana funkce a na néjakém okoli tohoto bodu je funkei velice blizka. To
u nevlastnich bod1 jako je oo nelze fici, protoze tam nezname ani funkéni hodnotu.

Zname pouze limitu v nevlastnich bodech.*

Ve zbytku hodiny si zaci samostatné procvicovali uréovani asymptot riznych funkei, coz se jim

vétSinou dafilo.

Extrémy funkci

Pojem extrém funkce zaci znali uz ze druhého ro¢niku, nap¥. z uéiva o kvadratickych funkeich,
kde se hledal vrchol paraboly, ktera byla grafem zadané funkce.'? Na zakladé této predstavy byl
pak definovan lokilni a globalni extrém funkce.

U zapsala na tabuli:

.Lokalni extrém: Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € D ¢ lokalni maximum, resp. minimum,

jestlize existuje okoli U(a) takové, ze pro vSechna = € U(a) : f(z) < f(a), resp. f(z) > f(a).

9Toto bylo demonstrovino na funkci y = = + In(z), kde zaci zjistili A = 1, ale B = +4-o0.
1074¢i takové dlohy fedili metodou doplnéni na étverec.



Globéalni extrém: Rekneme, ze funkce f méa v bodé a € Dy globélni maximum, resp. mini-
mum, jestlize pro kazdé x € Dy plati f(z) < f(a) , resp. f(z) > f(a).”

Pro pfiblizeni rozdilu mezi lokilnim a globalnim extrémem funkce byl na tabuli na¢rtnut
graf funkce podobny jako na obrazku 2, kde funkce ma lokalni (nikoliv globalni) maximum,

a naopak ma globalni minimum.

Y

N
\/:1:

Obréazek 2: Nacrtek grafu k rozliSeni typt extrému

Diky grafické interpretaci toho, co znamena extrém funkce (atf uz lokalni nebo globalni),
zaci po chvilkové tvaze zodpovédéli dotaz U: Jakd bude derivace v bodé a, pokud je v ném

extrém?*

Z: . Derivace v bodé extrému bude rovna nule.”

U: ,,Pro¢ si to myslite?*

7Z: ,Protoze derivace je smémice tefny ke grafu funkce, a pokud délame tefnu v ex-
trému, tak je rovnobézna s osou z.“

U: ,Ano, bude rovnobézna s osou z, ale pro¢ bude derivace nulova?"

7: ,Protoze tetna bude mit rovnici y = k, nevyskytuje se v ni z, a proto ma smérnici
nulovou.

U: ,Je toto tvrzeni univerzalni, tj. pokud je v né&jakém hodé derivace nulova, je to
vzdy bod extrému?*

7: (Zamysli se nad otazkou. ) wPravdépodobné ne, tfeba u konstantni funkce je prvni
derivace nulova v8ude a nejde o extrém, protoze je ta hodnota konstantni.“

U: ,Pro konstantni funkci je zrovna kazdy bod bodem extrému, protoze maximum
a minimum je stejné, ale jinak mate pravdu. Nenapadi vas jesté jind funkce?“

Z: (Nevi.)



3 a yo = 22 a pokuste se prijit na to, v ¢em je rozdil.“

U: ,,Vyzkousejte funkce y1 = =
Zaci urdili prvni derivace Y} = 322 a yh = 2z a wéili, Ze jsou obé rovny nule pro
x = 0. Na zakladé grafi funkei ale zjistili, ze se o bod extrému jedna jen v pfipadé
yo = x2. Po chvili premysleni jeden z zakn piiSel s napadem: ,Rozdil je v tom, ze
funkce y2 se v nule méni z klesajici na rostouci, ale y; je pouze rostouci. Takze aby
byl bod prohlasen za bod extrému, musi v ném byt derivace nulova a jesté k tomu
se v ném musi ménit monotonie?*

U: ,Presné tak. To, Ze derivace je nulova v néjakém bodé, znamend, Ze tecna je
rovnobézni s osou z, ale to nestadi pro extrém. V bodé extrému se musi ménit mo-
notonie funkce. Jak tedy podle prvni derivace rozhodnete, jestli jde o extrém?*

Z: Prvni derivace musi byt v tom bodé nulovi, a kdyz se i méni monotonie, tak

v tomto bodé musi derivace ménit znaménko.”

Zakiim tato tvaha zabrala ur¢ity ¢as, nejednalo se o okamzitou odpovéd. Uvedena debata o nu-
lovosti prvni derivace v bodé lokalniho extrému probihala mezi U a tfemi zaky (jedna se o pa-

rafrézi).

Souvislost mezi derivaci funkce a konvexnosti a konkavnosti

U zavedla pojem konvexni a konkdvni funkce nasledovné: Funkce f je v bodé xg konwvezni,
resp. konkduni, jestlize graf funkce f lezi nad, resp. pod te¢nou sestrojenou v bodé zp. Bod zg
ve kterém se funkce méni z konvexni na konkivni, resp. opacné, se nazyva inflexni bod.“

Jako napovédu pro grafické rozliSeni obou pfipadi U uvedla: Pokud je funkce konvexni,
jeji graf tvarem pripomina pismeno V, je-li konkdvni, tvar grafu pfipomina pismeno A.“ viz

obrazek 3.

U: ,Kterd funkce bude konvexni na celém svém Dy7*

., Tfeba funkce y = z2.“

. ,Jaka je druha derivace této funkce? Jaké ma znaménko?*

N

, Druha derivace je rovna 2. Je kladna.”

N

. ,Ktera funkce bude konkdvni na celém D7

,Sta¢i vynasobit minus jednickou tu, kterou mame, takze y = —z2.“

. ,Jakou ta ma druhou derivaci?*

N o B

,, Druha derivace je rovna —2. Je zaporna.“

o
o



inflexni bod

Obréazek 3: Nakres k vysvétleni pojmi konvexnost a konkivnost funkce

Na zakladé téchto dvou piikladii byla zakim feGena nasledujici tvrzeni:'!

Tvrzeni 1:  Je-li funkce f v bodé a konverni, pak f”(a) > 0, je-li v bodé a konkdvni,
potom f"”(a) < 0.“

Tvrzeni 2: ,Je-li f’(a) =0, pak a nazfvame bodem podezrelym z inflexe.*

Tvrzeni 3: ,Je-li funkce f konvexni, resp. konkidvni v kazdém bodé a intervalu I, pak je
funkce f konvexni, resp. konkivni na celém intervalu.“!?

Jako alternativni rozdéleni funkce na konvexni a konkavni byla U uvedena jeSté jedna
podminka: ,Funkce je konvexni, resp. konkavni, jestlize smérnice teény ke grafu dané funkce
klesa, resp. roste.

Diky znalosti souvislosti monotonie funkce s jeji derivaci pak zaci spoleéné s U ovefili

platnost této alternativy:

U: ,,U konkavni funkce smérnice tec¢ny ke grafu klesa. Co mizete tict o derivaci funkce
fmc
Z: ,Je to klesajici funkce, protoze derivace je smérnice tecny. No a jestli ma byt f

klesajici, tak musi byt jeji derivace f” zaporna. “

"' Tyrzeni byla zapsana na tabuli.

: . . . . 1 5, . . . .

*Platnost t&chto tvrzeni se ovéfovala na funkcich a jejich grafech: y = sin(z), y = ~. Zéaci méli zkusit Fedit
T

samostatné.



Stejné zduvodnéni provedli zaci také pro piipad konvexni funkce, coz bylo opét ovéfeno na
nacrtcich grafi funkei y = 2% a y = i

U predstavila zaktm inflexni bod tak, ze se jedna o bod, ve kterém se funkce méni z konvexni
na konkavni (nebo naopak). Nésledné je upozornila, Ze pro to, aby byl bod prohlasen za inflexni,
nestadi pouze fakt, Ze je v ném druha derivace nulova. Jako protipfiklad byl uveden graf funkce
y = % mna kterém zaci vidéli, ze druha derivace y” = 30z? je sice rovna nule pro z = 0,
ale o inflexni bod se nejedné, protoze zadana funkce je na celém Dy konvexni. To zaky vedlo

k dotazu:

7: ,Jak tedy pozname, Ze se jedna o inflexni bod?*

U: Jak jste poznali u bodu podezielych z extrému, jestli jsou skuteéné body ex-
trému’?*

Z: ,Podle toho, jestli se v podezelém bods ménila funkee z rostouci na klesajici nebo
z klesajici na rostouci.”

U: ,Stejnym zplsobem muzeme postupovat i v pfipadech inflexe. Pokud se v bodé
podezielém z inflexe méni konvexnost na konkavnost, resp. obracené, pak se jedna

o inflexni bod. Jestlize se tato vlastnost neméni, pak o inflexni bod nejde.“

Linedrni a konstantni funkce byly oznaceny za ,ani konvexni ani konkavni“, protoze grafy téchto
funkei v kazdém bodé splyvaji s tecnou, a tedy tecna nelezi ani nad ani pod grafem této funkce.
Priklad (U zapisuje na tabuli, zaci sdélovali postup.)
Uréete inflexni body funkce f:y = 2% — 622 + 12z — 1.
ReSent: Zaci diky uvedenym tvrzenim védeli, ze pokud maji najit inflexnf bod, tak museji najit
nulové body druhé derivace. Uréili prvni derivaci ¢’ = 322 — 122 4 12 a nasledné druhou derivaci
y"” = 6z — 12 a hledali kofeny rovnice y”(z) = 0, ¢imz ziskali koFen x = 2. Opét uzitim spojitosti
vysledné funkee uréili, ze y”(z) < 0 pro z € (—o0;2) a funkee je zde konkavni a pro z € (2; +o00)
je ¥"(z) > 0 a funkce je zde konvexni. 7Z: ,Zadana funkce mé jeden bod podezrely z inflexe,
a protoze se v ném méni konvexnost na konkavnost, jde skuteéné o inflexni bod.*

Diky zavedeni konvexnosti a konkivnosti funkce U pfedstavila zakim druhy zptsob jak

ovéfit existenci extrému (s grafickym dikazem).

U: ,Pokud je v néjakém bodé prvni derivace nulova a druhé derivace je nenulova,
pak se jedna o extrém. Pokud je funkce konvexni, tak se jedna o minimum, pokud je

konkavni, jde o maximum.”



Zaci ovérovali samostatné platnost tvrzeni na funkel y = sin(z).

Ulohy na hledani extrémi

V téchto hodinach'® méli zaci moznost fedit rizné tlohy, vétsinou s geometrickou tematikou, na
hledani extrému ,slozitéjsich® funkei.
Pozndmka: Protoze se v uzitych vztazich vyskytovaly i jiné proménné, resp. parametry nez
x a y, slouzily tyto tlohy i k upevnéni schopnosti vyjadfovani ze vzorce. Jedna se o ukézky
zadani a nasledného feSeni nékolika tloh.
Uloha (Zaci pracovali samostatné, U pouze kontrolovala ¢innost.) Je dana funkce
f z
Y= —.
1+ 22

ReSeni: Zadan4 funkce byl podil dvou polynomi, z nichz polynom ve jmenovateli nema zadny

Uréete, jaké nejvyssi hodnoty nabyva.

realny kofen. Zaci tedy zjistili, ze definiénim oborem zadané funkce je R. Dalsim krokem bylo
stanoveni prvni derivace a jejich nulovych bodi:

,_ (@) Q42" -z - (1+a?)
(1+a2)2

14 22 — 222 B 1 — 22
1+2%)?2  (1+2?)*

Y =

Derivace méla dva nulové body: z1 = —1 a z2 = 1. (Pfi derivovani se nevyskytly zadné pripady
chyb). Zaci se rozhodli pouzit ,prvni“ pravidlo pro urcovani extrému, tedy znaménko v okoli
—1 a 1. Dosadili hodnoty z = —2, = 0 a z = 2, z ¢ehoz zjistili, ze f'(—2) < 0, f/(0) > 0
a f'(2) < 0. Na zakladé nulovych bodii prvni derivace a znaménku derivace v uvedenych bodech
zacl stanovili, ze zadana funkce je rostouci pro & € (—oo; —1) a pro z € (1;+00). Klesajici je
pro z € (—1;1). Z:.,V minus jednicce a jedniGce se méni znaménko derivace, takze jde o body
extrému.“ U se ptala, jak poznaji, ve kterém bodé je maximum. Z: ,Maximum bude pro z = 1,
protoze az do té hodnoty funkce roste a od 1 do nuly klesa.”
Stejnym zplusobem bylo pak zdivodnéno, ze pro £ = —1 funkce nabyva minima.

Uloha'* Naleznéte rovnobéznik, ktery ma pii daném obsahu S = 36 ¢m? minimalni obvod.
Regeni: (Zé(:i pracuji samostatné.) U pouze doporuéila, aby si zaci vyjadiili jednu proménnou

ze VZorce.

13 Casovy rozsah jsou dva seminéfe.
4 Obdobné tlohy lze nalézt v [18], str. 132 nebo [4], str. 141-142.



Z informace, Ze se jedna o rovnobéznik, vyplynulo, ze S = a-ba O = 2-(a+b), kde a; b jsou

. S 36
délky stran rovnobézniku. Z téchto vztaht Z vyjadiili a = 3= 3 které dosadili do vztahu
36
pro obvod: O =2- (b + ?), ¢imz ziskali pfedpis funkce proménné b € R. Dalsim krokem bylo

uréeni prvni derivace a jejich nulovych bodiu:!?

S’(b):%:}(bﬂr%) :z-(1—i2_6)

2
S’(b):O@z‘bT%:O:»bZiS

Vzhledem k tomu, Ze se jednalo o hledani extrému u geometrické tulohy, zaci zapornou hodnotu
72

oznacujici délku strany nebrali v potaz. Urcenim druhé derivace S”(b) =2 - B ktera vysla pro

zjisténé b = 6 kladna, si ovéfili, 7e zde funkce nabyva svého minima. Zaci tedy dosadili zpét do

vztahu pro obsah, z éehoz zjistili, ze @ = 6 cm. Tedy hledany rovnobéznik je ¢tverec o strané

Sest centimetru.

4.1.4 Pribéh funkce

Posledni téma, které je podle vyucujici jednim z nejéastéjSich vyuziti diferencidlniho poctu, je
L,moznost zjistit, jakym zpisobem se zadana funkce chova®. Z toho divodu je vySetieni pritbéhu
funkce vénovano vice ¢asu nez predchozim tématim (cca 3-4 vyucovaci hodiny). Z hlediska
c¢asového planu vyuky se tato ¢ast obvykle ukoncéuje béhem prosince a zaci dostavaji za kol
vySetfit pribéh néjaké funkce jako svou semindrni praci.

Pozndmka: Podle slov vyucujici (i na zakladé vlastni zkuSenosti) hodnoceni této seminarni
prace tvori cca 20 % celkové klasifikace v daném pololeti, a ma tedy zna¢nou vahu.

Pii odvozovani jednotlivych kroki postupu vySetfovani pribéhu byla vyuka vedena formou
diskuse mezi vyucujici a zaky, kdy vyucujici kladla otazky (nékdy navodné) a zaci se snazili
najit odpovédi a formulovat, proc¢ tomu tak je. K tomu zaci vyuzivali poznatky o vztahu derivace
a monotonie nebo o zpusobech nachézeni extrémn funkce.

Uloha U: ,Funkce dana predpisem f :y = A -z je rostouci pro A € (0; +00). Ano, nebo ne?*

Reseni: Zaci stanovili prvni derivaci zadané funkee: f' : y' = A, kde A € (0; +00), tedy derivace
je nezaporna. Z: , Tvrzeni by platilo, kdybychom vynechali nulu. Pro A = 0 je funkee konstantni
a ta neni ani rostouci ani klesajici. Kazda linearni funkce y = A - = je pro A > 0 rostouci.'®

Takze takhle to neplati.”

5 Pro nékteré zaky byl zpotatku problém derivovat podle jiné proménné nez .
Y Tento poznatek zaci znaji jiz ze studia funkei ve druhém roéniku.
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Samotny postup pouzivany ve vyuce AaMa pfi vySetfovani prubéhu funkce pak obvykle

vypadal takto:1?
1) Stanoveni definicniho oboru Dy dané funkce f.
2) Urceni, zda je funkce suda, licha nebo nema paritu.
3) Urceni prisecikn grafu funkce f s osami soufadnic x a y.
4) Uréeni limit v krajnich bodech defini¢niho oboru.!®
5) Ur¢it prvni derivace f'(z).
5.1) Na zakladé predpisu f'(z) stanoveni nulovych boda prvni derivace (body podezielé
z extrému).

5.2) Urc¢eni intervalt, pro které plati: f'(z) < 0, resp. f'(z) > 0 pro  z daného intervalu.

5.3) Rozhodnuti o existenci extrémi, jejich typu a typu monotonie na uvedenych interva-
lech pomoci znaménkovych zmén f'(z): Pokud je f'(c) =0 a f'(z) ma kladné, resp.
zéporné hodnoty na Uy (c) a zaporné, resp. kladné hodnoty na U (c), pak je v bodé

x = ¢ lokdlni minimum, resp. maximum.
6) Urceni druhé derivace f”(z).

6.1) Urceni nulovych bodi druhé derivace (body podezielé z inflexe).

6.2) Urceni intervali, pro které plati: f”(z) < 0, resp. f”(x) > 0 pro z z daného intervalu,
tedy urceni maximéalnich intervali, na kterych je funkce konkavni, resp. konvexni.
Vyuziti konvexnosti, resp. konkdvnosti k rozhodnuti o typu extrému funkce: Je-li
f'(c) =0a f’(c) > 0, jde o lokalni minimum, v pfipadé, ze f'(c) =0 a f’(c) < 0,
jde o lokdlni maximum.

6.3) Sestaveni tabulky obsahujici udaje o monotonii, konvexnosti, konkivnosti na jednot-
livych podintervalech Dy.

7) Urc¢it asymptoty grafu funkce (pokud existuji).

8) Sestrojeni grafu funkce.

"Uvedeny postup byl pouzit na kazdou funkci, jejiz pribéh se béhem hodin vysetioval.
¥ Tedy limity v o0, pokud le# v Dy, a jednostranné limity v hromadnych bodech Dj.
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V téchto hodinach se postupovalo tak, ze byla nejdiive zadana funkce, jejiz pribéh se mél
vySetfit, a nasledné jednotlivi zaci Tesili jednotlivé kroky postupu na tabuli. Ostatni zaci béhem
toho Tesili tlohu samostatné.

Jak bylo uvedeno vyse, soucasti pololetni klasifikace byla i seminérni prace, ve které méli
zaci za ukol vySetfit pribéh zadané funkce. Kazdy zék dostal jednu funkci, jejiz pribéh mél za
tkol vySetfit podle vyse uvedeného postupu. Touto semindrni praci zaci zakoncuji ¢ast kurzu,
ktera se zabyva diferenicalnim poctem.

Ukazky nékterych zadani seminarnich praci na pribeéh funkce

2x 1
f'y_r—zi-l f-y—x—g

fry=e* fry=4"—4.2%

% ¢

fry
fry

4.2 Shrnuti pozorovani

Pozorovani vyuka se uskutec¢hovala od zafi do dubna jednou tydné, coz predstavuje cca 30
vyucovacich hodin, béhem nichz bylo nutné s zaky projit kompletné celou latku diferencialniho
a integralniho poctu.

Dale uvadim rozbor a odpovédi na vyzkumné otazky tykajici se priubéhu vyuky.

Jednotliva témata, kterd se v kurzu probirala, byla vidy rozdélena na teoretickou a prak-
tickou ¢ast.!?

Vyuka béhem teoretické ¢asti vétsinou probihala tak, ze U vykladala latku (nové pojmy,
véty), zapsala je na tabuli a snazila se vysvétlit okolnosti, resp. ,,co dana véta fika“. Béhem této
¢asti U casto vyuzivala ndkresy na tabuli, které mély zaktim usnadnit pochopeni pfedlozenych
informaci. V nékterych pfipadech se véty, resp. platnosti vzorcu dokazovaly, ale ne ve v8ech
piipadech. Ukolem zaki v téchto ¢astech hodiny bylo si nové informace zapsat, v nékterych pii-
padech se pokusit samostatné o interpretaci a pripadné se doptavat, pokud nécemu nerozuméli.
Posledni uvedené moznosti zaci vyuzivali ziidka.

Pokud se tvrzeni dokazovala, jednalo se bud o dikaz pomoci definice (odvozeni platnosti

20

vzorcu pro derivovani),” o pouziti dfivéjsich znalosti v novém kontextu (napf. pro metody

vypodétu neuréitych integralil),?! nebo se k dokdzani platnosti vyuzivaly nakresy konkrétnich

¥ Toto rozdéleni hodin platilo jak pro vyuku diferencialniho, tak i integralntho poé&tu.
20papf. str. 42
2l papf. str. 99
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piikladi na tabuli, které mély vystihnout podstatu tvrzeni. Grafické interpretovani pojmu se
v hodinach vyuzivalo ¢asto.

Poté, co byly nové pojmy a tvrzeni zavedeny a byl vysvétlen jejich vyznam, se preslo k ¢ésti
praktické.

Béhem této ¢asti byla hlavni ¢innost v hodinach na zécich. Jejich ikolem bylo si nové ziskané
informace procvi¢it na nejriznéjsich lohach. Ulohy, které byly v priitbéhu vyuky feSeny zaky,
byly vétsinou elementirni funkce, se kterymi méli zaci provést urcity podetni tikon, pfipadné
o téchto funkcich néco gjistit. Konkrétni tkon se vzdy odvijel od pravé probirané latky. Postup
byl béhem této ¢asti vétsinou stejny. U na tabuli zapsala zadéani dlohy a zaci méli nasledné
samostatné najit feSeni. Béhem této doby U prochizela mezi zaky a snazila se kontrolovat jejich
¢innost, pripadné zakim napovidala, kdyz si nevédéli rady. Zvoleny zak?? poté piedvedl postup
svého feSeni na tabuli, pfi¢emz ostatni zaci sledovali jeho postup a v pripadé, kdy zak udélal
chybu, jej méli opravit. Zaci, kteff fesili tlohu na tabuli, byli také dotazovéni ze strany U, napf.
»Pomoci ¢eho byste uréil derivaci v tomto konkrétnim piipadé?* Témito dotazy a naslednymi
odpovédmi zaki méla i U moznost sama si ovérit, ze zak danému postupu rozumi.

Jako dalsi forma procviceni jednotlivych pocetnich postupi slouzily i domaci ikoly, které
se vzdy vztahovaly k latce probirané v dané hodiné nebo k uré¢itému tematickému celku. Doméci
ukoly byly bud ve formé rozmysleni si nebo dokonéeni feSeni néjakych loh z hodiny (pokud se
nestihly), pfipadné se jednalo o konkrétné zadané elementarni funkce a v zavislosti na probirané
latce, s ni méli zaci udélat uréity podcetni tkon. Doméci tkoly sice nebyly zadaviny kazdou
hodinu, ale na kazdé probirané téma zaci néjaké dostali. Jejich feSeni se nékdy provadélo vzorové
na tabuli, jindy byly pouze zkontroloviny spravné vysledky.

Kazdy vétsi tematicky celek (aritmetika derivaci, aplikace derivaci,?® primitivni funkce,
ur¢ity integral) byl vzdy zakoncen pisemnym testem, ve kterém se méla ovéfit schopnost zaka
vyTesit zadané tlohy, které byly jak ryze pocetniho, tak také teoretického réazu. Objevovaly se
i otazky z teorie. Typickym piikladem takové otazky je , Vyslovte Rolleovu vétu.“ nebo ,,Pomoci
definice derivace funkce uréete f'(5), je-li f(z) = z3.“ apod.

Jelikoz se ve vyuce vyskytovaly i ditkazy nékterych tvrzeni (vétSinou platnosti ur¢itého zpu-
sobu vypoctu) a zaci byli v pribéhu vyuky seznamovani i se znénim nékterych vét, je mozné fici,

ze vyuka, ktera byla pozorovana, obsahuje ,prufez“ algebraického a topologického pistupu.?*

22Bud se piihlasil dobrovolné, nebo byl vybran vyuéujici.
23Ulohy typu: najdéte maximum, uréete inflexni body, najdéte rovnici te¢ny, apod.

2yiz str. 27
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Z4aci méli ziskat dostateéné pocetni schopnosti k FeSeni riznych tloh, ale zaroveii po nich byly
vyzadovany i ur¢ité znalosti teoretickych zaklada. Pfinejmensim méli zaci védét, odkud se vzaly
platné vztahy pro vypoéty derivaci a primitivnich funkci, resp. pro¢ takové zpisoby vypocétu
sméji pouzit.

Celkové se vyucujici podafilo zaky seznamit skuteéné se vSemi stanovenymi tématy, ktera
mél seminaf nabizet, a to do té miry, ze zaci byli schopni vyfFesit ulohy z diferenciilniho i inte-
gralniho poctu a v urditych pfipadech je aplikovat na problémy z jiné oblasti (geometrie). Tento
zavér je podlozen prubéznymi vysledky pisemych praci, které zaci béhem seminéie psali a které

byly u vétsiny zaka dobré.?

25Tim se mysli, e jen vyjime¢né byla znamka z testu 4 nebo 5. Pokud tomu tak bylo, zik mél mo?nost opravy.
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KAPITOLA D

Testovani zaku

V této kapitole formuluji cil testu a obtize, které lze pii FeSeni ofekivat. Dale pak uvadim

vysledky a celkové shrnuti testovini.

5.1 Cil testu

Jak bylo feceno dfive, test se sklada ze dvou ¢asti, z nichz kazda je zaméfena na jiné dovednosti.
Zadéani obou testt lze nalézt v priloze viz str. 115.

Cilem prvniho testu je provéfeni pocetnich schopnosti zakd. Jsou jim predlozeny rizné
tlohy na uréeni prvni a druhé derivace, uréeni primitivni funkce k dané funkci a spo¢teni uréitého
integralu.

V tomto testu je hlavni otazkou, zda zak ulohy vytesi. Neni tolik dualezité, jakym zptsobem

(metodou) tak u¢ini. Ovéfuje se, jestli zak zna a je schopen pouzit:

(1) zékladni vztahy mezi funkci f a jeji derivaci f’, resp. mezi funkci f a jeji primitivni

funkci F',

(2) operace s derivacemi, tj. jak ur¢it derivaci sou¢tu, rozdilu, soucinu, podilu funkei a derivovat

slozenou funkci,
(3) tyto operace vhodné kombinovat podle pozadavki dané ulohy,

(4) metody vypoctu primitivni funkece (tj. pfimé, odvijejici se od derivace funkce a operaci

mezi derivacemi, metoda per partes, substituéni metoda) pro ur¢ity i neur¢ity integral.

Ulohy v tomto testu jsou zvoleny tak, aby pii jejich fegeni zaci mohli vyuzit pocetni techniky,

které si béhem seminafe méli osvojit, ale zaroven tak, aby pro jejich zdarné vyfeseni nebyly nutné
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zadné dalsi informace, které by béhem vyuky nezaznély. Ulohy jsou tedy stejné ¢ podobné
obtizné jako ty, se kterymi se zaci setkavali béhem vyuky v rameci procvicoviani nebo v testech
z AaMa.

Cilem druhého testu je ovéfit, zda jsou zaci schopni vyuzit poznatky diferencialniho a in-
tegralntho poétu, ziskané béhem hodin AaMa k TeSeni slozitéjsich matematickych tloh, které
nevyzaduji pfimé vyuziti konkrétni metody, ale vétSinou jejich kombinaci.

Druhy test ovéfuje nasledujici:
(1) vyuziti derivaci pro ur€ovani extrémi a monotonie funkce (alohy 3, 5, 8, 10),

(2) geometricky vyznam ur¢itého integralu funkce f na intervalu (a;b) jako obsahu plochy
pod grafem funkece (uloha 2), pfipadné uziti ur¢itého integralu k uréeni objemu rota¢niho
télesa (alohy 6 a 10) nebo délky grafu funkce (uloha 4). K aplika¢nim dloham jsou piipo-
jeny i uvedené napovédy, které by mély usnadnit zaktim postup, ale také provérit jejich
schopnost orieéltovat se v zapise. Konkrétné: rozdil mezi vyrazy [f'(z)]? a [f2(z)], piipadné
( / f(z) dm) a / F*(x) dz. V pribéhu feseni by se mélo projevit, zda jsou si zaci téchto
rozdili védomi ¢ nikoliv.

(3) na zakladé grafu funkce f urcit vlasnosti funkce f’ (iloha 7),

(4) vyuzivani znalosti vlastnosti elementarnich funkei pfi feSeni nerovnic (alohy 3 a 9).

Ulohy jsou sestavené tak, aby nepiekrac¢ovaly objem latky probirané ve stiedogkolském
kurzu analyzy. Pokud by takova moznost nastala, jsou k ilohdam doplnény napovédy ve formé

vzoreti, u kterych je moznost, Ze se ve vyuce nestihly!' probrat.

5.2 Predpokladané obtize zakt

5.2.1 Testl
V prvnim testu lze ocekavat nasledujici obtize zakiu:

o numerické chyby pfi upravach vyrazi (pfedevsim tloha 3), vedouci k nespravnému vy-

sledku,

!'Na gymnaziu A se vét§inou stihne probrat objem rotaéniho télesa.



o neznalost zakladnich vztaht mezi funkcemi & metod vypoctu, neznalost potfebnych vztahii,?

(Tomu zaci mohou predejit uzitim vlastnich poznamek, které maji k dispozici.)

o zvoleni nespravného uziti metody (napf. pfi vypoc¢tu per-partes), vedouci k obtiznéjsim

integralim, nez je puvodni,
o opomenuti zménit integralni meze pii pouziti substituéni metody,

o nahrazeni vyrazu dz pouze dy, pripadné jinou proménnou, bez ohledu na to, jaka substituce

byla provedena,

o rozpis goniometrickych vztahi vedouci ke slozitéjsimu predpisu funkce, ktery se bude hife

integrovat/derivovat.

5.2.2 Test I1

K jednotlivym tlohdm testu IT uvedu mozné obtize a chyby zaki, které lze oéekavat.

Uloha 1: Chybna interpretace sudosti, resp. lichosti funkce, konkrétné jejich zaména. Vyvozeni
zavéru z konkrétnich pfiklada funkei, ale nikoliv z obecného tvaru funkce.

Uloha 2: Jelikoz se hleda obsah obrazce, lze pfedpokladat, ze zaci pii feSeni tlohy sestavi integral
pres dany interval (0;27), bez ohledu na to, zda se na tomto intervalu nékde funkce nerovnaji,
a tedy neni nutné Fesit obsah plochy pfes cely interval jako soucet dvou & vice urcitych integrala
pfes mensi intervaly.

Uloha 3: Jelikoz v zadéani je zminéna rovnice, lze predpokladat, ze zaci budou tlohu fesit
pfevedenim vyrazu sin(z) na pravou stranu rovnosti a nasledné se pokusi postupovat pocetné,
to vSak u takovéto rovnice neni mozné. Dalsi moznosti je feSeni graficky: rovnici si pfedstavi ve
tvaru f(z) = 0 a pokusi se sestrojit graf funkce f. Touto cestou lze postupovat, ale je zapotfebi
uziti prvni derivace kvili zjisténi monotonie dané funkce. Rozhodné neni mozné piimo z pfedpisu
stanovit, jak bude dani funkce vypadat.

Uloha 4: Zadana funkce f je na daném intervalu spojita a ma zde spojitou prvni derivaci.?
Vzhledem k tomu, Ze je u tlohy dana népovéda, resp. vzorec, do kterého je tfeba dosadit,
lze predpokladat dva problémy: 1) chybné ur¢end prvni derivace, coz bude mit za nasledek
i nespravné sestaveny integral, 2) patné dosazeni do vzorce, konkrétné zdménu vyrazi [f'(z)]?
a [f*(z)]"

?Mysleno goniometrické, logaritmické a exponencielni vzorce.

3Tento fakt se ovéfuje béhem rozhovoru.
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Uloha 5: Zde zaky pravdépodobné piekvapi nezvykly zapis funkce g, konkrétné funkce zadana
po ¢astech. Pro pfipad, Ze nebudou s to si se zapisem poradit, je zde napovéda vyznaceni
jednotlivych ¢asti grafu. V této tloze se maji ovéfit zakovské znalosti pojmi jako defini¢ni obor,
obor hodnot, prosta funkce, spojitost funkce, existence limity a derivace v bodé v souvislosti
s grafem funkce, pfedpisem funkce, prace s dal§imi pojmy jako uplné a prstencové okoli pfi
zduvodnovani odpovédi. U této tlohy budou v piipadech nejasnosti pouzity dopliwjici otazky: Co
znamend, ze funkce ma v daném bodé limitu a co musi platit, abychom to mohli Fici s jistotou?
Co znamend, Ze funkce je v daném bodé spojita? Jak tyto vlastnosti souvisi s jejim grafem?
Nakreslete libovolny graf funkee, ktera: (%) neni spojita v néjakém bodé, (#*) nema v néjakém
bodé limitu, (* **) ma limitu v daném bodé, ale neni v ném spojita.

Pozndmka: Otazky oznacené (x — %% x) byly pokladany pouze tehdy, kdyz zak pfi odpovédi
nebo argumentaci udélal chybu.
Uloha 6: Protoze se jedna o urcity integral z goniometrické funkce na intervalu (0;7) miize
se stat, ze zacl na zakladé znalosti grafu funkce y = sin(2z) na daném intervalu usoudi, ze dany
integral je roven nule, protoze se odeftou kladna a zdporna ¢ast obsahu plochy pod grafem
dané funkce, jinymi slovy, eliminuji druhou mocninu ve vzorci a automaticky postavi hodnotu
integralu rovnou nule. Druhd moznost je chybné dosazeni, resp. zaména vztaht ( [ f(=) d::t:)2
a [ f%(z) d=, piipadné [ f(z?) dz. Spocteni spravné sestaveného integralu je mozno provést né-
kolika zptusoby (per partes, substituce, kombinace obojiho), takze zaci se mohou dostat do potizi
diky chybné zvolenym f’ a g pro per-partes, chybné zvolené substituci, opomenuti pfepoéitani
mezi pro substituci.
Uloha 7: Zaci se béié setkavaji se situaci, kdy maji z predpisu funkee uréit jeji graf, zde je to
jiné v tom, ze mame din graf a na jeho zakladé maji stanovit, jak se budou chovat funkce z ni
ziskané pomoci derivovani a integrovani. Uloha tedy testuje znalosti geometrické interpretace
prvni a druhé derivace v souvislosti s grafem funkce. Problém mtize nastat v tom, Ze zaci museji
hlidat vice podminek najednou, konkrétné: zda je funkce rostouci nebo klesajici a zaroven jestli
je konvexni nebo konkavni (pro funkei f'), zda je funkce rostouci nebo klesajici a zaroven kladna
¢1 zaporna (pro funkci F).
Uloha 8: U této tlohy lze predpokladat nesnéze u urcovani limit v krajnich bodech Dy, exis-
tence a druh extrémi by nemél ¢init zadné zvlastni potize. Vicendsobnost kofeni rovnice muze
znamenat ur¢ity problém, pokud si zaci neudélaji nacrtek grafu, protoze jedna z hodnot, kterych

funkce nabyva pravé ve dvou bodech, je v jednom ptipadé bodem lokalniho extrému, ale ve dru-
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hém uz nikoliv. Vyplyva to pouze z monotonie dané funkce.

Uloha 9: Opét se jedna o tlohu ovéfujici znalosti pojmi: parita, omezenost funkce a znalost
grafu funkei jejich kombinaci k feSeni nerovnic. Ovéfeni sudosti /lichosti funkce zavisi na znalos-
tech zaka: jak je definovana funkce suda a jak funkce liché, a spravném dosazeni do predpisu
f(—z). Nezapornost dané funkce by méla byt snadno odvozena na zakladé znalosti grafii funkei
v Citateli a jmenovateli a vlastnostem podilu dvou ¢&isel, pripadné jednoduchou tipravou na rov-
nici cos(z) > —2 , z ¢ehoz se muze zdat, ze plati vzdy. Otézkou ale zistava, jestli zaci budou
vnimat rozdil mezi typy nerovnosti > a > v souvislosti s danou funkei.

Uloha 10: V této tloze miize byt pro ziky nezvyklé, ze hledana funkce je podle zadani proménné
h, nikoliv z, jak je bézné. Tento problém lze snadno odstranit zménou oznaceni proménnych.
Jako dalsi problém muze byt tvrzeni, ze funkce bude mit stejny tvar bez ohledu na to, jak je ku-
7el umistén. Zpiisob ziskani pedpisu dané funkce miize byt riizny: 1) uzitim integralntho poétu
jako v 1loze 6, coz vyzaduje zjisténi predpisu linearni funkce pro oba pfipady umisténi kuzele,
2) urceni funkce jako rozdilu objemu kuzele o vysce H — h a komolého kuzele o vysce h (piipadné
obracené). U zjistovani chovani pfirastku funkce muze byt pro zaky nezvyklé, ze ziskana funkce

je v proménné h, nikoliv z, a tedy se derivuje podle jiné” proménné.

5.3 Vyhodnocovani testii

Celkové se testovani zucastnilo deset zakl, z nichz ¢tyfi se tcastnili vyuky na gymnaziu A,
zbylych Sest navitévovalo jind gymnézia. Zaci, kteif se tiastnili pozorované vyuky, jsou oznaceni
jako SA1 — SA4, ostatni zaci jako SJ1 — SJ6.

Vzhledem k malému poétu testovanych zaku je vyhodnocovani prevazné kvalitativni, tedy
zajimal mé zptisob feSeni. To se tyka piedeviim druhého testu.® Prvni test neni rozebiran tak
podrobné. Predmétem je zde zkoumani toho, jestli zak ulohu vytesil. (Pfipadné jestli potfeboval
néjakou formu pomoci.) Kvantitativni vyhodnoceni ma pouze informativni charakter.

Zpusoby vyteSeni tloh z testu 1 jsou oznadeny: S — samostatné, P — s poznamkami,

N - s napovédou, X — nevyfesil, tj. zdk v pribéhu fesSeni uilohu vzdal nebo vysledek obsahoval
chybu.

Prehled zpusobi feseni jednotlivych tloh z diferencidlniho poétu je uveden v tabulce 5.1,

4Mygleno tak, 7e 7aci to budou tvrdit, aniz by se o tom pfesvédeili.
*To ale zale# na volb& proménné, kterou si zvoli.
ST fedient jednotlivych tloh jsou uvedeni zéci, ktefi zvolili tento nebo podobny postup.
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uloh z integralniho po¢tu pak v tabulce 5.3 a prehled zptsobu FeSeni a vyfeSenych /nevyfeSenych
tloh jednotlivymi zaky v tabulce 5.2. V dal§im textu jsou rozebrany ty tlohy testu I, u nichz se
vyskytl vétsi pocet nespravnych feSeni.

Druhy test je analyzovan po jednotlivych tilohéch a jejich éastech. Zde je zkouméni zaméreno
na popis toho, jak zdk danou tilohu uchopil, jakym zpisobem ji fesil a jestli dospél ke spravnému
zavéru/ vysledku, a pokud ne, kde se v avaze nebo vypoétu vyskytla chyba. S ohledem na rozsah
prace jsou v hlavnim textu rozebriany pouze nékteré ulohy, u kterych bylo nejvice potfeba,
aby zaci zdivodnili své postupy a zavéry. K celkovému vyhodnoceni pak byly pouzity vSechny.

Rozbor feseni zakd zbylych tloh lze nalézt v pfiloze, viz str. 120.

5.3.1 Test I — alohy z diferencialniho poc¢tu

Vysledky prvniho testu ukéazaly, Ze zaci jsou schopni vét§inu tloh tykajicich se diferencidlniho
podtu vytesit samostatné, nebo v pfipadé potfeby s vyuzitim poznamek, tj. vzorci pro derivace
a vztahi mezi funkcemi a jejich derivacemi, pokud si je nepamatuji. Ac¢koli ilohy nebyly sefa-
zeny od nejsnazsi po nejobtiznéjsi, prvni tlohy’ byly skuteéné méné naroéné nez zbylé ulohy,
protoze ovérovaly schopnost ziku vyuzit vztahi pro derivaci souctu, soudinu, rozdilu, podilu
a slozené funkce. Tyto ivodni dlohy dopadly dle o¢ekiavani dobie, resp. jejich feSeni vyzadovalo
nanejvy$ pfipomenuti vzorci z poznamek. Ulohy, které nasledovaly, mély provéfit schopnost
zakt kombinovat rizné postupy a zde zacalo FeSeni délat zakim vétsi problémy.

V prvni fadé bylo ale nutné zjistit, jestli zaci maji pfedstavu o pojmu derivace v souvislosti
s matematicky korektni definici, viz prvni tloha testu 1. Pozitivni zjisténi je, Ze vSichni testovani
7aci si vybavili souvislost mezi derivaci a limitou.® Prvni pfipad, derivaci v konkrétnim bodé,
zaci vyTesili vétSinou samostatné pomoci déleni mnohoélenu mnohoclenem v souladu s platnymi
pravidly pro poéitani limit. V piipadé obecného bodu zg se také podafilo dlohu vyfesit, ale
zakum bylo nutné pripomenout, ze v tomto pripadé je xzp dané ¢islo a limitu poditame pro
T — xg. Zapis, ve kterém se objevily ,,dvé rizné proménné“, ptisobil na dva testované zaky jako
matouci.

Prekvapivé velka ¢ast zaku (4 zaci) nevyfesila spravné ulohu 2e, ktera vyzadovala jen kom-
binaci linearity derivace s pravidlem pro derivovani soucinu. Zaci, kte¥{ pii feeni této tlohy

neuspéli, se dopoustéli predevsim té chyby, ze se snazili derivovat celou zadanou funkci, coz

" dlohy 2a - 2d

®tzn. zaci zapsali derivaci zadané funkce pomoci limity.
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vedlo k tomu, Ze se ve vzniklém vyrazu ztratili a vysledna derivace obsahovala chybu ve zna-
ménku:

[z - sin(z) + €” - cos(z)]" = sin(z) + z - cos(z) + €” - (cos(z)+ sin(z)).

Z4ci, kteff si ilohu rozdélili na ¢4sti, se chybam vyhnuli. Nejprve zvIast derivovali souciny funkef
a teprve poté vysledky secetli. V tomto pripadé bylo vyhodnéjsi vyuzit strategii rozdéleni ilohy
na Casti, ty feSit samostatné a potom teprve formulovat vysledek. V pfipadé, ze zaci museli
reSit vice zmén znamének a funkci zaroven, se vyskytly chyby, kterym bylo rozdélenim tlohy
mozné predejit. Obdobna chyba se vyskytla i u dlohy 2h), kde zaci pro zménu zapominali, ze

pii derivaci slozené funkce je cela vnitini funkce nasobena derivaci funkce vnéjsi:

w. . e ! o 1 s , Py ! B
Chybneé: []D (sm(:c) + I +$4)J = sn(@) + lfr%{ [sin(z)]" + [71 +$4] = ...

Spravns: [m (sin(:l:) + 1 fﬂ)]’ _ sin(m)l—l— ot (sin(m)]' + [lj—;] ) _

Posledni vyrazny vyskyt chyb se objevil u tlohy 3b2, kde méli zaci za tkol urdit druhou de-

rivaci funkce f(z) = v/1 — 2. Zatimco prvni derivaci vSichni zéci vyFesili prakticky bez obtizi,
u druhé derivace se potize vyskytly. U této tlohy zéaci volili strategii rozdéleni tilohy na soudin,
resp.? podil funkei. Pfes pouziti tohoto postupu se vdak druhou derivaci nékterym zakim ne-
podafilo urcit spravné. Konkrétnim problémem byly chyby pfi upravach vyrazi, které nasledné
vedly k nespravnému vysledku (viz obrazky 1 a 2).

Obréazek 1: Reseni tlohy 3b1, 3b2 (SJ5)

“Podle toho, v jakém tvaru byla zapsana prvni derivace. Bud f'(z) = —2z - (1 — z2)"*/ nebo f'(z) =
—2z
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Obrazek 2: Oprava FeSeni tulohy 3b2 (SJ5)

Pozndmka: Dalsi zaci sice uréili druhou derivaci spravné, ale vysledny vyraz byl natolik
neprehledny, ze by z vysledku nebylo mozné urcit napf. body podezielé z inflexe. V tomto
piipadé se tedy nejedna o neznalost ¢i neschopnost pouzit znamé vztahy, ale spis o nedostatek
trpélivosti pri upravovani vysledki. Samotna druhd derivace sice spoctena byla, ale vysledek
byl pro dalsi postupy nepouzitelny. Nicméné pokud zaci ulohu vyfesili, ale neupravili, nebyla
klasifikovana jako nevyTeSena.

Obrazek 3: Reseni tlohy 3b1, 3b2 (SA3)

Jako nejvyhodnéjsi strategie feSeni iloh na diferencidlni pocet se ukazal tento postup:

1) Ur¢it, o jakou funkci se jedna, a na zakladé toho si rozmyslet, jakym zptusobem bude
nutné derivovat.

2) Zjistit, jestli neni mozné zadanou funkci upravit na jiny tvar,'% ktery by se derivoval snad-

néji.

10Tento postup se ukizal jako velice uZiteény v piipadé iloh 2¢1 a 2¢2, kde se zadana funkce prevedla na tvar:

f(z) = el—cos?(z) _ gsin’(z)
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3) Pokud je zadana funkce kombinaci skladani funkei, uré¢it, ktera funkece je vnitini, ktera
vnéjsi a kazdou ,podfunkei® derivovat zvIast.

4) Vyslednou derivaci skladat z dil¢ich vysledki.

5) Ziskany vysledek se pokusit upravit na tvar, ze kterého je mozné urcit nulové body f'(z).

Pokud zaci neupravili ziskanou funkei, nebylo to klasifikovano jako chyba (viz obrazek 3).
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5.3.2 Test I — alohy z integralniho poctu

Na rozdil od tdloh na vypoéet derivace, kde je postup feseni do uréité miry urcen typem funkce,
jsou tlohy na integraly vice zévislé na metodé, kterou si zak pro jeji feSeni zvoli. Na spravné
volbé mnohdy zavisi tspésnost feSeni. I kdyz je v téchto ulohach nékdy mozné se vice zpisoby
dostat ke spravnému vysledku, u jinych volba nespravné metody vede k netspéSnému feSeni.
Neékteré nilohy vyzaduji i urcity ,,trik“, bez jehoz pouziti neni mozné tlohu vyftesit.

Ulohy opét nebyly sefazeny podle obtiznosti, ale ivodni tlohy mély provéfit schopnost zaki
integrovat elementéarni funkce pomoci znidmych metod. Tato ¢ast necinila zadné vyrazné potize,
protoze zaci méli moznost vyuzit poznamky.!! Nejvétsi potize se objevily v piipadé, ze bylo pro
neurcity integral potfeba pouzit substituéni metodu, konkrétné u tloh 4j a 4k. Tyto ulohy bud

zaci nevytesili viibec, nebo se v pribéhu feSeni vyskytla chyba pii pouziti substituce:

r+1 =
SJ4 Chybné : /:13-\/1 + z dz; Y —>/$\/1+—$d:1?=/\/§ dy
de = dy
r+1 = Y
SJ2 Spravné : [x-v1+m dz; | dv = dy —)/m-\/l—l-—a?dm:/(y—l)\/ﬁdy:
x = y—1

Z/y%dy—]\/@dy

ve+l = Y
r+1 = y? 5
SA2 Spravné : ]x-v1+mdx; ) —)/m‘v1+$d$:/(y —1)-ydy=
T = y“—1
dz = 2ydy

Z/yady—/ydy

Pozndmka: Postup, ktery zvolil zak (SA2), byl ojedinély. Vétsina zaka vyuzivala substituéni
metodu tim zpusobem, Zze se nahradily linearni ¢leny funkei, ¢imz bylo mozné tulohy vyfesit,
pokud ji pouzili spravné. Oproti tomu substituovani ,celé“ odmocniny a jeji pouziti jako nové
integra¢ni proménné se vyskytlo pouze jednou.

Celkové zaci vyuzivali substitu¢ni metodu bud tak, ze nahradili linearni ¢len funkce, napf.

u ulohy 4g, a zadanou funkei upravili vynasobenim vhodnou konstantou, nebo vybrali jen uréi-

"Pokud by moznost poznamek nebyla, vysledky by byly pravdépodobné vyrazné hordi, pfedeviim proto, ze

nékteré primitinvi funkee si zici museli vyhledat.
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tou ¢ast zadané funkce a zbytek byl derivaci vybéru, napf. 4b a 4d. Mezi uzité metody uprav
zadanych integrali patii vynasobeni zadané funkce ,vhodnou jednickou® nebo vytknuti vhodné
konstanty pfed integral. Toho Zéci pfi FeSeni uloh vedoucich k substituéni metodé vyuzivali.
Jejich cilem bylo pomoci téchto tprav ziskat vztah C - [ ¢'(z) - f(g(z)) dz s odivodnénim, ze:
,»V takovém tvaru je mozné najit primitivni funkei snadno, protoze se pouze dosadi do znamych
vztahi a pak stadi vysledek vynasobit tim, co jsme vytkli.”

Dalsi uloha, kterou vice zaku nevyftesilo, byla tiloha 4h. Zde se jako problematicka ukazala
tprava integrandu. Zaci, kteff nejprve zkouseli zadanou funkei upravit na tvar, ktery by se dal
snadnéji integrovat, skonéili vétginou ve chvili, kdy pomoci vzorce sin?(z) = 1 — cos?(z) dosli
pomoci umocnéni k rovnosti sin?(z) = 1 —2 cos?(z) +cos?(z), a tedy se nezbavili étvrté mocniny
goniometrické funkce. Zminéni zaci ulohu v tuto chvili bud vzdali (SA1, SA2 a SJ1), nebo se
pokusili o jeji vyFeSeni pomoci jiné metody, konkrétné per partes. Zaci, kteff tlohu vyfesili,
pouzili metodu per partes rovnou, piipadné vyuzili jiny substituéni vztah,'? ktery jim umoznil
zbavit se ¢tvrté mocniny, a ziskanou funkei nasledné integrovali bez obtizi.

Posledni dlohou na hledani primitivni funkce, kterou vice zaki nevyftesilo, byla iiloha 4l. Zde
se pii feSenf 7aci rozdélili na dvé skupiny. (1) Zadanou funkci Zaci upravili na tvar 2 - sin(2z)
a nasledné pouzili substituci, resp. metodu per partes. Tato volba vedla ve vSech piipadech ke
spravnému FeSeni. Skupina (2) se pokusila tlohu fesit metodou per partes avsak pro tii funkce.
To vedlo k tomu, Ze v priubéhu vypoctu ziskali stale méné prehledné funkce a nepodatilo se jim
ziskat spravny vysledek.

Pozndmka: Nezvykly postup byl pouzit zakem (SJ5) pii feSeni ulohy 4l. Po upravé inte-

2r 2z

grandu na tvar e** sin(z) cos(z) = e**-sin(2z) a po substituci %‘ey-sin(y) zak vysledek ,,uhodl®,
resp. hledal vysledek ve tvaru F(y) = e¥- (A-sin(y) + B -cos(y)), kde A a B byla neznama ¢isla.

74k sviij postup zdivodnil tak, 7e funkce €% je pii integrovéani i derivovani stejna a funkce
sin(z) a cos(x) pfi integrovani razné stiidaji znaménka, ale nikdy nejsou nic jiného. Z toho
divodu musi byt v takovém tvaru také vysledek. Uzitim derivace soucinu funkei prevedl ulohu

na rovnost dvou funkei
eV -sin(y) = €Y - [A-sin(y) + B - cos(y) + A - cos(y) — B-] sin(y)],

coz jej privedlo k feseni soustavy rovnic A—B =0 A A4+ B = 1, jejiz feSeni nedélalo zdkovi zadné

problémy. Timto zptisobem zak obesel opakované uziti metody per partes a dosel ke spravnému

1 — cos(2z)

sin?(z) = 5



zavéru, ze hledani primitivni funkce je ve tvaru:

-e” - [sin(2z) — cos(2z)] + C.

N

/ ¥ . sin(z) - cos(z) =

Obecné se zakum osvéddilo nejprve upravit integrand (pokud to bylo mozné) a teprve

nasledné se rozmyslet nad vhodnou metodou integrovani.

Tabulka 5.2: Prehled zpiisobii FeSeni jednotlivych zaka

Dif. pocet Int. pocet >

Zik | S |[N/P|X| S|N/P|X|| S |N/P|X
SA1 || 8 9 1| 6 8 4 14| 17 |5
SA2 || 9 4 5 8 6 417 100 |9
SA3 || 9 8 1||10] 8 01 19| 16 |1
SA4 ||[11| 5 2 10| 5 320 | 10 |5
SJ1 || 9 7 2 | 6 8 41 15| 15 |6
SJ2 f10] 7 L||11]| 5 2 21| 12 |3
SJ3 || 7 9 2 | 13] 5 01 20| 14 |2
SJ4 |10 ] 8 0 6 8 41 16 | 16 | 4
SJ5 10| 5 3 8 8 18| 13 |5
SJ6 || 6 | 11 |1 |10] 4 41 16| 15 |5
> |89 73 |18 8| 65 |27 177 | 138 |45
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5.3.3 Test II — postupy zaka

Uloha 1. Je dana funkce f, pro kterou plati: 1) je spojitd na R, 2) ma na R spojitou prvni deri-

vaci f’, 3) k f existuje na R primitivni funkce F. Potvrd'te, nebo vyvrafte platnost nasledujicich

tvrzeni:
(1) Je-li fsuda, je f" vzdy licha. (3) Je-li f licha, je f’ vzdy suda.
(2) Je-li fsuda, je F vzdy licha. (4) Je-1li f licha, je F vzdy suda.

U této ulohy se zaci snazili odvodit zavéry pfevazné na zakladé konkrétnich piikladi. Pred-

2

pisy funkei, které se Castéji vyskytovaly, byly nasledujici: sudé funkce: y = konst., y = z°,
y = cos(z), liché funkce: y = x, y = 23, y = sin(x), y = tan(z) a jejich kombinace pomoci
operaci (+, —, -, :). Na zakladé volby danych funkei zaci zjistili, ze derivace sudé funkce je
skutecné funkee licha a derivaci funkee liché je funkce sudé, resp. nenasli konkrétni protipiiklad.

Zaver byl takovy, ze tvrzeni v konkrétnich pfipadech plati. Vétsina zakd nebyla schopna
tvrzeni dokazat pro obecny piipad, ale pouze na zdkladé ovéfeni platnosti tvrzeni u konkrétné
zvolenych funkei. Pouze dva zaci (SJ2 a SJ3) se pokusili odvodit obecnou platnost na zakladé
rovnosti derivaci funkei f(x) a f(—z) pii pouziti derivace slozené funkce nebo na zikladé toho,
ze derivace je smérnice teény ke grafu funkce: ,Pokud je f suda a udélame te¢nu v bodé zg, pak
tefna v bodé —zg je osové soumérna podle osy y stejné jako cely graf funkce, a mé tedy opaénou
smérnici.“ (SJ3)

Na druhou stranu, volbou konkrétnich pfipadi funkei zaci snadno vyvratili tvrzeni (b),
napi. volbou f(x) = 2, jejiz primitivni funkci je F(z) = %3 + C, a ze znalosti grafu funkce
y = 2 odvodili, 7e k funkci f(z) = 22, ktera je sud4, je jeji primitivni funkce lich4 pouze tehdy,
pokud je integracni konstanta C rovna nule.

Uloha 3. Je dana rovnice:

A-z—sin(z) =0,

kde z € R a A € (0;+00) je redlny parametr.

Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati/neplati nasledujici tvrzeni:
(a) Pro A > 1 ma rovnice jediné feSeni z = 0.
(b) Pro A € (0;1) ma rovnice alespon tii feSeni.
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Zadana rovnice byla upravena na tvar Az = sin(z) a zaci dosazenim ovérili, ze zo = 0 je
vzdy kofenem rovnice.

(a) Ukazte, ze pro A > 1 ma rovnice jediné feSeni. (b) Ukazte, ze pro A € (0;1) ma rovnice
alespon tfi feSeni.

ZAci pii Tedeni sestrojovali grafy'? funkei f(z) = Az a g(z) = sin(z) a hledali priseciky obou
grafii. Pomoci téchto nacrtkn zjistili, ze tvrzeni (a) plati pro ,dost velké* hodnoty parametru A,
protoze piimka, ktera byla grafem funkce f, se protla s grafem funkce g skuteéné pouze v pocatku

soustavy soufadnic. Jako problém se ukazalo rozhodnout a zduvodnit, jestli tvrzeni plati pro A

»blizko jedné* a jestli hodnota A = 1 je skuteéné hrani¢ni. Pfi zduvodiiovani se uzily tyto
postupy:
o Pomoci tecny (SA1, SA4, SJ4, SI5)

(a) Protoze grafy obou funkei prochézeji poc¢atkem soustavy soufadnic a grafem funkce f je
primka se smérnici A, rozhodli se Zici porovnéavat smérnici této pfimky se smérnici tecny
ke grafu funkce y = sin(z) v bodé 0. Smérnice teény je hodnota prvni derivace funkce
v daném bodé, tj. sin’(zg)|zp=0 = cos(0) = 1. Tim zaci dosli k zavéru, ze pro A = 1 se
jedna o tecnu ke grafu funkce a teéna ma s grafem funkce jediny spoleény bod, a tedy ma
rovnice jediny kofen.

Zaroven pro A > 1 je smérnice pfimky vétsi nez smérnice tecny a z grafu bylo patrné, ze
pokud je jediny kofen pro A = 1, pak se jejich pocet neméni i pro A > 1.

Pozndamka: Zde byli zaci upozornéni na to, ze v tomto konkrétnim pfipadé maji pravdu,
ale pokud by sestrojili te¢nu ke grafu funkce sinus v jiném bodé nez pro z € {kr}; k € Z,
méla by teéna s grafem funkce jesté dalsi spoleény bod. Dale zaci vychazeli z toho, Ze
maji pravdu, ale nepodafilo se jim vymyslet divod, pro¢ pro A =1 ma te¢na pravé jeden

spole¢ny bod.

o Rozborem vlastnosti celé funkce.'* (SA2, SA3, SJ2, SJ1, SJ3, SJ6)

V tomto piipadé zaci Fedli rovnici h(z) = Az — sin(z) = 0, pficemz védéli, ze h(0) = 0.
Snahou bylo sestrojit graf zadané funkce h. Postup byl stejny jako v pfipadé vySetfovani

pritbéhu funkce: zaci stanovili prvni derivaci funkce: h'(z) = A — cos(z) a Tesili, kdy

13Né&které grafy byly pouze naértnuty, ale ve dvou piipadech (SJ1 a SJ3) byly sestrojovany ,piesné* pomoci

pravitka a Sablony na grafy funkei.
4. funkee h(z) = Az — sin(z).
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je tato funkce rovna nule (feSilo se setrojenim grafu funkce y = —cos(z) posunutym
o konstantu A). To zaky piivedlo k poznatku, ze pro A > 1 je graf derivace funkce cely
nad osou z (nebo se osy pouze dotyka). To vedlo k zavéru, ze dana funkce je pro tyto
hodnoty parametru A rostouci (neklesajici). Pro A > 1 je funkce rostouci a zaroven je
h(0) = 0, z toho zaci vyvodili, Zze pro tyto hodnoty parametru A nema rovnice vice nez
jedno feSeni. V ptfipadé A = 1 bylo rozhodnuto zjisténim funkéni hodnoty v bodech, kde
funkce h muze nabyvat extrému, tj. € {2k7}rez. Protoze se graf derivace funkce pouze
dotykal osy z a pro kazdou hodnoty rizné od 2km byl nad osou z, zaci rozhodli, Ze se
nejednd o bod extrému a funkce je rostouci i pro hodnotu A = 1. Derivace sice nabyva
hodnoty nula, ale pouze v jednotlivych bodech a v&ude mimo tyto body je kladni, a proto

funkce musi nutné rust.

(b) Na zakladé predchoziho piipadu zaci uréili, ze pro 0 < A < 1 bude mit pfimka y = Az
s grafem funkce sin(z) spolecny alespon jeden dalsi bod. ,Kdyz je to tefna pro A = 1, tak pro
A < 1, musime ziskat seénu grafu. Ta se s grafem sinu musi protnout alesponn v jednom dalSim
bodé.« (SJ2)

Zduvodnéni, pro¢ museji existovat alespon tii kofeny, bylo rizné, ale se stejnou myslenkou,

opirajici se o paritu dané funkce:

o ,Funkce fi g jsou liché, takze maji grafy symetrické pfes nulu, takze pokud se protinaji
i pro hodnotu zp # 0, museji se protinat i pro hodnotu —zg a uz jsme ovérovali, Ze nula je
kofenem vzdy. Pokud je tedy A < 1, dostaneme vzdy kofen nula a +xg, a pokud bude A

hodné malé, bude téch kofent jesté vie.* (SJ1)
o ,Funkce y = sin(z) je licha, funkce y = A -z je pro dané hodnoty A vzdy licha, kromé

A =0, tam splyva s osou z. Rozdil lichych funkei je zase funkce licha.“(SA2)

Uloha 7. Na obrazku je znazornén graf realné funkce f. Na zékladé grafu rozhodnéte, jak se
budou chovat grafy funkei y1 = f'(z) ay2 = F(z) == ]f(m) dz. (tj. urcete, kde jsou tyto funkce
rostouci, resp. klesajici, konvexni, resp. konkavni, zda maji maximum a minimum apod.).

Pozndmka: Grafy funkei f i F' si zkuste nac¢rtnout a u grafu F' volte F'(0) = 0.
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U této ulohy bylo ikolem zaku urdit vlastnosti a nacrtnout grafy funkei f” a F', pokud znali
graf funkce f.

Pozndmka: Byla pfipojena také informace, ze f’ je definovana a spojita pro véechna = € R.

Na zakladé uvedeného grafu zaci rozhodli, Ze rovnice f'(z) = 0 ma dvé FeSeni, konkrétné
7 < 0 a z3 = 0. Konkrétni hodnota z; se u jednotlivych zaku lisila, protoze zadany graf
neobsahoval ¢iselné udaje.

Zaci tento fakt zdivodnili tim, e graf funkce nabyvA maxima pro z = x; a pro 3 = 0
minima, a proto je v téchto bodech prvni derivace rovna nule. Tim zaci ziskali priseciky grafu
funkce f"s osou z, resp. osou y, protoze f'(0) = 0. Nulové body funkce f’ a jejich pocet vyfesili
spravné vsichni zaci.

Dalsim krokem bylo rozhodnout, ve kterych intervalech bude graf funkce f’ nad a ve kterych
pod osou z, kdy zéaci vychézeli z doplitujici podminky o spojitosti funkce f’. Ke spravnému feSeni
zaci pouzili vztah mezi monotonii funkce a znaménkem derivace: ,,Pro zaporné hodnoty az do
xq a pak pro vSechny kladné hodnoty funkce roste, takze derivace bude nad osou z. V intervalu
od z1 do z2 = 0 bude graf f’ pod osou z.* (SA1) Tuto ¢ast vytesili vSichni zaci spravné, vyjma
(SA3), ktery tuto tilohu dale nefesil.'?

Pozndmka: Pokud zik nevédél, jak tulohu fesit, byla polozena jedna z névodych otéazek:

»Kdyz uréujete extrém funkcee, jak k tomu pouzivate derivaci? Jak mizete vyuzit derivaci, abyste

15 Ani s navodnymi otizkami nedokazal daldi ¢asti vyfegit.
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zjistil /a, jestli je funkce rostouci nebo klesajici?, coz zaka pfivedlo na spravné feSeni, pfipadné:
» Vezméte si néjakou funkei, ktera je rostouci, resp. klesajici, a uréete, jaké vlastnosti bude mit
jeji derivace?* V téchto piipadech zaci nejcastéji uzivali linedrni funkce a funkci y = 22.

Poslednim tikolem bylo uréit monotonii funkce f’. K tomu Zzaci vyuzili konvexnost, resp.
konkavnost grafu ptuvodni funkce nasledujicim zptsobem: ,,Pokud je ptivodni funkce na néjakém
intervalu konvexni, tak jeji derivace musi na tomto intervalu rist, protoze vlastné uvazujeme
derivaci jako novou funkei a druhé derivace bude derivace té, kterou hledame. Funkce je konvexni,
pokud je jeji druha derivace kladné, a protoze je druhé derivace derivaci té prvni, tak prvni
derivace je rostouci. Kdyz bude konkavni, bude klesajici.* (SJ1)

Konvexnost a konkavnost ptivodni funkce spravné vytesilo pét zaki.'® Ostatni se dopustili
chyb, konkrétné zamény znaménka druhé derivace pfi interpretaci konvexnosti/konkavnosti.

Pouze zaci (SJ1 a SJ6) spravné urcili, ze limy , o f'(z) = 0. Jejich zduvodnéni bylo opfeno
o uziti teény ke grafu funkce: ,,Z ptuvodniho grafu je vidét, ze pro & — 400 se funkéni hodnota
blizi néjakému kladnému éislu. Kdyz budeme brat derivaci jako smérnici teény, bude muset byt
rovnobézni s osou z, a proto bude derivace v nekoneénu nulova. O limité dérivace v minus
nekone¢nu nelze nic fict s uréitosti.“ (SJ6). Zbyli zaci tento fakt nezohlednili.

Vysetfeni chovani funkce f’ bylo nezbytné pro spravné vyieseni druhé ¢asti, vySetfit chovani
funkce F'. Kromé zaka (SA3) byl postup feSeni takovy, ze zaci ,,spojili* ziskané informace o funkei
f a f’ tak, ze z vlastnosti funkce f urcovali monotonii a extrémy a z funkce f’ potom konvexnost,
resp. konkavnost funkce F'

1

Pozndmka: Nékteii z4cil” zvolili vlastni pfeznaceni funkei, napt. g(z) = F(z), ¢'(z) = f(z)

a ¢'(x) = f'(z). Jejich zduvodnéni bylo takové, ze: ,,S novym oznacenim je jasnéjsi, jaké vlast-
nosti maji z grafi urcovat.“ (SA1)

Nasledny postup vypadal tak, ze si zaci rozdélili R na jednotlivé intervaly a spojenim
vlastnosti f a f’ uréovali vlastnosti funkce F', napf. ,Na intervalu (—oo; —8) je f zaporna a f’
kladna. Funkce F' zde tedy bude klesajici a konvexni...“ (SJ6). Celkové tuto ulohu zcela spravné
vytesili ¢tyfi zaci (SA1, SA3, SJ4 a SJ6). Ostatni zaci se dopustili ur¢itych chyb v interpretaci
prvni a druhé derivace a jejich vyznamu pro vlastnosti grafu funkce F. Naértky grafa funkei F

a f’ jsou na obrézcich 4 a 5.

163A1, SA2, SJ1, SJ4 a SJ6
179A1, SJ5 a SJ6
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Obrazek 4: Nakresy grafa f’ a F' z testu II tloha 7 (SJ6)

Uloha 10. Mame kuzel s danym polomérem podstavy R > 0 a danou vyskou H > 0. Tento

kuzel je napoustén vodou. Uréete pfedpis funkce udavajici zavislost objemu V napusténé vody
na vysce h ,vodniho sloupce* v pfipadé, ze:
(1) Napoustény kuzel stoji na kruhové pod-
stavé.
(2) Napoustény kuzel stoji ,na Spic¢ce”.

(3) V pripadech (a) i (b) urcete, jak se bude

chovat prvni derivace, resp. prirustek této

funkee.
U této ulohy méli zaci moznost postupovat bud pomoci integralniho poc¢tu (ur¢it objem rotac-

niho télesa vzniklého rotaci grafu funkce f kolem osy ), nebo pomoci vztahi pro objem kuzele
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Obrazek 5: Nakresy grafu f’ a F' z testu 1l aloha 7 (SA1)

a kuzelové usece. Druhy zptsob si vybralo 6 z 10 zaka a vyuzili pii ném (1) podobnost troju-
helniki, (2) vzorce znamé ze stereometrie (viz obrazek 6 a 7). Pfi feSeni prvnim zpusobem zaci
vyuzili uvedenou napovédu (vzorec uvedeny v zadani). Problém, se kterym se zaci u tohoto po-
stupu potykali, spodival v sestaveni pfedpisu linearni funkce tak, aby spliiovala dané podminky
kuzele v piipadé, ze ,stoji na podstavé” a bylo nutné, aby graf linearni funkce prochazel body
[0; R] a [H;0]. V tomto pfipadé postupovali tak, ze ur¢ili rovnici pfimky prochazejici danymi
body a nasledné z rovnice pfimky vyjadfili proménnou y pomoci . P¥ipad, kdy napustény kuzel
,»Stoji na §picce”, byl pro zaky jednodussi, protoze graf funkce prochézel pocatkem, a stacilo tedy
jen ur¢it konstantu k tak, aby graf funkce f : y = k- z prochazel pozadovanym bodem [H; R].
Po sestaveni spravnych predpisi funk(:é (pro oba pfipady) se zaci pokusizli sestavit integral podle
uvedeného vzorce: V =7 - Ah (g:ﬂ) draV =m- Ah (—gx + R) dz kde y € (0; H).

Prvni z uvedenych integralu zaci pocitali ,,pfimo*:

h 2 2 h 213
R R o TR°h
~ (E*‘) do=ni [ 2=

Druhy z integrala fesili dva zaci nejprve upravou integrandu podle vzorce a nasledné roz-

délenim na soucet tii integrali:

h 2 2 h 2 h h
R R R
?T-A (—E::c—l—R) dxzw-ﬁ-l $2dm—2‘ﬂ—E-Amdx+w‘R2-£ld:t:,

h3
&fmz po tpravé dosli k vysledku V =7 - R?- [ -— ).
Clmz po uprave dosl vyslediku m (3H2)
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Druhy integral zaci fesili substitu¢ni metodou, jejimz pouzitim se také dobrali spravného
vysledku. Pouze jim trvalo delsi dobu, nez vyslednou funkci upravili:

h( i R)2 dz I g
P R - = v dy=...
L H R Jr

Podulohu (c¢), zabyvajici se pfirastkem danych funkei zaci Fesili pomoci derivaci ziskanych
funkei nebo odhadem. Vsichni uréili (nékteii'® nejprve i bez uziti derivace), ze funkce udavajici
objem v zavislosti na vysce bude rostouci. Argumentovali tim, ze: ,Se zvétSujici se vyskou neni
mozné, aby objem kuzele klesal, at je postaven jakkoli.“(SJ5)

Dalsim argumentem pro rozdilné pripady chovani pririistku bylo, zZe , Kdyz kuzel stoji na
§picce, pri¢itame stale vétsi ,pasy“, a tedy prirastek roste.”“(SJ2) Stejnym zpasobem zaci zdi-
vodnili i to, Ze pii opa¢ném umisténi kuzele pfirastek klesia. Kdyz byli zaci dotazani, jak by své
tvrzeni dokazali, odpovédéli, ze pomoci prvni derivace by ovérili, ze funkee je rostouci, a nasledné
pomoci druhé derivace by uréili, jestli prvni roste, nebo klesa. Takové ovéfeni chovani priristku
funkee bylo provedeno zaky SAL, SA3, SJ3, SJ4 a SJ5.

Obrazek 6: Reseni tlohy 10b (SJ5)

18944 a SJ5
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Obrazek 7: Reseni ulohy 10a (SJ5)

5.3.4 Shrnuti vysledka Testu II

V tomto testu bylo nutné, aby si zaci u nékterych tloh sami vhodné zvolili zptisob TeSeni, tj. aby
si zvolili metodu a spravneé ji pouzili. Je nutné zminit, ze témér vSichni testovani zaci se pokusili
vyTesit vSechny zadané ulohy i pFislusné podilohy a ve vétsiné pripadi se to nakonec podafilo.
Rozdil byl pouze v tom, Ze nékteré zaky bylo vice tfeba ,navést” na moznou cestu k FeSeni.

Test ukazal, ze zaktm délaji vétsi potize ulohy, které vyzaduji vyuziti teorie (ulohy 1 a 3).
Ulohu 1 zAci vyfesili, avSak jen malo z nich dokazalo odvodit obecny zéavér. Vétsinou stanovili
zavér na zdkladé konkrétné zvolenych piipadia a jen malé ¢ast zdka dokazala formulovat a zdi-
vodnit, pro¢ tvrzeni plati/neplati pouze na zakladé vlastnosti dané funkce. Podobné i uloha 3a,
kde zaci v nékterych pripadech vychazeli z mylné predstavy, ze tefna ma s grafem vizdy pouze
jeden spole¢ny bod. Kdyz byli seznameni s platnosti tvrzeni v uloze 3a, podalohu 3b) pak vy-
fesili i zduvodnili bez obtizi. Pokud zvolili druhy zpusob feSeni (vySetfeni pribéhu), dobrali se
feSeni obou tloh bez obtizi.

Dalsi rozdil, ktery z testu vyplynul, byl rozdil v uchopeni a feseni ,,podobnych* tloh 1 a 9.

Zatimco v uloze 9 byla funkce zadana konkrétnim predpisem a s FeSenim si zaci ve vétsi mife
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poradili, u dlohy 1 byly uvedeny pouze vlastnosti funkce f a zaci se neméli o co opfit. Z toho
divodu vyvodili spravné zavéry volbou konkrétnich funkei, ale jen mala cast zaku dokézala
argumentovat pouze na zakladé vlastnosti dané funkce.

Ulohy 2, 4 a 6, které byly zaméreny na aplikaci integralniho po¢tu, ne¢inily zadné problémy.
Pouze u ulohy 2 se vyskytly pfipady chybné tvahy ohledné toho, ze obsah plochy ,mezi“ grafy
funkei je vzdy uréity integral z rozdilu. Zde zaci spravné pouzili uréity integral na vypocet obsahu
plochy, ale jen néktefi si ovérili, jestli se na uvedeném intervalu neméni to, ktera funkce nabyva
vétsi hodnoty, a jestli tedy neni nutné uréity integral rozdélit na vice ¢asti.

Ulohy 5, 8a a 9, zaméFené na pouziti pojmii z teorie funkei, spojitosti a limity, zaci vytesili
zdarné. K feSeni zaci ¢asto vyuzivali grafickou interpretaci pojmi, pfi¢emz jim pomohly nacértky
grafu (pfevazné u uloh 5 a 8a).

Ulohy 7, 8b a 8c, které se tykaly pribéhu funkce a jeho pouziti, ukazaly, ze zakiim se lépe
fesily tlohy 8b a 8¢ nez tloha 7. Diuvodem muze byt opét to, ze v tloze 8 byla funkce presné
zadana a pfislusné podulohy mohly ziky navést na pouziti prubéhu funkce k jejich vyfeSeni.
U tlohy 8 sice také zadani navadélo k vySetfeni prubéhu funkee, ale nebyl zde zadny predpis.
Z4ci sice i zde pouzili postup pro vySetfeni pritbéhu funkee, ale ne ve viech piipadech se jim
podafilo spravné vyvodit v8echny vlastnosti funkce f potazmo F.

Ulohu 10, ktera méla piivodné zasahovat jak do integralniho tak diferencialniho poétu, byla
vyTeSena vSemi zaky uspésné. Neéktefi zaci sice obesli vyuziti integrilu a tlohu fesili pomoci
vzorcd na objem kuzele a komolého kuzele, ale hledanou funkci nasli. Zde se nabizi otéizka,
jak by zaci ulohu fesili, kdyby téleso mélo jiny tvar nez kuzel a odpadla by moZnost vyuzit
poznatky ze stereometrie. Ve vysledku se riznymi zpusoby zakium podafilo stanovit piedpisy

funkei v dlohéch 10a i 10b. Poduloha 10c¢ byla vSemi zaky vysvétlena spravneé.
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KAPITOLA O

Diskuse a zavér

Cilem prace bylo popsat zptisob vyuky zakladi matematické analyzy v konkrétnim seminéfi, kde
se tato latka probirala, a nasledné ovéfit schopnost ziku samostatné feSit tlohy z této oblasti
matematiky formou souboru didaktickych testi a jejich nasledného rozboru.

Pozorovana vyuka obsahla vS8echna témata, kterd se v ivodnich kurzech matematické ana-
lyzy bezné objevuji. Zaci zde ziskali urité teoretické zaklady, které sice nebyly vidy ,korektné
dokézéany, ale u nichz byla vzdy vysvétlena podstata ¢i moznost jejich vyuziti pii feSeni tloh.
Dale také méli moznost ziskat fadu praktickych zkuSenosti s vypoéty a feSenim ruznych pro-
blémt béhem procvic¢ovacich ¢asti hodiny, kdy méli samostatné fesit rizné tulohy. Béhem vyuky
méli Zéci moznost doptavat se na dopliujici otdzky a aktivné se zapojit do diskuse ¢i odvozovani.
Této moznosti vyuzivali néktefi zaci vice, jini méné. Prevazné dobré vysledky pribéznych testi,
které zaci béhem pritbéhu seminéie psali, ukazuji na to, ze zaci byli schopni znalosti skuteéné
pouzit pfi samostatném feSeni problémi. Je tedy mozné fici, ze seminaf splnil sviij ucel.

Cilem obou testit bylo ovéfit schopnosti zaki, kteff prosli viukou v seminafi AaMa,! Tesit
konkrétni tlohy z diferencidlniho a integralniho poétu. V kapitole 4 byly uvedeny nékteré pfi-
klady funkei, s nimiz méli zaci udélat uréity pocetni tikon, ktery zavedla vyucujici béhem vyuky
v pozorovaném seminafi. Obdobné tlohy méli zaci FeSit v prvnim testu.

Vysledky prvniho testu ukizaly, ze ulohy, které jsou formulovany tak, ze je zaktim v zadani
feceno, jaky pocetni itkon maji se zadanou funkei provést, jsou zaci skutetné schopni vyfesit.
V nékterych piipadech sice s vyuzitim poznamek & napovédou, ale s témito formami pomoci
vétsinou tlohy zdamé vytesili. Pokud se pfi feSeni jednotlivych tloh vyskytly chyby, jednalo se

témét vidy o chyby numerické, tedy takové, kdy se zak béhem svého postupu dopustil néjaké

!'Nebo absolvovali obdobnou vyukou na jiném gymnaziu.
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nepresnosti (zapomnél zapsat zavorku, nezménil znaména z + na — apod.). Chyby toho druhu,
ze zak nevédél, co ma s danou tlohou délat, se vyskytly pouze ojedinéle, a to u ulohy 4h a 4j
a 41 z integralniho poé¢tu, u kterych se néktefi zaci ani nepokusili o feSeni, pfipadné jej vzdali
po prvnich krocich.

V prvnim testu dopadly lépe tlohy z diferencidlniho nez z integralniho poctu. Je to mozné
vysvétlit tim, Ze urceni derivace kteréhokoliv stupné z jakékoliv elementarni funkce, je procedu-
ralni uloha. Pokud k tomu pfipo¢teme je$té moznost vyuzit poznamky, resp. napovédu, pak
by pro zaky nemélo byt takika zidné zadani nefesitelné. To plati za pfedpokladu, ze si béhem
vypoctu ohlidaji spravnost vSech provedenych krokia. Oproti tomu tlohy na vypocet integralu,
at urc¢itého nebo neurcitého, v nékterych pfipadech vyzaduji uréity ,trik“ nebo vhodné upra-
veni zadané funkce, bez ¢ehoz nékdy neni mozné udélat ani prvni krok vypoctu. Rozdil v poétu
nevyfeSenych uloh v pfipadé diferencidlniho a integralniho poctu vsak vzhledem k celkovému
poctu tloh neni vyrazny, jak je uvedeno v tabulce 5.2.

Druhy test ukézal, ze Zaci jsou schopni ziskané poznatky aplikovat i na tlohy, kde neni
piimo specifikovano, jakou metodu by méli pouzit. Dokizi si sestavit urcity integral na zikladé
toho, co je jejich tkolem zjistit, propojit vlastnosti funkce s jeji derivaci a v nékterych pfipadech
korektné zduvodnit své zavéry. Jako nejvice problematické se zde ukazaly tlohy 1 a 3. V téchto
ulohéch, které jsou bud ,,pfilis obecné” (tloha 1), nebo se jedna o zadani, které se ve vyuce bézné
nevyskytuje (iloha 3), méli zaci nejvétsi problém zduvodnit, pro¢ ur¢ité tvrzeni plati/neplati
pravé za danych podminek. Ulohu 3 sice nakonec vyfesili vichni zaci, ale bylo tieba je hodné
navést, jakym zptsobem se k feSeni mohou dostat. U tulohy 1 jen malo zaki dokizalo zdivodnit
sviij zavér pro obecny tvar funkce a nikoliv volbou konkrétnich funkei. Zbylé dlohy pak zaci
vyTesili vét§inou zdarné véetné argumentace, i kdyz s vyuzitim poznamek.

Otazky, které se dale nabizeji, jsou: (1) Jaké by byly vysledky v pfipadé, ze by se o FeSeni
testi pokusila jind skupina zaki nez ta, ktera se zacastnila testovani? (2) Jak velky rozdil by byl
v pripadé, ze by zaci méli ulohy fesit skuteéné pouze svépomoci, tj. bez poznamek a moznosti
napovédy? (3) Jaké by byly vysledky v pfipadé, ze by se testovani zacastnila vyrazné veétsi
skupina zaka? (4) Jaké by byly vysledky druhého testu, pokud by v ném byly pouzité jiné
tlohy? Vechny tyto faktory totiz jisté mély vliv na vysledky testovani.

Na zakladé uvedenych zjisténi a za danych okolnosti lze Tici, Zze testovand skupina muze
predstavovat priklad toho, Ze Zaci jsou nejen schopni fesit lohy z diferencidlniho a integralniho

poctu, pricemz praktické ilohy maji lepsi vysledky nez tlohy teoretické, ale v nékterych piipa-
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dech také spravné zdiavodnit své zavéry. Stfedoskolska vyuka matematické analyzy tedy pfinasi
zakium tadu novych védomosti a dovednosti, z nichz mnohé jsou zaci dale schopni samostatné

pouzivat. Tyto znalosti jim ziejmé dobfe poslouzi pii jejich dalsim pfipadném studiu.

90



Literatura

[1] Barbé, J., Bosch, M., Espinoza, L., & Gascon, J. (2005). Didactic restrictions on teachers’
practice — the case of limits of functions in Spanish high schools. Educational Studies in

Mathematics 59, 235-268.

[2] Bressoud D., Ghedamsi 1., Martinez-Luaces V., & Toérner G. (2016). Teaching and
Learning of Calculus. Springer. https://link.springer.com/content/pdf/10.1007%
2F978-3-319-32975-8.pdf

[3] Donaldson, M. (Ed.). (1963). A Study of Children’s Thinking (1st ed.) Routledge. https:
//doi.org/10.4324/9781315013336

[4] Hruby, D., & Kubat, J. (2008). Diferencidlni a integrdlni pocet. Prometheus.

[5] Jarnik, V. (1953). Diferencidlni pocet I: Uvod do poctu diferencidlniho. Vydavatelstvi Ces-

koslovenské akademie véd v Praze.
[6] Kopacek, J. (2004). Matematickd analyza nejen pro fyziky I (4. vydani). MATFYZPRESS.

[7] Lerchova, T. (2018). Diferencidlni a integrdlni pocet v éeskiyjch ucebnicich matematiky [Di-
plomova prace, Masarykova univerzita, Pfirodovédecka fakulta]. https://is.muni.cz/th/

ngt77/.

[8] Mikul¢ak, J. (2007). Jak se vyvijela pedagogika matematiky ve druhé poloviné 20. stoleti.
In: Be¢varova, M., & Becvar, J. Matematika v proméndch veki V (s. 249-315). MATFY-
ZPRESS https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/400882

[9] MSMT, (2021). Rdmcovy vzdéldvaci program pro gymmndzia. https://www.edu.cz/

rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy

[10] Odvarko, O. (2008). Funkce. Prometheus.

91


https://link.springer.com/content/pdf/10.1007%2F978-3-319-32975-8.pdf
https://link.springer.com/content/pdf/10.1007%2F978-3-319-32975-8.pdf
https://doi.org/10.4324/9781315013336
https://doi.org/10.4324/9781315013336
https://is.muni.cz/th/ngt77/
https://is.muni.cz/th/ngt77/
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/400882
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy

[11]

[12]

[13]

[18]

[19]

Odvarko, O. (2008). Goniometrie. Prometheus.

Orton, A. (1983). Students’ Understanding of Integration. Educational Studies in Mathe-
matics, 14 (1), (pp 1-18). http://www. jstor.org/stable/3482303

Pelajova, V. (2017). Vyuka integrdlniho poctu na strednich skoldich |Bakalaiska prace,
Masarykova univerzita, Piirodovédecka fakulta]. https://is.muni.cz/th/c94ta/Vyuka_

integralniho_poctu_na_strednich_skolach.pdf.

Riecan, B., & Vanatova, L. (1980). Matematika pro gymndzia, sedit 7. Statni pedagogické
nakladatelstvi.

Svaricek, R., & Sedova, K. (2007). Kuvalitativni vjzkum v pedagogickyjch véddch. Portal.

Trkovska, D. (2015). Historicky vijvoj geometrickijch transformaci. Katedra didaktiky ma-
tematiky MFF UK. http://eudml.org/doc/271665

Winslew, C. (2013). Mathematical analysis in high school : a fundamental dilemma.
https://www.researchgate.net/publication/237092247_Mathematical_analysis_

in_high_school_a_fundamental_dilemma

Zemek, V., Zemkova, K., Kralova, M., Navratil, M., & Kozak, P. (2019). Matematika pro
stredni skoly - 10. dil. Didaktis.

Description of the Advanced Mathematics Programs and Cur-
riculum. (2015). TIMSS Advanced. http://timssandpirls.bc.edu/
timss2015/international-results/wp-content/uploads/filebase/
advanced/advanced-mathematics/M11. -programs-and- curriculum/M11_1_

adv-math-description-of-advanced-math-programs-and-curriculum.pdf

92


http://www.jstor.org/stable/3482303
https://is.muni.cz/th/c94ta/Vyuka_integralniho_poctu_na_strednich_skolach.pdf
https://is.muni.cz/th/c94ta/Vyuka_integralniho_poctu_na_strednich_skolach.pdf
http://eudml.org/doc/271665
https://www.researchgate.net/publication/237092247_Mathematical_analysis_in_high_school_a_fundamental_dilemma
https://www.researchgate.net/publication/237092247_Mathematical_analysis_in_high_school_a_fundamental_dilemma
http://timssandpirls.bc.edu/timss2015/international-results/wp-content/uploads/filebase/advanced/advanced-mathematics/M11.-programs-and-curriculum/M11_1_adv-math-description-of-advanced-math-programs-and-curriculum.pdf
http://timssandpirls.bc.edu/timss2015/international-results/wp-content/uploads/filebase/advanced/advanced-mathematics/M11.-programs-and-curriculum/M11_1_adv-math-description-of-advanced-math-programs-and-curriculum.pdf
http://timssandpirls.bc.edu/timss2015/international-results/wp-content/uploads/filebase/advanced/advanced-mathematics/M11.-programs-and-curriculum/M11_1_adv-math-description-of-advanced-math-programs-and-curriculum.pdf
http://timssandpirls.bc.edu/timss2015/international-results/wp-content/uploads/filebase/advanced/advanced-mathematics/M11.-programs-and-curriculum/M11_1_adv-math-description-of-advanced-math-programs-and-curriculum.pdf

Seznam obrazkii

o e (4] b2

-1 o=

Tabulka tloh, jejich popis a primérné bodové skore jednotlivych skupin. (Zdroj
[12], str. 3) . . . . 28
Tabulka klasifikace chyb a popis uloh, kde se vyskytly (Zdroj [12], str. 5.) . ... 29

Nakres k odvozeni teény ke grafu funkee . . . . . .. .00 47
Nacrtek grafu k rozliSeni typt extrémta . . . . . . .. . ..o o4
Nakres k vysvétleni pojmi konvexnost a konkévnost funkee . . . . . .. . .. .. 50
Reseni tlohy 3b1, 3b2 (SJ5) . . . . . . . 70
Oprava FeSeni tlohy 3b2 (SJ5) . . . . . . .. .. 71
Reseni tlohy 3b1, 3b2 (SA3) . . . . . . . ... 71
Nékresy grafi f' a F z testu [l aloha 7 (SJ6) . . .. ... ... ... ... .... 83
Nakresy grafu f' a F z testu Il uloha 7 (SAL) . . .. ... ... ... ... .... 84
Reseni wlohy 10b (SJ5) . . . . . . 85
Reseni wlohy 10a (SJ5) . . . . . o o i 86
Obsah S’ pii délenf intervalu (a;b) na ¢tyfi diléi imtervaly. . . . . . . ... .. .. 106

Obsah S pri déleni intervalu (a;b) a obsah Sy pfi volbé kratsich dil¢ich intervali. 107

93



Seznam tabulek

2.1

3.1
3.2

41

o
[ -

o
(L]

Al

Témata matematické analyzy vyucovana v jinych zemich . . . . .. ... ... .. 26

Piehled probiranych témat a po¢tu pozorovani béhem jednotlivych mésica . . . . 36

Charakteristika zakt z jinych gymnazii . . . . . ... . ... ..o 37
Prehled zakladnich derivaci . . . . . . . ..o oo oL 41
Ulohy z diferencialniho poftu . . . . . . . . .. . .. ... ... 73
Piehled zptsobi feSeni jednotlivych zaka . . . . .. . ... .. 000 76
Ulohy z integralniho poétu . . . . . . . . .. .. . ... . ... ... 77
Piehled zakladnich primitivnich funkei . . . . . . .. .o o000 0L 97

94



Piilohy



PRiLOHA A

Pozorovani vyuky integralniho poctu

Po ukonéeni diferencidlniho poétu i s jeho vyuzitim na hledéni extrému a vySetfovani pribéhu

funkce U ve vykladu pfesla na dalsi téma, integrdlni pocet.

A.1 Zavedeni pojmu primitivni funkce
Integrovani funkce bylo zaktm pfestaveno, jako ,opaéna operace k derivovani“.

U: ,,Pokud mate danu funkci f a zname jeji derivaci f’, pak integraci funkce f
ziskame opét funkei f. Vysledkem integrace néjaké funkce f je funkce F, pro kterou
plati F’ = f. Pro integrovani se uziva zapis /f(a:) dz = F(z), které ¢teme jako:
neurcity integral z funkce f je funkce F. Funkce F' se nazyva primitivni funkce

k funkci f.*

Na zikladé tohoto zavedeni méli zaci za tikol stanovit primitivni funkei k funkei f : y = 22

Postup feSeni zaku vypadal nasledovné: 1) Zaci se snazili najit funkei, jejiz derivace obsahuje
x2. Brzy pfigli na to, Ze takovou funkei je y = z3. 2) Derivovali tuto funkci a uréili ¥ = 322,
coz nebyla hledana funkce. 3) Protoze se ale jednalo ,skoro“ o hledanou funkei (byla pouze
vynasobend ¢iselnou konstantou), vyuzili zaci tvrzeni o derivaci nasobku funkce. 4) Neznamou
funkei tedy hledali ve tvaru y = A-z2%, kde A je neznamy parametr. 5) Zderivovanim této funkce
2

s parametrem Z4ci ziskali tvar ¥’ = 3Az2. 6) Porovnanim 3y = 22 a ¢/ = 34 - 22 zjistili, ze

1
hledana hodnota parametru je A = 3
Pozndmka: U nechavala zakam ¢as, aby mohli problém vyfeSit a nezasahovala do jejich

nvah.
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3
. x
Zéci tedy timto postupem wrcili, ze [2? dz = 3 U se jich nasledné zeptala, jestli
by dokazali uréit primitivni funkei i k y = #*. Stejnym zpiisobem zaci vyfesili i tento tikol.
$m+l
Z uvedenych dvou tloh vyplynulo tvrzeni zéki, ze [z™ dz = T prom e R\ {-1}.
m

Platnost tohoto tvrzeni si zaci sami dokazali zderivovanim vysledné funkce.

Fakt, Ze z mnoziny v8ech realnych ¢isel byla vynata -1, byl pro zaky zpocatku prekvapivy, ale

1
vzhledem ke znalosti vztahii pro zékladni derivace si zaci brzy vzpomnéli, ze [In(z)]’ = — = =71,
x

1
takze [— dz = [z~ dz = In|z|.! Pomoci zndmych vztahti pro derivace funkei poté snadno
x

odvodili zakladni primitivni funkce (viz tabulka A.1).2

Tabulka A.1: Piehled zakladnich primitivnich funkci
f@) | Jf(z)da

c c-x prozeRacelR

z™ f;: proze RameR\ {-1}
1 -0) ; .
z In|z| | pro z € (—o0;0) a = € (0;+00)

cos(z) | sin(z) |prozelR

sin(z) | —cos(z) | pro z € R

T a®

@ proz € Raa e (0;+00) \ {1}

Na rozdil od diferencidlniho poétu ma integralni poéet omezeny zptsob vypocti, které lze
provést pomoci vzorei. Prvni dilezitou skutecnosti tykajici se primitivni funkce, se kterou byli
zaci seznameni, byla existence nekone¢né mnoha primitivnich funkei F' k dané funkei f, které se
v8echny 1i8i nejvyse o konstantni funkei.

U zapsala na tabuli: ,, Je-li F' primitivni funkce k funkei f, pak funkce G(z) = F(z) 4 C je také
primitivni funkei k funkei f pro C € R.*

Dokazat toto tvrzeni nebylo béhem vyuky nijak obtizné, protoze se opira o derivaci rozdilu

funkei, coz zaci znali z pfedchozich hodin. Timto tvrzenim zaci ziskali dilezitou informaci i pro

spravny zapis primitivni funkce:

ff(m) dz = F(z) + C.

!Skute¢nost, Ze primitivni funkei k % je In|z| a nikoliv pouze In(z), byla v hoding U odivodnéna tim, Zze Dy

pivodni funkce je celé R\ {0}, takZe i primitivni funkei musime hledat na této mnoZiné.
*Hlavni bylo uréeni spravné primitivni funkce. Na uréeni maximéalnich intervali, na kterych plati F’(z) = f(z),

se neklad] pfiligny duraz.
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A.2 Metody vypoctu primitivni funkce

Pii zavadéni metod integrace se U opirala o jiz znamé tvrzeni o derivacich. U: ,Pokud si u in-

tegrace chcete udélat ,zkousku*®, stac¢i, kdyz vyslednou funkci zderivujete.”

Neurcity integral z nasobku, soud¢tu a rozdilu funkei

U v hodiné vyslovila vétu? (1.7) o linearité neur¢itého integralu a nechala na zacich, aby zkusili
dokazat jeji platnost. Uvedena véta byla formulovana pfimo pro linearni kombinaci funkei f a g,
takze zaci méli ovéfit platnost vztahu [ f(z) + k- g(z) = F(z) + G(z) + C.

Postup byl takovy, ze vyslednou funkei F(z) + k - G(z) + C zaci zderivovali. Protoze znali
pravidla pro aritmetické operace s derivacemi, v8ichni, ktefi se o TeSeni pokusili, dospéli ke
spravnému zavéru, ze tvrzeni plati.

Priklad (Zadano vyudcujici, zaci fedili samostatné.) Spoctéte nasledujici neurdity integral:
/2x — 3sin(z) — 4% dz.

ReSeni: Zaci si ovéfili, ze zadana funkce je spojita na R a skladi se z elementirnich funkei
pomoci operaci + a —. (Ovéfeni bylo spiSe formélni: ,VSechny uvedené funkce jsou znamé
a spojité na R, takze i uvedena funkce je spojitd.“) Za pomoci tabulky primitivnich funkeci

a uvedené véty postupovali nasledovné:

[2m—3sin($)—4m d::c:/2a: dm—/3sin(;t:) d,'::ti—/ﬁlm dzx =
:2-/xda:—3-/sin(a:) d::c—/ﬁlmd:t::

z? i
=2- ?4—3.005(1:) — @4—0, takze
2 4
S 1 4% — . -
/23: 3sin(z) — 4% doz = z° + 3 - cos(z) () +C.

3 str. 16
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V obou skupinich seminafe se vyskytl zpisob feseni, kdy po rozdéleni daného integralu na

tFi rizné neurdité integraly byla ke kazdému dil¢imu vysledku pfipsana jina integracni konstanta:

/2;!:—35111(3:)—4"“dm:/Zxdx—/Elsin(:B) da:—/tl“‘" dz =
:2-[$dm—3-/sin($)dm—/tlmdx:

2 T

x
:2'?+C]+3‘COS($)+CQ—F4)+G3.

U: ,,Ano, i timto zptisobem muzete postupovat. Jen byva zvykem u vysledku uvadét pouze jednu

integra¢ni konstantu. Ve vasem pfipadé stacéi vzit C = Cy + Cy + C3.

A.2.1 Metoda per partes

Tato metoda byla v hodiné odvozena ze vztahu pro derivaci sou¢inu funkei tak, ze U zapsala na

tabuli vztah pro derivaci sou¢inu a nasledné umistila na obé strany rovnosti symbol integralu:

f(z)  9(@)) = £(2) - 9() + £(z) - ¢ (2)
/ [£(2) - 9(2)]' dz = ] [F(2) - 9(z) + f(2) - ¢ (2)] do

U: ,Jak miZete tuto rovnost upravit?“
»Na levé strané se integral vyrusi s derivaci. Jde o opaéné operace.”

Z:
U: (Upravuje na tabuli na tvar:)

f@)-9@) = [ £(0)- @) do + [ 1(2) - ) d.

U: ,,Ostatni souhlasi?* (Nikdo z zaka nic nenamital.)
U: ,Dobfe, pfevedenim jednoho integralu na levou stranu rovnice ziskdme tvar:“

(Zapisuje na tabuli.)
[£@-s@) do = 1(0)-a(@) - [ 5(a)-d(@) da

U k metodé uvedla: ,Je nutné vhodné zvolit f'(z) a g(x). Jinak se muze feSeni ulohy naopak
vyrazné ztizit. Tato metoda vyzaduje cvik a byva zvykem vypisovat postup.“* - viz nasledu-
jici piiklad, ktery byl pouzit na demonstraci vyuziti metody per partes i jako ukizka spravné

a chybné volby funkei.

4To znamena béhem FeSeni vypsat, ktera funkce je volena jako f' a ktera jako g.
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Priklad (Zadano i feSeno vyucujici. Zaci navrhovali postup a zkouseli samostatné hledat FeSeni.)

Spodtéte uvedeny neurdity integral metodou per partes:

/m‘em dx

ReSenf: Pii ukizkovém feSeni byly pouzity obé volby funkef f/ a g. U se ptala zaki, kterou

funkei ma zvolit jako derivaci a kterou jako nezderivovanou, coz vedlo k témto vysledktm:
(1)

g=z — ¢g=1

/;t:-e“"‘“dm:;t:—e“""—\/l-em d:t::x-em—/emdx

/x-emdm:x—em—em—i—c

(2) U: ,Jak by se situace zménila, kdybychom zvolili funkce f’ a g obracens?*
2
flf=2 = f=% x? x?
/m‘emd::c; 2 —)/x-emda::—-em—/—-emdm
g=e® — g —=¢° 2 2
V tuto chvili nékteré ziky prekvapilo, 7e bude nutné metodu pouzit znovu. ReSeni se
rozdélilo na dvé moznosti (podle volby f' a g, pficemz jedna vedla k rovnosti 0 = 0.)

Druhé potom na tvar:

2 3
/3:2 T ff=% = =%
5 € dz;
g=¢"

takze:

2 3
/x-emdxzx-em—%-em+]%-emdm

V tuto chvili U upozomila zaky: ,VSimnéte si, ze touto volbou funkei bychom ziskavali stale
vy§8i mocniny z, a k hledané primitivni funkei bychom se nedostali.“ Zaci metodu jesté nékolikrat

aplikovali, coz vedlo k vysledku:
z2 3 2t
. eT d e x, _—— _ e
]mexe(m 2+6 24+)
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Z: 1 kdyz pouzijeme per partes spravné, mize to vést k ,horSimu® integralu nebo
to k vysledku nemusi vést viitbec?*

U: ,Ano, tato metoda rozhodné neni univerzalni a pfi nespravné volbé funkei, jako
pravé zde, k vysledku nevede. Obecné plati, Ze zadna metoda integrace neni univer-

zalni, a Casto je t¥eba je rizné kombinovat.”

Dalsi priklad, ktery byl z pohledu pocetnich technik p#i urcovani primitivnich funkei dilezity,
protoze obsahuje sikovny trik, byl nasledujici:
Uloha (Zadano vyucujici, zaci se méli o feseni pokusit samostatné.)

Spodtéte nasledujici neurdité integraly metodou per partes:

/1n(m)dx a /@dm

ResSeni:: Pii feSeni prvniho neurcditého integralu zaci namitali, Ze se nejedna o zadny soudin.
U ziky nechala chvili pfemyslet a po chvili jedna z zdkyn pfisla s napadem:

Z: ,Muzeme tu funkci zapsat jako 1-In(z) a pak pouzit metodu?*
U: ,Tim se funkce nijak nezméni a je ve tvaru soucinu, zkuste to.“
Z: (po chvili uvazovani jak zvolit funkce) zapisuje na tabuli:
f=Inz) — f =1
/ In(z) dz; () ’
g=1 - g==

/ln(;t:) dx:x.m(m)_/mé do =2 -In(z) —a + C.

Prvni reakei zakt na zadani druhého integralu bylo, ze uméji integrovat souéet, rozdil a soudin,

nikoliv vSak podil funkci. U poznamku komentovala tak, ze:

U: ,,Vztahy pro primitivni funkce jsme odvozovali ze vztaht pro derivace.

z) —g@)f() , _ f2)
2 T =

g*(z) g(z)

g tak, aby odpovidaly uvedenému vztahu, je vSak pfili§ niroéné a mnohdy nemozné.“

+ C'. Hledat funkce f a

!
Uréité by tedy platilo,ge/f(:l?)g(

Vzhledem k tomu, ze tématem hodiny byla metoda per partes, ktera souvisi s hledanim primitivni

In(z)

o v

1
do tvaru In(z) - —, ¢imz
z

funkce ze soucinu funkei, zaci brzy dostali napad. Piepsali funkci

se problém integrilu z podilu funkei zménil na dlohu, u které bylo mozné vyuzit danou metodu.
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Po prvnim kroku vsak nastal pro ziky problém:

[0) g 1) = r=d
z ,g"(::c):l — g=In(z)

T

/M dx:an(x)—/@ dz

x x

Uzitim metody dospéli k opétovnému uziti per partes. Tento fakt by nebyl sam o sobé prekva-
pivy.? ale problém byl v tom, Ze funkce, ktera se méla integrovat ve druhém kroku, byla identicka
s puvodni. V tomto okamziku byli zaci prekvapeni. Z jejich reakei a komentafu vyplynulo, Ze
nékteti si mysleli, Ze touto metodou dany integral spoéitat nelze. V tuto chvili pFisla U s feSenim

pomoci triku:®

U:,,Pokud si hledany integral oznadite jako neznamou I, dostane I = ]112(3:) —1I, coz

2
jednoduchou upravou vede na 2I = In?(z), a proto je i @ = w +C-
Stejny postup byl pouzit i pfi urcovani [ sin(z) - cos(z) dz.
Po této hodiné zaci mohli uréovat primitivni funkce ze souctu, rozdilu a souc¢inu funkei.
Substitu¢ni metoda

I v tomto pfipadé, stejné jako v pripadé per partes, se primitivni funkce odvozovala ze znéa-
mého vztahu pro derivace slozené funkee. Odvozeni samotného vypoétu vyucujici pak probihalo

néasledovné a bylo zapsano na tabuli:
[F(9(2))]" = f'(9(x)) - ¢' (),
[t do= [ o) - 4(@) da.
fla(a) +C = [ F(a(@)-4(@) do.

U: , Tuto rovnost mitzete v literature najit s oznacenim: [ f(g(z)) - ¢'(z) dz =
=F(g(z))+C.~
Postup pro integraci pomoci substituce byl ve vyuce provadén v nékolika krocich:

1) stanoveni vnitini a vnéjsi funkce,

"Béhem hodiny se fedily i tilohy, kde f byla ve tvarn soudinu polynomu a goniometrickych funkei, kde se

metoda vyuzva opakované.
657 : ;o . < -
Zaci znali elementirni Gipravy rovnic, ¢ehoz se zde vyuzilo.
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2) vnitini funkei oznacit jako novou proménnou y, z, t apod. (g(z) = t),

3) urceni derivace vnitini funkce véetné vyrazu dz a substituovanou funkei derivovat podle

t
nové proménné: (¢'(z) = Fras d(z) - dx = dt),

4) dosazeni substituovanych vztaha (¢ a dt) do predpisu funkee,

o
S

uréeni primitivni funkce v nové proménné,
6) zpétna substituce (vyjadfeni vysledné funkce pomoci proménné. z).

Z4ci se ptali, pro¢ je nutné vypisovat v rovnosti i vyrazy dz a dt. U odpovédéla: .,V pivodnim
piipadé dx znamend, ze integrujeme podle proménné z, tu ale ménime na novou proménnou t.
Pokud chceme integrovat podle nové proménné, musime vyraz dt nahradit piislusnym ¢'(z) - dz.
Podstata vyplyne u urcitych integrala.”
Uloha (Zadano vyucujici, zaci fesili samostatné podle doporueného postupu.) Spoctéte neurcity
integral:

/23: -sin(z?) dz.
ReSeni: Zaci postupovali podle jednotlivych krokii:
Vnitini a vnéjsf funkce: f(z) = sin(z), g(z) = 22 = (f o g)(z) = sin(z?),
Provedeni substituce: 22 =t — 2z = % — 2zx-dr=dt

Dosazeni a urceni primitivni funkce v nové proménné:

/23: -sin(z?) dr = /MM = /sin(t) dt = —cos(t) + C.
w o
Zpétna substituce: /2x -sin(z?) do = — cos(z?) + C.

U: ,Substituéni metoda nékdy vyzaduje upravu zadané funkce, protoze ze zadani nemusi
byt hned zfejmé, jakou substituci volit. Tim se mysli, Ze pFi samotné substituci za vnitini funkci
g(xz) = t nemusi byt zadana funkce pfimo ve tvaru f(g(z)) - ¢’(x), ale je napf. vynasobena
konstantnou.* Zaci tedy méli vice moznosti, jak substituci provést a danou funkei upravit: (1)
uréit vnitini funkei a jeji derivaci a ,vhodnou jednickou* podle potieby vynésobit ptvodni

funkei, (2) zvolit vnit¥ni a vnéjsi funkei obréacené.

- . dt .
"Znak ekvivalence v tomto pfipadé neni zcela korektni, protoze s vyrazem T se zachiazi jako se zlomkem
pii dpravé rovnice. U to bylo zdivodnéno tim, Ze tato metoda se odviji od urditych integralu, které byly z
L . . . s dt
historického hlediska dfive nez integraly neuréité a v prvnich intuitivnich pfedstavach se s vyrazem — skutefné

dr
zachizelo jako se zlomkem diky jeho geometrické interpretaci.
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Uloha (Zaci méli postupovat zcela samostatné.) Spo¢téte neurcity integral:

z
— d
/\/14—:132 v

ReSeni: Jelikoz zaci pracovali samostatné bez zasahovani vyucujici a pouzivali uvedeny dopo-

ruceny postup, vyskytly se u této dlohy dva zptsoby feSeni:

(1)

1

f(z) = ﬁ, g(z)=1+22= (fog)(m):ﬁ

g(z)=t, ¢'(z) =2z = 2z -de=dt
V zadani vSak bylo z dz nikoliv 2z - dz. Zadanou funkei tedy bylo nutné upravit. Zaci
pouzili vynasobeni ,,vhodnou jedni(:kou“ tak, aby ziﬂk&li hledan}" tvar a zaroven nezménili
. 1 _1
zadanouflmk(:l:fﬁd f\/_ §ft 2 =+t+C=
T — 2
= [ A= V1+az?+ C.

f\/l—i—;t:

1

f(@) = A 9(z) =2” = (fog)(z) = i

g(z) =1t, g(m):2m=>2m‘dm:dt

V zladz'mj bylo opét x dz a ne 211: -dzx, a tedy bylo nutné funkei upravit: f \/117 =
e

R V

Tento tvar vyzadoval dalsi substituci, protoze se opét jednalo o slozenou funkei. Zaci mohli

uréit [ 7 dt, ale nikoliv [ \/ﬁ

Druha substituce byla zvolena takto: g(t) =1+t =y = dt = dy, takze: % [ ﬁ =

1
—5-fﬁ=¢§+0:\/1+t+0=\/1+m2+0=>f—,1%,da::x/1+m2+c

Diky tomuto ptikladu zaci poznali, Ze substituéni metodu lze pouzivat vicekrat a ze pfi jiné

volbé vnitini funkce se mohou lisit diléi vysledky, ale vysledna primitivni funkce je vzdy stejna.

Neékteré piriklady neurditych integrald, které se béhem vyuky pouzily k procviceni.

Jedna se o ukizku nékterych zadani na uziti per partes a substituéni metody, které zaci samo-

statné Fesili v ramei procvicovaci ¢asti vyuky.

o f (22 —5)7 dz o f sin®(z) de o f sin(z) - cos(z) dz
o / 822 - (23 +2)° dx o / cos(7z) dzx o / e” - sin(z) dr
of[ﬂg%ﬂ&dz o[]n(:z:)dz: o[%dz

o f 72% - e® l dz o f 22 -sin(z) dz o f sin?(z) - cos?(z) dz
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A.3 Urcity integral

Po tématu neurdity integral vyuka pokracovala integralem urcitym, ktery byl nejprve zaveden
pomoci geometrického vyznamu. Na tabuli byl nakres grafu urcité funkce f, kterd nebyla blize
specifikovana predpisem.

U: ,Pokud chceme ur¢it obsah plochy pod grafem funkce f na intervalu (a;b), muzeme
postupovat tak, Ze tento interval rozdélime na tuseky a sestrojime obdélniky tak, aby vSechny
lezely pod grafem funkce f. Seftenim obsahi téchto obdélniki, jejichz vyska je rovna funkéni
hodnoté v krajnim bodé daného intervalu ( f(zo)) a sitka je rovna délce diléiho intervalu (ozn.
dz), ziskdme piiblizny obsah plochy pod grafem funkce.® P¥i zmengeni délek jednotlivych inter-
vali ziskime presnéjsi obsah. Pokud budeme délky délicich intervala stile zmenSovat, bude se
soucet obsahi blizit skute¢nému obsahu plochy pod grafem funkce f.° Pfesnou hodnotu obsahu
plochy nam da uréity integral z funkce f na daném intervalu. Jedna se o limitni prechod, kdy

pocet obdélniki jde k oo a zaroven itka obdélniki jde k nule.“ 10

U zavedla ur¢ity integral nasledovné: Necht f je redlna funkce definovana a spojita na (a;b)
a F je primitivni funkce k funkci f na tomto intervalu. Uréity integral z funkce f od a do b

oznacujeme f;’ f(z) dz a jeho hodnota je:

b
/a f(z) dz := F(b) — F(a).

b o«
a

Nékdy se pro vyraz F(b) — F(a) uziva i oznaceni [F'(z)]q.

Zde ptislo pro zaky vysvétleni zapisu uréitého a neurc¢itého integralu:

U: Duvodem, pro¢ se u integrali vyskytuje znak dz, je to, ze z hlediska historie
se difve TeSily integraly urcité nez neurdité. Urcity integral byl chapan jako soucet
nekonecné malych veli¢in, v tomto pfipadé obdélnika o vysce f(z) a sifce dz. Toto
oznaceni se pozdéji pieneslo i do neurditych integrali. Ze stejného duvodu se pro

integral pouziva znak [, protoze pfipomina pismeno S oznacujici obsah.*

Urcity integral z funkce f na intervalu (a;b) byl tedy zaveden jako ¢islo, jehoz hodnota udava

obsah plochy pod grafem funkce, resp. mezi grafem funkce f a osou z na daném intervalu, a lze

®viz obrazek 1
9viz obrizek 2

Nejedna se o doslovny piepis vykladu, ale o popis toho, jak vyuéujici vysvétlila zpiisob uréeni obsahu pod

grafem funkce.
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f(z)

S'= f(a)-dz + f(z1)-dr + f(x2) - do + f(x3)- dx

f(xs) - dzx

fla)-dr Al fas) - da

dzx

Obrazek 1: Obsah S’ pfi déleni intervalu (a;b) na ¢tyfi diléi intervaly.

jej urcit jako rozdil funkénich hodnot primitivni funkce F' v krajnich bodech (a;b). Nedokonalost
tohoto zavedeni v8ak byla zikim pfimo ukidzina na nasledujicim tloze:

Uloha Spoctéte nasledujici uréité integraly:

]ﬂ " in(z) do a £ " sin(z) da

Reseni: (Z postupovali samostatné.)
Zéaci urcili primitivni funkei F(z) = — cos(z).
Hodnota prvniho integralu byla tedy spocitana jako F(mw) — F(0) = — cos(w) + cos(0)) = 1.
Hodnota druhého integralu byla tedy spocitana jako F'(2w) — F(0) = — cos(27) + cos(0)) =
= —1+41 = 0. Vzhledem ke znalosti grafu funkce y = sin(z) na intervalu (0;27) bylo zakam
zirejmé, ze obsah pod grafem funkce neni nulovy.

Situace byla vyucujici vysvétlena tak, ze pokud je funkce f na daném intervalu kladni,

je kladny i obsah ohrani¢eny jejim grafem a osou z, pokud je ale funkce na daném inter-
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Obrazek 2: Obsah Sy pii déleni intervalu (a;b) a obsah Sy pii volbé kratsich dil¢ich intervala.

valu zapornd, je ¢iselnd hodnota obsahu také zaporna. To bylo demonstrovano na pfikladech
-1 1 2
3 3 .
/ x dx = —% / zdxr=0a / x dx = 3 Zaci na téchto prikladech vidéli, ze v nékterych
-2 -1 1
piipadech se obsahy pod grafem, resp. mezi grafem funkce a osou x odectou, protoze funkce na

zvoleném intervalu méni znaménko. Bylo tedy nutné rozliSovat dva piipady pfi vypoctu uditého

integralu. U rozdélila pfipady nasledovné:

(1) Spocteni ur¢itého integralu bez geometrické interpretace.
V tomto piipadé plné stacilo urc¢eni hodnoty integralu jakozto rozdilu hodnot primitivni

funkece v krajnich bodech intervalu (a;b).
(2) Spocteni ur¢itého integralu coby obsah plochy mezi grafem funkce f a osou z.
V takovém pfipadé bylo nutné urcit, pro jakia x € (a;b) je f(z) > 0 a pro jaka je

f(z) < 0. Pokud je funkce f na daném intervalu pouze kladna, resp. pouze zaporna,
b

je obsah plochy pod grafem S(f)(p = |/ f(z) dz|. Pokud funkce f nabyva na (a;b)
a

kladnych i zapornych hodnot, je tieba postupovat jinak.
K vysvétleni druhého pfipadu se pouzila véta (1.14) a néakres situace na tabuli.

Metoda per partes pro urdity integral

Jelikoz zaci znali z pfedchozich hodin metodu per partes pro urc¢ovani primitivni funkce, propo-
jeni této metody s urcitym integralem spocivalo ve vysloveni pfislusné véty (1.15) a nasledném

procviceni. U: , PFi vypoctu ur¢itého integralu ze soucinu funkei f' a g neni nutné nejprve sta-
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novit samotnou primitivni funkei / f'(z) - g(z) dz a poté uréovat rozdil hodnot této funkce

v integralnich mezich, ale lze s¢itat hodnoty jednotlivych ¢asti.”

Ukazka nékterych tuloh k procvic¢eni

o fol zt- e dr, o [f In®(z) dz, ° f;d In(zx) dz,
T
o [T sin(z) - cos(z) dx, o [2"sin?(z) d, o [1az?-e" 42 o7 dr.

U uvedenych tuloh se jednalo pouze o vypodet zadaného integralu bez ohledu na geome-
trickou interpretaci. Zaci v nékterych pifpadech nejprve stanovili ,celou® primitivni funkei a
nasledné urcovali rozdil v krajnich bodech intervalu, jindy urcovali rozdil funkénich hodnot uz

u ,dil¢ich” funkei (pfevazné u uloh, kde se vyskytovaly goniometrické funkce).

Substituéni metoda pro urdity integral

Jelikoz se stale jednalo o metody vypoc¢tu uréitého integralu, bylo dilezité zaktm predstavit

i moznost uziti substituéni metody. V tomto pfipadé se byl postup néasledujici:

o Zaci védéli, ze neurdity integral /f(g(a:)) - ¢'(z) dz je roven F(g(z)) + C, kde F je pri-
mitivni funkce k funkei f.

b
o Na zakladé toho vyslovili tvrzeni, ze: / f(g(z)) - ¢'(z) dz = F(g(b)) — F(g(a)).
a

U: ,,Cemu se rovna vyraz na pravé strané rovnosti?“
. g(b)
: (po chvili pfemysleni) ,.Vyraz vpravo miZeme zapsat jako z) dz.
Z hvil 1 Y t jak dz.“
9(a)
U: Pfesné tak. Substituéni metodu poéitame znamym zptsobem, zavedeme novou

Lo . glz = t

proménnou ¢. Zapisuje na tabuli: ]f(g(x)) - g'(z) dz; (=) .
g (x)dz = dt

Takze /f(g(m)) -¢'(z) dz = ]f(t) dt. Co se u urcitého integralu zménilo?*
Z: ,Museli jsme zménit hornf a dolnf mez integralu. V prvnim pfipads jsme integrovali
pres interval (a;b), po substituci uz pres interval (g(a); g(b)).*
U: ,Ano, pokud tedy ménite integraéni proménnou, musite pfepodéitat integracni
meze. Diuvodem je, Ze puvodni funkei jsme integrovali podle z, proto se v zapise
vyskytoval i vyraz dz, ktery zastupuje délku nekoneéné malého intervalu. Kdyz jsme

ale proménnou zménili na ¢, zménil se 1 vyraz dt, konkrétné dt = ¢'(z) - dz. Element
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dt je tedy roven soucinu dz a ¢'(z), a neni obecné stejny jako dz. Proto je nutné pii

substituci pfepoditat meze integralu.”

Timto zptsobem si zaci ,sami“ odvodili nutnost zmény integracnich mezi pfi uziti substi-
tuéni metody, ackoli se nejedna o matematicky zcela korektni postup. Dosli tedy k platnosti véty
(1.16), kterou U zapsala na tabuli: ,Je-li f integrovatelna na (g(a); g(b)) a g je spojita a ma

spojitou derivaci na intervalu (a;b), pak plati:“

b a(b)
[ 16 d@ = [ 0 ar
a g(a)

Postup pro feseni konkrétnich piiklada byl rozdélen do téchto kroku: (1) Stanovit vnitini a vnéjs
funkei, (2) provést substituci, nahradit proménnou x za novou proménnou (vétsinou t nebo y)
a vyraz dz piisluSnym vyrazem dt, resp. dy, (3) stanovit nové integracni meze, (4) spocist nové

vznikly uréity integral znidmymi metodami.

Priklad (U demonstrovala zakium feSeni, néktefi zaci pracovali samostatné.)

El

2
Spoctéte / sin®(z) cos(z) dx pomoci substituéni metody.
0
ReSeni: U: |1 kdyz by bylo moZzné dany integral fesit difve zminénou metodou per partes,
ukizeme si na ném uzite¢nost substituéni metody, protoze naro¢nost vypodtu se jejim uzitim

zmen§i.”

1) Nejprve bylo nutné stanovit vnitini a vnéjsi funkei, coz bylo zvoleno takto:
f(z) = 2%, g(z) = sin(z) — ¢'(z) = cos(z), f(g(x)) = sin*(z),

takze: f flg(@)) - ¢ (z) da = / sin®(z) - cos(z) da.

Pozndmka: Rozdéleni integralu na vnitini a vnéjsi funkei méli za kol samotni Zaci.
2) Uzitim substituce sin(z) = y zaci ziskali cos(z) dz = dy, a novy integral mél tedy tvar:

/sin4(a:)-cos(a:) dz .
yt dy
3) Protoze se zménila integra¢ni proménnd, bylo tfeba prepoditat intagra¢ni meze:
Z: ,, Jelikoz jsme volili substituci y = sin(z), dolni mez byla z; = 0, bude nova
T
dolni mez y1 = sin(z1) = 0. Pavodni horni mez byla z2 = > a tedy nova horni

mez je yp = sin(xg) = 1.°
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4) Zadany integral byl nasledné pfepsan a vypoditan:

7 1 y° 1 1
/ sin*(z) cos(z) dx :/ vt dy = [—] = —.
0 0 5fp B

A.3.1 Aplikace integralniho poc¢tu

Po probrani vSech vyse uvedenych metod na vypocet urcitého integrilu se vyuka pfesunula na
aplikace.

V rameci vyuky byli zaci seznameni s témito aplikacemi urcitého integralu: (1) urcenim
obsahu plochy, ohrani¢ené grafem funkce f a osou z, resp. plochy mezi grafy dvou funkei na
intervalu (a;b), (2) uréenim objemu rota¢niho télesa, vzniklého rotaci grafu funkce f kolem osy
z na intervalu (a;b).

Obsah plochy pod grafem funkce byl rozebran v uvodnich hodinach, v nichz se zaci sezna-
movali s definici ur¢itého integralu a jeho geometrickym vyznamem. V této ¢asti vyuky se tedy
spiSe opakovalo a zaci si upeviovali znalosti toho, na co je tfeba si pfi vypoctu davat pozor. Kon-
krétné se jednalo o jiz dfive zminény rozdil mezi uréitym integralem, jakoZzto ¢iselnou hodnotou,
a jeho geometrickou interpretaci, coby obsahem plochy pod grafem funkce.

Zaci do:;tali nésledujici tkol: Funkce f je definovana vztahem f :y = 2% — 1.

1) Urcete / (2% — 1) dz, 2) Urcete obsah plochy pod grafem funkce na intervalu (—2;2).
Prvni ¢ast I’Ilfolu vytesili v8ichni zaci bez obtizi:

Na zakladé definice urc¢itého integralu urcili primitivni funkei k zadané funkei f: F(z) = 537

3
Vysledky zaka u ulohy 2) se jiz lisily, protoze ne vSichni ovéfili, kde na uvedeném intervalu je

2 3 2
T 4
a po dosazeni integra¢nich mezi ziskali: / (2 —1) dz = [? — x} =_ U

je funkece kladn4 a kde zaporna. Ctyii zaci tlohu Fesili stejué jako v pFipadé 1), zatimco ostatni

postupovali takto:
o f(z)=22—-1; I =(-2;2).

f(z) <0proz e (—1;1)a f(z) > 0pro z € (—2; —1) U (1;+2) (byl pouzit i nakres grafu
zadané funkce).

M Né&kteri zaci zaddni 1) poditali pomoci parity: dand funkce je sudd a interval pies ktery integrujeme, je
2 2
. 4
symetricky, proto plati: f [:;::2 —1)dz=2- f (:i::2 —1)ds = 3
-2 0
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o Obsah plochy pod grafem funkce na daném intervalu je tedy roven:
-1 1 2
S(f)[:/ (:132—1)da:—/ (:1:2—1)d:1:+/(m2—1)dm,
_9 -1 1

o I o I o

-2

Dalsim ukolem pro zaky bylo urceni obsahu plochy, ohrani¢eného grafy funkei f : y; = sin(z)
™

a g : yp = cos(x) na intervalu (0; 5)

Z4ci op&t vyuzili nakresy grafit znamych funkef a na zaklads znalosti chyby v predchozim pifpadé

stanovili, ze hledany obsah bude opét nutné rozdélit na dva integraly, konkrétné:
S = ]4 [cos(z) — sin(z)] dz + /2 [sin(z) — cos(z)] dz =2 - (V2 —1)
0 3

Toto rozdéleni bylo Z zdivodnéno tak, ze: ,Pro z € (0; %) je sin(z) < cos(z), a proto musime
od obsahu pod grafem cos(x) odecist obsah pod grafem sin(z), na intervalu (7; %) je situace

opafnd, proto se obraci i pofadi od¢itani.“

A.3.2 Objem rota¢niho télesa

I tato aplikace uréitého integralu byla odvozena vyucujici pomoci nikresu a vztaht znamych

z diivéjska, konkrétné ze znalosti vztahu pro objem valce.

Poznamka: Jedna se o rota¢ni télesa vznikla rotaci grafu funkce f kolem osy z.

U: ,Objem valce je dan vztahem V = mr2h, kde » > 0 je polomér a h je vyska.
Chceeme-li valec chapat jako rota¢ni téleso vzniklé otacenim grafu kolem osy z, jedna
se 0 konstantni funkei f : y = r. Rotaci grafu této funkce kolem osy z vznikne valcova
plocha. Pokud chceme uréit objem télesa, které je touto plochou ohrani¢eno, musime
urc¢it vysku tohoto valce. V naSem pfipadé se jedna o délku intervalu (a;b), protoze
funkéni hodnota je ve vSech bodech tohoto intervalu stejna. Dostavame tedy:
b b
V:?r-] T2d$=ﬂ"’f’2'/ ldz=7-72-(b—a) =7r’h,

coz je znamy vztah pro objem valce.”

Toto odvozeni znadmého vztahu pro zaky zfejmé nebylo nijak prekvapivé. U pokracovala

v odvozovani:
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U:,, Pokud chceme uréit objem télesa vzniklého rotaci jiné nez konstantni funkce,
muzeme postupovat tak, ze dany interval (a;b) opét rozdélime na nekoneéné malé
intervaly. Téleso, které vznikne rotaci na téchto malych intervalech, mizeme povazo-
vat za nekonecné malé valce s polomérem f(z) a vyskou dz. SeCtenim téchto vale,

ziskame celkovy objem télesa.“

U zapsala na tabuli odvozeny vzorec:
b
V= ?1'-/ A (z) da.
a

Zbyla ¢ast hodiny se vénovala procvicovani.
Uloha Uréete objem té&lesa, které vznikne rotaci grafu funkce y = sin(z) na intervalu (0;).
ReSeni: Z: ,Funkce y = sin(z) je na daném intervalu definovana a spojita. Podle odvozeného
vztahu je nasim tkolem vyfesit uréity integral / i sin?(z) dz, ktery mizeme Fesit bud opakova-
0

1 — cos(2x)

nym uzitim metody per partes, pfipadné uzitim goniometrickych vztahi: sin?(z) = 5

a naslednym uzitim substitu¢ni metody.”

Pozndmka: V hodiné si vétSina zakt vybrala metodu substituce.

™ T T ™
/ sin?(z) dz :] 1= cos(2z) dz = 1 / 1dzx— E / cos(2z) dz,
0 0 2 2 Jo 2 Jo

2r = vy
™ 9 T 1 T 0 — O
/sin (z) d::c:———‘/ cos(2z) dz,|[2dx = dy
0 2 2 Jo

dullm — 27
de = &

m 1 2w 1 1 2
/0 SiHQ(‘B)d‘B:%_§‘/ﬂ 5"305(9)0{9:%—1-[) coS(y)dyzg.
W

(3]

- % 1%

Uloha Odvodte vztah pro objem koule o poloméru r. Vyuzijte toho, Ze vrchni polokruznici lze

bo| 3

Objem V vzniklého télesa byl tedy urcen jako: -

jako funkeci vyjadfit vztahem y = /r? — z2.
Reseni: S pomoci ndkresu'? zaci brzy uréili, Ze musi spoéist integrdl pro z € (—r;r) z funkce

(V72 — 22)2, tedy:

T T T
V=m- (T‘2—$2)d2:=?1'-7'2-/ ld:t:—ﬂ'-/ z? dx
—r —r —r
31T
2 4
V=omd_n-|T =27mr® — Zqrd = —qrd [§7]
3 3 3

b

12 Jednalo se o nakres kruznice se stiedem v potatku soustavy soufadnic a poloméru r.
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Aplikaci uréitého integralu byla vyuka zavrSena. Zaci se tedy béhem cca osmi mésici se-
znamovali se zdklady diferencidlniho a integrilniho poctu, pficemz hlavni diraz byl kladen na

to, aby si zaci dostateéné procvicili metody vypoéti.

A.4 Aplikace infinitezimalniho poc¢tu ve fyzice

V posledni ¢asti se zaci seznamili se zakladnimi aplikacemi derivaci a integrala ve fyzice. Kon-
krétné se jednalo o odvozeni zndmych vztahi pro vypocet drahy hmotného bodu, rychlosti,
zrychleni a dalsich. Jednalo se jak o urcité rozsifeni aplikaci infinitezimalniho po¢tu mimo ma-
tematiku, tak o procviceni pocitani derivaci a integrali v jinych proménnych, nez je proménna
x, na kterou byli zaci doposud zvykli. Toto téma bylo probirdno pouze jednu vyucovaci hodinu

na konci seminéfe a slouzilo hlavné k procvicovini.

U: Ve fyzice jste se setkali s miznymi vzorci na vypodcet drahy hmotného bodu pro
rovnomeérny, rovnomérné zrychleny a rovnomérné zpomaleny pohyb. Ted se podi-

vame, jak se daji tyto vzorce odvodit pomoci derivaci a integrala.”

Pozndmka: Pro zaky bylo nutné pfijmout za platné nasledujici vztahy: v(t) = g = s§'(t)

a a(t) = j—:: = % = s"(t) = v'(t), tedy Zze rychlost v je prvni derivaci drahy podle ¢asu
a zrychleni je bud prvni derivace rychlosti podle ¢asu nebo druha derivace drahy podle ¢asu. Na
v8echny uvedené veli¢iny se tedy pohlizelo jako na funkce proménné ¢, ktera oznacuje Cas.
Priklad (U fesila spoleéné s zaky) Ukazte, Ze pfi rovnomérném pohybu (tj. rychlost je kon-
stantni) je skutecné zrychleni nuloveé.
ReSeni: Z hodin fyziky si 7aci vybavovali, Ze pro rovnomérny pohyb platf vztah s = v - ¢, kde
v je konstantni funkce. Nasledné pouzili uvedené vztahy: s'(t) = (v-t) =va s”(t) = (v) = 0.
Diky tomuto zjisténi dosli k zavéru, ze pokud je s”(t) = 0 pro libovolnou hodnotu proménné ¢,
pak je zrychleni opravdu nulové.

Jako dalsi byly odvozeny vztahy pro rychlost a zrychleni hmotného bodu pii volném padu.
Zaci béhem tohoto odvozeni méli uréit derivaci funkce h(t) = % gt?, coz zmali z hodin fyziky
jako vzorec. Spravnym zderivovanim podle proménné ¢ dospéli k pozadovanym vztahtm: v(t) =
=gtm/s a a(t) = g m/s2.

Dalsi dloha se tykala vypocétu primémeé rychlosti:

Uloha (Z4ci Tesi samostatng, U pouze uvedla napovédu, jak uréit primérnou rychlost.) Urcete

pramérnou rychlost hmotného bodu mezi druhou a Sestou vtefinou pohybu, jestlize se pohybuje
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rychlosti v, kterd je dana vztahem v(t) = t> — 6t + 9. Primérnou rychlost miizete urcit jako
podil celkové drahy a celkového ¢asu.

ReSeni: Pro vyfeseni tlohy bylo nutné, aby si zéci uvédomili dva fakty: 1) pramérna rychlost
je definovana jako podil celkové drahy a celkového ¢asu, 2) pokud je v(t) = §'(t), pak draha je
s(t) = [o(t) dt. K obéma témto udajim po konzultaci s vyucujici dospéli.

Pro uréeni primérné rychlosti tedy uréili celkovou drahu pohybu:

12 6 6 3 28
s:/ v(t)dt:/t2—6t+9dt:](t—3)2dt:/ v’ dy = —
t1 2 2 -1 3

Z: ,Celkovy ¢as t je roven rozdilu ty —t; = 4. Primérnou rychlost vp tedy dostaneme podilem:*“

t2
P to — 11 6—2 357

Pozndmka: Ne vSichni z4ci vyuzili piepis t2 — 6t + 9 = (¢t — 3)? a substituéni metodu, ale

integrovali pfimo zadanou funkei. Dospéli vSak ke stejnému vysledku.
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PRILOHA B

Zadani testu I a 11

MATEMATICKA ANALYZA — TEST I

Uloha 1. Pomoci definice derivace funkce v bodé urcete derivaci funkee f:y = 23

(a) pro z = 4,
(b) pro libovolné zg € Dy,

Uloha 2. Urcete prvni derivace nasledujicich funkei:

(a) f:y=2"?+2% +sin(z) — 3 - tan(z) (f) f:y=sin(4z) - cos(3z)

(b) f:y = sin(z) - cos(a) ® fv=7s

© Fiym % h) f:y—=1In (sin(zt:) +1 fm4)
(d) f:y=1In(z®+ 4z + 3) (i)f=y=ezf4_1

(e) f:y=x-sin(z)+ e® - cos(x) () fry= 1+§—:

Uloha 3. Urcete prvni a druhou derivaci nasledujicich funkei:

T

(a) fry= sy
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Uloha 4. Pomoci vhodné metody spoététe nasledujici neuréité integraly:
(a) /:1:12 — 4% + sin(z) — 3e® dae) /em (2 +z+2) do (1) /1112(:13) dx
(b) /sin(:t:) - cos(z) dz (f) /m -In(z?) dz (j) /m “V1+zde

(c) / tan®(z) dz () / cos®(2z) da (k) / \/% dz

() / . (h) / sin®(z) dz 1) / ®® . sin(z) - cos(z) dz

1+ z2

Uloha 5. Pomoci vhodné metody spoététe nasledujici uréité integraly:

(a) A T 3.7 da (c) A ! - f‘xg do (e) [ ) 1“5;2) do

T/ In(2) /2
(b) A 4ta|,112(::t:) dx (d) A : e -2’ da (f) / sin’(2) - cos(z) de

—mf4

MATEMATICKA ANALYZA - TEST 11

Uloha 1. Je déna funkce f, pro kterou plati: 1) je spojita na R, 2) ma na R spojitou prvni deri-

vaci f’, 3) k f existuje na R primitivni funkce F'. Potvrdte, nebo vyvratte platnost nasledujicich

tvrzeni:
(a) Je-li f suda, je f’ vzdy licha. (¢) Je-li f lich4, je f" vzdy suda.
(b) Je-li f suda, je F' vzdy licha. (d) Je-li f licha, je F vzdy suda.

Uloha 2. Urcete obsah obrazce, ktery je ohramicen grafy funkei f : y = sin(z) + 7 -z a

g : y = x? +sin(x) na intervalu I = (0;27).

Uloha 3. Je dana rovnice:

A-z—sin(z) =0,

kde z € R a A € (0;+00) je realny parametr. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati/neplati

nasledujici tvrzeni:
(a) Pro A > 1 ma rovnice jediné feSeni z = 0.

(b) Pro A € (0;1) ma rovnice alespon tii feSeni.
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Uloha 4. Urcete délku grafu funkee f : y = 4z/z na intervalu (1; 2)
Ndpovéda: Je-li f spojitd a ma spojitou prvni derivaci na intervalu (a;b), pak délku (1) grafu
b
funkce na tomto intervalu miizeme urcit pomoci vzorce: [ = / V1+ fl(x)? dz
a

Uloha 5. Mé&jme funkce f a g dané nasledovné:

z +1; pro z € (—o0;0),
fry=|z| -z g:y=
z2; pro = € (0; +00).
Potvrdte ¢i vyvratte nasledujici tvrzeni:

Pozndmka: Grafy obou funkei si nadrtnéte.

(a) Dy =D, (f) Funkce f ma v bodé z = 0 derivaci.

(b) Hy = Hy (g) Funkce g je v bodé z = 0 spojita.

(c) Funkee f je prosta. (h) Funkce f ma limitu v kazdém bodé svého
(d) Funkce g je prosta. defini¢éniho oboru.

(e) Funkce h := g — f je pro nezaporna z (1) Funkce g ma limitu v kazdém bodé svého

konstantni. defini¢niho oboru.

. 1

Uloha 6. Uréete objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu funkce f : y = 3 sin(2z)
kolem osy z na intervalu (0; 7).

Ndpovéda: Pro objem V rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu funkee f kolem osy z na (a;b)

b
muzeme uzit vztahu: V =7 - / f2(z) d=x
a



Uloha 7. Na obrazku je znazornén graf realné funkee f.

Na zakladé grafu rozhodnéte, jak se budou chovat grafy funkei y1 = f'(z) a y2 = F(z) =
/ f(z) dz. (tj. urcete, kde jsou tyto funkce rostouci, resp. klesajici, konvexni, resp. konkavni,
zda maji maximum a minimum apod.).

Pozndmka: Grafy funkei f i F' si zkuste nacrtnout a u grafu F' volte F(0) = 0.
Uloha 8. Je dana funkee f:y = (z —5)10 - (z +7)°.

(a) Urcete Dy a spoctéte limity v krajnich bodech Dy.

(b) Urcete a zduvodnéte pocet a typ lokilnich extrému funkce f (pokud existuji).

(¢) Urcete vSechny hodnoty parametru k € R, pro které ma rovnice f(z) = k vice nez jedno
feSeni.

2 + cos(z)
z2+1

Uloha 9. Je dana funkce f:y =
Rozhodnéte a zdivodné, zda plati nasledujici tvrzent:
(a) Funkce f je licha.
(b) Pro kazdé realné zg plati: f(zo) > 0.

(¢) Funkce f je omezena zdola i shora.
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Uloha 10. Mame kuzel s danym polomérem podstavy R > 0 a danou vyskou H > 0. Tento
kuzel je napoustén vodou. Uréete pfedpis funkce udavajici zavislost objemu V napusténé vody

na vysce h ,vodniho sloupce” v piipadé, ze

(a) Napoustény kuzel stoji na kruhové pod-

staveé.

(b) Napoustény kuzel stoji ,na Spicce”.

(¢) V pripadech (a) i (b) urcete, jak se bude

chovat prvni derivace, resp. priristek této

funkce.

119



priLoua C

Test II — postupy zakti u tloh nevyhodnocenych v textu

Uloha 2
Zde zaci predvedli tii zplisoby feSeni a pfislusné argumenty pro jejich pouziti:

1) Obsah plochy mezi grafy funkei se ur¢il jako urcity integral v danych mezich z rozdilu
funkei.

Uvaha Ziki: Porovnanim funkénich hodnot zadanych funkei v krajnich bodech intervalu I
ziskali f(0) = g(0) = 0 a f(2m) = 2m* < 4n% = g(2m). Rozhodli se tedy pocitat integrél z rozdilu
g(z) — f(z), protoze na I je g(z) > f(z).! ,KdyZ funkce ode¢teme obracens, dostaneme stejnou

hodnotu, jen bude zaporna.“(SA2)

2w 2w 83 42 23
S:/ g(m)—f(m)dm:/ B —mozde=2 g T
o o 3 2 3

2) Obsah plochy mezi grafy funkei se uréil jako uré¢ity integral v danych mezich z rozdilu
funkei na celém I.
Uvaha zZdiki: ,Kdyz pocitame obsah mezi grafy funkei f a g, postupujeme tak, ze od obsahu pod
jednim grafem odec¢teme obsah pod druhym, tedy ur¢ity integral od 0 do 2w z f(x) — g(z) nebo
g(z) — f(z).“ (5J6) ,,Pokud vysledek bude zaporny, musime odeéitat v opa¢ném pofadi, protoze
obsah plochy nemuze vychazet zaporné.“ (SJ1)
87 4_71'2 2

o o 5
S:L g(m)—f(m)dmzﬁ z _W.xdm:T_W. 5= 3

3) Zaci zacali porovnanim funkénich hodnot obou funkei na intervalu I s odiivodnénim, ze
pokud se funkce f a g nékde na daném inervalu rovnaji, budou tlohu fesit jako soucet obsahi

na téchto intervalech:

f(z) = g(z) & sin(z) + 7 -z = z? + sin(x) plati pro = € {0;}.

!Platnost nerovnosti pro viechny hodnoty = € I nebyla provéfena.
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Protoze se funkce v jinych bodech nerovnaji, musi platit nerovnosti f(z) > g(x) nebo
g(z) > f(z) pro z € (0;7) a € (m;2m). Pii feSeni téchto nerovnosti byly nejéastéji pouzity
hodnoty f(3) = % +1> ﬂ; +1=g(%) a f(2r) =272 < 4n? = g(2).

Uvaha Ziki: Protoze se funkce protinaji jen proz =0a z =7 a g € (0;m) a 2w € (m; 2m),
musi platit, ze f(z) > g(z) pro z € (0;7) a g(z) > f(z) pro z € (m;2m). Obsah mezi grafy

uréime jako soucet obsahii na jednotlivych intervalech tak, ze budeme od vétsi funkce odecitat

mensdi, tim dostaneme kladny vysledek.

- [ 1@ - o dm+lr2?rg(:t:)—f(:t:) dx:[mm_mﬂlfﬁ—w-xdm

w2 3 8ms 472 2
S:W‘?—O— — )|+ -7 — | =

w3 71'3+8?1'3 o 9 +?T3
—_——t —— — =27 — =T
2 3

Uloha 4

U tlohy na délku grafu funkee v&ichni zaci vyuzili zadanou napovédu. Kdyz byli dotazani, jestli
dany vzorec znaji z vyuky ve gkole, pouze tfi? z nich odpovédéli, Ze se s nim setkali, ale uz by
si nevzpomnéli na pfesny tvar. S pomoci uvedeného vzorce pak neméli zadny problém ulohu
vyfesit. Uréili prvni derivaci zadané funkce a dosadli do vzorce: f(z) = 4z\/z = 423/2,

3
fllz)=4-— .72 = 64/z. Poté sestavili integral:

/01\/1+[6ﬁ]2dm:£1mdx,

ktery nasledné fesili substituéni metodou.

d
Uzita substituce byla dvojiho druhu: (1) 14 36z =y — dz = 3—§, 0—1,1—7 tedy

37
1 2
\/1+36:1:d:13—— Vi dy=— = [y /i’

36/, 36 3

V pripadé (2) se jednalo o uziti substitu¢ni metody nadvakrat:

[ [ b [ b

36

Ulohu zdarné vyftesili vsichni zaci.

28J1, 8J2 a SJ4
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Uloha 5

U této ulohy bylo cilem ovétit znalosti zaku ze zakladnich pojmi z oblasti funkei a pokrocilejsich

pojmu (spojitost a limita v bodé). Kromé uvedenych uloh byli zaci dotazovani také na samotné

pojmy (Co je to defini¢ni obor, obor hodnot funkce? Podle ¢eho rozhodnete, jestli je funkce

v bodé spojita? Jak urcite, jestli ma funkce v daném bodé limitu? apod.)

(a)

D¢ = Dy (Ano)

Tuto ulohu vyftesili vSichni testovani zaci spravné. Zdivodnéni bylo takoveé, ze Dy je cela
mnozina redlnych Cisel, prestoze je funkce zadand po ¢astech, a Dy je také celd mnoZina
redlnych &isel, protoze za x lze dosadit libovolnou hodnotu.

Odpovédi zaki na dopliujici otazku ,,Co je defini¢ni obor funkce?* byly naprt. tyto:

o ,Defini¢nim oborem funkce jsou vSechny mozné hodnoty, které mizeme dosadit za z,

abychom dostali néjakou funk¢ni hodnotu.“ (SA2)

o ,Je to mnozina vsech cisel, kterda kdyz dosadime za x, tak ziskime funkéni hodnotu
a ta ma smysL“ (SJ3)

o ,Defini¢ni obor je mnozina ¢isel, ktera mizeme dosadit za z a pfi tom predpis (funkce)
neztracl smysl.“ (SJ6)

o ,Jsou to vS8echna d¢isla, kterd si mizeme dovolit do predpisu funkce dosadit, aniz by
nastaly problémy jako déleni nulou nebo odmocnovani nebo logaritmus zapornych
cisel.“ (SA4)

Pozndamka: 9 z 10 zakud tuto otazku zodpovidalo také pomoci grafii danych funkei a pouze

jediny zak (SJ5) stanovil Dy porovnavanim defini¢nich obori danych funkei bez jakéhokoliv
nakresu.

Hy = Hy (Ano)

U této tlohy se jiz v8ichni zaci rozhodli pro naértnuti grafi danych funkei. Na zakladé
grafii potom porovnévali dané mnoziny Hy a Hy.

Pii konstrukei samotnych grafti neéinilo zadné problémy sestrojit graf funkce f, nybrz
graf funkce g. Konkrétné ve dvou pfipadech byl chybné pochopen podinterval defini¢niho

oboru a pro z = 0 byla funkéni hodnota uréena pro funkei y = x2, kterd méla sviij defini¢ni

podinterval bez nuly. (SA2 a SJ5)
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Poté, co si zaci nacrtli grafy danych funkei, neméli uz problém s rozhodnutim, Ze obory

hodnot obou funkei se skuteéné rovnaji a ze se jedna o celou mnozinu R. Odpovédi zaka

P10

na dopliyjici otazku ,,Co je obor hodnot funkce?* byly napf. tyto:

o ,Je to mnozina vSech hodnot (¢isel), kterych dana funkce nabyva.“ (SA3)
o ,Oborem hodnot je mnozina vSech obrazi defini¢niho oboru.“ (SJ5)

o ,,Obor hodnot jsou v8echna ¢isla, kterych funkce nabyva pro néjakou hodnotu z z de-

fini¢niho oboru.“ (SA2)

o ,,Obor hodnot funkece je mnozina vSech ¢isel, pro které existuje néjaki hodnota pro-

ménné z, ve které funkce této hodnoty nabyva.“ (SJ4)

(¢) Funkce f je prosta. (Ano)

viz bod (d)

(d) Funkce g je prosta. (Ne)
Pii feSeni tloh (c) a (d) se zaci opét opirali o nacrtky grafi danych funkei. V tomto pripadé
zavisela spravnost feSeni na chapani terminu prostd funkee a na podminkich, za nichz je

mozné funkei prohlasit za prostou. Zaci definovali prostou funkei napft. takto:

o ,Funkce je prosta, pokud pro kazdou funkéni hodnotu existuje pouze jedna odpovi-
dajici hodnota z defini¢niho oboru.” (SA3)

o ,Funkee je prostd, pokud je rostouci nebo klesajici.“ (Chybné, resp. nepfesné) (SJ1)
Dany zak vyhodnotil jako prosté obé funkce, tedy i g, kterd prosta neni, pfestoze na

danych podintervalech Dy je skutecné rostouci, ale neni rostouci na celém D,,.

o ,,O funkei fekneme, Ze je prosté, pokud pro kazdé x z definié¢niho oboru existuje pouze

jedna hodnota y z oboru hodnot“ (SJ6) (Chybné)
Pozndmka: Zde se zak nésledné opravil s tim, ze zaménil dané mnoziny.
Opravend verze znéla tak, Ze pro kazdé y z Hy existuje pouze jedno x z Dy.
o ,,O funkci muzeme Fici, ze je prosté, pokud se se zvétsujici hodnotou z hodnota f(x)
bud zvétsuje, nebo zmensuje.“ (SA1)
(e) Funkce h: g — f je pro nezaporna z konstantni. (Ne)
U této ulohy se zaci opirali vice o predpisy funkei nez o nacrtnuté grafy (graf — 3 zaci (SJ2,

SA2 a SJ5), predpis — ostatni).
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Funkei f bylo pro € (0; +00) mozné zapsat ve tvaru f(z) = z2, funkci g ve tvaru g(z) =

= 2, a tedy rozdil téchto funkci byl roven konstantni nulové funkci. Tuto ¢ast vyfesili

v8ichni testovani zaci. Pouze dva zaci neurcili spravné rozdil mezi ,nezaporné“ a , kladné®
hodnoty z a tvrzeni oznacili za pravdivé. Zbytek zaku prohlasil tvrzeni za neplatné, protoze
pro z = 0 je funkéni hodnota rozdilu funkei rovna jedné a ne nule. Z toho divodu neni

funkce h pro nezaporné hodnoty proménné z konstantni.

Pozndmka: 74k (SJ2), ktery ulohu fesil pomoci nacrtku grafi, k Feseni pfipojil, ze funkce

by nebyla konstantni, protoze pro £ = 0 by nebyla ani spojita.

Funkce f ma v bodé & = 0 derivaci. (Ano)

Zde zaci vyuzivali jak naértnuty graf funkce, tak samotny predpis, resp. jeho rozpis pro
jednotlivé intervaly:
—a? pro z < 0,

fz) =

x? pro = > 0.

Pii uréovani derivace se zaci, ktefi se rozhodli ulohu vyfesit pomoci predpisu funkce, roz-
hodli uréit derivaci pro kazdy podinterval zvIast:

, —2z pro z < 0,

f=z)=
2z pro z = 0.

7 tohoto rozpisu derivace pro jednotlivé intervaly pak zaci urdili, ze derivace funkce f
v bodé z = 0 existuje a je rovna nule. Zduvodnéni bylo takové, ze do obou pfedpisi
derivace Ize nulu dosadit a dostaneme stejnou hodnotu nula. Derivace funkce f v bodé
x = 0 tedy existuje a je rovna nule.

ZAci, ktefi zvolili feSeni pomoci nacrtku grafu, argumentovali tak, Ze samotna funkce y = x2
mé v nule derivaci y' = 2z (zprava i zleva), ktera je pro = = 0 rovna nule. Funkce ze zadanf
se lisi pouze tim, Ze pro zaporné hodnoty z je jeji graf soumérny pres osu z, coz ale neméni

hodnotu derivace.

Pozndmka: Urceni derivace pomoci jeji definice (tj. limitou) nezkousel zadny z zaki.

Funkce g je v bodé = = 0 spojita. (Ne)
Zde 7aci pii TeSeni opét vyuzili jak predpis funkce g, tak jeji graf (predpis — 6 zaku, graf —

4 zaci).
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Predpokladem pro spravné feSeni bylo spravné pochopeni spojitosti funkce v daném bodé.
P

Na otazku ,Jak poznate / podle ¢eho rozhodnete, jestli je funkce v néjakém bodé spojita’
zaci odpovidali:
o ,Funkece je v bodé spojita, pokud se v tomto bodé jeji graf nepferusuje.” (SA2)
o ,Pokud je limita v daném bodé stejna, jako je funkéni hodnota, tak je funkce v tom
bodé spojita.© (SJ4)
o ,Pokud je limita zprava i zleva v daném bodé stejna.” (SA3)
o ,Kdyz sestrojime graf funkce, tak ve zkoumaném bodé nenastiava zadny skok nebo
prerusent.” (SJ5)
(h) Funkce f ma limitu v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. (Ano) Tuto ulohu vyfesili
v8ichni zaci.
Nejéastéjsim argumentem bylo, ze Funkce f je spojita na R, a tedy ma v kazdém bodé
limitu“. Druhou moznosti bylo odvozeni z grafu: ,Graf funkce f se nikde netrha, takze
v kazdém bodé existuje limita a je stejna jako funkéni hodnota f(z).“
(i) Funkce g ma limitu v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. (Ne)
Ulohu opét vyfesili vSichni zaci, tentokrat s vyrazné vét§im vyuzitim grafu a z ¢asti pomoci
odpovédi na otazku (g).
o ,Funkce g nemize mit limitu v kazdém bodé svého Dy, protoze v nule neni spojita.”
(SJ1)
o ,Funkce g ma limitu vSude, kromé piipadu, kdy & = 0. Pro nulu limita neexistuje,
protoze se tam graf preruSuje a zprava a zleva je jina funkéni hodnota.“ (SJ3)
o ,,V nule se graf trha, takze v nule neexistuje limita.“ (SA4)
Uloha 6
Zde se jednalo o uréeni objemu rota¢niho télesa vzniklého rotaci grafu funkce f :y = % -sin(2z)
na intervalu (0; ).
Zaci, ktefi neznali vztah pro objem rotaéniho télesa z vykladu, vyuzili ndpovédy. S vyuzitim

vztahu pro objem rota¢niho télesa zkonstruovali hledany integral:

b ™ 2 ™
V:?r-] 2(z) d;t::ﬂ'-/o (%sin@m)) d$=ﬂ-£ i-sin2(2m) dzx.

37 vykladu - 6 zaki, napovéda — 4 Zaci.




Nasledné zbyvalo dany integral vypocitat, k tomu zaci pouzili rizné metody:
o Metoda per partes: (7 zaka)
cos(2z)

2
g=sin(2z) — ¢ =2cos(2z)

T 2 Lot 2 m m
/ sin?(2z) do — - [_cos( x) - sin( m)] +E_/ cos? (22)
o 4" | 2 o 4 Jo
0

™ m
/ sin®(2z) dz = / cos®(2z) dzx
0 0

Zde se strategie zakt ubirala dvéma sméry:

4 "=sin(2z) — f=
s / i -sin?(2x) dz; f' = sin(22) /
0

N
N

(1) opét uziti metody per partes, coz je pfivedlo k vysledku 0 = 0, resp.

m
il / sin?(2z) dx =
4 Jo

Z4ci tedy zvolili jiny zpusob:

m
/ sin?(2z) dz.
0

N

(2) uziti goniometrickych vztahi: cos?(2z) = 1 — sin?(2z), coz vedlo k rovnosti

O O
— / sin?(2z) do = — / 1 — sin?(2z) dz,
4 Jo 4 Jo

kterou nasledné upravili:

™ ™ 2 2
2- %ﬁ sin2(2::c)da: :E.A 1dm:%,atedyV2%

b
1-— 2
o Uzitim goniometrického vztahu sin?(u) = w: (3 zéci)
m ™ 1 _ 4 ™ 1 m™

E/ sin2(2m)dm:E‘/ Mdﬁ?zi-/ —da:—i-/ cos(4z) dx =
1), A 2 1), 2 1),

2 m 2

:ﬂ.——i-/ cos(4z) do = =
8 1), 8
0

Pozndmka: Nahrazeni integralu fﬂw cos(4zx) dxz hodnotou nula bylo zdivodnéno bud pfimym
vypoltem (urceni primitivni funkce a nasledného dosazeni mezi), nebo uzitim argumentu, Ze:
Jintegral goniometrické funkce pfes jeji periodu je vzdy roven nule.“(SJ3) Zak tim myslel, ze
se kladna a zaporna ¢ast plochy pod grafem funkce y = cos(4z) na intervalu (0; ) vzajemné

odedtou.
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Uloha 8
Zaci uréili, 7e defini¢nim oborem dané funkee je R, protoze se jedna o soucin polynomi a ,neexistuji
hodnoty, které by nebylo mozné do predpisu dosadit,” navic se jedna o funkei, ktera je na svém
Dy spojita.

Urceni limit v krajnich bodech Dy tedy znamenalo urcit hodnoty funkce pro  — foo, coz

bylo provedeno:

o ,dosazenim”

Jim (2-5)- (24+7)° = (+00 —5) - (+00 +7) = (+00)” - (+00)" = +00 - (+00) = +00

Jim (&= 5)1°- (@ -+ 7)° = (~00-5)!%-(~00+7)° = (~00)!(~00)° = +00-(~o0) = ~o0

o tpravou zadané funkce na tvar:

5 10 7 5 5 10 7 5
($—5)10—(m+7)5:$10—(1——) ‘1:5‘(1—1——) :m15-(1——) (1+—)
xr T Hi Hi

a naslednym dosazenim:

5 10 7 5 5 10 7 5
lim 2. (1 — —) (1 + _) = (400)15- (1 _ _) (1 + _) =

(+o0)-1-1= +o0

10 5 10 5
lim z%- (1 — i) (1 + z) = (_00)15 . (1 — i) (1 + L) _
=00 z z —00 —00

(—o0)5-1-1=—00

Zjisténi limit v krajnich bodech Dy spolecné s faktem, Ze je funkce f spojita a nabyva hodnoty
nula pro x = —7 a x = 5, vedly zadky k tvrzeni, ze lokilni extrémy budou nejméné dva, protoze
graf funkce se pro € (—7;5) musi pohybovat v kladnych nebo zapornych hodnotach, a tedy
musi nabyvat maximalni/minimalni hodnoty (na daném intervalu).

Pro rozhodnuti o existenci extrému zaci postupovali bé&Znym zptisobem: urcenim prvni
derivace (pomoci pravidel pro derivaci sou¢inu funkei), uréenim jejich nulovych bodu a nasledné
zkouménim zmén znaménka prvni derivace na dil¢ich intervalech:

Pozndmka: Uziti druhé derivace, resp. konvexnosti/konkavnosti na rozhodnuti o existenci
a typu extrému ve vysledku nepouzil zidny z zéku, piestoze se o to tfi pokusili. Béhem svého
feSeni se v8ak dopustili chyby pfi uréeni druhé derivace. Divodem byla ,nepiehlednost® druhé
derivace, protoze vyzadovala derivaci souéinu t#i funkei a zaci vétsinou Fesili pouze soucin dvou

funkei.
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fl()=10-(z—5)- (2 +7)°+5- (-5 (z+7)*
fi(z)=(z~5)° (z+7)*-[10- (& +7) + 5(z - 5)]
f'(x) = (z—5)°- (z+7)* (152 + 45)

fllz)=0 & =z2z=-7 V z=-3 V z=35,

a tedy
f'(z) >0 pro x € (—o0;—=T7)U(=T;—3) U (5;+00),
f'(z) <0 pro =z € (-3;5).
Protoze prvni derivace neméni znaménko na okoli bodu & = —7, nenabyva v tomto bodé funkce

extremalni hodnoty. Lokalni extrémy jsou tedy jen v bodech z = —3 (lokalni maximum f(—3) =
=(-3-5)10.(=3+7)7° =21 ax =5 (lokiln{ minimum f(5) = 0). Zadan4 funkce ma tedy
dva lokdlni extrémy, globdlni extrémy nema.

Pii FeSeni podulohy (c¢) si Sest zakn zkousSelo nac¢rtnout graf zadané funkce. Pomoci tohoto
grafu snadno zjistili, Ze vice nez jedno feSeni rovnice f(z) = k existuje pro vSechny hodnoty
k € (0; 249). Zaci, ktefi se nezabyvali grafickou interpretaci, se rozhodli stejné. Jejich zdtiivodnént
se opiralo o limity v krajnich bodech a monotonii zadané funkce: ,Funkce je zaporna pouze pro
x < —T, pro zbylé hodnoty je kladna, nebo rovna nule. Déle je funkce rostouci na (—7; —3)
a klesajici na (—3;5) a v krajnich bodech téchto intervala je rovna nule, tedy na tomto intervalu
nabyva vSech svych hodnot kromé maxima 2 X. Protoze je funkce na (5; 4+00) rostouci, musi jesté
pro né&jakou hodnotu z nabyvat funkce hodnoty f(z) = 249 (SA1)

Uloha 9

U této ulohy zakim nedélalo zadné potize urdit, ze zadana funkce neni licha, nybrz suda. Zdu-
vodnéni bylo rizné:

SJ1:,22 4 1 je suda funkce, 2 + cos(z), protoze je to jen posunuty kosinus a ten je sudy. Podil
dvou sudych funkei je suda funkce®.

SA3: ,Dosadime si za x hodnotu —z.

_ 2+cos(—x) 2+ cos(z)
f(==) = 14+ (—z)2 1422

= f(=),

takze plati f(—z) = f(x), to je podminka pro sudou funkei, ne pro lichou.“

Pozndmka: Zde se vyskytla chyba pouze v jednom piipadé (SJ2) chybnym dosazenim:
2 _
f(—z) = TL(Q:B), coz vedlo k zavéru, ze dana funkce neni ani sud4 ani licha.
—x
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Pii rozhodovani o tom, zda je pro vSechny hodnoty proménné x funkéni hodnota nezaporna,
9@ e
h(z)

g(z) = 2 + cos(x) a h(z) = 1 + 22. Na zékladé znalosti grafii funkei g a h rozhodli, Ze zadana

zacl postupovali tak, ze funk¢ni hodnoty ur¢ovali jako podil dvou funkei, tj. f(z) =

funkce je dokonce pro vSechny hodnoty proménné z kladna, protoze g(z) > 0 a h(z) > 0 pro
z € R, a protoze podil dvou kladnych ¢isel je vzdy ¢islo kladné, dosla vétsina zaka (8 z 10)
k zavéru, ze tvrzeni neplati (protoZe v tvrzeni je neostra nerovnost). Zbyli dva zaci (SA1 a SJ3)
si tohoto detailu nevsimli, a proto oznacili tvrzeni za pravdivé. Jejich argumentace vSak byla az

do posledni chvile stejna jako u ostatnich zaka.
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