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Furthermore, we explore possible extensions of the theorem. In particular, results
involving group invariance and theory of s-concave functions are mentioned. As
outlined in the final part of the thesis, Anderson’s theorem is a useful and widely
used tool in multivariate statistics.

Keywords: unimodality, integral, Brunn-Minkowski inequality, convexity, multi-
variate measure

1ii



Obsah

[Gvod|
[l __Andersonova vetal

[1.1 Znacenie a zakladné pojmy|. .

[1.3  Andersonova veta a jej dokaz]

2 Rovnost v Andersonovej vete|

[2.1 Somsova podmienka pre rovnost| . . . . . .. ...

[2.2  Podmienka pre ostru nerovnost)

[3 Predpoklady a rozsirenia Andersonovej vety|

[3.1  Nutnost predpokladov| . . . .

[3.2  Rozsirenie predpokladov symetrie| . . . . . . ... ... ... ...

[3.3  Rozsirenie predpokladu kvazikonkavnostif . . . . . . . .. ... ..

[4  Aplikacie v teorii pravdepodobnosti a matematickej statistike)

[4.1  Elipticky symetricke rozdelenial
[4.2  Simultanne intervalové odhady]

[Zoznam pouzitej literatiry|

AP , enia

O W W

10
15

19
19
20
24

28
29
31

37

38

40



Uvod

Témou tejto prace je Andersonova veta. Jedna sa o tvrdenie z realnej ana-
Iyzy a geometrie vo forme integralnej nerovnosti. Konkrétne Andersonova veta
hovori, Ze integral redlnej nezdpornej funkcie definovanej na R™ splnujicej isté
predpoklady symetrie a kvazikonkavnosti cez symetricki konvexni mnozinu v R"”
je maximalny, ak bude mnozina centrovand v pociatku.

Cielom prace je spracovat prehladny dokaz Andersonovej vety a diskutovat
jej interpretacie, mozné rozsirenia a aplikacie. Praca je na viacerych miestach
doplnenéd vhodnymi obrazkami a ilustracnymi prikladmi, ktoré pomézu ozrejmit
vykladanu teériu. Text je rozdeleny do styroch kapitol.

V kapitole [1| najskor v sekcii zavadzame znacenie a zakladné pojmy. Sek-
cia obsahuje diskusiu k Brunn-Minkowského vete. Jedna sa o tvrdenie pojed-
navajuce o vlastnosti Lebesgueovej miery, ktora je zasadnd pre dokaz Andersono-
vej vety. Dalej v sekcii|l.3| formulujeme Andersonovu vetu a podrobne rozoberame
jej dokaz. Cerpame najmé z ¢lanku Anderson| (1955), v ktorom autor prvykrat
uviedol toto tvrdenie.

Kapitola [2| je zamerand na stadium pripadov, v ktorych nastane v Anderso-
novej vete rovnost alebo ostra nerovnost. V povodnom ¢lanku [Anderson| (1955)
uviedol podmienku pre rovnost v jeho vete. Neskor vo svojom clanku |Soms) (1991))
ukazal, ze tato podmienka nie je korektné a opravil ju do inej podoby. To rozobe-
rame a doplitame v sekeii . Dalej sa v sekcii Zameriavame na predpoklady, za
ktorych nastane v Andersonovej vete ostra nerovnost. Ukazujeme, ze clanok |Jog-
deol| (1970) obsahuje tvrdenie s chybnym dokazom. Toto tvrdenie v slabsej forme
dokazujeme, ¢o je vlastnym prinosom v praci.

Kapitola [3] je rozdelend na tri sekcie. V sekeii rozoberdme predpoklady
Andersonovej vety a ich nevyhnutnost. Dalej v sekcii studujeme rozsirenie
Andersonovej vety pre G-invariantné funkcie a mnoziny podla ¢lanku Mudholkar
(1966). V sekcii |3.3[ nac¢rtavame teériu s-konkavnych funkeii a uvddzame tvrdenie
podobné Andersonovej vete, ktoré nepredpoklada ziadnu symetriu, no vyzaduje
silnejsi predpoklad s-konkavnosti funkcie, ktora integrujeme.

Nakoniec, v kapitole [ uvadzame niektoré aplikdcie Andersonovej vety v te-
6rii pravdepodobnosti a matematickej Statistike. Ukazujeme, ze predpoklady An-
dersonovej vety su splnené pre hustoty niektorych pravdepodobnostnych rozde-
leni a pre tieto rozdelenia ndm Andersonova veta poskytuje uzitocné nerovnosti.
K tymto rozdeleniam patria elipticky symetrické rozdelenia, ktoré mozno chépat
ako rozsirenie normélneho rozdelenia a rozoberdme ich v sekcii .1l V sekcii 4.2
ukazujeme vyuzitie ziskanych poznatkov pre simultdnne intervalové odhady.



1. Andersonova veta

Uvazujme nezapornu parnu funkciu f: R — [0, 00), ktord je neklesajica na
(—00,0] a nerastica na [0,00). Je zrejmé, ze integral tejto funkcie cez interval
konstantnej dlzky bude maximdlny, ak bude interval symetricky vzhladom k po-
Giatku. Prikladom je funkcia e~ 17,

Priklad 1. Nech f(z) = eI, UvaZujme interval (—1,1) a jeho posunutie (0,2).
Potom plati [, f(x)dx =2—2/e~ 1,26 a [j f(x)dz =1—e"2~0,86.

e—lxl e—lxl
1 15

=0.86

1 2 -2 -1 1 2
(a) Symetricky interval. (b) Posunuty interval.

Obr. 1.1: Integral funkcie z prikladu [1| cez symetricky a posunuty interval.

V tejto kapitole uvedené pozorovanie rozsirime a dokazeme pre istu triedu ne-
zapornych funkcii definovanych na R". Vysledné tvrdenie sa nazyva Andersonova
veta.

1.1 Znacenie a zakladné pojmy

Na zaciatok zavedieme znacenie a niekolko pojmov, ktoré budeme v praci
pouzivaf.

Mnozinu realnych ¢isel budeme oznacovat IR, mnozinu prirodzenych ¢isel N
a prazdnu mnozinu (). Mnoziny budeme znacit velkymi znakmi. Budeme rozliSovat
ostri inkliziu C a neostru inkliziu C. Vnutrajsok, uzaver a hranicu mnoziny
A C R" znaéime postupne Int (A), A a dA. Indikdtorovii funkciu mnoziny A
budeme zapisovat ako 1 4.

Vektory a matice budeme znacit tu¢nym pismom, napriklad x, 3. Vektory bu-
deme uvazovat vidy stipcové. Zlozky vektoru & € R” znadime & = (..., 2,) .
Zapisom ||z || rozumieme euklidovskd normu vektoru & € R". Fakt, ze Stvorcova
matica I' typu n x n ma prvky ~;; zapiseme I' = (%J»)Zj:l. Jednotkovi maticu
typu n X n oznac¢ime I,,.

Pre lebesgueovsky meratelnii mnozinu A C R"™ zna¢ime A\"(A) jej n-rozmerni
Lebesgueovu mieru. Symbolom B™ rozumieme borelovskta o-algebru na R". Pre
dva priestory so o-koneénymi mierami (X, A, 1) a (Y, D, v) znac¢ime A ® D sici-
novi o-algebru na X x Y a p® v st¢inovi mieru na (X x Y, A® D). L1(x) bude
mnozina vSetkych meratelnych funkcii f na (X,.A) takych, ze [y |f| dp < oo.

Prex € R"ar > 0ozna¢me U(z,7) = {y € R" | ||z —y| <r}aB(z,r) =
{yeR" [z -yl <r}



Mnozinu A C R" nazyvame konvexnd, ak s kazdymi dvoma bodmi obsa-
huje aj vSetky ich konvexné kombindcie, t.j. pre kazdé x,y € A a a € [0,1] je
azx + (1 — a)y € A. Budeme pouzivat fakt, ze prienik dvoch konvexnych mnozin
je konvexna mnozina. Konvexnym telesom budeme rozumiet konvexni kompaktnia
podmnozinu R" s neprazdnym vnutrajskom.

Pre A,B C R", a € R" a a € R definujeme a4 = {ax | * € A}, kde pre
a = —1 piseme len —A. Dalej definujeme A + a = {x+a | © € A} a Minko-
wského sicet A+ B ={x+y|x €A ye B}. V praci budeme ¢asto pouzi-
vat jednoduché tvrdenie, ze pre konvexni mnozinu A C R" a a € [0,1] plati
A =aA+ (1 —a)A (Schneider, 1993, Remark 1.1.1).

1.2 Brunn-Minkowského nerovnost

Aby sme mohli dokédzat Andersonovu vetu, budeme potrebovat Brunn-Min-
kowského nerovnost. Tato nerovnost hovori o stivislosti Lebesgueovej miery a Min-
kowského stuc¢tu mnozin.

Veta 1.1 (Brunn-Minkowského nerovnost). Nech Ay, Ay C R™ su konvexné telesd
a a € [0, 1], potom plati

(A" (1= @) Ay + ado)) " = (1= a) (A"(A)" + a (A"(42)) ",
pricom rovnost pre o € (0, 1) nastdva prave vtedy, ked Ay a Ay si podobné, teda

tA; = Ay + u alebo tAs = Ay + uw pre nejaké t > 0 a uw € R".

Dokaz. Dokaz najdeme napriklad v knihe [Schneider| (1993, Theorem 6.1.1). Tento
dokaz vyuziva pokrocilu tedriu konvexnych telies.

]

Vlastnost Lebesgueovej miery z Brunn-Minkowského nerovnosti sa v niektorej
literatire nazyva 1/n-konkavnost, pretoze mozeme zhruba povedat, ze zobrazenie
A = (A(ANY" je konkavne.

Poznamka. Nerovnost vo vetepre a € [0,1] plati aj za predpokladu, Ze Ay, Ay
st neprdzdne lebesqueovsky meratelné podmnoziny R™ také, Ze (1 —a)A; +aAs je
tiez lebesqueovsky meratelnd. Podmienka meratelnosti mnoziny (1 — a)A; + aAs
je skutocne nutnd, co je diskutované v clanku |Ciesielski a kol| (2001/02).

Teraz uvedieme priklad, v ktorom ukazeme pouzitie Brunn-Minkowského vety.

Priklad 2. Nech A; = B(0,1) C R? je jednotkovd gula v R® a Ay C R? je kocka
s dliZkou hrany 2. Polozme o = 1/2. Potom plati

1 1 1.,/4 1
SN ) + 53 () = il am+ 5 VB = \?/§+ 1~ 181,
Vigpoctom v programe Wolfram Mathematica dostaneme

1 1
N3 = + = ~ .

Porovnanim tyjchto dvoch vysledkov vidime, Ze Brunn-Minkowského nerovnost je
skutocne splnend. Graficky je dand situdcia zndzornend na obrdzku[1.3,
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E A
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1 1
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2 TS 72

Obr. 1.2: Situacia z Brunn-Minkowského nerovnosti pre n = 3 a a = 0,5.

1.3 Andersonova veta a jej dokaz

Teraz mozeme zovseobecnit pozorovanie zo zaciatku kapitoly pre nezaporné
funkcie definované na R". Zavedieme pojem kvdzikonkdvnej funkcie, symetrickej
funkcie a symetrickej mnoziny.

Definicia 1.2. Funkciu f: R™ — R nazveme kvazikonkavna, ak vsetky horné
drovnové mnoziny K, = {x € R" | f(x) > u},u € R si konvexné. Funkciu f
dalej nazveme symetricka, ak f(x) = f(—x) pre kazdé x € R". MnoZinu A C R"
nazveme symetricka, ok A = —A.

Kvazikonkavnu funkciu mozno ekvivalentne definovat ako funkciu f: R — R
taku, Ze pre vSetky x,y € R™ a a € [0, 1] je splnené

(1 =)z +ay) = min{f(x), f(y)} .

Kazda konkavna funkcia na R™ je aj kvazikonkavna, ¢o plynie z jednoduchého
vypoctu

f(l=a)x+ay) > (1 -a)f(e) +af(y) 2 min{f(z), f(y)} .

Opac¢nd implikacia neplati ani v R!, prikladom je funkcia z prikladu [1} Kvazi-
konkavnost je teda rozsirenie pojmu konkavnosti. V nasledujicom texte budeme
pracovat s nezdpornymi funkciami f: R" — [0, 00). Pri nezédpornych funkcidch
zrejme staci pre overenie kvazikonkavnosti uvazovat K, pre vsetky u > 0.

Dalej ukéZeme, Ze konvexita mnoziny a kvazikonkavnost funkcie nim zarucia
ich meratelnost.

Tvrdenie 1.3. Nech A C R" je konvexnd mnozina, potom A"(0A) = 0.

Dékaz. Ak Int (A) = (), potom mnozina A lezi v nejakej nadrovine v R™ (inak by
obsahovala n-simplex a teda aj nejaky vniutorny bod) a tvrdenie zrejme plati. Bez
Wjmy na vSeobecnosti nech A je obmedzend mnozina (inak uvazujme konvexné
prieniky A NU(0,k) pre k € N, potom 0A C Upend(ANU(0,k)), ¢o je mno-
zina s nulovou Lebesgueovou mierou ako spocetné zjednotenie mnozin s nulovou



Lebesgueovou mierou) a nech 0 € Int(A). Zvolme ¢ € (0,1) a ¢ € JA. Potom
y = (1—¢)z € Int(A). Preto x = 7~y € Int (A). Plat{ teda

l—e

Int (A)) \ Int (A).

Pretoze Int(A) je konvexnd mnozina a obsahuje podciatok, plati
Int (A) € =Int (A) a z toho plynie

1

— &

1
A C
J _<1—€

Int (A)) \ Int (A)) — (118>n)\”(lnt (A)) — A"(Int (A)).

A(DA) < A" ((1

Limitnym prechodom ¢ — 0% dostdvame \"(0A) = 0.
[l

Tvrdenie 1.4. KaZdd konvexnd mnozina je lebesqueovsky meratelnad.

Dékaz. Plati A = Int(A)U(OANA), kde Int (A) je otvorend a (AN A) C A je
mnozina nulovej Lebesgueovej miery. Preto st obe tieto mnoziny lebesgueovsky

meratelné a teda aj ich zjednotenie je lebesgueovsky meratelné.
O

Tvrdenie 1.5. Kvdzikonkdvna funkcia je lebesqueovsky meratelnd.

Dokaz. 'Trivialne plynie z toho, Ze horné troviiové mnoziny su konvexné a teda
lebesgueovsky meratelné.

]

Teraz moézeme sformulovat a dokazat Andersonovu vetu.
Veta 1.6 (Andersonova veta). Nech
o f:R"™—[0,00) je symetrickd kvazikonkdvna funkcia,
o E CR" je symetrickda konvernd mnoZzina,
e [pflx)dx < .
Potom pre kaZdé y € R™ a k € [0, 1] plati nerovnost

/Ef(w—irky)dazz/Ef(:c—iry)dw. (1.1)

Poznamka. Nerovnost (1.1) je ekvivalentnd nerovnosti

/ flx)dx > f(x)dea.
E+ky E+y

Prvy krok nasledujiceho dékazu bude sledovat postup naznaceny v clanku /An-
derson (1955), ktory je zalozeny na inkluzii uvedenej nizsie a naslednom
vyuziti Brunn-Minkowského nerovnosti. Do dokazu st oproti ¢lanku doplnené
mnohé medzikroky a vysvetlenia, spolu s druhym krokom.

Dokaz. Podla tvrdeniaoba integraly v (1.1)) existuji. Dalej nech E je uzavretd

mnozina (inak moZeme podla tvrdenia [1.3[ uvazovat E). Ak Int(E) = 0, oba
integraly si nulové. Mozeme teda predpokladat, ze F ma neprazdny vnitrajsok.
Dokaz dalej rozdelime na dva kroky.



Prvy krok. Najskor nech f(x) = 1o(x), kde C C R”™ je symetrickd kon-
vexna mnozina takd, ze (F +y) N C je konvexné teleso. Polozme o = (1 + k)/2.
Ukazeme, ze plati inkluzia

(E+ky)nCoOa((E+y)NnC)+(1—a)(E—y)NC). (1.2)
Nechxz ca((E+y)NC)+(1—a)(F—y)nC), potom
z=a(w+y)+(1-a)(w-y),

kde v,w € E a zaroven v + y,w — y € C. Z konvexity C plati x € C. Podobne
z konvexity E plynie

r=av+(l-a)w+2ay —y=av+ (1l —a)w+ky € E+ ky,

z toho dostaneme x € (E + ky) N C.
Z monotoénie miery nésledne plynie

N(E+ky)NnC) 2N (a(E+y)nC)+(1-a)(F-y)nC)). (1.3)

Z predpokladu je (E + y) N C konvexné teleso a zo symetrie mnozin E a C je
—(E+y)nC)=(EF—-y)nC konvexné teleso. Preto na pravi stranu ((1.3)
moZeme pouzit Brunn-Minkowského vetu [I.1] a dostdvame

A (a(E4+y)nC)+(1—a)((E—y)N C«)))l/n
>a (W (E+y)ne)"+ (1-a) (W (E-g)nO)" (1)
=(\"((E+y)nC),

kde sme vyuzili fakt, ze mnoziny (F+y)NC a (E —vy)NC maji rovnak mieru,
pretoze (E—y)NC =—-((E+y)NnC).
Kombinéciou nerovnosti ((1.3)) a ([1.4)) dostaneme

/My lo(z)dz = A" ((E + ky) N O)
>N (E+y)nC)
= le(z)de,

E+y
¢o bolo treba ukazat.

Druhy krok. Teraz dokazeme tvrdenie pre lubovolnt nezapornu symetricki
kvazikonkavnu funkciu f. S vyuzitim Fubiniho vety uvedenej v prilohe prace

mozeme pisaft
f(@)
/ f(ac)da::/ / du do
E+ky E+ky

_/ / Ig,(x)du de

E+ky

—/ / z)dzdu
E+ky

:/ A" ((E + ky) N K,) du,
0
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rovnakym sposobom dostaneme

[ ferde = [TX (B4 1) du

Stadi teda ukazat, ze Vu € (0, 00) plati
N (B + ky) N KL) 2 A (B +9) N K. (15)

Zo symetrie a kvazikonkavnosti funkcie f je K, symetricka konvexna mnozina.
Bez 1jmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, ze K, je uzavretd mnozina
(pouzivame tvrdenie[L.3), preto aj (E + y) N K, je uzavretd mnozina ako prienik
dvoch uzavretych mnozin. Dalej (E + y) N K, je konvexna mnozina ako prienik
dvoch konvexnych mnozin.

AkjelInt ((E + y) N K,) = 0, pravé strana rovnice je nulova (opét pouzi-
vame tvrdenie[l.3) a veta plati. Nech Int ((E + y) N K,,) # 0. Potom aj Int (E) # 0
a Int (K,) # (0. Zo symetrie a konvexity mnoziny E a K, obsahuju pociatok ako
vnitorny bod, preto Int (E N K,) # 0 a teda konvexnd mnozina E N K, musi byt
obmedzend, inak by platilo [ f(x)dx = oco. Plati

EﬂKuQ;((E+y)ﬂKu)+;((E—y)ﬂKu), (1.6)

¢o sa ukaze podobne ako v prvom kroku dékazu (polozime k = 0, C' = K,,). Pre-
toze £ N K, je obmedzena a (K —y) N K, = —(E + y) N K, je neprazdna, musi
byt aj (F +vy) N K, obmedzend. Inak by sme sa dostali do sporu vo vztahu ,
pretoze Minkowského stucet neobmedzenej a neprazdnej mnoziny je neobmedzena
mnozina. V tom pripade je ale (E + y) N K, konvexné teleso a tvrdenie plynie
z prvej casti dokazu pre C = K.

m

Na zaver tejto kapitoly uvedieme priklad pouzitia Andersonovej vety [1.6]

Priklad 3. Nech f: R?> — [0,00), f(z,y) = e =W ¢ E = B(0,1) C R? je
jednotkovd gula v R?. Potom

o FE je symetrickd konvernd mnoZina,
o funkcia f je
— symetrickd, pretoZe f(—x,—y) = f(x,y) pre kaZdé (x,y)" € R?,
— kvdzikonkdvna, pretoZe
x pre u € (0,1) je K, li-gula v R?,
x pre uw =1 je K1 = {0},
x preu > 1 je K, =0,

co su konvexné mnoziny,

e [pfx)dx < oc.



Predpoklady Andersonovej vety st splnené a pre vetky y € R? a k € [0,1]
plati

/E+ky flx)dx > . f(x)dex.

Polozme y = (1,1)" a oznacme g(k) = [p,4, f(®)de, k € [0,1]. Potom g(k)
je nerastica. Na obrdzku (1.3 je zndzorneny postupne graf funkcie f, mnoZina E,
kontury funkcie f a graf funkcie g.

1.0F

e'IXI'LVl

0.5+

0.0H

-0.5¢

] -1.0hL . : . ]
10 —10 -10 -05 0.0 05 1.0

(a) Symetrickd funkcia f(z,y) = exp(— |z|—|yl). (b) Symetrickd konvexnd mnozina
E = B(0,1) c R

1.0F

0.5n

0.0

-0.5H

“10  -05 00 05 10 02 04 06 08 10"
(c) Kontury funkcie f. Horné troviiové (d) Funkcia g(k) = fE+ky fl®)dz,0 <k <1,
mnoziny su konvexné. Preto f je kva- kde y = (1,1) . Andersonova veta tvrdi, ze g je
zikonkavna. nerastuca.

Obr. 1.3: Priklad pouzitia Andersonovej vety.



2. Rovnost v Andersonovej vete

V tejto kapitole nas bude zaujimat, kedy v Andersonovej vete nastane
rovnost, teda kedy plati

[ @z~ [ j@)as
E E+y
a kedy naopak plati

/Ef(az)dm>/E+yf(m)da:.

Anderson| (1955)) vo svojom ¢lanku uvddza, Ze rovnost vo vete[L.6pre k € [0, 1)
nastane prave vtedy, ked

(E+y)NK,=(ENK,)+y, Yu>D0. (2.1)

Aby Anderson odvodil tento vztah, v dokaze urobil chybny zaver. Predpokladal,
ze ak (E+y)NK, = (E—1y)N K, + z pre nejaké z € R", potom z = 2y.
Tato implikacia zlyhdva napriklad pre £ = R". Chybu si vsimol Soms| (1991))
a tvrdenie opravil do inej podoby.

2.1 Somsova podmienka pre rovnost

Soms| (1991)) vo svojom ¢lanku Andersonovu podmienku rovnosti (2.1)) vyvratil
protiprikladom s funkciou definovanou na R?. Protipriklad vSak mozno najst uz
pre f: R — [0, 00).

Priklad 4. Uvazujme opit funkciu f(z) = e .2 € R z prikladu . Dalej po-
loZzme E = R. Potom E je symetrickd konvexnd mnozina, [ je symetrickd kvazi-
konkdvna funkcia a [p f(x)dz =2 < co. Pre lubovolné y € R,y #0 a k € [0,1]
plati E+ky = E = E+vy a teda v Andersonovej vete nastane zrejme rovnost.
Nie je vsak splnend podmienka z Andersonovho povodného clanku

pre u € (0,1).

Dalej uvedieme spravnu podmienku pre rovnost v Andersonovej vete . Cast
myslienky dokazu je prebrand z clanku Soms| (1991, Theorem 2.1), no tvrdenie
sme upravili do inej, silnejsej podoby.

Tvrdenie 2.1 (Rovnost v Andersonovej vete). Nech
e f:R™—=[0,00) je symetrickd kvazikonkdvna funkcia,
o ECR" je symetrickda konvexnd mnozina s neprdzdnym vnitrajskom,
« Jpf(z)de < oo,
« 0£yeR",

o existuje aspon jedno u € (0,00) také, Ze E N K, md neprdzdny vnitrajsok.
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Potom plati

/Ef(:v)d:c:/wa(a:)da:

prdve vtedy, ak pre kazdé u € (0,00) také, ze E N K, md neprdzdny vnitrajsok,
existuje vektor z, € R™ splnujici

(E+y)NK,=ENK,+ z,. (2.2)

Poznamka. V reporte|Somsd (198]) je uvedené tvrdenie[2.1, no podmienka (2.2)
je nahradend podmienkou

(E+y) NK,=(ENK,) + z4, (2.3)

teda neobsahuje uzdvery. Autor tvrdi, Ze takd podmienka je nutnd a postacujica
pre rovnost v Andersonovej vete. V clanku Soms (1991) je uz podmienka
uvedend len ako postacujica pre rovnost. Na konci clanku je ale uvedené ,T. W.
Anderson (private communication) has asserted that is also necessary “. My
vsak ukdazeme, Ze aby bola podmienka pre rovnost aj nutnd, musime do nej pridat
uzdvery, tak ako v nasom tvrdeni[2.1. Mohlo by sa totiz stal, Ze nie je splnend
podmienka , no rovnost nastane, pretoze je splnend podmienka ([2.2)). Taky
pripad by mohol nastat napriklad, ak by bola mnozZina ENK,, uzavretd, no mnoZina
(E+y)N K, by nebola uzavretd, pretoze pri posunuti sme stratili nejaky hranicngy

bod.
Pre dokaz budeme potrebovat niekolko pomocnych tvrdeni.

Tvrdenie 2.2. Nech f: R — [0,00] je funkcia, ktord je v kaZdom bode zlava
spojitd a plati [ f(x)dz = 0. Potom f = 0.

Doékaz. Ak [g f(xr)dx =0 a f je nezdpornd, potom podla tvrdenia uvede-
ného v prilohe prace moézeme vztah f(z) = 0 plati A-skoro vSade. Pre spor nech
ro € R je také, ze f(xg) # 0. Funkcia f je zlava spojitd, preto existuje 6 > 0
také, ze Vo € (zg — d,x0] : f(z) > 0. No A((zg — d,x0]) = d > 0, ¢o je spor s tym,
ze f(x) =0 plati A-skoro vsade.

m

Tvrdenie 2.3. Nech A, B C R" st konvexné telesd také, ze A C B a \"(A) =
A'(B). Potom A= B.

Dékaz. Zvolme xq € Int (A) a ndjdime € > 0 také, ze U(xg, ) C A. Pre spor nech
dy € B\ A. Oznatme K = {ty+ (1 —t)x | ¢ € U(xp,¢),t € [0,1)}. Potom K
je otvorend mnozina v B. Ak K \ A = (), potom y € A, pretoze A je uzavretd
a y je limitou postupnosti {(1 — %)y + %330}20_1 bodov mnoziny K C A, ¢o je
spor. Nech K\ A # (), no K \ A je otvorend neprazdna mnozina v B, preto
0 < A"(K\A) <A"(B\ A), co je spor s tym, ze \"(A) = \"(B).

O

Tvrdenie 2.4. Nech A, B C R", potom A+ B D A+ B.
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Dékaz  Bez ijmy na vseobecnosti nech A + B # (). Zvolme z € A + B. Potom
z = a+ b pre nejaké a € A a b € B. Preto mus{ existovat postupnost {a;};-,
prvkov mnoziny A a postupnost {b;};°, prvkov mnoziny B také, ze a; — a
a b, — b. Potom ale z; .= a; + b;,i € N je postupnost prvkov mnoziny A + B
takd, ze z; — z, preto z € A+ B.

]

Teraz mozeme pristipit k dokazu tvrdenia[2.1o rovnosti v Andersonovej vete.

Dékaz vety[2.1l 7 dokazu Andersonovej vety [L.6] vidime, Ze v nej nastane rovnost
pre k = 0 prave vtedy, ak

[ nE A K) =X (E +y) 0 K) du=0. (2.4)

Dalej vieme, Ze zobrazenie u +— A\"(E N K,) — \"((E +y) N K,), u € (0,00)
je nezaporné (to plynie z prvého kroku dékazu Andersonovej vety a zlava
spojité zo spojitosti miery (tvrdenie v prilohe prace, vyuzivame fakt, ze
Jp f(x)dx < oo, teda A"(E'N K,) < oo pre kazdé u > 0).

Podla tvrdenia|2.2|je teda rovnost ekvivalentna tomu, ze pre kazdé u > 0
nastane rovnost

N(ENK,) =XN'((E+y)NK,),

pricom z Andersonovej vety [1.6] je nerovnost
N(ENK,) >XN'(E+y)NK,)

splnend. Z toho vsetkého plynie, Ze rovnost v Andersonovej vete je ekviva-
lentné nerovnosti

N(ENK,) <A"((EF+y)NK,) pre kazdé u > 0.

Implikdcia = Nech [ f(z)dz = [p,, f(x)dz. Podla vyssie uvedenej
diskusie pre kazdé u > 0 plati \"(E N K,) = A"((E +y) N K,). Nech u > 0 je
také, ze £ N K, ma neprazdny vnutrajSok. Potom musi byt konvexnid mnozina
E N K, obmedzend, inak by platilo [ f(z)dax = co. Potom aj konvexnd mno-
zina (E + y) N K, méa neprazdny vnitrajSok a je obmezend, inak by neplatilo
AN(ENK,) =N'((F+y)NK,). Podla tvrdenia [1.3| plati

N((E+y)nK,) =" ((E+y)nK,),
N(ENK,) =" (ENK,).
Mame teda
N (EAK,) =\ (BT y)nK.,). (2.5)

kde FNK, a (EF+y)NK, si konvexné telesi ako uzavery konvexnych
obmezenych mnozin s neprazdnym vnutrajskom. Mnozina (E—y)NK, =
—(E +y) N K, je teda tiez s pouzitim symetrie mnozin E a K, konvexné teleso.
Pretoze podla tvrdenia [2.4{pre A, B C R" plati A+ B D A + B, z inkltzie
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v Andersonovej vete pre a = 1/2 plynie

EAK, 2 5 (E+y) K+ 3 (B -y)nK,)

1 1

pricom poslednd mnozina je konvexné teleso ako Minkowského stucet konvexnych
telies. Rovnako ako v dékaze Andersonovej vety, aj tu musi platit

N (EAK,) > A (;(E+y)mKu+;(E—y)mKu> (2.7)
>\ ((E+y)NEK,). (2.8)

Aby nastala rovnost v (22.7)), z inkltizie (2.6)) a tvrdenia [2.3| dostavame podmienku

1 1

Aby dalej nastala rovnost v (2.8), z Brunn-Minkowského vety dostavame
podmienku

(E_y)ﬂKu = <E+y)ﬂKu+Z07 (210)
pre nejaké zo € R™. Po dosadeni (2.10) do (2.9) dostaneme

1 1
EmKu:§(E+y)ﬂKu+§((E+y)ﬂKu+zo)
=(E+y)NK,+ 2z0/2,

kde sme vyuzili konvexitu mnoziny (E + y) N K,. Mozeme polozit z, = —zy/2
a tym je dokdzand prva implikacia. Teda za danych predpokladov je pod-
mienka ([2.2)) nutnd pre rovnost v Andersonovej vete.

Implikacia <=  Nech pre kazdé u > 0 také, ze £ N K, ma neprazdny
vnutrajsok existuje z, € R" také, ze (E +y) N K, = £ N K, +z,. Podla diskusie
na zaciatku dokazu tohto tvrdenia staci ukazat, ze \"(ENK,) < \"((E+y)NK,)
pre kazdé u > 0.

Nech u > 0 je také, ze £ N K, ma prazdny vnutrajsok. Potom podla tvrde-
nia[1.3]je A" (E N K,,) = 0 a tvrdenie trividlne plati.

Naopak, uvazujme v > 0 také, ze £ N K, mé neprazdny vnuitrajsok. Potom
E N K, je konvexné teleso. Nech z, € R" je také, ze

(E+y NK,=FENK,+ z,.
Zo symetrie mnozin F, K, plati
(E_y)mKu: (_E_y)m(_Ku) = _((E+y)mKu)7

z toho plynie, ze

(F-ynNnK,=—(E+ynNK,=—-FNK,—z,=ENK,— 2z,
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Z uvedeného vypoctu dostaneme

1 1
§(E+y)ﬂKu+§(E—y)ﬂKu
1, 1, -
zi(EmKquzu)Jri(EmKu—zu):EmKu, (2.11)

kde sme vyuzili konvexitu mnoziny £ N K,,. Tiez plati
(BE+y)NK,=ENK,+z,=(E—y)NK, + 22, (2.12)

Nakoniec si staci uvedomit, ze z rovnosti plynie rovnost v a z rov-
nosti plynie vdaka Brunn-Minkowského vete rovnost v (2.8). Teda
plati \"(EN K,) = \"((E +y) N K,). Podla tvrdenia plati aj \"(F N K,) =
A'((E +vy)N K,), ¢o dokoncuje dokaz.

O

Vektor z, z tvrdenia moze nadobudat rozne hodnoty. Vyznacné st dva
pripady

Ak f: R — [0,00), potom FE a K, st dva symetrické intervaly a preto nastane
jedna z vyssie uvedenych moznosti, teda z, moze nadobuidat len hodnoty y a 0.
Pre f: R" — [0,00), n > 2 moze vektor z, nadobudat aj iné hodnoty. To ukdzeme
v nasledujicom priklade.

Priklad 5. UvaZujme f: R? — [0,00) dani predpisom
f(@1, w2) = exp(— |z1]).

Dalej polozme E = {(xl,xg)T €ER? | -1< 2, < 1} ay = (y,y2)" € R%, y#D0.
Potom plati
Ky = {(x1,22)" € R? | exp(—|z]) > u

= {(z1,22)7 € R? | log(u) < 21 < —log(u)}
pre u € (0,1 a K, = 0 pre uw > 1. TieZ zrejme plati [ f(x)dx < co. Teda si
splnené predpoklady tvrdenia . Preu € (0,1) ma EN K, neprizdny vnitrajsok

a plati
(E+y)NK,=ENK,+(0,52)",

co je vidiet z obrdazku kde je situdcia zndzornend pre u = 1/2. Mdame teda
z, = (0,92)". Podla tvrdem'a teda plati rovnost

/Ef(ac)dw:/Eerf(w)d:n.

Tento priklad mozno povazZovat za dalsi protipriklad Andersonovej chybnej pod-
mienky pre rovnost (2.1)).
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Obr. 2.1: Priklad : Protipriklad Andersonovej podmienky pre rovnost (2.1]). Plati
(FE+ynNK,=FEnNK,+z,#ENK,+y.

2.2 Podmienka pre ostri nerovnost

V tejto sekcii sa zameriame na otazku, kedy v Andersonovej vete nastane ostra
nerovnost. Na zaciatok definujeme niekolko pojmov.

Definicia 2.5. Pre funkciu f: R™ — [0,00) definujeme jej nosi¢ ako mnozinu

Sp={xeR"| f(x) >0}

Definicia 2.6. MnozZinu A C R"™ nazveme striktne konvexnd, ak pre vsetky
x,yc€ Aaac(0,1) plati

axr + (1 —a)y €Int(A).

Nasledujtce tvrdenie pochadza z clanku |Jogdeo| (1970)). Ukazeme, ze tvrdenie
je formulované nespravne a jeho dokaz nie je korektny.

Tvrdenie (nespravne) 2.7 (Jodgeo). Nech
o f:R"™—[0,00) je symetrickd kvazikonkdvna funkcia,
o Int(Sy) #0,
e Ve Sr,x#0 aVkel0,1) je f(kx) > f(x) (f je striktne unimoddlna),
« E C S; je obmedzend symetrickd konvexnd mnozina takd, Ze Int (E) # (.

Potom pre lubovolny nenulovy vektor y € R™ a vsetky k € [0, 1) plati

/ flx)dx > flx)de.
E+ky E+y

Prvy problém s uvedenym tvrdenim je jeho zaver. Ten nam v podstate ho-
vori, ze zobrazenie k > [, f(x) dx je striktne klesajiice na intervale [0, 1] pre
Tubovolny vektor y € R™, y # 0. Za predpokladov vsak moze nastat pripad, ze
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St je obmedzend mnozina a pre dostatocne ,velky“ vektor y a k € (0,1) bude
platit (E + ky) N Sy =0, potom aj (E+y)NS; =0 a teda

[E+kyf(a:)dcc :/E+yf(m)dx =0,

¢o je v spore s tvrdenim. Autor mozno uvazoval len také y, ze [, f(z)dz > 0.
Tento problém sa pokusime opravit v domnienke [2.8|

Dalsi problém s Jodgeovym tvrdenim je jeho dokaz, ktory sa opiera o pévodni
Andersonovu podmienku rovnosti, ktora je chybna. Zaujimava je chronolégia uda-
losti. V roku [1955] Anderson napisal ¢lanok, v ktorom uvedie okrem svojej vety
aj podmienku pre rovnost . V roku 1970 Jodgeo napisal ¢lanok, kde uva-
dza predpoklady, za ktorych nastane ostra nerovnost. Neskor Soms v roku [1984
piSe report s opravenou podmienkou rovnosti, no jeho upravena verzia bez jednej
implikacie sa dostane do vydania az v roku |1991.

V skratke, Jodgeo v dokaze tvrdenia najde u > 0 také, ze nemoze platit
(F+y)NK, = ENK,+y, teda nie je splnend Andersonova podmienka ({2.1]). To
vSak nie je postacujice pre ostri nerovnost, ako je vidiet napriklad v priklade [5

Tvrdenie by sme teda mohli upravit nasledujicim sposobom na dom-
nienku

Domnienka 2.8. Nech si splnené predpoklady turdenia [2.7. Potom pre kazdy
nenulovy vektor y € R™ taky, Ze [p,, f(z)dx >0 plati

/ f(m)dm>/ f(x)dx pre kazdé k € [0,1).
E+ky E+y

Pretoze je Jodgeov argument chybny, uvedend domnienka zostava otvorenym
problémom, ktory sa nam do odovzdania prace nepodarilo vyriesit. Ak vSak este
priddme dalsie predpoklady, dostavame nasledujice tvrdenie. Jeho dokaz je vlast-
nym prinosom v praci.

Tvrdenie 2.9. Nech st splnené predpoklady tvrdenia a nech naviac plati
o f je spojitd funkcia,
o K,, je striktne konvexnd, kde uy = min {f(w) | x € E} > 0.

Potom pre lubovolny nenulovy vektor y € R™ plati

/Ef(a:)da:> flx)dzx (2.13)

E+y

Dokaz. Pretoze f je spojitd, K, je uzavretd mnozina pre vsetky u > 0. Pre-
toze E je podla predpokladu obmedzend a f je obmedzend hodnotou f(0), plati
Jg f(x)dx < oo.

Dalej pretoze f je spojitd a E je kompaktnd mnozina, f nadobida na F
minimum. Ozna¢me v lubovolny bod, v ktorom sa nadobtida minimum. Potom
up = f(v) a z podmienky striktnej unimodality plynie v € OE. Zrejme E C K,
a zo striktnej unimodality v € 0K,,. Vektor v teda nalezi do prieniku OENOK,,.
Zo symetrie mnozin K,, a E' plati aj —v € O0E N IJK,,.
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Dalej v bodoch v zostrojime oporné nadroviny k mnozine K,,. Tie mozno
zo symetrie volit tak, aby boli rovnobezné. Pouzime teda tvrdenie z prilohy
prace. Pretoze v € 0K,,, ndjdeme nenulovy vektor h € R"™ taky, ze

h'(x—v) <0 Vxe K,. (2.14)
Zo symetrie mnoziny K, tiez plati
h'(x — (—v)) >0 Vz e K,,. (2.15)

Pretoze K,, je podla predpokladu striktne konvexna a je uzavreta kvoli spoji-
tosti, rovnost v nastane len pre v a rovnost v nastane len pre —v.
V opa¢nom pripade by mnozina K,, obsahovala na svojej hranici priamku.

Pre spor nech nastane rovnost v . Potom E N K,, = E mé neprazdny
vnutrajsok podla predpokladu. Predpoklady tvrdenia su splnené a preto musi
existovat zy € R" taky, ze

(E+y)NK,=ENK,+2z=F+ 2.

Z toho ale plynie, 7e E + 2y C E+y = E + vy, teda 2y = y, pretoze E je
obmedzena. Preto ale plati

E—’_ng_uo:Kuo:

teda pre vietky € E plati  +y € K,,. Specidlne je této vlastnost splnens
pre v € E. Pretoze y # 0, po dosadenf v + y do (2.14) a —v + y do (2.15)

dostaneme
h'(v+y—v)=h'y <0,
h'(—v+y—(-v))=h'y >0,
¢o je spor. Preto v ([2.13]) nastane ostra nerovnost. Graficky je myslienka dokazu

znézornend na obrazku 2.2l
O

Obr. 2.2: Tvrdenie Striktna konvexita K,, ndm zaruci ostri nerovnost v An-
dersonovej vete.
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Poznamka. Ak by sme v turdeni nepredpokladali striktni konvexitu mnoZiny
K., ziskali by sme podmienku h™y = 0. To by mohlo byt uZitocné v dokaze

domnienky [2.8

Prikladom funkcif, ktoré spiiiaji predpoklady tvrdenia st hustoty n-roz-
merného norméalneho rozdelenia s nulovou strednou hodnotou a pozitivne defi-
nitnou varianénou maticou. V takom pripade si K, symetrické (vzhladom k po-
¢iatku) n-rozmerné elipsoidy, teda striktne konvexné mnoziny.

Poznamka. V tvrdeni predpokladdme spojitost funkcie f. To sme v dokaze
vyuzili k tomu, aby sme ukdzali, Ze f nadobida na kompaktnej mnozine minimum.
Tito vlastnost vsak maji aj zdola polospojité funkcie. Funkciu f: R" — R na-
zveme zdola polospojitd, ak si mnoziny {x € R™ | f(x) < u} uzavreté pre vsetky
u € R. KaZda spojita funkcia je zrejme aj zdola polospojita, opacnd implikdcia ne-
plati. Preto by v turdent stacilo predpokladat zdola polospojiti funkciu a dokaz
by vyzeral analogicky.
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3. Predpoklady a rozsirenia
Andersonovej vety

V tejto kapitole odpovieme na otazky, ¢i si predpoklady Andersonovej vety
skutocne potrebné a ako pripadne mozeme Andersonovu vetu rozsirit.

3.1 Nutnost predpokladov

V' Andersonovej vete predpokladame symetriu funkcie f a mnoziny FE.
To moze byt ¢asto obmedzujtce, napriklad ak by sme chceli integrovat cez taky
jednoduchy utvar, ako je rovnostranny trojuholnik, ktory nie je symetrickou mno-
zinou v zmysle definicie [L.2] ale disponuje tromi osovymi symetriami.

Poznamka. TaZiskom konvexného telesa rozumieme stredni hodnotu rovnomer-
ného rozdelenia na danom konvexnom telese.

Intuitivne by ndm mohlo napadniuf namiesto symetrie mnoziny E predpokla-
dat, ze E je konvexné teleso centrované jeho taziskom v pociatku. Ukazuje sa
vsak, ze predpoklady symetrie mnoziny F a funkcie f vystupuji v Andersonovej
vete simerne a preto by taka tprava predpokladov nebola korektna.

K Ky Ky
T -0.; -0.2 t 0.2 4 mT -04 / -0.2 0.2 0.4 uT

-0.6 -0.6 -0.6
(a) Optimalna poloha mno- (b) Neoptimdlna poloha mno- (c) Jedno z optimélnych posu-
ziny T ziny T nuti mnoziny 7'

Obr. 3.1: Priklad @: Maximélny obsah prieniku dvojice konvexnych telies v R? pre
dva priklady telies. Nie vzdy je optimélne centrovat telesa faziskom do pociatku.

Priklad 6. UvazZujme
« T C R? rovnostranny trojuholndk s dizkou hrany 1,
e K, C R? kruh s polomerom 0,5,

e K, C R? Stvorec s diZkou strany 1,

pricom poloha jednotlivjch mnoZin je zndzornend na obrdzku[3.1d a[3.18 Polozme
fi(x) =1k, (x) a fo(x) = 1k, (). Potom

o Jryy filz)dx = A (T +y) N K1) bude maximdlny pre y = 0. To plynie
z tedrie v sekcii[3.9 a je to ukdzané v priklade 8 Graficky je tdto situdcia
ndzornend na obrdzku (3 1d.
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o Jppy fo(x)dax = N (T +y) N Ky) bude mat pre y = (0,—1/10)" zrejme
vacsiu hodnotu, neZ pre y = 0. Tdto situdcia je zndzornend na obrdz-

koch[3.18 a[3.1d.

Je vSak mozné rozsirit tvrdenie Andersonovej vety tak, ze nahradime symetriu
funkcie f a mnoziny E inym typom symetrie. Toto rozsirenie podrobne rozobe-
rieme v sekcii [3.2] Neskor v sekeii [3.3] ukdzeme ako je mozné nahradit predpoklad
kvazikonkavnosti funkcie f tak, aby sme nemuseli predpokladat ziadnu symetriu
mnoziny F a funkcie f.

V Andersonovej vete tiez predpokladame konvexitu mnoziny E. V nasleduju-
com priklade ukédzeme, ze predpoklad konvexity mnoziny £ je potrebny.

Priklad 7. UvaZujme medzikruZie E = B(0,2)\ B(0,1) ¢ R* a K = B(0,1).
Potom funkcia f(x) = 1g(x) je zrejme symetrickd kvdzikonkdvna a E je sy-
metrickd mnoZina, ktord vsak nie je konvexnd. Poloime y = (1/2,0)". Potom
plati

/Ef(ﬂ?)dmZ/\2(EmK):)\2(Q)):0

a zaroven

[E+yf(m)dx:A2((E+y)mK)>o,

pretoZe Int (E +y) N K) # 0, ako je vidiet z obrdzku[3.2

(a) \X2(ENK) = 0. (b) \2((E + y) N K) > 0.

Obr. 3.2: Konvexita mnoziny E je v Andersonovej vete zasadna.

3.2 Rozsirenie predpokladov symetrie

Aby sme mohli rozsirif predpoklady symetrie v Andersonovej vete, zavedieme
nasledujtice pojmy.

Definicia 3.1. Nech g: R" — R" je linedrny operdtor. Hovorime, Ze g zachovava
Lebesgueovu mieru, ak pre kazZdi meratelni mnozinu A C R™ plati

A"(g(A)) = A"(A).

Dalej hovorime, Ze grupa G linedrnych operdtorov na R™ zachovava Lebesgueovu
mieru, ak kaZdy prvok g € G zachovdva Lebesgueovu mieru.
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Poznamka. Linedrny operator g: R™ — R™ zachovdva Lebesgueovu mieru prave
vtedy, ked |det A| =1, kde A je matica linedrneho operdtoru g.

Medzi lineadrne operatory zachovavajice Lebesgueovu mieru patria napriklad
rotacie okolo pociatku, osové symetrie, alebo permutacie zloziek vektoru.

Definicia 3.2. Nech G je grupa linedarnych operdtorov na R", f: R — R a
E C R™ Potom hovorime, Ze

o mnozina E je G-invariantnd, ak E = g(FE) pre kazdé g € G,

o funkcia f je G-invariantna, ak f(g(x)) = f(x) pre kazdé g € G a pre kazdy
vektor x € R".

7 definicie jednoducho plynie nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 3.3. Ak je funkcia f G-invariantnd, potom wvsetky horné tdrovnové
mnoziny K., u € R funkcie f si G-invariantné.

Teraz uvedieme vetu inSpirovani Andersonovou vetou, ktora bude predpo-
kladat G-invarianciu mnoziny E a funkcie f. Nizsie uvedeny dokaz sleduje po-
stup z ¢lanku Mudholkar| (1966, Theorem 2), je analogicky dokazu Andersonove;
vety a su v nom doplnené medzikroky a vysvetlenia.

Veta 3.4 (Mudholkar). Nech G = {g1,...,gn} je konecnd grupa linedrnych
operdtorov na R", ktord zachovdva Lebesqueovu mieru. Dalej predpokladdme, Ze

o ECR" je G-invariantnd konvexnd mnoZzina,

o f:R"—[0,00) je G-invariantnd kvdzikonkdvna funkcia,

Jp flx)dx < oo,
e acRY, YN ay=1,a;>0Vie{1,... N}

Potom pre kazZdy vektor y € R™ plati nerovnost

[ f@t+a@)de> [ f@t+yde. (3.)

kde v
a(y) = ; @;9:(y).

Poznamka. Nerovnost (3.1)) je ekvivalentnd nerovnosti

/ flx)dx > f(x)de.
E+a(y)

E+y

Andersonova veta je dosledkom vety pre grupu G zloZeni zo zobrazeni
definovangch maticami +1,.

Dékaz. Budeme postupovat podobne ako v dokaze Andersonovej vety [1.6] Bez
ujmy na vSeobecnosti mézeme vdaka tvrdeniu predpokladat, ze E je uzav-
retd. Ak Int (E) = (), oba integraly si nulové a tvrdenie plati. Nech teda E mé
neprazdny vnitrajsok. Dalej dokaz rozdelime do dvoch krokov.
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Prvy krok. Najskor predpokladajme, ze f(x) = Lo(x), kde C C R™ je
G-invariantnd konvexnd mnozina taka, ze (E + ¢;(y)) N C st konvexné telesa pre
vsetky e =1,...  N.

Ukéazeme, ze plati inkluzia

(E+a(@)nC2) o ((E+g(y)NnC),

i=1

kde symbolom ) rozumieme zovseobecnenie Minkowského sictu pre konecne
mnoho mnozin. Z toho bude plynut

N (B+a(y) NC) > A" (z 0: (B + gs(y)) 1 0)) TS

i=1

Nech z € ¥V, o (E + gi(y)) N C), potom & = XN | a; (x; + 9;(y)), kde z; € E
ax;+g(y) €C,i=1,...,N. Potom & € C, pretoze C je konvexna. Mdzeme
pisat & = N | ;- +a(y) a pretoze E je konvexnd, musi tiez platit € E+a(y).

Pretoze predpokladame, ze (E+ g;(y)) NC st konvexné telesd, mdzeme pouzit
zovseobecnenu verziu Brunn-Minkowského nerovnosti pre Minkowského stucet N
mnozin. Tym dostaneme

3=

[ (iaz- (E+ ou(w) mc*))); > f:a O (B + 6:w) N O

i=1
pricom pravu stranu moézeme scitat podla nasledujiceho
AN ((E+gi(y) N C) = A" ((9(E) + 9:(y)) N g(C))

=N (g((E+y)nC))
=\ ((E+y)n0),

kde v prvej rovnosti sme vyuzili G-invarianciu mnozin E a C, v druhej rovnosti
sme vyuzili linearitu operatoru g a v poslednej rovnosti fakt, ze g zachovava
Lebesgueovu mieru. Pretoze % | a; = 1, spolu dostdvame

N
A" (Zai«mgi(y)) mm) >\ (B+y)NC). (33)
i=1
Kombinaciou vztahov (3.2) a (3.3) dostavame

NM(E+a(y)nC)>N"((E+y)nC).

Druhy krok. Teraz dokazeme tvrdenie pre Iubovolni nezaporni G-inva-
riantni kvazikonkavnu funkciu f. Podobne ako v Andersonovej vete [1.6| staci
ukazat, ze Yu € (0, 00) plati

NM(E+ay)NK,) >\N"(E4+y) NK,). (3.4)

Zo symetrie funkcie f je K, konvexna G-invariantnd mnozina a bez ijmy na
vseobecnosti mozeme tak ako v dokaze Andersonovej vety predpokladat, ze
(E+ gi(y)) N K, je uzavretd konvexnd mnozina pre vsetky i = 1, ..., N.
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Ak je Int ((F +y) N K,) = 0, prava strana rovnice (3.4) je nulovd (pouzivame
tvrdenie a tvrdenie trividlne plati. Nech Int ((E + y) N K,) # 0. Pretoze g;
st linedrne (Specidlne spojité) zobrazenia zachovavajice Lebesgueovu mieru, tak
aj ¢;((F +y)NK,) = (E+ g(y)) N K, maji neprazdny vnitrajsok.

Podobne ako v prvej casti dokazu sa dokaze nasledujici vztah.

(E+a(y)nK,2) a(E+gy)NK,). (3-5)

i=1
Pretoze Minkowského sicet mnozin s neprazdnym vnutrajskom ma neprazdny
vnutrajsok, musi mat konvexna mnozina (E + a (y)) N K, neprazdny vnuitrajsok.
Ak by bola neobmedzen4, platilo by

N (B + aly) N K,) = o

a nerovnost by bola trividlne splnena. Ak je naopak (E + a (y)) N K, ob-
medzend, potom st obmedzené aj mnoziny (E + ¢;(y)) N Ky, i = 1,..., N, inak
by sme sa dostali do sporu vo vztahu .
To vSetko ale znamena, ze (E+ g;(y)) N K, st konvexné telesi pre i = 1,..., N
a tvrdenie plynie z prvej casti dokazu pre C' = K,,.
0

Priklad 8. Majme
o G =1{g1,92, 93}, kde g; je rotdcia vIR* okolo pociatku o 2m(i—1)/3 radidnov,

o FE je rovnostranny trojuholnik centrovany taziskom v pociatku,

o f(x) = 1po)(x) je jednotkovy kruh v R?,

potom si mnozZina E a funkcia f zrejme G-symetrické. TieZ plati
Jp f(®)dx < 0o. Polozme a = (1/3,1/3,1/3)". Predpoklady vety[3.4] sii spinené.
Zvolme lubovolny vektor y = (y1,42)" € R2. Plati a(y) = 37, (9:(y)/3) = 0.

Dostavame teda -
> .
[ f@dz> [ f)da

Poznamka. Hovorime, Ze redlny ndhodny vektor s hodnotami v R™ md sféricky
symetrické rozdelenie, ak maju vektory X a QX rovnaké rozdelenie pre kaZdi
ortogondlnu maticu Q € R™". K takym rozdeleniam patri napriklad n-dimen-
ziondlne Standardné normdlne rozdelenie. V priklade [§ by sme preto mohli ako
funkciu f volit hustotu lubovolného sféricky symetrického rozdelenia v R?.

Priklad 9. Majme

o G ={g1,9}, kde g1 je identita na R* a go je symetria v R* okolo osi x,
teda gy (w1, 20) " > (21, —29) 7T,

o E je rovnoramenny trojuholnik s vrcholmi (0,0)7, (1,—1)",(1,1)7,
o fz) = exp(— |22]),
potom mnozina E a funkcia [ si G-symetrické. TieZ plati [ f(x)dx < oo.

Polozme o = (1/2,1/2)7. Predpoklady vety st splnené. Zvolme lubovolny
vektor y = (y1,y2)" € R?. Plati a(y) = 1/2 (y1,32)" +1/2 (y1, —2) " = (1,0)".

Dostdvame teda
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3.3 Rozsirenie predpokladu kvazikonkavnosti

V tejto kapitole rozsirime pojem kvazikonkévnosti funkcie, ¢o neskor vyuzi-
jeme pre vetu, ktora je inspirovand Andersonovou vetou. Na zaciatok definujme
s-ty zovSeobecneny priemer dvoch nezapornych ¢isel.

Definicia 3.5. Pre a,b > 0, a € (0,1) a s € [—00, 0] definujeme s-ty zovse-
obecneny priemer M (a,b) ako

min {a, b} ak s = —o0,
max {a, b} ak s = o0,
al=)pe ak s =0,

M(a,b) =
PO (- )+ ab) P aks € (0,50) a ab > 0 alebo ak

s € (—00,0) a ab >0,
0 inak.

Poznamka. Pre a = 1/2 dostdvame
o MP(ad) = t(a+b) aritmeticky priemer,
. S/Q(Q,b) = Vab geometricky priemer,
o M'"P(ab)=2/(a"! +bY) harmonicky priemer, ak ab > 0.

Ukazuje sa, ze ak budeme brat s-ty zovSeobecneny priemer ako funkciu argu-
mentu s, dostaneme neklesajice spojité zobrazenie.

Tvrdenie 3.6. Pre a,b >0 a a € (0,1) je
s +— M2(a,b), s € [—00, x]

neklesajice spojité zobrazenie.

Dékaz. Najskor si vSimneme, ze ak a = b, potom M&(a,b) = a je konstanta.
Nech a # b, ab = 0 a bez Gjmy na vSeobecnosti b = 0, potom pre s € [—00, 0]
je M&(a,b) =0apres e (0,00) je M¥(a,b) = ((1 — a)a®)"* = a(1—a)¥* zrejme
neklesajice a zhora obmedzené hodnotou M2 (a,b) = max {a,b} = a. Tiez plati
lim, o+ M%(a,b) = 0 = M§(a,b) a lims_,oo M3 (a,b) = a = M (a,b). Tvrdenie
teda plati.
Nech a # b, ab > 0 a bez 1jmy na vseobecnosti nech a < b, potom plati

log ((1 — a)a® + ozbs)>

lim M (a, b) = yg%eXp< ;

— exp (1 — a) log(a) + alog(8)) = Mg (a,b),

kde sme pouzili L’Hospitalovo pravidlo a vetu o limite zlozenej funkcie. Tiez plati

: . _ BRSVE : a\*\ Ve
lim M(a,b) = lim ((1 —a)a* + ab S) = a lim ((1 —a)+a () )

s——00 500 b
=a =min{a,b} = M* _(a,b),
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s 1/s
. a 1s s s\1/s 3 g
lim M (a,b) = lim ((1—a)a®+ab®) " = b lim <(1 —a) (b) * a)

=b=max{a,b} = M3 (a,b).

Tym je dokdzand spojitost. UkdZeme monoténiu na intervale (0,00), nech teda
0 < s < t. Potom funkcia ¢(z) = 2'/* je konvexna na [0,00) a pre z = a*, y = b°
plati

(1 a)a’ +ab")”* = p((1-a)a+ay) < (1-a)p(x) +ap(y) = (1—a)a +ab,

teda
Msa(a7 b) S Mta(av b)

Monoténia na intervale (—oo,0) sa ukaze obdobne.

Teraz mozeme uviest pojem s-konkavnych funkcii.

Definicia 3.7. Nech f: R™ — [0,00) je nezdpornd redlna funkcia. Potom hovo-
rime, Ze f je s-konkavna, ak

f(L=a)z+ay) > M7 (f(z), f(y))
pre kazdé a € (0,1) a kaZdé x,y € R"™.

Poznamka. Pre s = —oo je definicia ekvivalentnd kvdzikonkdvnosti funkcie f.
Pre s = 0 tieZ hovorime, Ze funkcia f je log-konkdvna, pretoZe ju mozno napisatl
vtvare f(z) = exp(g(x)), kde g je konkdvna funkcia. Pre s = 1 dostdvame klasicki
definiciu konkduvnej funkcie.

Jednoduchym dosledkom tvrdenia je nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 3.8. Nech funkcia f: R™ — [0,00) je s-konkdvna a t < s, potom je
funkcia f aj t-konkdvna. Specidlne, funkcia f je —oo-konkdvna, teda kvdzikon-
kavna.

Podrobny rozbor s-konkavnych funkcii mézeme najst v knihe Dharmadhikari
a Joag-Devl (1988, sekcia 3.3). V tejto knihe je tiez uvedeny pojem t-konkévnych
Borelovskych mier na R™ a ukazuje sa, ze tieto miery navzajom koreSponduju
s s-konkdvnymi hustotami vztahom ¢ = s/(1 + ns). Vysledkom tejto tedrie je
nasledujtca veta, ktora je inspirovand Andersonovou vetou [L.6]

Veta 3.9. Nech f: R" — [0,00) je funkcia spliujica
o [ je s-konkdvna, kde s > —1/n,
o Jpn flx)da < 0.

Nech E C R" je lubovolnd konvexnd mnozina. Polozme t = s/(1 + ns). Potom
funkcia g: R™ — [0, 00) definovand predpisom

g:y— flx)dax (3.6)

E+y

je t-konkdvna. Specidlne, funkcia g je —oo-konkduvna, teda kvdzikonkduvna.
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Dékaz. Dharmadhikari a Joag-Dev| (1988, Theorem 3.24).

]
V uvedenej vete teda nepredpokladdme symetriu mnoziny E ani funkcie f. Na-
opak, pokladame silnejsie predpoklady na s-konkdvnost funkcie. Na zaver tejto
kapitoly ukézeme priklad aplikdcie vety [3.9]

Priklad 10. Nech f: R — [0,00) je definovand predpisom f(x) = 1/(1 + x?).
Potom [ f(z)dx =7 < co. UkdZeme, Ze f je —1/2-konkdvna. Nech x,y € R su
lubovolné cisla a o € (0,1). Potom

(1= )z +ay) = (1+((1 - a)a+ay)?) "

-1
(1 + 2% — 202 + o2 + o*y® + 2a(1 — a)xy) . (3.7)

-2

M5 (f@), F) = (1= ) (F(2) " + o (f(y)?)

-1
= <1 + 2% — 202 + o®2* + o*y* + 2a(1 — a) (\/1 +a22\/1+y% — 1>) .
(3.8)

lentné nerovnostiam

2a(1 — a)zy < 2a(1 — «) (\/1—}—1;2\/1—1—3/2 — 1)
xy < V14221 +9y2—1

wy+1<1+a?+ g2+ a2 = oy + 1) + (@ — )2

Posledna nerovnost je splnend, pretoze

vy +1< oy + 1] = J(ay + 1)2 < \J(ay + 12 + (@ — y)2

Predpoklady vety st teda splnené. Preto pre kazdy interval EE C R plati, Ze

funkcia
o) = [ f)da

je —1-konkdvna, S$pecidlne kvazikonkdvna. Zvolme napriklad E = (—1,1)
a oznacme

1+y 1
h(y) = /_1+y T2 dz = arctan(l + y) — arctan(—1 + y).

Funkcia h(y) je podla predchddzajiceho vypoctu —1-konkdvna, teda aj kvazikon-
kdvna. Funkcie f(x) a h(y) si zndzornené na obrdzku|3.5,
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-4 -2 2 4 X -4 -2 2 4

(a) —1/2-konkévna funkcia. (b) —1-konkdvna funkcia.

Obr. 3.3: Priklady s-konkévnych funkecii pre s = —1/2, s = —1 z prikladu
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4. Aplikacie v teorii
pravdepodobnosti a
matematickej statistike

Ukazuje sa, ze Andersonova veta ma mnozstvo vyuziti v tedrii pravdepodob-
nosti a matematickej statistike. Aby sme mohli danti nerovnost uplatnit, budeme
ako integrand uvazovat hustotu pravdepodobnosti vzhladom k n-rozmernej Lebes-
gueovej miere. V Andersonovej vete uvazujeme nezapornu funkciu f, ktord ma
konec¢ny integral. Tieto predpoklady si pre hustoty pravdepodobnosti splnené.
Dalej predpokladdme, Ze f je symetrickd a kvazikonkdvna. To vo vSeobecnosti
Splnené nie je, no mnozstvo pravdepodobnostnych rozdeleni tento predpoklad
splna.

Obr. 4.1: Hustoty N3(0,X) pre rozne hodnoty X. Jednd sa o symetrické kvazi-
konkavne funkcie.

Poznamka. V nasledujicom texte budeme uvazovat pravdepodobnostny priestor
(Q, A, P). Nahodnym vektorom budeme vidy mysliet redlny ndahodny vektor, teda
meratelné zobrazenie (Q, A) — (R™,B"). Zdipisom X ~ N, (@, X) rozumieme,
ze ndhodny vektor X mda n-rozmerné normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
K a variancnou maticou 3.

Tvrdenie 4.1. Nech fx je hustota ndhodného vektoru X = (Xq,... ,Xn)T s T02-
delenim N, (0,X), kde X je pozitivne definitnd matica. Potom fx je symetrickd
a kvdzikonkdavna.

Dokaz. Husota fx je tvaru
n ~1/2 |
fx(x) = ((2m)" det(X))” "~ exp —5% Xx),

teda fx je zrejme symetricka. Dalej ukaZeme, Ze je aj kvazikonkavna. Nech u > 0,
potom

K, ={z e R" | fx(z) > u}
={zeR" | 2"2 2 < —2log (((2m)" det(X))"* u) }

je konvexna mnozina, pretoze kvadratickd forma x>~z s pozitivne definitnou
maticou £7! je konvexné funkcia. Pouzili sme fakt, Ze inverzna matica pozitivne
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definitnej matice je pozitivne definitna matica.

[]

Konkrétne plati, ze horné droviiové mnoziny hustot z tvrdenia [4.1]sd elipsoidy
symetrické okolo pociatku, teda konvexné mnoziny. Tato vlastnost je charakte-
risticka pre celi rodinu rozdeleni, ktorymi sa budeme zaoberat v nasledujicej
sekcii.

4.1 Elipticky symetrické rozdelenia

Definicia 4.2. Hovorime, Ze ndhodny vektor X = (X, ... ,Xn)T s hustotou fx
vzhladom k A" md mnohorozmerné elipticky symetrické rozdelenie s parametrami
w, ¥ a V¥, ak je fx v tvare

Cn

fx(@) = —2 (@) Sz —p), weR",

\/det (3) ( )

kde ¢, > 0 je normalizacnd konstanta, p € R"™ je vektor, X € R™ " je pozi-
tivne definitnd matica a W: [0,00) — [0,00) je funkcia. V tom pripade piseme
X ~ & (p, X2, 0).

Poznamka. FElipticky symetrické rozdelenia sa v literatire (napriklad Fang a kol.,
1990) casto definuji v Sirsej vseobecnosti pomocou charakteristickijch funkcii.
V' takom pripade sa pripustaji aj rozdelenia, ktoré nie siu absolitne spojité, to
vsak v nasej praci nebudeme potrebovat, pretoZe chceme pracovat prave s husto-
tou.

Priklad 11. Nech X = (Xi,...,X,)" ~ No(,X). Potom zrejme plati

Podla predchadzajiceho prikladu teda mozeme uvazovat o elipticky symetric-
kych rozdeleniach ako o zovseobecneni mnohorozmerného norméalneho rozdelenia.
Elipticky symetrické rozdelenia zdielaji niekolko vlastnosti s normalnym rozde-
lenim. Napriklad prosta linearna transformacia nahodného vektoru s elipticky
symetrickym rozdelenim ma elipticky symetrické rozdelenie. V nasledujucich pri-
kladoch ukazeme dalsie typy elipticky symetrickych rozdeleni.

Priklad 12. Ndhodny vektor X = (Xy,...,X,)" md n-rozmerné t-rozdelenie
s v > 0 stupnami volnosti, ak ma hustotu

")t s ) e
fxlw) = r(y) yn/zwnz/z det () (Hv(m_“)TE 1(m_“)> @ e R

s parametrami p € R™ a ¥ € R™", kde 3 je pozitivne definitnda matica. V tomto

_n+tv

pripade X ~ &, (u,E,t = (14+t/v) 2).

Priklad 13. Ndhodny vektor Y = (Y3,... ,Yn)T md n-rozmerné elipticky symet-
rické logistické rozdelenie, ak md hustotu

o exp (—(y — )=y — ) .
M) = e U rew - = ) YT
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s normalizacnou konstantou ¢, > 0 a parametrami p € R™ a 3 € R™™", kde X

. " o . . . -~ exp(—t)
je pozitivne definitnd matica. V tomto pripade Y ~ &, (u, St 7(1%}@(%))2).

V nasledujicom tvrdeni ukdzeme, ze Andersonovu vetu mozno aplikovat
na hustotu elipticky symetrickych rozdeleni s nerasticou funkctiou W.

Tvrdenie 4.3. Nech X ~ &,(p, 3, V), kde ¥: [0,00) — [0,00) je nerastica
funkcia. Potom je fx kvdzikonkdvna funkcia. Ak je naviac p = 0, tak je tiez
symetrickad.

Dokaz. Najskor nech o = 0, potom hustota ndhodného vektoru X je
fx(x) = g (azTE_laz> , xe€R"
det (X)

Vsimneme si, Ze & vystupuje v kvadratickej forme, preto je fx symetrickd. Dalej
pre u > 0 plati

K,={z e R" | fx(®) = u} = {a: e R" | \If(a;TE—lx) > u\/m}

Cn

= {a: cR" | 'S 'z < sup {te [0,00) | U(t) < u"dem}}

Cn

PretoZe x — ' X'z je konvexna funkcia, K, musi byt konvexnd mnozina. Ak
p # 0, mnozina K, sa posunie, ale zostane konvexna.
O

Vsimneme si, ze predpoklad nerastiicej funkcie ¥ je v mnohych pripadoch spl-
neny. Takymi rozdeleniami st predtym uvedené mnohorozmerné normélne roz-
delenie, mnohorozmerné t-rozdelenie, ¢i mnohorozmerné elipticky symetrické lo-
gistické rozdelenie. Teraz uvedieme tvrdenie, v ktorom vyuzijeme Andersonovu

vetu [1.6] na odhad pravdepodobnosti.

Tvrdenie 4.4. Majme ndhodny vektor X = (Xq,... ,Xn)T ~ &, (p, 2, ), kde
U je nerastica funkcia. Dalej nech pre i = 1,...,n je a; > 0 a nech y € R™.
Potom Vk € [0, 1] plati

Dékaz. Oznacme E = [—ay,a1] X --+ X [—Gp, ap] & f(x—u) hustotu nadhodného
vektoru X — p. Potom plati

P(X:— s —ky| <agi=1,...,n) =P (X — ) € (E+ ky))
= [, fxw(@)da

E+ky

> [ w(@da

(X —p) e (E+y))
| Xi — s — i <azi=1,...,n),

—P
P
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kde nerovnost plynie z Andersonovej vety [1.6 a tvrdenia [4.3]
[l

Priamym dosledkom Andersonovej vety je aj nasledujice tvrdenie, ktoré je
v podobnom tvare uvedené v ¢lanku Anderson| (1955, Theorem 2). Z tohoto ¢lanku
je prevzaty aj dokaz.

Tvrdenie 4.5. Majme ndhodny vektor X = (Xq,... 7Xn)T ~ &, (0,%,V), kde
U je nerastica funkcia. Nech’Y = (Y3,... ,Yn)T je nahodny vektor taky, ze X,Y
st nezdvislé. Potom pre symetricki konvezni mnoZinu E C R"™ a skaldar k € [0, 1]

plati
P(X+kY)eE)>P((X+Y)€E).

Dékaz. Oznactme Fx a Fy distribuéné funkcie prislusnych ndhodnych vektorov.
Pretoze X a Y st nezavislé, distribuc¢na funkcia U = X + kY je

Fu(u) = /R Fx(u—ky)d Fy(y), ueR"™

Néahodny vektor U mé absoltutne spojité rozdelenie, preto derivaciou oboch stran
podla vsetkych zloziek dostaneme hustotu fyy ndhodného vektoru U

folw = | fx(u—ky)dFy(y), pre Nsv.ueR",

kde sme pouzili tvrdenie o zamene integralu a derivacie z prilohy prace,
ktorého predpoklady st splnené z vlastnosti distribu¢nych funkcii. Teraz mozeme
pocitat

P((X +kY) eE):[E/Rnfx(u—ky)dFy(y)d“
:/n/EfX(U—ky)dUdFY(y)
— /H/E_ky fx(u)dud Fy(y),

kde sme na zamenu poradia integralov pouzili Fubiniho vetu Tvrdenie vety
teraz plynie z tvrdenia [£.3] a Andersonovej vety [L.6
O

Zhruba povedané, tvrdenie dokazuje, ze za danych predpokladov je roz-
delenie nahodného vektoru X + Y viac rozptylené, nez rozdelenie ndhodného
vektoru X + kY.

Poznamka. Turdenie[{.] plati nielen pre elipticky symetrické rozdelenia, ale aj
pre iné rozdelenia s hustotou splriujicou predpoklady Andersonovej vety[1.6. Jed-
noduchym prikladom si rovnomerné rozdelenia na symetrickych konvexnych tele-
sach.

4.2 Simultanne intervalové odhady

Andersonova veta nachadza praktické vyuzitie pre simultanne intervalové od-
hady.
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Predstavme si, ze mame nahodny vyber X, ..., X, s rozsahom n z rozdelenia
Fo, € F={Fy | 0 € ©},kde © C RP, p > 2 je neprazdny parametricky priestor.
Rozdelenia Fp teda zdvisia od p-rozmerného parametru @ = (6, ...,6,)". Majme
dané intervalové odhady Bl-(”) jednotlivych zloziek 6;, i = 1,...,p také, ze

P(:ieB™)>1-a Vie{l,... p} VEpeF,
kde a € (0,1). Potom typicky plati
P(0€B1”) x -+ x B{") < 1—a pre nejaké Fy € F.

Volne povedané, z intervalovych odhadov jednotlivych zloziek parametru
s pravdepodobnostou pokrytia 1 — o nemézeme kartézskym sucinom vytvorit
simultanny mnohorozmerny interval pokrytia pre cely parameter s pravdepo-
dobnostou pokrytia 1 — . Nasledujica teéria ndm dé navod, ako v Specidlnych
pripadoch konstruovat simultanne intervalové odhady tak, aby sme dodrzali
pravdepodobnost pokrytia.

Uvedieme tvrdenie, ktoré neskor pouzijeme v dokaze vety
Tvrdenie 4.6. Nech X je redlna nahodnd velicina a f,g: R — R su dve pdrne
funkcie také, Ze f(X) a g(X) maji konecné druhé momenty a f(|z|),g(|x|) su
neklesajice (nerastice) na [0,00). Potom cov(f(X),g(X)) > 0.

Dékaz.  Myslienka nasledujiceho dékazu pochadza z ¢lanku Khatri (1967,
Lemma 5). Oznacme Px a Py rozdelenia ndhodnych veli¢in X a Y. Plati

cov (f(X),9(X)) = E [(f(X) = E(f(X))) (9(X) — E(9(X)))]
= E[f(X)g(X)] = E [f(X)]E [9(X)]

- ;/]R/R(f(x) = fW)(g(x) — g(y))d Px(z)d Px(y)
>0

pretoze podla predpokladu budi mat vyrazy (f(z) — f(y)) a (9(z) — g(v))
vzdy rovnaké znamienko (to zdlezi len od |x| — |y|). Z toho plynie
(f(z) = f(y)(g(x) — g(y)) = 0 pre kazdy vektor (x,y)" € R? ¢o vysvet-
[uje ziadani nerovnost.

]

Dalsie tvrdenie hovori o vlastnosti pozitivne definitnych redlnych matic, ktort
vyuzijeme v dokaze vety [4.8 Hlavnym minorom $tvorcovej matice A € R™™"
budeme rozumiet maticu tvoreni prvymi k riadkami a k stlpcami A, kde k£ < n.

Tvrdenie 4.7. Nech 3 € R™" je pozitivne definitnd matica v tvare

> (Ull o’ )
o 2227
kde 011 € R, o0 € R" ! a 3y € ROD*=1) " Potom existuje v > 0 také, Ze

rozsirend matica .

B 011 O Y
> = o 222 %0’
v %a’T 1

je pozitivne definitnd.
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Dékaz. Matica ¥ je zrejme symetrickd. Pretoze ¥ je pozitivne definitnd ma-
tica, podla Sylvestrovho kritéria (tvrdenie v prilohe prace) su determinanty
vsetkych hlavnych minorov matice ¥ kladné. Podla rovnakého kritéria je teda
pozitivna definitnost matice 3 ekvivalentnd podmienke det (i) > 0. Podla tvr-
denia z prilohy préce plati

det () = det(1) det (z_ (ﬂa ) o iﬁ)) o (E_ (?f ‘Z; ))

5
o1 — 2 0" 1
= det (( 1 0 " Sy — ;20_0_7)) = (011 - ’yQ> det (Zgg — 720'0'T>
1
= (O’H — ’}/2) det (222) <]. — ,720'TE2_210'> s

kde v poslednej rovnosti sme pouzili tvrdenie z prilohy prace a regularitu
matice Xgo. Pretoze X je pozitivne definitnd, tak det (3qz) > 0. Staci teda ukazat,
7e existuje v > 0 také, ze v2 < 011 a 0 8oy o < ¥2, ¢o je ekvivalentné tomu, ze

o1 — o' Tyto > 0. (4.1)

Vztah (4.1]) je ale splneny z tvrdenia z prilohy prace pouzitého na pozitivne
definitn maticu 3. Tym je dékaz dokonceny.

O
Nasledujtce tvrdenie a myslienka dokazu st prevzaté z ¢lanku [Khatri (1967,
Theorem 1). Do dokazu st doplnené medzikroky a vysvetlenia. Napriklad krok,
v ktorom pouzijeme nase vlastné tvrdenie v uvedenom ¢lanku nie je vysvet-
leny.

.
Veta 4.8. Majme ndhodné vektory X = (X(l) ...,Xr(f)) ~ N, (p,X)
o X = (X7, X<2) ~ N, (m,diag (011, ..., 0m)), kde B = (o))"

2,7=1
a diag (011, - - ., Onn) je diagondlna matica s prokami o na diagondle. Potom pre

a; >0,0=1,...,n plati

(0~

)

| <a;,1=1,. )

i=1,..., )>ﬁP(]X(”
=1

~p (X

Dokaz. Najskor predpokladajme, ze matica 3 je pozitivne definitna. Oznacme
> = <"” "T> .
o 222
. T
Dalej oznacme Y = X{" — 1, ¥a = (X5 = pia, .., X = ), Cy = [~ay, 1]

a Cy = [—ag,as] X -+ X [—ay,a,]. Podla tvrdenia mozeme ndhodny vektor
(Y1,Ys)" rozsirit o nahodnu veli¢inu Z tak, Ze plati

Y] on oy
Yv2 ~ JNnp+1 07 o 222 %U )
A 0% %O'T 1
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kde v > 0 sme zvolili také, aby bola varianénd matica pozitivne definitna. Potom

podla tvrdenia z prilohy préace plati

Y1 _ Y o1 =7 0

7 toho plynie, ze Y; a Y5 st podmienene nezavislé pri podmienke Z. Polozme
f(z)=E[1le,(V1) | Z =2]ag(z) =E [1c,(Y2) | Z = z|. Potom plati

P(Y1€(C,Y€Cy) =

§ai,z’:2,...,n>,

kde v tretej rovnosti sme pouzili podmienent nezavislost a nerovnost plynie z na-
sledujiceho. Uz vieme, ze V) | Z = z a Y5 | Z = z maji normdlne rozdelenia,
pricom ich varianéné matice nezavisia od z a stredna hodnota je nasobok z. Preto
podla tvrdenia a Andersonovej vety st f(z) a g(z) symetrické nerastiice
funkcie |z|. Podla tvrdenia su teda nezaporne korelované.

Dalej vieme, Ze marginalne rozdelenie Y5 je N,_; (0, X45), kde 39y pozitivne
definitna. Preto moézeme rovnakym sposobom dalej rozkladat pravdepodobnost
P (‘Xi(l) — i < apt=2,... ,n). Nakoniec, rovnost

1P (1% s

=1

< ai) =P (’XZ@) = i

Sai,izl,...,n)

vyplyva z faktu, Ze zdruzena normalita a nekorelovanost implikuje nezavislost.

7 toho plynie dané tvrdenie pre pozitivne definitni varianéni maticu 3.
Dokaz pre pripad singularnej varianénej matice ¥ je uvedeny v ¢lanku Khatri
(1967, Theorem 1) a je zaloZeny na aproximécii singuldrnej matice ¥ pozitivne
definitnymi maticami.

]

V sekcii [A.1] sme uviedli, Ze Andersonovu vetu[1.6) mozno pouzit nielen na nor-
malne rozdelenia, ale tiez na elipticky symetrické rozdelenia. Rozsirenim vety
je nasledujuca veta.

Veta 4.9. Nech

O-’VZTL

2:<21T1 U)e]R"X”
o

je pozitivne definitnd matica, kde 1, € R"D*=1 o ¢ R*! a4 0,, € R. Dalej
nech X = (X1,...,Xn)" ~ &,(0,%, W), kde

29—<E“ 9”), 0 € 0,1]

0" o
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a C C RP! je konvexnd symetrickd mnoZina. Potom pre h > 0 plati, Ze
Po (X1, Xno1) | € C|Xa| <)

je neklesajicou funkciou 6. Znakom Py rozumieme pravdepodobnost za predpo-
kladu X ~ &, (0,3, V).

Dékaz. Das Gupta a kol. (1972, Theorem 2.1). Dokaz tejto vety je zloZitejsi nez
dokaz vety a pouziva rozsirenia Andersonovej vety. Tiez je zaujimavé, Ze nie
je nutné predpokladat ziadnu monotoéniu funkcie W.

O

Vyssie uvedené nerovnosti teda hovoria, ze ak v niektorych pripadoch zaned-
bame kovariancie medzi jednotlivymi zlozkami nahodnych vektorov, dostaneme
vektory, ktoré budi menej koncentrované okolo svojich strednych hodnot.

Teraz ukdzeme, ako mozno vyuzit tvrdenie [4.8 ku konstrukeii simultdnnych
intervalovych odhadov.

Priklad 14. Majme ndhodny vyber X(l?, .., X" s rozsahom n z rozdelenia
N, (,u,E (035)F 5= 1), teda X = (Xl(z),...,ngi))T md rozdelenie N, (p,X)
a rozptyly jednotlivijch zloZiek o;5,7 = 1,...,p st zndme. Chceme zostrojit simul-
tanny intervalovy odhad p-rozmerného parametru p s pravdepodobnostou pokrytia
aspon 1 — .
Polozme f =1 — (1 —(1— oz)l/p> /2. Vieme, Ze
Y= |— (X§”) - uj) ~ Ni(0,1), kde XV =

93j

By = (X0~ [T, X ) i=l
; i nug,]+nﬁj,>p

kde ug je B-kvantil rozdelenia N1(0,1). Potom P(,uj € BJ(.")) =1 —-a)r j=

1,...,p.
Dalej vieme, ze Y = (Y1,... V)T splria predpoklady vety pre rozptyly
oj; =1, 7=1,...,p a nulovy vektor strednijch hodnot. Dostavame teda

Polozme

P(we By x - x BW) > ﬁ P(u e B = (1-a)7) =1—a.

Dostali sme teda simultinny intervalovy odhad pre parameter p s pravdepodob-
nostou pokrytia aspon 1 — a.

Postup v uvedenom priklade sa da modifikovat pre nahodné vybery z normal-
neho rozdelenia s neznamymi rozptylmi jednotlivych zloziek.

Poznamka. Volba pravdepodobnosti pokrytia jednotlivijich zloZiek (1—a)'/? v uve-
denom priklade sa casto nazjva Siddkova korekcia (tieZ v dudlnom probléme tes-
tovania hypotéz) po ceskom matematikovi Zbyrikovi Siddkovi, ktory sa venoval
uvedenej problematike. V porovnani s Bonferroniho korekciou, kde pokladdme
pravdepodobnost pokrytia jednotlivych zlozZiek 1 — a/p, dostavame uzsie intervaly
spolahlivosti.
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Na zaver numericky porovname ziskani metédu s Bonferroniho korekciou.

Priklad 15 (Porovnanie Siddkovej a Bonferroniho korekcie). Uvazujme ndhodny
vgber X1, ..., X, z rozdelenia No (/,l,, Y = (Uij)ijzl) o rozsahu n, kde rozptyly
011 @ 099 s zndme. Checeme zostrojit simultanne intervaly spolahlivosti pre zlozky
parametru p s pravdepodobnostou pokrytia 0,95.

Ak pouzijeme Siddkovu korekciu, poloZime podla predosiého prikladu
f=1—(1-+/0,95)/2~ 0,98734. Potom ug =~ 2,23649 a dostaneme intervaly

(XS” —2,23649,/ 22, X" 4 2,23649 ‘7”') . jed{n2),
n n
dlZka jednotlivich intervalov je teda 4,47298,/%.
V pripade Bonferroniho korekcie poloZime v = 1 — 0,05/4 = 0,9875. Potom
uy, ~ 2,24140 a dostavame intevaly

(X;”>_2,2414 %5, X + 2,2414 On”> J ez,

dZka jednotlivich intervalov je 4,4828\/?.

Pri pouziti Siddkovej korekcie sme teda dostali uZsie intervaly, no rozdiel nie
je velmi vyrazny. Ak by sme pravdepodobnost pokrytia zviysili na 0,99, rozdiel by
sa este zmensil. Naopak, pri pravdepodobnosti pokrytia 0,9 by bol rozdiel markan-
tnejsi.

Dalsie aplikdcie Andersonovej vety v matematickej Statistike, napriklad pre
testovanie hypotéz, mézeme néjst v prehladovom ¢ldnku Perlman| (1988)).
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Zaver

V préaci sme sa venovali Andersonovej vete, do detailov sme rozobrali jej dokaz
a diskutovali sme jej mozné rozsirenia a aplikacie. Vyuzili sme, ze Andersonova
veta ma zaujimavé geometrické interpretacie a preto sme casto problematiku zna-
zornovali graficky. Tiez sme uviedli uzitocné priklady a doplnili kroky v dékazoch
tvrdeni a viet.

Okrem iného sme sa zamerali na studium pripadov, kedy v Andersonovej vete
nastane rovnost alebo naopak ostra nerovnost. Pri tejto téme sme narazili na
niektoré nejasnosti a problémy, ktoré sa nam ciastocne podarilo vyriesif. Praca
by sa vSak dala dalej rozvijat, napriklad Stidiom domnienky [2.8 ktora zostava
otvorenym problémom. Tiez by bolo zaujimavé uvazovat, v ktorych pripadoch
nastane rovnost vo vete 3.4

Inou problematikou, ktorej by sa dalo dalej venovat, st aplikdcie vety [3.9]
Tato veta je motivovana prave Andersonovou vetou. Na konci kapitoly [3| sme
uviedli jednoduchy priklad jej vyuzitia, no zda sa, ze by sa dali najst dalsie, ktoré
by poskytovali hlbsie vysledky.

Nakoniec, Andersonova veta ma obrovské mnozstvo aplikacii v matematickej
Statistike. V kapitole [] sme niektoré z nich naznagcili, no rozsah tejto prace ndm
ani zdaleka nedovoluje obsiahnuf vsetky. Niektoré z dalsich pouziti Andersonovej
vety mozeme najst v élankoch |Anderson (1996)) a [Perlman| (1988]).
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A. Pomocné tvrdenia

Veta A.1 (Fubini). Nech (X, A, u) a (Y,D,v) su priestory so o-konecnymi mie-
rami. Potom pre f € L1 (n® v) plati

Axyf(m’y)d(“@”)(%y) ZA/S/f(x,y)dV(y)du(x)
:/Y/Xf(l",y)d,u(ﬂv)du(y).

Dékaz. Rudin| (1987, Theorem 8.8).
[l

Tvrdenie A.2. Nech (X, A, ) je priestor s mierou, f: X — [0, 00] je meratelnd
funkcia a [y f(x)dp(x) =0. Potom f =0 p-skoro vsade.

Dékaz. Rudin| (1987, Theorem 1.39).
[

Tvrdenie A.3 (Spojitost miery). Nech (X, A, i) je priestor s mierou, A, € A,
n € N. Potom

p(A)) <00, Ay DA D ... = p(A,) = (ﬁ Ai> . (A.1)

i=1

Dékaz. Rudin| (1987, Theorem 1.19).
[l

Tvrdenie A.4 (Zémena integralu a derivacie). Nech (X, A, ) je priestor s mie-
rou, I C R je otvoreny interval a f: I x X — R je funkcia. Nech dalej

o f(t,-) je meratelnd pre kazdé t € I,

o pre kaZdé t € I derivdicia L f(t,z) eristuje vlastnd pre p-skoro vietky

dt
reX,

o cmistuje g € Ly(p) takd, Ze pre vsetky t € I plati ‘%f(t,x)‘ < g(z) pre
w-skoro vsetky x € X,

o existuje tg € I také, Ze f(to, ) € Li(u).
Potom
o f(t,-) € Ly(u) pre vsetky t € I,

o funkcia
F:tr—>/xf(t,a:)du(9:)

je diferencovatelnd na I,
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o pret e I plati
d
F/ :/ —_ .
()= [ < ft) dute)

Dékaz. |Bogachev (2007, Corollary 2.8.7).
]

Tvrdenie A.5 (Supporting hyperplane theorem). Nech A C R" je konveznd
uzavretd mnozina. Nech xo € O(A). Potom ezistuje vektor h € R™, h # 0 taky,
ze

h'(x —xy) <0 Vzc A

Dékaz. |Schneider| (1993, Theorem 1.3.2).
[

Tvrdenie A.6 (Sylvestrovo kritérium). Nech A je redlna stvorcovd symetrickd
matica. Potom A je pozitivne definitnd prdave vtedy, ked vsetky jej hlavné minory
maju kladngy determinant.

Dékaz. |Gilbert| (1991, Theorem (Sylvester’s criterion)).

Tvrdenie A.7 (Schurov komplement). Majme redlnu symetricki maticu

. A B nxn
A_<BT C> e R"",

kde C € R***, k < n je requldrna matica. Potom A je pozitivne definitnd prdve
vtedy, ked je pozitivne definitnd matica C a matica A — BC'BT.

Dékaz. Ouellette (1981 Corollary 3.1).

Tvrdenie A.8 (Determinant blokovej matice). Majme redlnu blokovi maticu

. A B nxn
A_<C D)e]R ,

kde D € R¥* k < n je requldrna matica. Potom plati

det (A) = det(D)det (A — BD™'C).

Dékaz. Ouellette] (1981, Theorem 2.1).
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Tvrdenie A.9. Nech A € R™" je reguldrna matica a w,v € R"™ su vektory.

Potom plati
det(A +uv') = (1 +v A u)det(A).

Dékaz. Ding a Zhou (2007, Lemma 1.1).
0

Tvrdenie A.10. Nech X = (Xi,...,X,) ~ N, (10, 2). Nechp e {1,....n —1}.
T T
X Xn) ;y M1 = (;Ula '-'nup) ;

Oznacme Yy = (X1, .., X,) ", Yo = (Xpi1, -.o)

i
Ko = (Hpt1s - fin) @
E11 212)

=

(2321 Y99
kde X1, je typu p x p. Dalej predpokladajme, Ze % je reguldrna. Potom pre
y € R"7? plati, Ze Y1|Ya =y ~ N, ([L, ), kde

o= p+ X155 (Y — po)
=3 - 35, .

Dékaz. |Andel (2005, Véta 4.12).
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