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Uvod

Bodové procesy maji sirokou skalu uplatnéni, nebot dobfe znazornuji realitu. Teo-
rii bodovych procesit mizeme uplatnit napriklad v zemédélstvi k zaznamenavani po-
lohy vzacného druhu rostlin v parku, ve zdravotnictvi ke zkouméani nervovych vldken
nebo ve sluzbach k zaznamenavani casti prichodt hosti do restaurace. Tuto realnou si-
tuaci prezentujeme jako realizaci bodového procesu a déle mizeme zkoumat vlastnosti
této situace pomoci riznych metod pro bodové procesy.

Cilem této prace je analyzovat realna data a odhadnout parametry modelu, ze kterého
data mohou pochéazet, pomoci znamé metody minimalniho kontrastu a nami odvozenym
postupem.

Na tvod nasi prace se seznamime se zakladnimi pojmy z oblasti teorie bodovych
sové proces a K-funkce, s kterymi budeme déle pracovat. Non-orphan proces je proces
se dvéma typy bodi, prvnim typem jsou rodi¢ovské body a druhym typem dcetiné body,
které nalezi nékterému z rodicovskych bodi.

V druhé kapitole si ukazeme, jak se odhaduji parametry x, 4 a ¢ Thomasové procesu.
Jedna z metod je metoda minimalniho kontrastu, ktera odhaduje zminéné parametry po-
moci K-funkce, pokud mame informace pouze o dcerinych bodech. Avsak nékdy mizeme
mit informace i o rodi¢ovskych bodech, diky ¢emuz muzeme zkusit odhady parametru
zlepsit. K této situaci si odvodime vlastni postup, jak parametry odhadnout.

Déle chceme porovnat odhady pomoci minimalniho kontrastu a pomoci naseho po-
stupu vzhledem k vychyleni a stfedni ¢tvercové chybé. To uskuteénime pomoci simulaci
v programu R. Ukézku naseho kodu pro tyto simulace prikladam v elektronické priloze.

Nésledné se sezndmime s redlnym vzorkem dat, ktery odpovida strukture epidermal-
nich nervovych vldkem jednoho jedince. Na tato data aplikujeme metody z 2. kapitoly
a odhadneme zminéné parametry.

Jesté je pottfeba ovérit, zda odhadnuty model dobte popisuje pozorovana data. Toto
provedeme pomoci obalkového testu s nulovou hypotézou, ze nase data pochazeji z Tho-
masové procesu s parametry redlnych dat, které jsme odhadli ve 4. kapitole.



1. Zakladni definice a pojmy

Pro intuitivni pochopeni pojmu bodovy proces si mizeme predstavit prostor, na-
piiklad R ¢ R2, ve kterém jsou mnoziny s body. Pokud pro tyto body plati, Ze se v kazdé
uzaviené a omezené podmnoziné tohoto prostoru nachézi pouze konecny pocet bodi,
pak muzeme hovorit o bodovém procesu. Konkrétné o jednoduchém bodovém procesu
(viz definice , coz nam ale staci, nebot se v této praci budeme zabyvat pouze témito
jednoduchymi bodovymi procesy. Nas by zajimalo, jaké méa takovy proces vlastnosti,
naptiklad zda body tvori shluky, zda se body vyskytuji spise na jedné strané prostoru,
zda je néjaky bod ve vzdalenosti r > 0 od konkrétniho bodu nebo zda maji jednotlivé
body néjaké specifické vlastnosti. AvSak v praxi obvykle nepozorujeme cely prostor F,
ale pouze cast prostoru, kterou budeme nazyvat pozorovacim oknem a v celé praci
ho budeme znacit jako W. Takovyto bodovy proces s pozorovacim oknem W mtze dobre
znazornovat realitu.

Priklad. Mezi uzitecné bodové procesy v R patii bodovy proces zaznamenavajici casy,
kdy dojde k urcité udalosti, naptiklad c¢as prichoziho hovoru v hotelu, ¢i ¢as kdy, vkroci
zékaznik do obchodu. Pozorovacim oknem je zde typicky usecka (viz obrazek vlevo).

Priklad. V R? a R? se bodové procesy ¢asto vyuzivaji k zaznamenani lokace. Napiiklad
ke znazornéni epicenter zemétieseni, lokaci galaxii, mist vyskytu urcitého typu korona-
viru, ¢i umisténi domi, ze kterych se uskutecnil hovor. Pozorovacim oknem je zde néjaka
kompaktni mnozina (viz obrazek [1.1| vpravo).

Priklad. Dalsi situace, kterou muzeme modelovat bodovym procesem, je prostorové zna-
zornéni polohy vzniku pozart, které mizeme vidét na obrazku[I.2] Data jsou pojmenovana
jako nbfires a jsou obsazena v knihovné spatstat pro program R. Vznikla ze zdznamu
poskytnutych New Brunswick Department of Natural Resources o pozarech spadajicich
pod jejich spravu. Na obrazku muzeme vidét, ze mame vice druhii bodu, takovéto
bodové procesy se nazyvaji kétované bodové procesy a budeme se jim vénovat nize
(viz definice . Dale stoji za povsimnuti, ze pozorovaci okno muze mit jakykoliv tvar,
pokud je to kompaktni mnozina.

1.1 Bodovy proces

Nasledné si uvedeme formalni definici bodového procesu a souvisejicich pojmu. Defi-
nice a pojmy nize jsme Cerpali prevazné ze zdrojui Baddeley| (2007), |[Rataj| (2006)), Daley
a Vere-Jones| (1988) a Andersson| (2016).

Bud (E, p) aplny separabilni metricky prostor, v némz je kazdd omezend uzaviena
podmnozina kompaktni. V nasem textu budeme uvazovat jako F euklidovsky prostor,
konkrétné R? pokud neuvedeme jinak. V euklidovskych prostorech jsou mnoziny kom-
paktni pravé tehdy, kdyz jsou omezené a uzaviené, tedy druhd podminka je automaticky
splnéna. Déle si uvedeme zakladni znaceni a definice:

B(E) ... systém borelovskych podmnozin na F,

Bo(E) ... systém omezenych borelovskych podmnozin na E.

Definice 1 (lokdlné koneénd mira). Mira u (tj. nezdpornd o-aditivni mnozZinovd funkce)
na (E,B) je lokalné konecna, jestlize je konecnd na By.
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Obréazek 1.1: Na levém obrazku vidime realizaci bodového procesu v jedné dimenzi.
Na pravém obrazku ve dvou dimenzich.

Dale
M= M(E) = {u: p je lokdlné koneéna na (E,B)}, (1.1)

N=N(E)={ueM: uB) e NU{0,00} pro kazdou B € B}. (1.2)

Timto jsme zavedli mnozinu vSech lokélné konecnych mér na (E,B) a mnozinu vsech
lokalné koneénych meér nabyvajicich pouze celociselnych hodnot. Jesté uvedeme zna-
¢eni pro nejmensi o-algebru na M pomoci vzorti méritelnych mnozin a znaceni pro dve

o-algebry na M a N:
o{{peM:uB)<r}BebBr>0},
M = U{,u — pu(B) mér., B € B}, (1.3)
N={MNN:Mem}.

Definice 2 (bodovy proces). Bodovy proces na E je méritelné zobrazeni
X (Q,5,P) = (N, M),

kde Q je stavovy prostor, ¥ je o-algebra na Q, P je pravdépodobnost na Q, (N, N) je mé-
ritelny prostor vsech lokdlne konecnych celociselnijch mér.

Bodovy proces je jednoduchy, jestlize P[X € N*| =1, kde
N ={ve N :v({z}) <1 pro kazdé x € E}.

Pro jednoduchy bodovy proces plati, Zze mira z N kazdé jednobodové mnoziny je rovna
maximalné 1. Pokud vezmeme ndhodnou lokalné koneénou mnozinu, tak kazdy jeji bod
bude mit miru 1, nebo 0, neboli tento bod v nasi mnoziné bud bude lezet (kdyz bude mit
miru 1), nebo nebude. Tedy muzeme ztotoznit miru (éitaci) s jejim nosicem. Tim padem
muzeme psat, jak je zvykem v prostorové statistice, z € X, coz znamena, ze x je prvkem
nosice nahodné miry.

Daéle budeme psat

X(B) ... pocet prvku v B vzhledem k mite X, B € B, (1.4)
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Obréazek 1.2: Realizace bodového procesu znaroznujici typ pozaru a misto jeho vzniku.
Tmaveé modra kolecka jsou lesni pozary, zelené trojihelniky travnaté pozary, cervené plusy
pozary skladek a svétle modré kizky ostatni pozary.

tedy Ze mira X na mnoziné B zméii pocet prvku v B. Diky ztotozneni atomické miry (¢i-
taci) a jejiho nosic¢e muzeme realizaci bodového procesu chapat jako neusporadanou mno-
zinu bodu z = {x1,...,r,}, kde z; € W znadi polohu pozorovaného bodu, W je uzaviena
omezena podmnozina F, kterou budeme nazyvat pozorovacim oknem, n € N.

Poznamka. V celé praci budeme uvazovat jednoduché bodové procesy, tedy pravdépo-
dobnost, Ze dva rizné body budou lezet na stejném misté bude rovna nule.

Nyni jesté doplnime dvé definice k bodovym procestim, které se nam budou pozdéji
v praci hodit.

Definice 3 (funkce intenzity bodového procesu). Necht X je bodovy proces na RZ.
Funkce intenzity je méritelnd nezdpornd funkce \(x) spliujici (pokud takovd funkce
existuje)

EX(B) = / AMz)de
B
pro vsechny borelovské mnozZiny B.

Definice 4 (staciondrni bodovy proces). Bodovy proces X v R? je stacionarni, pokud
pro kaZdy fixni vektor v € R? je rozdéleni posunutého bodového procesu X + v (ziskany
posunutim kazdého bodux € X owv, tedy X +v = {x+v : x € X}) identické s rozdélenim
bodového procesu X.

Pozndmka. V celé praci budeme uvazovat stacionarni bodové procesy.



Obrézek 1.3: Nestacionarni bodovy proces s funkei intenzity rostouci doleva.

Pozndmka. Pro stacionarni bodovy proces v R? plati, Ze existuje nezdporné realné éislo A
splnujici
EX(B) = A|BI,

kde |B| je Lebesgueova mira mnoziny B. Tedy intenzita staciondrniho bodového pro-
cesu je konstantni a odpovida ocekavanému poc¢tu bodii na mnoziné o velikosti 1. Také
z toho plyne, Ze at si vezmeme jakoukoliv podmnozinu pozorovaciho okna W, tak by se bo-
dovy proces na téchto podmnozinach mél chovat obdobné. Priklad realizace nestacionar-
niho bodového procesu mizeme vidét na obrazku [I.3]

1.1.1 Typy interakci

Pri préaci s bodovymi procesy obvykle rozlisujeme tii hlavni skupiny bodovych procest
dle typu bodovych interakci uvniti pozorovactho okna W (viz obrazek |1.4):

o proces, jehoz body mezi sebou nemaji zadné interakce,

o requldrni proces, ktery vykazuje odpudivé interakce mezi body. Body typicky vyka-
zuji pravidelnost a jsou od sebe déle nez u prvniho pripadu,

o shlukovy proces, ktery vykazuje pritazlivé interakce mezi body. Body maji tendenci
byt vice ve skupinkach (neboli opak regularniho procesu). Jeden z postupt, jak vy-
tvorit shlukovy proces je takovy, ze vezmeme bodovy proces X a kazdy bod z; € X
nahradime kone¢nou mnozinou bodt Z,, nazyvanou shluk nalezici bodu z;, i € N.
Obvykle se predpokladd, ze shluky Z,, jsou pro rizné rodicovské body z; navzdjem
nezavislé.

1.2 Shlukovy proces s rodicovskymi body

Uz diive jsme zminili, Ze body bodového procesu mohou mit néjakou pridanou infor-
maci, takovouto vlastnost budeme nazyvat kéta. Napriklad u znazornéni lokace stromu
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Obréazek 1.4: Vlevo vidime realizaci regularniho procesu, jehoz body mezi sebou maji
odpudivé interakce. Uprostied je realizace bodového procesu, jehoz body mezi sebou
nemaji zadné interakce a uplné vpravo vidime realizaci shlukového bodového procesu,
jehoz body maji pritazlivé interakce.

v lese muze kazdy bod obsahovat pridanou informaci o vysce daného stromu. Kétova-
nym bodovym procesem muzeme rozumét dvojici (z;,m;), kde x; je lokace daného
bodu a m; je jeho kota. Nyni si uvedeme forméalni definici.

Definice 5 (kétovany bodovy proces). Kétovany bodovy proces na prostoru E a s pro-
storem kot S je bodovy proces Y na E xS takovy, Ze pocet bodu Y v K xS pro kaZdou
kompaktni mnozinu K C E je konecny. Neboli bodovy proces na soucinovém prostoru

Y:(Q,% Pr)— (NE x S),NE x9)),
spliujict, Ze tzv. podkladovy proces Y (- x S) na E je ndhodnd lokdlné koneénd mira.

Priklad kétovaného procesu jsme mohli vidét na obrazku [I.2] Prostor két muze byt
velmi obecny. Miize to byt koneéna mnozina, spojity interval realnych ¢isel, nebo vice
komplikovany prostor mnoziny vsech konvexnich mnohothelnikii, ¢i prostor bodovych
procesu.

Pravé poslednim ptikladem se ted budeme zabyvat a zavedeme si pojem shlukovy

proces s rodicovskymi body (dile jen non-orphan proces). Vyznam tohoto procesu
je, ze mame tzv. rodi¢ovské body (rodice) a dcefiné body (dcery) nélezici nékterému
z rodicu.
Priklad. V redlné situaci miize rodicovské body znézornovat napriklad pozice jabloni
v sadé a dcefiné body mista dopadi jablek. V praxi miizeme mit data obsahujici informace
pouze o mistech dopadu jablek, nebo i o pozicich stromi, nebo navic i o tom, z jakého
stromu jablko spadlo a dalsi.

Formalné feceno, nasim podkladovym procesem bude proces rodicovskych bodi a pro-
storem két prostor bodovych procesi deer, neboli S = N (viz (1.2))) a (x;, m;) = (x4, Zy,),
kde z; je lokace rodice a Z,, je bodovy proces dcer nalezici danému rodici.

Obvykle pozorujeme pouze dceriné body, ale mizou nastat situace, kdy mame data
i o rodicovskych bodech a vazbach mezi rodi¢em a dcerou. Realizaci téchto bodovych
procesi muzeme vidét na obrazku Témito situacemi se budeme zabyvat v dalsich
kapitolach.

Pozndmka. Pro definici[2] bodového procesu se predpokldda, Ze (E, p) je uplny separabilni
metricky prostor. Aby nase definice byla korektni, tak (£ x S) toto musi také splnovat,
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Obrazek 1.5: Realizace non-orphan bodového procesu. Na levém obrazku mizeme vidét
situaci, kdy mame data pouze o dcefinych bodech. Na prostrednim obrazku mame navic
informaci o rodi¢ovskych bodech (¢ervené body) a vpravo navic vime, ktery dcefiny bod
patii k jakému rodici.

tedy ze i prostor kot bodovych procesti s dcerami a kartézsky soucin tplnych separabilnich
metrickych prostort je opét uplny separabilni metricky prostor.

« Prostor S bodovych procesu dcer je prostor lokalné koneénych mér My (viz (1.1))).
Tento prostor je uplny separabilni metricky prostor a prislusna borelovska o-algebra
je presné M, coz nam 1ika napt. kniha |Daley a Vere-Jones| (1988| véta A2.6.111.).

o Kartézsky soucin konecné mnoha separabilnich prostort je separabilni, coz se mu-
zeme docist napt. v knize Willard| (1970, véta 16.4c)).

o Plati, Ze kartézsky soucin dvou uplnych metrickych prostori je uplny metricky
prostor, avsak kvili dodrzeni priméreného rozsahu prace nechavame bez diukazu.

1.3 Poissoniv proces

Specialnim prikladem bodového procesu je Poissoniiv proces, ktery muze byt cha-
rakterizovan pomoci dvou vlastnosti. Zaprvé, ze pocet bodt uvnitt uzaviené mnoziny
se Tidi Poissonovym rozdélenim a zadruhé, ze pro vsechny navzajem disjunktni uzaviené
mnoziny je pocet bodti uvniti danych mnozin nezavisly. Nasledné si uvedeme formalni
definici, kde budeme uvazovat opét E jako euklidovsky prostor a X (B) jako ndhodnou
veli¢inu (viz ((1.4))).

Definice 6 (Poissontuv proces). Poissonuv proces, s konstantni intenzitou A\ > 0, je bo-
dovy proces v E splnugici:

e pro kaZdou omezenou uzavrenou mnozinu B v E md X (B) Poissonovo rozdéleni
s parametrem X |B|, kde |B| je Lebesgueova mira B na E,

e pokud By, Bs,...,B,_1,B,, n € N, jsou navzdjem disjunktni uzavrené mnozZiny v E,
pak X (By), X (Bs),...,X(B,) jsou nezdvislé.



1.4 Thomasové proces

Thomasové proces je priklad shlukového bodového procesu (Thomas, 1949). Postup
konstrukce takového procesu je nasledujici:

1. vezmeme Poissoniiv proces s konstantni intenzitou x« > 0, jehoz body nazveme
rodice,

2. kazdy rodicovsky bod nahradime nékolika dcefinymi body, kde se toto cislo ridi
Poissonovym rozdélenim s parametrem g > 0, pficemz pocty dcer pro jednotlivé
rodice jsou nezavislé,

3. dcefiné body kolem rodicovského bodu z jsou i.i.d. ndhodné body y; = = + e,
kde e; je vektor posunuti se souradnicemi, které jsou nezavislé a s normalnim roz-
délenim N(0,02), o > 0.

Tento proces je pro nas zasadni, nebot na tomto modelu budeme nasledné odhadovat
zminéné parametry K, i a o.

1.5 K-funkce

Béhem nasi prace budeme potiebovat néjakou funkcionalni charakteristiku, ktera bude
dobte vypovidat o nasem bodovém procesu. K tomu se hodi K-funkce (Baddeleyl, 2007,
kapitola 2.6), ktera je definovand jako

Eeirnm X (b \ {2))

K(r) = \EX(B) ,m >0, (1.5)

kde E znaci stfedni hodnotu, B je omezena borelovska mnozina s kladnou Lebesgueovo
mirou, na jejiz volbé hodnota K-funkce nezéavisi, X je bodovy proces, b(z,r) je koule
se sttedem z a polomérem r, A\ je intenzita procesu. Tato K-funkce je velmi uzitecna,
nebot AK(r) ndm udava oc¢ekavany pocet bodu y, ktery spliuje 0 < |y —z|] < 7
pro dany bod procesu z, neboli o¢ekdvany pocet bodu ve vzdalenosti r» > 0 od typického
bodu procesu.

1.5.1 Odhad K-funkce

Casto se v praxi musime vypoiadat s problémem, kdy mame informace pouze z po-
zorovaciho okna W, ale ne z okoli za timto oknem. Napiiklad u mame uvedenou
praktickou interpretaci K-funkce, kterd pracuje s body y spliujicimi 0 < ||y — z|| < r,
my vsSak pozorujeme pouze X N W. Tedy chceme informaci o ocekdvaném poctu bodu
ve vzdélenosti r od jiného bodu. Avsak nékteré body, které jsou blizko hranice W, mohou
mit okolni body mimo pozorovaci okno W. Jinak feceno dist(z, X) < r pravé tehdy,
kdyz pocet bodu uvnitf mnoziny (X N b(x,r)) je kladny, kde X je bodovy proces,
x je bod a dist(z, X) je nejkratsi vzddlenost mezi bodem x a zbylymi body bodového
procesu X, neboli dist(z, X) = inf{||lz — y||,y € X}. AvSak my muzeme pozorovat
pouze (X NWNo(x, r)), ¢imz nebereme v potaz body za hranici, a tedy K-funkce odhad-
nuta z nasich dat bude typicky mensi nez by byla ve skutecnosti, kdybychom pozorovali
cely prostor. Rikdme, Ze odhad K-funkce je zaporné vychyleny. Metodam odstratujicim
tento problém se obecné iika okrajova korekce.
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Minusova korekce

Jedna ze zakladnich metod, jak se s timto vypotadat, je tzv. minusova korekce, jejiz
znazornéni muzeme vidét na obrazku [1.6] Tato metoda spociva v tom, Ze nase pozorovaci
okno zmensime, abychom méli informace i o okolnich bodech za hranici nového zmen-
seného pozorovaciho okna. A jak zvolit velikost, o kterou okno zmensit? Chtéli bychom
informace o vSech bodech v okoli » > 0 od typického bodu procesu, kde r je pevné dané.
Pokud okno zmensime o r, pak nasi podminku splnime a nase zmensené okno bude

w_, :{u e W : dist(u,0W) > 7"}, (1.6)

kde OW znaéi hranici pozorovaciho okna, dist(z, OW) je nejkratsi vzdélenost mezi bo-
dem x a mnozinou OW, neboli dist(z, 0W) = inf{||x — y||,y € OW}.
Tedy tuto K-funkci mtizeme pomoci minusové korekce neparametricky odhanout jako

[A( . ZmGXﬂW,T X(b(:L’, T) \ {ZE})
(r) = :
AX (V)
_ Zf,yeXﬁW 1{33 S Wfr}l{Hx —yl| < T}
AX (W)

kde 0 < r je pevnd hodnota mensi nez néjaké R stanovené tak, aby nase zmensené
pozorovaci okno bylo neprazdné, X je bodovy proces, 1 je indikator, x jsou napozoro-
vané hodnoty bodového procesu X, # v sumé znaci, ze bereme pouze dvojice riiznych
bodit a A = X(z)/|W/| je odhad A vznikly pomoci metody momentii (podrobnéji napii-
klad v knize [llian a kol (2008, kapitoly 2.6 a 7.2.2)). Tedy odhad poctu bodu kolem
typického bodu procesu ve vzdélenosti r > 0 dostaneme tak, Ze pro kazdy bod uvnitt
zmensené¢ho pozorovaciho okna W_,. spocteme body ve vzdalenosti r od néj, tyto hodnoty
pak sec¢teme a nasledné vydélime celkovym poctem bodi uvnitt pozorovaciho okna W_,
a odhadem intenzity.

(1.7)

, >0,

Transla¢ni metoda

Dalsi metoda, ktera ndm pomuze se s timto problémem vyporadat, je transla¢ni me-
toda, kterd pracuje s celym pozorovacim oknem W, ale jednotlivym dvojicim bodt prira-
zuje ruzné vahy. Body blizko hranice budou mit okolo sebe mensi pocet bodii, tedy témto
bodim se budeme snazit dat vétsi vahu. Vezmeme tedy dvojice bodi uvniti W, spocteme
jejich vzdalenost, a pokud je jejich vzdélenost velka, pak tyto body dostanou vétsi vahu.

Konkrétné tyto vahy budeme urcovat takto:

1
|(Way 0 W,

kde |(W,, N W, )| = [(W N W,,_.,)| je obsah pruniku W,, a W,,, kde W,, je posunuté
pozorovaci okno W, ={z+ 2, : 2z € W}.
Nyni budeme chtit pomoci této metody odhadnout K-funkci:

vaha(zy, z9) =

. # |W|21{||$2—l"1||§7”}
E= 2 W n )]

z1,x2€EW

kde n(n—1)/|W|? je odhad &tverce intenzity 5\2, n je pocet bodu uvniti W, a pokud W
je obdélnik, pak ry je délka kratsi strany W. Podrobnéji o této metodé v [lllian a kol.
(2008, kapitoly 4.2.2 a 4.3.3).

, pro 0 < r < rg, (1.8)
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Obrazek 1.6: Minusova korekce. Modry c¢tverec je zmensené pozorovaci okno pro da-
nou hodnotu r. Cerveny bod znad bod ve vnéjsim pozorovacim okné, pro ktery nejsme
schopni urcit kompletni informace o bodech do vzdalenosti r od néj, zeleny bod znaci bod
ve zmenseném pozorovacim okné, pro ktery jsme schopni urcéit pocet bodt v jeho okoli
do vzdalenosti 7.

1.6 F-funkce

Dalsi funkcionalni charakteristika, kterda dobre vypovida o procesu, je F-funkce, znama
také jako contact distribution funkce nebo empty space funkce. Tato F-funkce je defino-
vana jako

F(r) =P(dist(o, X) < 1) =P(X(b(o,7)) > 0),r > 0, (1.9)

kde o je pocatek, X je bodovy proces, X (b(u,r)) je pocet bodu do vzdalenosti r od po-
lohy w. Pro stacionarni bodové procesy hodnota F-funkce nezavisi na volbé w.

F-funkce odpovidéd pravdépodobnosti, ze v okoli » ndhodné zvoleného bodu uvnitt W
bude lezet néjaky bod procesu.

1.6.1 Odhad F-funkce

Jako u K-funkce, tak i zde budeme chtit nasi funkci odhadnout z dat, coz muzeme
udélat nasledovneé:

A 1
kde M je mrizka boda uvnitt W.
Avsak i zde mame problém s okraji pozorovaciho okna W, a tedy opét aplikujeme

minusovou korekei (viz ((1.6])).
Tim dostaneme odhad

> 1{dist(u, X) <r},r >0, (1.10)

ueM
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1

o) = X0rmw )

> {dist(u, X) <r}r >0, (1.11)

ueMNW_,

kde W_, je jako v (1.6 a r zvoleno tak, aby zmensené okno bylo neprazdné.

1.7 Chyby odhadi

Pokud se odhaduji parametry v néjakém modelu, typicky néas zajimé, jak presné jsou
ziskané odhady. Zde si uvedeme dva zakladni pojmy, které nam takovou otdzku pomohou
zodpovédét. Nasledujici definice prebirame zjednodusené z Nagy| (2022)).

Definice 7 (vychyleni). Necht 0 je odhad parametru § € © C R v modelu F. Pokud
stredni hodnota 6 existuje, pak vychylenim odhadu 0 rozumime funkci b : © — R,
splniugici A

Eo(6) = 6+ b(0), pro 6 € O,
kde Fg(0) je stiedni hodnota 0, kterd zdvisi na parametru 0.
Definice 8 (stfedni ¢tvercova chyba). Necht 0 je odhad parametru @ € © C R v modelu F.

Pokud stredni hodnota veliciny (é — 0)? existuje, potom stfedni ¢tvercovou chybou,
neboli MSE (mean squared error), rozumime

MSEy0) =Eq4(0 —0)%, pro 6 €O,
kde Eg(6 — 0)? je stredni hodnota (0 — 0)2, kterd zdvisi na parametru 0.

Zde budeme mluvit o relativnim vychyleni a relativni stfedni ¢tvercové chybé,
budeme znacit rb(f) a rMSE(0), ¢imz rozumime, Ze odhad podélime skutecnou hodno-
tou parametru, u pripadu s MSFE podélime kvadratem skutecné hodnoty parametru.
O relativnim vychyleni a relativnim M SE budeme mluvit pouze pokud bude hodnota
skutecného parametru nenulova.
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2. Odhady parametru

V nasledujicich kapitolach budeme odhadovat parametry Thomasové procesu a na-
sledné odhady zkoumat. Vzdy budeme uvazovat jeden bodovy vzorek, u kterého chceme
odhadnout ony parametry. Bodovym vzorkem zde myslime simulaci jednoho bodového
procesu naseho modelu. Jiz pomérné dlouhou dobu jsou zavedené metody pro odhady
parametri shlukovych procesti zalozené na jejich momentovych vlastnostech. Na jednu
ze zakladnich metod pro toto odhadovani se nyni podivame.

Budeme chtit odhadnout parametry x, p a ¢ v Thomasové procesu, které pro pripo-
menuti jsou:

o K — stfedni pocet rodicovskych bodu na jednotkové pozorovaci okno,

e 4 — prumeérny pocet dcefinych bodi v jednom shluku,

e 02 — smérodatnéa odchylka posunuti dcefinych bodi od rodic¢ovského bodu.

Pro tyto odhady budeme predpokladat, Zze mame informace o dcetfinych bodech, ale o ro-
dicich ne.

2.1 Metoda minimalniho kontrastu

Metoda minimalniho kontrastu je obecna technika pro nalezeni parametrii modelu
bodového procesu pomoci dat z bodového vzorku. Nejprve se z dat vypocita funkcio-
naln{ charakteristika 7’ (x), velice ¢asto se jako tato funkce pouziva K-funkce (1.5)). Dale
se vyjadii teoretickd hodnota T'(#) této souhrnné statistiky v modelu (pokud mozno
jako algebraicky vyraz zahrnujici parametry modelu) nebo se odhadne ze simulaci mo-
delu. Poté hledame optimélni hodnoty parametri pro model, aby se dosahlo co nejtésnéjsi
shody mezi teoretickymi a ziskanymi vysledky. Matematicky feceno, nas odhad je

0 = argming o D(T(2), [T(9)]),

kde T je vybrana funkcionalni statistika, x napozorované data a D je mira nepodobnosti.

Nasim modelem tedy bude Thomasové proces a vybranou statistikou K-funkce, ktera
zde méa znadmy analyticky tvar parametru 6 (Baddeley, |2007, kapitola 4.2), kde 6 je
v tomto pripadé vektor se slozkami &, i, o:

2

Ky(r) :7rr2+i(1—exp{—4tj2 ) (2.1)

Intenzita tohoto procesu je A = ku. Tato K-funkce nezavisi na parametru p, proto p nejde

odhadnout pomoci metody minimélniho kontrastu. Tedy 1 odhadneme pomoci intenzity A

Thomasové procesu, pro kterou plati A = ku. Tedy odhad i dostaneme jako i = %,

kde A je pocet dcefinych bodu uvnitt W déleny plochou W a & odhad poctu rodict
uvnitt W spocitany z analytického tvaru (2.1).

Nésledné musime odhadnout K-funkci z dat, ozna¢me jako neparametricky odhad K.

K tomuto odhadu lze vyuzit napiiklad odhad . Poté uz ndm staci nalézt 0, které mi-

nimalizuje
[ 1o = (RGP dr, v >0, (2
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kde 0 < a < b, p,q > 0 jsou zvolené hodnoty. Ve vypoctech pouzivime hodnoty ¢ = 1/4
a p = 2 (Digglel 2003, kapitola 6.1.1). Toto je metoda minimalniho kontrastu zalozend
na statistice T(z) = (K(r),a < r < b) a s mirou nepodobnosti definovanou jako integrél
kvadratu rozdilu ¢tvrtych odmocnin dvou funkei.

2.2 Nase odhady

Tentokrat budeme v situaci, kdy budeme mit i dodatecné informace o rodi¢ovskych
bodech. V nasem konkrétnim pripadé mame informace o dcefinych bodech v pozorovacim
okné W a o vsech rodi¢ovskych bodech uvnitt W i v okoli ¢ > 0 od hranice W, kde ¢t > 0
je zvolené tak, aby kazdy dcefiny bod uvniti W mél informaci o svém rodi¢i. Pak by
mohly byt vhodnéjsi jiné metody, které odhadnou neznamé parametry lépe nez metoda
miniméalniho kontrastu. Na to se ted podivame opét v pripadé s Thomasové procesem.

2.2.1 Odhad &

Parametr x v Thomasové procesu odpovida stfednimu poctu rodi¢ti na jednotkové
pozorovaci okno v modelu, neboli Poissonovo rozdéleni s parametrem x |W|, kde ||
je Lebesgueova mira W. Avsak tyto pocty rodic¢t zname, tedy nas odhad parametru s

bude
n

W
kde W je pozorovaci okno, |WW| Lebesgueova mira W a n € N je pocet rodicovskych bodu
uvnitt W.

k=

2.2.2 Odhad i

Parametr p ndm 1ikd, kolik dcefinych bod mé primérné jeden rodicovsky bod, neboli
kolik bodti je primérné v jednom shluku. Z definice se toto ¢islo Tidi Poissonovym rozdéle-
nim s parametrem p. V situaci, kdy pozorujeme ndhodny vybér o rozsahu n z Poissonova
rozdéleni s parametrem p, pak stfedni hodnota tohoto rozdélni je u, pricemz vybérovy
prumeér je nestranny a konzistentni odhad stfedni hodnoty. Protoze ke kazdému pozoro-
vanému rodi¢i zname pocet odpovidajicich dcerinych bodi, nas odhad parametru g bude
jiz zminény vybérovy primér

ni

kde n € N je celkovy pocet rodicti uvniti W, X; € N je pocet dcefinych bodti i-tého rodice,
ktery je uvnitr W.

Avsak jako u odhadu K-funkce (1.7), i zde je problém s pozorovacim oknem. Rodice
blizko hranice budou mit své dcery i mimo pozorovaci okno, a tedy nas odhad vyjde o néco
mensi nez skutecna hodnota parametru, neboli zaiporné vychyleny. Proto pouzijeme mi-
nusovou korekci , avsak zde nechceme body ve vzdalenosti r > 0 od typického bodu,
ale chceme vsechny dcefiné body nélezici typickému rodic¢ovskému bodu. Tedy pokud
okno zmensime o nejvétsi vzdalenost mezi rodicem a dcerou, pak budeme mit informace
o vétsiné dcer nalezicich rodicovskym bodim uvnitt zmenseného okna. Nebudeme mit
informaci pouze o dcerdch mimo W, které maji vzdalenost ke svému rodic¢i vétsi, nez
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je nejvetsi vzdalenost rodice a prislusné dcery uvniti W. N&s odhad tedy bude
n

kde n € N je celkovy pocet rodic¢i uvnitit W_,. a X; € N je pocet dcefinych bodii i-tého ro-
dice, ktery je uvniti W_,.

2.2.3 Odhad o

Zbyva uz jen parametr o, ktery odpovida smérodatné odchylce posunuti dceriného
bodu od rodicovského (vzhledem ke kazdé soufadnicové ose). Pokud vezmeme jeden shluk
kolem rodicovského bodu, tak m4 ono posunuti e; rozdéleni N(0,c?) na ose = i na ose y,
pficem? jednotlivd posunut{ jsou nezéavisla. Centrované normalni rozdéleni N(0,0?) ma

hustotu . ,
f(yza 0,0’) = 76_%7 Yi € R. (23)
2mo?
Pro nalezeni parametru normalniho rozdéleni je pomérné snadné pouzit metodu ma-
ximalni vérohodnosti, kterd nam da analyticky odhad hledaného parametru, ktery je ma-
ximalné vérohodny. Vice o této metodé napr. v |Andel (2011} kapitola 7.6).

Tedy logaritmus vérohodnostni funkce bude mit tvar

n )2

L(O,U):H (yi; 0,0) :H
i=1

)
o 27r02

0(0,0) = log{L(O,J)} = zn;log{f(yi; O,U)} ==3 log(27m2) — 2}‘2 Zn: ()2,

kde n je pocet pozorovani, neboli dvojnasobek poctu decetfinych bodu (odpovidajici sou-
fadnicim vzhledem k ose z a y).

Nésledné zbyva uz jen zderivovat podle proménné o, polozit rovné nule a vyjadrit o.
Tim dostaneme maximum funkce (protoZze po dosazeni naseho odhadu za parametr o
vyjde druhd derivace zapornd), a tedy odhad parametru o. Vyslednd derivace bude

0¢(0,0)
do

Q\B

an (:)® =0, (2.4)

e e P . < ‘o .
kde O znaci derivaci a = 0 znamend, ze rovnici polozime rovnu 0. Vyfesenim posledni
rovnosti (2.4 dostavdme odhad parametru o

Z?:l (e

n

o= (2.5)
Jesté néas zajima, zda je odhad opravdu maximalné vérohodny. K tomu je potieba,
aby po dosazeni naseho odhadu za parametr ¢ vysla druha derivace zaporna.
0%0(0,6)  n? 3PNy 2n?

= — =— < 0. 2.6
d*o i1 Vi (X vi?)? i1 Ui (2:6)

Tedy nas odhad je opravdu maximélné vérohodny.
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3. Simulace

V této kapitole se podivame, jak presné odhady ziskdme pomoci metod popsanych
vyse na simulovanych datech. Tyto metody si ozna¢ime pomoci MK pro metodu mini-
malniho kontrastu, NO; pro nase odhady bez minusové korekce a NOy pro nase odhady
s minusovou korekci. Zejména nas bude zajimat relativni vychyleni a relativni MSE.

3.1 Program

V programu R pomoci knihovny spatstat jsme zvolili dvé rizné hodnoty pro kazdy
z parametri k, u, 0 v Thomasové procesu. Konkrétné:

. x € {15,30},
o 1€ {5,10},
. o€ {0.02,0.05}.

Vzali jsme vSechny kombinace parametri, tim jsme ziskali 8 riiznych modeli Thomasové
procesu K, az Kg. Pro kazdy z téchto modelt jsme vygenerovali 500 realizaci, z kazdé
realizace odhadli zminéné tri parametry pomoci metod MK, NO;, NOy popsanych vyse
a pro tyto odhady odhadli relativni vychyleni a relativni MSE. Avsak stfedni hodnotu
odhadu ani rozdilu odhadu a skutecného parametru nezname. Proto tuto stfedni hod-
notu odhadneme vybérovym primeérem. Relativni vychyleni jsme spocitali jako rozdil
vybérového primeéru z jednotlivych odhadt a skutecné hodnoty parametru, to celé dé-
lené skuteénou hodnotou parametru. Relativni MSE jsme spocitali obdobné, jen celé
umocnéné na druhou

o) ="l (3.1)
o Xi(0; —0)?
rMSE(0) = TR (3.2)

kde 6; je odhad parametru odhadnuty z i-té realizace, 0,, je vybérovy primér z 92-, n je cel-
kovy pocet odhadia daného parametru (tedy 500) a 6 je skutecnd hodnota parametru.
V tabulkach a muzeme vidét relativni vychyleni a relativni MSE pro vsechny
kombinace parametra K; az Ksg.

3.1.1 Vysledky

Relativni vychyleni

V tabulce muzeme vidét kladné i zaporné hodnoty. Kladna hodnota znamen4,
ze odhady parametru vychazely spise vyssi nez skuteéna hodnota parametru. Zaporna
hodnota nam tiké, ze odhady parametru vychazely spise mensi nez skutec¢ny parametr.
Z tabulky hned vy¢nivaji odhady p pomoci metody minimalniho kontrastu, nebof ostatni
odhady maji chybu mensi nez 1, pouze tyto odhady vychdzeji vyrazné vétsi. Je to zpiso-
beno tim, ze p odhadujeme pomoci intenzity jako i = % Avsak odhad & muze byt nékdy
dost blizky nule, pak délime velmi malym cislem a nas odhad i vyjde prilis vysoky. Dal-
sim pozorovanim je, ze vSechny nase odhady maji ve vSech pripadech v absolutni hodnoté
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mensi relativni vychyleni nez pomoci minimalniho kontrastu. Tedy nase odhady by mély
byt blize skutecné hodnoté parametru nez odhady minimalnim kontrastem. Toto pozoro-
vani se dalo ocekavat, nebot v nasich odhadech vyuzivame vice informaci z dat nez metoda
minimalniho kontrastu.

Relativni MSE

Relativni M SE ndm vice ukaze rozdily v jednotlivych chybach, nebot rozdil mezi sku-
tecnou hodnotou parametru a jeho odhadem je umocnén na druhou. Proto v tabulce
u metody minimalniho kontrastu mtzeme opét vidét velmi vysoké hodnoty u odhadu p,
pomérné vysoké hodnoty i u odhadu o a vsSechny ostatni hodnoty malé. Opét si potvr-
zujeme, ze vSechny nase odhady maji mensi relativni M .SE nez odhady pomoci metody
miniméalniho kontrastu.

3.1.2 Vybér nejlepsich 95 % odhadt

Nékdy se muze stat, ze se v nasich datech objevi velmi odlehlé hodnoty, které nam
podstatné ovlivni vysledné relativni vychyleni nebo relativni M SE. Napriklad vybérovy
prumér, s kterym také pracujeme, je velmi citlivy na odlehld pozorovani. Proto vez-

Relativni vychyleni

MK NO,

K o K i o K i o

15 5 0.02|0.0957 2.1321 0.6132 -0.0058 -0.0020 -0.0042
0.05 | 0.2800 2.0986 0.3134 -0.0050 0.0101 -0.0066

10 0.02 | 0.0841 3.3287 0.8547 -0.0009 -0.0053 -0.0008
0.05 | 0.2433 2.9585 0.3994 0.0014 0.0076 -0.0027

30 5 0.02]0.0991 19746 0.4674 -0.0052 0.0075 -0.0001
0.05 | 0.3780 0.5923 0.1154 -0.0043 0.0031  0.0008

10 0.02 | 0.0933 1.4392 0.3383 0.0012 0.0024 0.0011
0.05 | 0.3073 1.1247 0.1776 0.0030 -0.0019  0.0003

Tabulka 3.1: Shrnuti vysledkt simulace Thomasové procesu — relativni vychyleni.

Relativni MSE

MK NO,
Kl o k it o k it o
15 5 0.02]0.2112 418.6139 23.5934 0.0509 0.0181 0.0050
0.05 | 0.6149 282.5742  5.0791 0.0350 0.0289 0.0089
10 0.02 | 0.1948 708.4691 37.3086 0.0518 0.0101 0.0023
0.05 | 0.4730 477.4194  6.8412 0.0350 0.0165 0.0046
30 5 0.02]0.1530 446.3837 19.3677 0.0252 0.0084 0.0025
0.05 | 0.8572  54.0600  2.1760 0.0172 0.0136 0.0044
10 0.02 | 0.1281 351.9434 15.0162 0.0253 0.0044 0.0012
0.05 | 0.5278 133.8034  3.2856 0.0174 0.0080 0.0022

Tabulka 3.2: Shrnuti vysledkt simulace Thomasové procesu — relativni M SE.
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meme pouze 95% nejlepsich odhadu pro kazdy parametr zvlast, vypocitdme tabulky
znovu a uvidime, jestli se hodnoty néjak zmeéni. Nejlepsi odhady zde myslime ve smyslu
co nejmensi hodnoty (91 —0)2, tedy hodnoty kvadratu rozdilu odhadu a skutené hodnoty
parametru. Relativni vychyleni a relativni M SFE z 95 % nejlepsich vysledki muzeme vidét
v tabulkéch 3.3 a B4

V tabulkach a nam vychdazely velké hodnoty pro odhady p. Zde mizeme
vidét, Ze se nase chyby v odhadech podstatné zmensily, nebot jsme odstranily téch 5%
nejhorsich pozorovani, ktera byla v tomto pripadé opravdu velmi odlehla.

Nyni se nabizi otazka, zda se nase odhady obecné zlepsily. Vezmeme rozdil absolut-
nich hodnot relativniho vychyleni a relativniho vychyleni z 95 % nejlepsich dat a nasledné
zopakujeme to stejné s relativnim M SE. Pokud vyjde vysledny rozdil kladny, tak to zna-
mena, ze chyba odhadu spocitand z 95 % nejlepsich dat je mensi nez ze 100 % dat, tedy ze
jsme odhad zlepsili. U relativnich vychyleni nam rozdily vychazi prevazné kladné, za-
porné hodnoty jsme dostali ve 13 pripadech z 48. Tedy pri pouziti 95 % nejlepsich dat
se vychyleni odhadt obecné zlepsilo. U relativniho M SFE vysly vSechny hodnoty kladné,
tedy u vSech odhadt se nase chyby zmensily. AvSak z principu zahozeni 5% nejhorsich
odhadu tato situace méla nastat. Zahazujeme odhady, pro které byl vyraz (HAz — 0)? nej-

Relativni vychyleni z 95 % dat
MK NO,

A A A A

Kl o k il o R il o

15 5 0.02]0.0537 -0.0508 -0.0175 -0.0077 -0.0003 -0.0029
0.05 | 0.1719 -0.0959 -0.0266 -0.0082 0.0045 -0.0043

10 0.02 | 0.0593 -0.0541 -0.0358 -0.0047 -0.0011 -0.0012
0.05 | 0.1565 -0.0996 -0.0489 -0.0047 0.0064 -0.0036

30 5 0.02]0.0806 -0.0550 -0.0294 -0.0104 0.0039 -0.0002
0.05 | 0.2454 -0.1216 -0.0527 -0.0064 -0.0016 0.0011

10 0.02 | 0.0719 -0.0602 -0.0377 -0.0052 0.0017 0.0007
0.05 | 0.2185 -0.1163 -0.0592 -0.0024 -0.0036 -0.0014

Tabulka 3.3: Shrnuti vysledku simulace Thomasové procesu — relativni vychyleni z 95 %
nejlepsich dat.

Relativni MSE z 95% dat
MK NO,

A A A A A

KW o K i o K i o

15 5 0.02]0.1426 0.0865 0.0398 0.0400 0.0133 0.0037
0.05 | 0.3412 0.1713 0.0552 0.0274 0.0209 0.0061

10 0.02 | 0.1273 0.0729 0.0315 0.0406 0.0072 0.0018
0.05 | 0.3024 0.1548 0.0376 0.0273 0.0117 0.0035

30 5 0.02]0.1084 0.0673 0.0266 0.0200 0.0060 0.0019
0.05 | 0.4058 0.1826 0.0495 0.0136 0.0098 0.0033

10 0.02 | 0.0922 0.0532 0.0220 0.0199 0.0032 0.0009
0.05 | 0.3365 0.1575 0.0381 0.0136 0.0055 0.0016

Tabulka 3.4: Shrnuti vysledku simulace Thomasové procesu — relativni MSE z 95%
nejlepsich dat.
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vétsi, tedy nezapocitavame odhady nejvice zvysujici M SE, tim paddem se M SE muselo
zmensit. U vychyleni toto zlepseni nastat nemusi. Napriklad v situaci s mirné zaporné
vychylenymi odhady, které obsahuji nékolik velmi vysokych odlehlych hodnot, se muze
vychyleni zveétsit.
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4. Realna data

V predchozich kapitolach jsme se seznamili se zakladnimi pojmy, uvedli si, jak bu-
deme hledat odhady &, ;1 a ¢ pokud mame i nemame informace o rodi¢ovskych bodech
a nasledné na simulovanych datech testovali, jak presné odhady jsou.

Nyni provedeme odhady na realnych datech, kterda nam poskytla pani profesorka
Aila Sirkkéa z Chalmers University of Technology and University of Gothenburg ve Svéd-
sku. Pro popis téchto dat ¢erpame informace z diplomové prace jejiho studenta|Andersson
(2016]).

Jedna se o problematiku onemocnéni diabetickou neuropatii, coz je nejcastéjsi pozdni
komplikace u lidi nemocnych s cukrovkou. Pti diabetické neuropatii dochazi k postizeni
funkce i struktury nervu v dusledku vysoké hladiny cukru v krvi. Nejcastéji poskozuje
nervy v nohou a chodidlech (Vitalion.cz., 2022).

Hlavnim cilem v diplomové praci |Andersson| (2016) bylo zjistit vice o vlivech diabe-
tické neuropatie na epidermalni nervové vlakna (dale jen ENF) a tim nalézt zpusoby,
jak tuto poruchu detekovat v casnéjsim stadiu. Drivéjsi diagnostika mtize pomoci zpo-
malit postup nemoci a oddalit prfiznaky nemoci. Epiderméalni nervova vlakna jsou malé
senzorickd nervova vldkna v epidermis (pokozka), nejsvrchnéjsi vrstvé kuze, kterd sni-
maji teplo a bolest. Jednotliva vldkna prochazeji hranici mezi epidermis a dermis (vrstva
pod pokozkou) a vstupuji do epidermis, kde se ¢asto rozvétvi.

Tyto ENF muzeme modelovat jako realizaci bodového procesu, kde rodi¢ovské body
jsou mista vstupit ENF do epidermis (pokozky) a dcefiné body mista jejich zakonceni.

4.1 Popis dat

Nas datovy vzorek byl odebran z pravé nohy zdravého jedince, mysleno bez cukrovky.
Konkrétné mame data v urc¢itém pozorovacim okné o mistech vstupu ENF z dermis do epi-
dermis (pokozky) a o mistech, kde vldkna kon¢i. Navic mame informace o tom, ke kterému
rodici kazdy dcetiny bod patii. Celkem mame 182 bodi, z ¢ehoz je 54 bodl rodicovskych
a 128 bodl dcefinych. Rozméry pozorovaciho okna W jsou 332.3 um x 434.5 ym.

Na obrazku muzeme vidét znazornéni téchto bodi pomoci bodového procesu.
Cervené body znaéi vstupy vlaken do epidermis (rodice) a ¢erné body jsou jejich konce
v epidermis (dcery). Usecky znézortiuji, jaky dcefiny bod nélezi jakému rodiéi.

Zaznam dat je ovlivnén okrajovymi efekty. Podle dostupnych informaci byly okrajové
efekty zohlednény nasledujicim zptsobem:

o pokud se vstup vlakna do epidermis nachazi mimo okno W, pak se nezaznamenaji
ani konce prislusnych vldken uvnitt W,

o pokud se v okné W nachézi pouze vstup vlakna do epidermis a konce vlakna lezi
mimo W, pak se vstup nezaznamena,

o pokud je vstup vldkna uvniti W a nékteré konce vlakna se nachézi uvnitt W a né-
které mimo W, pak se konce mimo W nezaznamenaji.

Nyni odhadneme «, @ a o téchto dat pomoci metody minimalniho kontrastu i pomoci
nami odvozenych postupi, nebot mame dodate¢né informace o rodicich.
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Obréazek 4.1: Znézornéni realnych dat jako realizace bodového procesu. Cervené body jsou
rodic¢ovské body, ¢erné dceriné body a usecky znazornuji, ke kterému rodicovskému bodu
dcery patfi.

4.2 Vysledky

Na datovy vzorek jsme spustili nas kéd v programu R pro odhad pomoci metod MK
(s translacni metodou (|1.8))), NO; a NO,. Pfi pouziti metody NOy ndm vysla hodnota,
o kterou okno zmensujeme, 47.21 pm. V nasledujici tabulce miizeme vidét odhadnuté
hodnoty parametr.

Zajimavé je, ze metoda minimalniho kontrastu nam odhadla x dvakrat vétsi nez nase
odhady, nasledné tedy p dvakrat mensi nez nase odhady a o také dvakrat mensi. Muze
to byt tim, ze pro metodu MK je potieba zvolit vhodnou maximélni hodnotu pro horni
mez integralu , dale jen rmax, aby tato hodnota odpovidala dosahu interakci. De-
faultné se tato hodnota bere jako 1/4 délky kratsi strany pozorovaciho okna, tedy v nasem
pripadé se rmax rovna 83.08. Mtzeme se tedy podivat na graf[4.2|empirické K-funkce od-

hadnuté neparametricky z dat a teoretické K-funkce pro Poissontiv proces K (r) = 7r.

Odhady realnych dat

| MK NO,  NO,
7 0.0008  0.0004  0.0004
| 11420 2.3704  2.3333
G| 6.6712 13.3511 12.6171

Tabulka 4.1: Odhady parametri redlnych dat pomoci minimalniho kontrastu a nami od-
vozenych metod. Maximalni horni mez pro integral v minimalnim kontrastu je stanovena
defaultné na 1/4 délky mensi strany pozorovaciho okna.
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Obréazek 4.2: Graf K-funkei dle rostouciho r. Cernd plna kiivka je empirickd K -funkce
dat a cervend carkovana ktivka je teoretickd K -funkce Poissonova procesu.

Vidime, ze se empiricka K-funkce zac¢ina priblizovat k teoretické K-funkci Poissonova
procesu kolem hodnoty r = 40. To znamend, ze vysoka r uz nepfinasi informace o in-
terakénich parametrech, ale vnasi pouze nezddouci sum. Pro kontrolu mizeme pridat
tabulku citlivosti odhadi na volbu rmazx.

Z tabulky vidime, Ze se od r = 40 odhady parametri opravdu moc neméni. Vez-
meme tedy nové odhady pomoci MK s hodnotou rmaz = 40. Této hodnoté odpovidaji
odhady # = 0.0006, 7 = 1.4965,6 = 8.0332. VSechny tyto hodnoty jsou blize nasim
odhadtim. Na zavér si ke grafu vykreslime grafy parametrickych K-funkei (spoctené
z odhadi parametri) pomoci MK a NO,. Graf parametrické K-funkce spocitané z od-
hadi NO; neuvadime, nebot tato kiivka je témér identicka s K-funkei dle NOs.

Odhady MK dle rmax pro realna data
\ 5 10 15 20 25 30 35 40

k| 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0005 0.0006 0.0006 0.0006
fv | 51.0670 23.7485 13.2679 1.9929 1.6741 1.6107 1.5866 1.4965
o | 59.0368 34.6998 26.1527 9.6577 8.6875 8.4702 8.3809 8.0332

‘ 45 50 55 60 65 70 75 80 max
k| 0.0006 0.0006 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0008 0.0008 0.0008
| 14351  1.3714 1.3251 1.2801 1.2399 1.2078 1.1806 1.1572 1.1420
o 77944  7.5475 73706 7.1970 7.0434 6.9205 6.8180 6.7292 6.6712

Tabulka 4.2: Odhady parametrt realnych dat pomoci minimalniho kontrastu v zavislosti
na hodnoté maximalni meze integralu (2.2)).
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Na pravém obrazku muzeme vidét, ze pro r do hodnoty 40 odhaduje paramet-
ricka K-funkce s odhady parametri pomoci MK s rmaz = 40 empirickou K-funkci 1épe
nez s defaultnim rmax a navic je blize K-funkci z naseho odhadu.
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Obréazek 4.3: Graf K-funkei dle rostouctho r. Cerna plné kiivka je empirickd K -funkce
spoc¢itana z dat pomoci translacni metody , cervena krivka s kratsimi ¢arkami je
teoreticka ktivka pro Poissontiv proces, fialova kfivka s teckami a c¢arkami je paramet-
rickda K-funkce s odhady parametri spoc¢itanymi pomoci MK a oranzova kiivka s dlou-
hymi ¢arkami je parametrickd K-funkce s parametry odhadnutymi NO,. V levém hornim
obrazku je K-funkce z MK spocitana s defaultni hodnotou rmaz a v levém dolnim ob-
razku se stanovenym rmax = 40. Obrazky na pravé strané ukazuji » pouze do hodnoty 40
pro lepsi prehlednost.
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5. Test

VySe jsme odhadli parametry redlnych dat pomoci metod pro Thomasové procesy.
Nyni se ale nabizi otazka, zda jsou tyto metody vhodné pro nas datovy vzorek. Ne-
vime, zda tato data odpovidaji Thomasové procesu. Proto jesté provedeme test hypotézy,
zda jsou nase data z modelu Thomasové procest s konkrétnimi parametry proti alterna-
tive, Ze nejsou.

5.1 Obalkovy test

Pro testovani nasich dat pouzijeme obalkovy test. Myslenka tohoto obalkového testu
je takova, ze pokud jsou nase data z testovaného modelu, pak by se i funkcionalni charak-
teristiky nasich dat a dat z testovaného modelu mély chovat stejné. Tedy zvolime néjakou
funkciondlni charakteristiku dat (dale jen datovou kfivku), kterda vypovida o struktute
dat. Chceme zjistit, zda je tato datova kiivka typickou datovou krivkou v testovaném
modelu. Provede se urc¢ité mnozstvi simulaci z naseho modelu, z téchto simulaci se od-
hadnou datové kiivky a seradi se. V nasem pripadé budeme radit pomoci kritéria ERL,
neboli extreme rank lengths. Vice o této metodé napriklad v clanku Myllymaki a kol.
a vytvori se tzv. obalka z téchto krivek. Datovym krivkam, které nejsou typické, rikame
extrémni. Nas pak zajima, zda je nase datova ktivka v této obdlce typickych kiivek. Po-
kud nase datova krivka kdekoliv vystoupi z obalky, pak je kfivka extrémni a zamitame
hypotézu na hladiné 5 %, Ze jsou nase data z testovaného modelu, ve prospéch alternativy.

Jako funkcionalni charakteristiku jsme zvolili F-funkci s minusovou korekei. Ne-
bylo by vhodné volit K-funkei, nebot pomoci této datové kiivky jsme pocitali odhad me-
todou miniméalniho kontrastu. Takovy test by tedy nemél zadnou silu. Dale jsme pro nas
obalkovy test zvolili hladinu 5%, hodnoty argumentu r, pii kterych méa byt F-funkce
v bodé r vyhodnocena, nechali defaultni a pocet simulaci z testovaného modelu nastavili
na 999, abychom méli celkem 1000 datovych kiivek vcéetné té z nasich dat.

Na obréazku miizeme vidét vysledek obalkového testu hypotézy, Ze nase data jsou
z Thomasové modelu s parametry ziskanymi metodou MK. Sedé plocha znadf obalku ty-
tovou krivku nasich dat. Vidime, Ze celd nase datova ktivka lezi uvnitt obélky, a tedy hy-
potézu nezamitame. Zaroven nahore u obrazku vidime uvedenou p-hodnotu, ktera je
rovna 0.298. Tato p-hodnota vyjadiuje poradi nasi datové kiivky sefazené od nejextrém-
o vypoétu této p-hodnoty v Myllymaki a kol.| (2017, kapitola 4.2). Tedy nase kiivka
je v tomto modelu 298. nejextrémné;jsi.

Obdobné na obrazcich a vidime, zZe naSe datové krivky lezi uvnitt obalky.
Tim padem ani jednu hypotézu, ze nase datova krivka odpovida datovym kiivkam z Tho-
masové modelu s parametry odhadnutymi pomoci MK, NO; a NO,, nebudeme zamitat.
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Global envelope test: p = 0.298
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Obrazek 5.1: Obalkovy test hypotézy, Ze nase data odpovidaji Thomasové modelu s od-
hadnutymi parametry metodou MK.

Global envelope test: p = 0.805
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Obrazek 5.2: Obalkovy test hypotézy, ze nase data odpovidaji Thomasové modelu s od-
hadnutymi parametry metodou NOj.



Global envelope test: p = 0.793
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Obrazek 5.3: Obalkovy test hypotézy, ze nase data odpovidaji Thomasové modelu s od-
hadnutymi parametry metodou NOs.
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Z.aver

V této praci jsme se na tivod seznamili se zdkladnimi koncepty teorie bodovych procesti
a s metodou minimalniho kontrastu pro odhady parametrtt Thomasové procesu, pokud
nemame informace o rodi¢ovskych bodech.

Piinosem této prace je odvozeni naseho postupu pro odhady parametrii Thomasové
procesu pracujici s informacemi nejen o dcerach, ale i o rodic¢ich. Déle nasledné provedeni
simulaci v programu R, diky kterym jsme byli schopni porovnat odhady ziskané metodou
minimalniho kontrastu a timto nasim postupem. Odhady jsme porovnévali pomoci rela-
tivniho vychyleni a relativni stfedni ¢tvercové chyby. Také jsme tyto metody pro odhady
parametri aplikovali na realna data o poloze epidermélnich nervovych vlaknech u jednoho
zdravého jedince a testovali, zda odhadnuty model dobte popisuje pozorovana data.

Ze simulaci jsme zjistili, Ze nase odhady mély ve vsech zkoumanych pripadech mensi
relativni vychyleni i relativni stfedni ¢tvercovou chybu oproti odhadim metodou mini-
malniho kontrastu a tedy lépe odpovidaji skutecné hodnoté parametru.

Pro testovani, zda jsou nase metody pro Thomasové proces vhodné i pro nase data,
jsme pouzili obalkovy test na hladiné 5 %. Nulovou hypotézu, ze nas datovy vzorek odpo-
vida Thomasové procesu s odhadnutymi parametry, jsme nezamitli ani v jednom pripadé
s metodou minimalniho kontrastu ani s nami odvezenym postupem. A tedy odhadnuté
modely dobfte popisuji realna data.
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