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Uvod

Strojové uceni je obor zabyvajici se vyuzitim velkych objemu dat s cilem po-
chopeni principu redlného svéta. K tomu vyuziva statistické modely, jejichz pa-
rametry odhaduje pomoci slozitych funkci mnoha proménnych. Hledani extrému
funkci vice proménnych vede casto ke slozitym optimalizacnim tdloham. Piistupy
matematické analyzy zalozené na hledani bodt s nulovym gradientem, mohou
byt obecné velmi tézko Tesitelné. Z tohoto divodu se ve strojovém uceni pouziva
metoda nejvétsiho spadu. Presné spocitani gradientu v kazdém bodé je vypo-
¢etné narocné a proto se mnohé algoritmy spoléhaji jen na stochasticky odhad
gradientu.

Samotna metoda nejvétsiho spadu nefunguje, pokud hledame extrémy pouze
na omezené konvexni mnoziné, protoze snadno muzeme vystoupit z dané mno-
ziny. Pro vynuceni omezujicich podminek mtzeme napiiklad po kazdém kroku
algoritmu provést projekci zpét na mnozinu. Tento pristup v préaci predstavujeme
jako PG algoritmus (angl. projected gradient).

Hlavnim cilem této prace je zamérit se na pripad funkci, kdy je urceni gradi-
entu vypocetné narocné nebo nemozné, prestoze vime, ze funkce jsou diferenco-
vatelné. Konkrétné na pripad, kde tcelova funkce je souc¢tem potencialné nekon-
vexni, ale diferencovatelné funkce a konvexni funkce. Pro feSeni optimalizacnich
uloh kombinujeme odhad gradientu s metodou projekce gradientu v metodé na-
zvané RSPG algoritmus (Randomized Stochastic Projected Gradient).

V nasledujicich kapitolach zformulujeme PG a RSPG algoritmy a dokazeme
jejich vlastnosti tykajici se konvergence. Na zavér provedeme numerickou studii
na jednoduchém problému stochastického programovani pro podporeni nasich
teoretickych zavéri.



1. Optimalizacni problém

V celé této bakalarské praci budeme primarné vychazet z prace|Ghadimi a kol.
(2016)), kterou doplnime dalsimi zdroji.

1.1 Zakladni definice

Normou ||-|| budeme rozumét obecnou euklidovskou normu, tedy pro z € R"

n
el = | > a?.
i=1

Pro z € R budeme [z] znacit horni celou ¢ast x a |x] dolni celou ¢ast x.

Definice 1 (L-lipschitzovskéd derivace). Necht € C R™ je uzavrend konverni
mnoZina a f : Q1 — R je spojité diferencovatelnd funkce. Rekneme, Ze funkce md
L-lipschitzovskou derivact pro nejaké L € R, L > 0, pokud plati

IVf(y) = V@)l < Llly — «| Vay € Q.

Lemma 1 (Bubeck, 2015). Bud 2 C R" je uzavrend konvexni mnozina a necht
f:Q —= R je spojite diferencovatelnd funkce s L-lipschitzovskou derivaci pro ne-
jaké L € R, L > 0. Potom pro kazdé x,y € §2 plati

1) — £(&) ~ (T f(@).y 2] < 5y — ]

Diikaz. Viz |Bubeck, 2015, Lemma 3.4, str. 40.
O

Definice 2 (Subgradient a subdiferencial). jRockafellar|, | 1970] Necht h : X — R
je konvexni funkce. Vektor g se nazyvd subgradient konvexni funkce h v bodé x,
pokud

h(z) > h(x) + (g, z — x) Vz e X. (1.1)

MnoZinu vsech subgradienti h v bodé x znacime Of () a nazgvdme subdiferencidl
f v bodé x.

Subdiferencial mtze byt i prazdna mnozina, ale timto pripadem se nebudeme
zabyvat, protoze ho budeme uvazovat pouze pro konvexni funkce. df(z) je kon-
vexni mnozina. Navic z je globalni minimum pouze pokud subdiferencial obsahuje
nulu. Pokud je konvexni funkce f souc¢tem dvou konvexnich funkci h a g, potom

Of(x) ={p+r,p € Oh(zx),r € dg(x)}, (1.2)

dikaz plyne z rozepsani definice pro h a r. Plati, Ze pokud je funkce konvexni
a diferencovatelnd v bodé x, tak jeji subdiferencial obsahuje derivaci x. Pro h
konvexni a diferencovatelnou v bodé x, tak plati

h(z) > h(x) + (Vh(z),z — x) Vz e X. (1.3)

Vice vlastnosti 1ze napiiklad najit v Lachout| (2021)) str. 42 - 45, kde najdeme
i dikazy predeslych tvrzeni.



1.2 Definice problému

Predpoklad 1. Predpoklidejme, Ze X C R" je uzavrend konvexni mnozina a

f X — R je spojité diferencovatelnd funkce s L-lipschitzovskou derivaci pro ne-
jaké L € R, L > 0. Ddle necht h : X — R je konvexni funkce se zndmym
predpisem a pro kazdé v € X plati, Ze f(z) + h(x) je konecné.

V této praci budeme uvazovat problém

"= min{y(x) == f(z) + h(z)}. (1.4)
za platnosti predpokladu [1}

Ackoli zndme tvar h, tak nemusi byt hladkd, napriklad h(z) = |z|. Muzeme
ale volit i h(z) = 0.

Funkce f naopak nemusi byt konvexni. Prestoze gradient f existuje, tak ho
nemusime mit k dispozici, protoze pocitat ho muze byt vypocetné narocné. Mame
k dispozici pouze stochasticky odhad gradientu, ktery dostaneme pomoci bore-
lovské funkce GG, zavedené v nasledujici podmince.

Predpoklad 2 (Odhad gradientu). Méjme zvolenou konstantu o > 0 a funkci
f. Predpoklddejme Ze, existuje pravdépodobnostni prostor (Z,B,\), kde 2 C R? a
B je borelovskda o—algebra na mnozine =. Ddle predpokladejme, Ze pro kazdy bod
x € X existuje borelovskd funkce G : R™ x = — R"™, splnujici pro dané v € X

a) Be|G(z.)] = Vf(z) (1.5)

b) Ee[[|G(x.€) = Vf(2)]*] < o®. (1.6)

Volbou métitelné funkce G a pravdépodobnostniho prostoru (Z, B, \) se v této
praci zabyvat nebudeme.

1.3 Projekce a proximalni zobrazeni

Mnozinou X C R" budeme vzdy rozumét uzavienou konvexni mnozinu. V této
sekci definujeme projekce a proximélni zobrazeni, které budeme dale pouzivat
v nasledujicich algoritmech. Projekce budeme pouzivat pti hledani feseni k pro-
jektovani zpét na mnozinu X. Proximalni zobrazeni nam umoznuje nasledné volit
rizné metriky.

Definice 3. Konvexni funkce h : X — R se nazyva silné konvexni funkce s para-
metrem o > 0, pokud spliiuje pro kazdé x,y € X a kazdé p € Oh(x)

a
h(y) = h(z) + (py =) + S lly — =] (1.7)

Tato definice je ekvivalentni s vlastnosti
(t—yp—g)>allz—yl* VeyeXpedh(r),gednly), (18)

dikaz plyne jen z rozepséani (1.7) podle x a y.



Lemma 2. Necht h(x) je konvexni funkce a g(x) je silné konvexni funkce s para-
metrem « > 0. Potom funkce f(x) = g(x) + h(z) je silné konvezni s parametrem
a > 0.

Diikaz. Protoze je h(x) konvexni tak plati nerovnost (1.1 pro kazdé p € oh(x),
pouzitim silné konvexity g(z) a nerovnosti ([1.7]) z definice [3| dostévame pro kazdé
r € dg(z)

!
9() + hy) = g(@) + h(z) + {ry = 2) + (py = 2) + Sy — =l]*
Potom podle ((1.2) oznac¢ime v = p + r a ziskdvame
o
F) = @)+ (wy =)+ Sy — =]

Tato nerovnost plati pro kazdé v € 0f(z), protoze plati (1.2) a predchozi nerov-
nosti plati pro vSechna p € Oh(x) a r € dg(z).
]

Definice 4 (Funkce generujici vzdalenost). Funkce w : X — R se nazjvd funkce
generujici vzddlenost s modulem spojitosti o« > 0, pokud je spojité diferencovatelnd
a silné konvexni s parametrem o > 0.

Definice 5 (Proximalni zobrazeni). Nechtw je funkce generujici vzddlenost s mo-
dulem spojitosti o > 0. Potom proximdlni zobrazeni pridruZené w definujeme

V(z,z) =w(z) — (w(z) + (Vw(z),z — 2)). (1.9)

V jiné literature se proximalni zobrazeni nazyva také Bregmanova divergence
nebo Bregmanova vzdalenost (Bregman| (1967)). Protoze je proximalni zobrazeni
definované funkci generujici vzdalenost w, ktera je silné konvexni, a tedy i kon-
vexni, a spojita, tak je proximalni zobrazeni podle vzdy nezaporné cislo.
Navic protoze proximalni zobrazeni definujeme pridruzené vuci silné konvexni
funkci, tak V(x,y) > $||z — y||* pro kazdé z,y € X. Déle je proximélni zobrazeni
silné konvexni v prvni proménné, protoze w je silné konvexni funkce, nemusi ale
byt obecné silné konvexni v druhé proménné.

Proximélni zobrazeni neni metrika, protoze obecné neplati trojihelnikova ne-
rovnost. Plati ale nasledujici identita, kde dikaz jsme rozepsali sami.

Lemma 3. Necht proximdlni zobrazeni V(x,y) je z definice @ potom pro kaZdé
u,x,y € X plati

V(u,2) =V(u,y)+V(y,z) + (Vw(y) — Vw(x),u — y).

Diikaz. Zvolme libovolné u, x,y € X, pocitejme:

V(u,z) =w(u) —w(z) — (Vw(x),u — )
=w(u) —w(y) = (Vw(y),u —y) + w(y) — w(z) = (Vw(z),y — )
— (Vw(z),u—z) + (Vw(y),u — y) + (Vw(z),y — z)
(v, 2) + (Vw(y),u —y) — (Vw(z),u —y)
(y,2) + (Vw(y) = Vw(z),u —y),

5



kde v jednotlivych rovnostech vyuzivame definici |5 a vlastnosti skalarniho sou-
¢inu.

]

Prestoze proximalni zobrazeni neni metrika, tak miizeme riznou volbou w
volit urcité metriky. Je vyhodné postupovat s proximalnim zobrazenim, protoze
ve strojovém uceni se pouziva vice metrik. Pokud zvolime za

2
&3l
w(x) = )
2
tak dosazenim a snadnymi ipravami skalarniho souc¢inu dostaneme euklidovskou
metriku

1
Viwz) = 5lle - 2B,

Nebo miizeme zvolit jinou, naptiklad kosinovou metriku. Dalsi priklady lze najit
napiiklad v Banerjee a kol.| (2005), tabulka 1.

Definice 6 (Zobecnéna projekce). Bud h : X — R konvexni funkce, v > 0,
geR"axe X a, potom definujme zobecnénou projekci jako

" = argmin{(g,u) + iV(u,x) + h(u)}. (1.10)

ueX

Pokud uvazujeme V(z,z) = 3|z —z||3 a h = 0, tak =" je ortogondlni projekce.

Povsimnéme si jesté, ze funkce (g,u) + %V(u,x) + h(u) je pro fixni x a g silné
konvexni funkce podle Lemma [2] protoZe skalarni soucin s fixn{ prvni proménou
je linearni funkce a tedy i konvexni.

V tomto ¢lanku predpokldadame, ze proximéalni zobrazeni je definované tak, ze
(1.10]) je snadno fesitelny, pro jakékoli v > 0,g e Ra z € X.

Definujme dale pomocnou funkci Py jako
1
Px(z.9,7) = ;(I—f), (1.11)

kde 2" je z (L.10)) z definice [6]
Pokud za g dosadime gradient funkce f v bodé x dostavame zobecnény pro-
jektovany gradient na mnozinu X, specialné pokud za mnozinu X volime R", tak

Px =V f(z).

1.4 Vlastnosti generalizované projekce

V této sekci si ukdzeme néjaké vlastnosti generalizované projekce, které na-
sledné budeme pouzivat v dikazu konvergence dale zavedeného algoritmu.

Lemma 4 (Podminka optimality prvého fadu). Necht X C R" je konvexni
mnoZina, [ : X — R je konvexni funkce. Potom x™ je globdlni minimum funkce
f na X, pravé tehdy kdyz existuje p € Of(xt) takové, Ze pro kazdé x € X plati
(p,x —xT) >0.



Diikaz. Viz Lachout| (2021)), véta 3.3., str 50.
L]

Lemma 5. Necht z+ je z definice generalizované projekce |6l Potom pro viechna
reX,g€eR" avy >0 plati

(9, Px(@:9,7)) = ol Px (2,9, 7|12 + i[hw) (). (1.12)

Diikaz. Dukaz prebirame z Ghadimi a kol (2016). Rozepsali jsme pro¢ plati
nerovnost |1.14] Nejprve vypocteme derivaci V(z,z) podle z.

avégi’z) = Vw(z) — Vw(z). (1.13)

Podle Lemmatu je funkce (g,u)%—%V(u,x)—l—h(u) silné konvexni a tedy i konvexni.
Z lemmatu 4| a toho, ze 21 je optimdalni, dostavame p € Oh(x™) takové, ze plati

1
(g+ =[Vw(z') = Vw(z)] + p,u —zt) >0 Vu e X. (1.14)
Y
Protoze dana nerovnost plati pro vSechna u € X, muzeme polozit u = x a jedno-
duchou tpravou skalarniho soucinu dostavame
1
Y
«
> ;Ilflj+ —z|* + h(z™) = h(x),

(g,x —2%) > —(Vw(z") = Vw(z), 2" —2) + (p,x" — z)

kde v druhé nerovnosti pouzivame definici subdiferencialu a vlastnosti silné kon-
vexni funkce s derivaci ((1.8)). Dosazenim x* — x = vPx(x,g,7) z definice a vyna-
sobenim v > 0 dostavdme pozadovanou nerovnost.

]

Lemma 6. Necht xi respektive x3 jsou ddny vzorcem (1.10), kde nahradime g
funkcemi g, respektive go. Potom plati

N
5 =2l < —llga — gl (1.15)

Diikaz. Viz|Ghadimi a kol.| (2016]) Lemma 2.
[l

Z tohoto lemmatu plyne, Ze Px(x,-,7) je pro fixni v a x é—LipschitzovskéL.

Disledek 7. Necht Px(z,g,7) je definovand jako v (1.11)). Potom pro vsechna
g1 a go v R™ plati

1
HPX(zagl?f}/) - PX(xag%ﬁ)/)H < &Hg? - ng



Diikaz. Pouze dosadime do predchoziho lemmatu viz |Ghadimi a kol.| (2016) Tvr-
zeni 1.

]

Lemma 8. Necht xt je ddno v deﬁm’ci@ potom pro kazdé u € X plati

(9.07) + h(a) 4 2V (") < o)+ hl) + V() = Viwa)]

Diikaz. 'V tomto dukazu jsme pouzili ideu z dikazu lemmatu 1 v Lan| (2011)),
avsak diikaz jsme vedli s jinou funkci a rozepsali jsme nékteré kroky detailnéji.

Soucet silné konvexni funkce a konvexni funkce je silné konvexni funkce podle
lemmatu [2| Tedy funkce (g,-) + %V(-,I) +h(-) je silné konvexni. Protoze plati
a predpokladdme, Ze x* je minimum, tak podle Lemmatu [4f existuje p € Oh(z™)
takové, ze

(g—i—p—i—i(Vw(er) —Vw(z)),u—x) > 0. (1.16)
Déle podle lemmatu [3| plati identita pro V (u,z). MuzZeme tedy psat Vu € X
(g,u) + h(u) + fly‘/(u,x)
=(g,u) + h(u) + i[V(u,xJ“) +V(ztx) + (Vw(zt) — Vw(z),u —2™)]
>(g, 2"y +h(a")+(g+p+ i(Vw(x*) — Vw(z)),u —zT)
+ i[V(u,f) + V(z*,x)]
>(g, 2"y + h(z) + l[V(u,:z:*) + V(2T )]

g

Prvni nerovnost plati, protoze jsou (g,u) a h(u) konvexni funkce (1.3). Druha
nerovnost plati z (1.16]). Vyslednou nerovnost dostaneme prevedenim ¢lenti v do-
kazané nerovnosti.

]



2. Algoritmus zalozeny
na projektovaném gradientu

V této kapitole budeme uvazovat optimalizaéni problém z prvni kapitoly
za predpokladu [ Budeme predpoklddat, Ze zndme presny gradient funkce f v
kazdém bodé z € X. Zavedeme PG algoritmus (angl. projected gradient) a dokéa-
zeme jeho konvergenci. |(Ghadimi a kol.| (2016))

2.1 Algoritmus

Pro funkce z predpokladu [1} a za predpokladu, ze zname gradient funkce f
v kazdém bodé z € X, zavadime nasledujici algoritmus.

Algoritmus 1 PG algoritmus
Ghadimi a kol.| (2016))
Vstup: Pocédtecni bod z; € X, pocet iteraci N € N a délka kroki {v,}2_,, k € N,
kde v, > 0.
Pro k=1,...,N:
Tpr1 = argmin{(V f(xy),u) + %V(u,xk) + h(u)}

uceX
9xx = Px (@, Vf(2k), 1)
Vystup: zg € {1,...,zn} takové, Ze R = argmin ||gx |l
..... N}

V praxi se casto pouziva jako vystup posledni zy1, nebo nejmensi hodnota
Y(zx) pro néjaké k = 1,..., N. Protoze ale f muze byt nekonvexni, tak bychom
nemohli zarucit konvergenci algoritmu.

2.2 Dukaz konvergence

V algoritmu jsme zatim uvazovali pouze obecné délky krokt. Ukazeme, ze po-
kud zvolime spravnou délku krokt, pak algoritmus konverguje. Nésledujici vétu
prebirame z Ghadimi a kol.| (2016) véta 1, dikaz je proveden obdobné jako v da-
ném clanku, pouze v poslednim kroku dikazu jsme opravili nepfresnost.

Véta 9. Predpoklidejme Ze je spinén predpoklad[1] a funkce f md zndmy gradient
v kazdém bodé x € X. Zvolme pocatecni bod x1 a definujme si Dy := [w]l/z.
Pro vystup algoritmu xp oznacme gx.r = Px(xgr, Vf(zr),vr) podle (1.11]).

Necht délka kroku {y} v PG algom'tmuje zvolena tak, Ze pro kazZdé k plati
0 < v < 2a/L a alespori pro jedno k plati v, < 2/ L. Potom plati

LD?,

lgx.rll” < 3
Zszl(a’Yk - %)

Diikaz. Zvolme k € {1,2,..., N}. Protoze ma funkce f L-lipschitzovskou derivaci



a je spojité diferencovatelnd, tak podle Lemma (1] plati

L
) = f(2) = (V] (@) y )| < Slly — =],
a tedy plati i

L
Fly) = fl@) = (Vf(2),y —2) < Slly — z|*.
Volbou y = xp41,x = x) dostavame

f(r) < fae) +(Vf(@n), Tepr — ) + ngb’kH — a)?

2
L
= Fan) = WV @), gxa) + 15 gl

kde v rovnosti jsme pouzili definici gx x. Protoze zj11 = 2, % > 0 a
gxkx = Px(zr,Vf(xzgr),vr), tak prostfedni ¢len odhadneme pomoci Lemma
a ziskavame
5 1 %L 2
f(@re1) < flaw) — vlallgx el + %(h(xkﬂ) — h(zy))] + 7||9Xk||
2

Flopsn) + hlak) < Floe) + hlre) — (uer = 55 gx el

To je podle definice

2
Vil
T)HQX,k:HQ- (2.1)
Protoze jsme vypocty provedli pro libovolné k € {1,2,... N}, tak predchozi
nerovnost plati pro kazdé k € {1,2,..., N}. Muzeme tedy psat

U(zpi1) < W(zg) — (7ea —

72 L 2
U(rysr) < V¥(zn) — (yvo — 9 Max.nll
VX1 X
< VU(zy-1) — (vora — 5 Ngx,n-1ll> = (yva — 5 MNgx.nl?
N 2
i L
< < () = Y (e — L)ng,k:HQ)
k=1
V%L
U(z1) — |lgx,zl? Z Y — -
(2.2)

kde posledni nerovnost plati z definice R = argmin ||gx |-
ke{1,..,N}

Z definice U* (|1.5)) a upravou nerovnosti dostavame

2L
lgx.r|? Z Yt — o) < U(w1) — V(wygr) < W(ag) — U™

Suma je kladnd, protoze Jk : v, < 2a/L a (ya — %) > 0 pro kazdé k

z predpokladu véty. Vydélenim obou stran vyrazem S5 (ypc — —) dostéavame
pozadovanou nerovnost.

]
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Timto dikazem jsme dokazali omezit shora normu ||gx g|. Protoze L a Dy
jsou pro danou volbu % a x; neménnad, tak horni odhad konverguje k nule s ros-
toucim N, za predpokladu volby délky kroku 0 < -, < 2a/L pro vSechna k € N
a Yy = 2a/L pouze pro koneéné mnoho k € N. Omezeni je také zfejmé z nésle-
dujiciho disledku.

Disledek 10. |Ghadimi a kol| (2016) Predpokladejme, Ze plati vsechny predpo-
klady véty[9 a Ze délka kroku v PG algoritmu je v = o/L proVk € {1,...,N}.
Potom

2I2D2
a?N

lgx.rll” <

Diikaz. Tento dikaz uvddime pro tplnost, je pfevzany z|Lan (2011) (Dusledek 1).
Protoze Vk € {1,..., N} plati 7, = o/ L, dostéavame

S (e — 2y = Ly e
P o ) T2\ e T o
A 7 véty [0 plyne
” H2 < LD?, B 212 D3,
RN = iy a?N
r—1(ay, — %)

]

7 predchoziho disledku vidime, ze pokud chceme omezit projektovany gradi-
ent vystupu zz néjakym e € R, e > 0, tak mizeme v omezeni z disledku ménit
pouze pocet iteraci a pocatecni bod x1. Dy ale bez znalosti optima nelze spocitat,
proto se castéji vyuziva horni odhad. Ten zavisi na parametrech tlohy a nelze ho
obecné snadno urcit.
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3. Algoritmus zalozeny
na projektovaném stochastickém
gradientu

V této kapitole predstavime RSPG algoritmus, pro funkei ¢ z (|1.4]) za predpo-
kladu [I]a 2] Dokazeme jeho konvergenci ve stfedni hodnoté a pro v konvexni do-
kdzeme, Ze algoritmus ve stfedni hodnoté hledd optimaln{ FeSen{ problému (1.4)).
Budeme vychéazet z |Ghadimi a kol. (2016).

3.1 Algoritmus

Pro funkce z predpokladu [1| zavadime nasledujici algoritmus.

Algoritmus 2 RSPG algoritmus

Ghadimi a kol.| (2016))

Vstup: Pocatecni bod z; € X, maximalni pocet iteraci N € N, délky kroku
{v i, kde 5, > 0, velikost ndhodného vybéru {my}i_,, pravdépodobnostni
rozdéleni Pr na mnoziné {1,2,..., N} a odhad gradientu G z predpokladu

Krok: Nechf R je hodnota nahodné proménné z pravdépodobnostniho rozdéleni
Pg.

Pro k=1,...,R:

Odhadni my-krat gradient pomoci nezavislych realizaci G(xx,&x ), splnujici
podminku 2, i =1,--- ,my.
Poloz Gk = mLk Z;ikl G(:Ck,fm)
SpoCti Tg1 = argxgin{(Gk,u) + LV (u, z1) + h(u)}.
ue

T

Vystup: xgri1.

Algoritmus jsme oproti verzi RSPG algoritmu z|Ghadimi a kol.| (2016)) drobné
upravili, abychom mohli pouzit dikaz uvedeny v clanku.

Protoze postupujeme podle odhadu gradientu Gy, ktery spliiuje pouze pred-
poklad [2, tak v kazdém kroku se nutné nemusi zmensit vzdélenost k optimu
Y(xg) —P* oproti ptedchozimu kroku. Podle podminky [2|ale mtizeme chybu
omezit ve stfedni hodnoté a jsme tedy schopni dokizat konvergenci algoritmu
k optimu pouze ve stfedni hodnoteé.

3.2 Konvergence stochastického gradientu

Véta 11. |Ghadimi a kol (2016) Necht jsou splnény predpoklady[1] a [3

Predpoklddejme Ze délky kroki {yi}o_, v RSPG algoritmu volime tak, Ze pro
kazdé k € {1,2,...,N} plati 0 < v, < a/L a alespori pro jedno k plati v, < o/ L.
Necht pravdépodobnostni rozdéleni Pr je zvoleno jako

ay, — L}

FPrlk) = P(R=F) = Yaei (o — LyE)

(3.1)

12



Zvolme pocatecni bod x1 € X, oznacme Dy := [M]lﬂ a pro Px z (1.11))
oznacme pro kazdé k € {1,2,..., N}

gx,k = PX(xkv G('xk)? ’Yk)a
Ixk = PX(fEka Vf(xk),%)-

Pro kazdé k € {1,2,..., N} oznacme

§e o= (G &h2s - Skomy )
Ew o= (61,82, -+, &),

kde & € = jsou z dané nezdvislé realizace odhadu gradientu v bodé f(xy) v RSPG
algoritmu [9 za predpokladu (3,
Potom plati

D2 + a2 ZN_ Ve

~ 2]« 34 o k=1 m,, ' ‘

Eneo [10x41] 725275 (3:2)
Drikaz.

Diikaz provedeme podobné jako ve vété 2 v |Ghadimi a kol.| (2016]). Dikaz
rozdélime na 4 ¢asti. V prvni ¢asti si odvodime klicovou nerovnost. Tento krok je
shodny s dikazem z ¢lanku, az na opraveni nepresnosti na konci. V druhé c¢ésti
doplnime ditkaz nulové stfedni hodnoty druhého clenu vyrazu na pravé strané
nerovnosti. Ve treti ¢asti omezime posledni ¢len nerovnosti, tuto ¢ast prejimame
a pouze jsme doplnili argumenty na pocitani stfedni hodnoty. V posledni c¢asti
shrneme dosazené vysledky z predchoziho. Posledni ¢ast uvadime pro tuplnost
a prejimame ji z|Ghadimi a kol. (2016).

1. cast

Oznatme 0y = Gy — Vf(zg) pro k € {1,2,...,N} a zvolme fixni k. Protoze
ma funkce f L-lipschitzovskou derivaci a je spojité diferencovatelna, tak podle
Lemma [1] plati

L

J(@pg1) < flan) + (Vf(@r), Trgpr — 2x) + §||$k+1 — a|]?
27,
= fla) = WV F@0) Gxa) + 2= 17l

2
. Yl .
= f(aw) — 7k<G(xk)agX,k> + k7||9x,k||2 + 7k<5k79X,k>a

kde prvni rovnost plyne z definice gy, a druhd z definice ;. Dosazenim do lem-
matu 5| pro z =z, vy =Y >0, g = G a Tpy1 = a:z ziskame

2
. Yl . .
F@ri1) < flae) = wallgxill? = [Pare) — h(zg)] + 7'; 192l + 70k Gx 1)

a po prevedeni ¢lenu h(zy41) na druhou stranu obdrzime

2
. el s .
Fl@ren) + hlwen) < flaw) + h@n) = wel gl + =10l + (0 Gxn)
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a tedy s pouzitim definice ¢ (1.4) a rozsitenim o (0, 9x k) — V& (O, gx k) ziska-
vame

2
. Vil R
V(i) < P(an) — 7k05||gx,k||2 + ]; ||gX,kH2 + Ve (Ok, Ix 1)
%L 2
= (k) — (%Oé — 5 )ng,kH + Vil Ok, gxk) + Ve (Oks Gx & — Ix k)
Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti dostavame

2
Vel - R
Y(@r) < Plax) — (o — kQ Ml + 3 Oks ) + 1l 0l d — gl

Disledek [7 nam pro @ = zx, g1 = Gr, 92 = V f(w), dxp = Px (w1, Gr)
a gxk = Px(zg, Vf(zr),7) dava vztah

. 1 1
19xx = gxall < NGk = V(2| = —l0w]]-

Dosazenim vztahu do predchozi nerovnosti ziskavame

2
Vil Tk
Y(r) < o) — (o — 5 sl + 70k gx) + —llokl®,

a tedy prevedenim nékterych ¢lent
WLy - 2 Tk 2
(ke — 7) 19x k]l < Y(@r) = Yl@ren) + M40k, gx) + -~k

2
Poznamenejme jesté, Ze ypa — viL < ypar — % pro kazdé k € {1,2,...,N},
protoze 7, < ¢. Pfedchozi nerovnost plati pro kazdé k € {1,2,..., N}, mizeme
dané nerovnosti secist a dostavame
N

— 26 2< ad _7137[’ ~ 2
> (e = D il® < 30 (e — =) 19l

k=1 k=1

N Vk
xk-Jrl Z Yk 6]@7ng EH(Sk”Q]

VAN
i Mz

N

= (a1) = lawrn) + Y0 gx) + L6,

k=1

Diky definici * (|1.4) mizZeme pracovat s nerovnosti

N

N ’V
(e = D) gx s ll* < Wlar) —¢* +Z% Ok 9X k) +Z k||5 2. (3.3)
k=1 k=1
2. cast

Nyni spoéteme stiedni hodnotu élenu S8, (8, gx.x) z predchozi nerovnosti. Bu-
deme zkracené psit, Ze funkce zavisi na £, ale budeme tim myslet, Ze zdvisi na
realizaci nahodné veliciny G(;.&; ), i=1,...,k, j=1,...m

Poznamenejme, ze xy, zévisi jen na &y,_1) pro fixnf 21, {y}n-; a funkei ¢ ().
Proto je x; také ndhodnou veli¢inou pro kazdé k. Podle prvni casti predpo-
kladu [2| pro odhad gradientu a nezavislosti plati

Eg[k] {Gk - Vf(l’k)’g[k—l]} — Z]Eg[k [ Ik,ék z) Vf(xk)‘é[k—l]} = 6 c R".
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Podle této nerovnosti mizeme pocitat

By, [0k, 00} |k-1] = Beyy [(Gr = V (@), Px (2, V f (), 1)) €| = 0,

kde posledni nerovnost plyne z linearity skaldrniho souc¢inu pro fixni druhy c¢len.
Zaroven muzeme stfedni hodnotu vici £ nahradit &y}, protoze G}, a x;, nezdvisi
na €k+17 s >£N'

Protoze {nj obsahuje vSechny realizace { tak i o—algebra generovand vsemi
realizacemi G(z;,&;;), ¢ = 1,...k j = 1,...m; bude podmnozinou o—algebry
generovanou vsemi realizacemi G(x;,¢;;), i =1,...N, j =1,...m; pro kazdé k.
Podle rovnosti E[X] = E[E[X|F]] pro X € L(S,S,u) a F C S piSeme

Egm L;((Slm 9X,k>}: l; Egm [<5k> gX,kﬂ: Z Egm] {Egm {(519 gX,k>‘§[k71]H: 0.
) - - (3.4)

3. cdst
V této casti odhadneme ve stfedni hodnoté posledni ¢len nerovnosti .
Oznacme 6;; = G(xp,&pi) — Vf(zg) a Sk = Zle dki Pro 4,j = 1,...,my
aprok =1,... N.Dale Sy =0Vk =1,...,N. Protoze Eg, [6;;] = 0 € R"
analogickym dikazem jako v druhé ¢asti a za predpokladu [2] tak

By, | (Skiz1,0k)| = By, [Beyy, [ (Skio1,0.4)

S;m-_lﬂz() VZ: 1,...,mk.
Podle predchoziho plati
By [[1Skme[I”] = Eepny [ ISkme—1 + Stmi|I”]

= ey |1 Stmic1[” + [8kme |1” + 20 my—1,65.m,)|
= ey, 1Sk me-1lI?] +Eepn, 108, 2]

my,
= > B [l10,11%]-
j=1
Z tohoto vysledku a z druhé ¢asti ([1.6) podminky [2| dostdavame

B [10017] = E wfi@m} e [ Skm 7]

1 ™k 02 (3.5)
Z%A@Msﬁ
protoze plati stejné jako v predchozi ¢asti za predpokladu
Eeim [”5’“7"”2}: By [Eﬁm [||5’“’i||2’5[k—1]}} <o’
Miizeme tedy omezit
N N N 2
B[22 10417 = 22 2 Bey 57)< 32 20 (3.6)

k=1 k=1



4. cast
Pouzitim vlastnosti sttedni hodnoty X < Y's.j. implikuje EX < EY's.j na nerov-
nost (3.3)) z 1. ¢asti dikazu a pouzitim vysledku z druhé a tteti ¢asti ziskdvame

N N
B [ (e = R3] B [90) = 07 + 1l gxa) + e A

N 2

> (e = LBy [l <0 w) - % z

Podle podminek na délky krokii {y}2, je S8 7' (yea — 42L) > 0, mitzeme tedy
timto vyrazem vydélit a obdrzime

Sica(me = R By [19xal’] _ o) — ot + 5 5, 2
Zk:l (yro — ’VkL) B Zsz_ll (yher — 713[/)

Podle pocitani sttedni hodnoty pro diskrétni nahodnou veli¢inu a diky volbé Py
plati rovnost

N
Enen [10x.0]°] = 3 Een [19x.4]1°] Pr(R = k)
k=1
 Ei(we — LB, [19x]?]
Zszl(”YkOé ’YkL)

Dosazenim tohoto poznatku do pfedchozi nerovnosti jiz plyne dokazované tvr-
zeni.

[]

Tento samotny vysledek konvergenci nezarucuje. Jak ukdazali autori ¢lanku
Ghadimi a kol.| (2016), pro rtizné volby malych m; mtuzeme omezit zdola omezujici
podminku (3.2)) z véty . Napriklad pro volbu m; = 1 pro kazdé k € N dostavame

0'2 0'2 0'2
LD\QI/ + Z;cvzl Yk > o Z{qul Yk S a Z{qul Tk o’
Yo (e — L) — Sl wla — Loyk) — a Xl w a?

Pro konvergenci tedy potrebujeme i vétsi my.

Dusledek 12. Necht plati vsechny predpoklady a oznaceni jako ve vété |11 Ddle
necht mame v RSPG algom’tmu@ délku kroki vy, = 57 pro kazdé k € {1,2,...,N}
a velikost ndhodného vybéru m, = m € N pro k = 1,2,...,N. Potom plati
ndsledugjici dvé nerovnosti

412 D? 202
P Y
B l0xal"] < 55" + 5
8L2D2 602
(4
Erg |loxal®] < =55+ 5

Diikaz. Dikaz prejimame z Ghadimi a kol.| (2016) dusledek 3, a uvadime ho pro
plnost. Dovysvétlili jsme navic pro¢ plati nerovnost v odhadu Egg U| gx, RHﬂ-
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Dosazenim predpokladu my = m pro k = 1,2,..., N a délky kroki 1 = 5}
pro kazdé k € {1,2,..., N} do nerovnosti z véty [L1| dostavame

0'2 0'2 (e}
]ERg {H{AJ ”2} < LD\2P+EZIZ§V:1% . LD2\I!+%Z£[:1E
) X,R — - a2 o2
i Z]kvzl(a% - L’V}%) Zi;vzl(ﬁ - Lm)
LD} + et 412D 202

+
Na?2 2 2,77
7 a*N a*m

Tim je dokédzand prvni ¢ast tvrzeni.
Pro zjednoduseni zapisu budeme v tomto ditkazu zkracovat zapis Erg .y, za-
meénou za E. Pocitejme nejprve

E|llgx.al?] < E|(lgx.r — dx.zl + l3x,zl)?]
< 2B [max{|lgx.r — x gl I3 xl2}]
< 2E[HQX,R — le,RH2 + ||§X,R||2]
= 2E|||gx.r — Gx,al*] +2E [ 5x 2l7]-

Druhy c¢len je omezen vztahem z prvni ¢asti této véty. Omezime nyni druhy clen.
Podle dusledku m méame pro r = xx, g1 = Gi, 92 = V f(2r), Ixr = Px(2k, Gry k)
a gxx = Px(zy, Vf(zr), ) nerovnost

. 1
19xk = gxall < Gk =V flzi)]-

Podle treti casti (3.5) dukazu véty dostdvame

202

9 [lgx 1 ~ G alP)< SE[IGR ~ ViGm)]<

Slozenim téchto vysledkii dostavame pozadovanou nerovnost

AL’D}  20%  20% 8L?D} = 60°
)+ = +

E [HgX’R a?N aim ma a?N ma’

7)< 2

]

Jak vidime, pokud budeme brat pouze malé velikosti vzorka m, tak nemtzeme
zarucit konvergenci, protoze na pravé strané porad budeme mit %, které dale
uz nelze omezit. V nésledujicim disledku si zavedeme dalsi podminky, pro které
uz dokazeme zarucit konvergenci ve stredni hodnoté.

Dusledek 13. Necht jsou splnény predpoklady [1] a[3 a voleny délky kroki jako
v dusledku . Zvolme pocdtecni bod x, a oznacme be jako ve veté . Pred-
poklidejme, Ze odhad gradientu mizZeme pouZit nejvyse M—krat, M € N. Dadle
predpoklddejme, Ze odhad gradientu v RSPG algoritmu[g v kaZdém kroku pouzi-
jeme m—krdt, kde

m = [min{max{ YN 1} )] 37
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pro néjaké D > 0. Necht mazimdini pocet kroki je N = L%j a pravdéepodobnostni
rozdéleni Pg je voleno pro dané N podle vzorce[3.1. Potom

o _ L 16Lbe 4/60 Di A av6
17l < = + — + Dmaxq ———,1:]|.
o' M VM \ D ALDV M

Dikaz uvadét nebudeme, 1ze najit v|Ghadimi a kol.| (2016) dusledek 4.

V této casti kapitoly, jsme ukézali, ze jeden béh RSPG algoritmu nezarucuje
konvergenci k extrému. Konvergenci mame zarucenou jen ve stfedni hodnoté a pro
realné pouziti je proto nutné algoritmus poustét opakované a nasledné zvolit
nejlepsi vystup.

ER?S[N] [lgx.r

3.3 Dikaz nalezeni globalniho minima

V celé této casti budeme predpokladat, ze funkce f je konvexni. Tedy i v je
konvexni, protoze je souc¢tem dvou konvexnich funkci. Tedy funkce ¢ ma na kon-
vexni mnoziné X globalni minimum.

Véta 14. Necht plati vsechny predpoklady a oznacent jako ve vété[11]. Ddle necht f
je konvexni funkce a optimalni resent problému (1.4) oznacme x*. Predpoklddejme
jesté, Ze posloupnost délek kroki {vi}2_, je neklesajici, tedy

O<n << <w<

=l

Pak plati

_ L * 2N i
(a VI)V(Z‘ 7x1) + B Zk:l m
Z;cvzl(a’yk - LV}%) ’

Ergy, [w(l'R—i—l) — 1/1(:70*)] <

kde V(x*,21) je z definice[3|

Dukaz lze nalézt v |Ghadimi a kol.| (2016) Véta 2, ktery jsme doplnili o dikaz
Lemmatu [§

Véta 15. Necht plati vsechny predpoklady a oznacent jako ve vété[11]. Ddle necht f
je konvexni funkce a optimdlni resent problému (1.4) oznacme x*. Predpoklddejme
jesté, Ze posloupnost délek kroki {vi}2_, je merostouct, tedy

«

O<’VN§'7N71§"'§’71§3-

Pak plati

5 2
e ;—’; + (o — L) maXUGX{V(x*,u)}
Zg:l(a% - Lv,f) 7

Er g [ (@re1) — (2")]<

kde V(z*u) je z definice 3

Dtikaz viz |(Ghadimi a kol., 2016l véta 2.
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Disledek 16. Necht jsou splnény vsechny predpoklady dusledku a necht f
z predpokladu 1| je konvexni funkce. PoloZme x* jako optimdalni hodnotu pro-
blému 1.4 Potom plati

% 2LV(3}*7 gjl) o2
Er e [(tnn) —(2")] € =2 4 o

Dikaz. Tento dikaz jsme analogicky rozepsali jako dikaz dusledku |12z (Gha-
dimi a kol., [2016). Protoze délka kroku 7 = 57 pro kazdé k € {1,2,...,N} je
neklesajici, muzeme pouzit odhad z véty [[4l Dosazenim délky kroku a velikosti
nahodného vybéru m dostavame

2 2
(@ — L)V (z* 1) + % Sy =
Eprg o [V(xr1) — (27)] < -
R&[N][ ( R+1) ( )] Zé\/:l(a,yk _ L’YI?)
_ (0= SV o) + 5 Yl e
Zl]gvzl(gi - %L)

gV(w*,xl) + No2a?

2 8mL?
- Na?
4L
2LV (x*, 1) N o?
N aN 2mL’

]

Podle predchoziho diisledku je vzdalenost optimalni hodnoty a vysledku algo-
ritmu ve stfedni hodnoté omezenda vyrazem, ktery s malou velikosti nahodného
vybéru m muze byt velky. Musime tedy stejné jako v sekci [3.2] vybrat specidlni
velikost ndhodného vybéru, abychom zarucili konvergenci k nule.

Disledek 17. Necht jsou splnény vsechny predpoklady disledku a necht f
z predpokladu[1] je konvexnt funkce. Polozme x* jako optimdini hodnotu problému

[1.4. Potom

Erg .y, [¢($R+1) - ﬂ’(fk)}
ALV (z*,21) V6o (V(z*,x) aD o6
=T +am< 3 aX{M’I})'

m
D 3

Dukaz. Dikaz jsme rozepsali podle vzoru dikazu dusledku 4 z (Ghadimi a kol.
(2016). Zfejmé plati nerovnost N > 2% kterou dosadime do disledku [16/a do-
stavame
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Eregy, [¢(IR+1) - @/}(x*)]
2LV (z*, x1) o?
< +

alN 2mL
_4AmLV (z*, 1) N o’
N alM 2mL

2

ALV (x*, x1) {0\/6M } o
= max —, 1+
aM ALD 2L min{ 2YS A}

4LD

<4LV(93*,$1) (a\/6M 20D o2 }

- aM 4LD V6M' 2LM

S4LV($ , 1) n V6o (V(a:A,ml) N aD ax{ O'A\/E 71})
aM av M AL.DV M

+ 1>+ max{

—— 1
D 3
[l

7, predeslé tlohy vyplyva, ze pokud zvétsujeme pocet odhaditi gradientu M,
tak prava strana konverguje k nule jako O(ﬁ) Mame tedy zaruceno, ze stredni
hodnota vystupu xgz,; konverguje ve stfedni hodnoté k z*.
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4. Numericka studie

V celé této kapitole budeme uvazovat w(z) = ||z||3/2 a tedy proximaln{ zob-
razeni

1
Viz,2) = o - 2|

a h(x) = 0. Z rovnosti dostavame silnou konvexitu s modulem spojitosti
a=1.

Budeme zkoumat chovani RSPG algoritmu pro feseni problému stochastic-
kého programovani. Zamérime se na problém, ktery lze reprezentovat jako line-
arni program. Pro tento problém je snadné gradient primo spocitat, budeme ale
predpokladat, ze gradient nezname. Volime tento problém pro snadné ovéreni
korektnosti vystupu RSPG algoritmu.

Stochasticky program je optimaliza¢ni problém, ve kterém jsou nékteré para-
metry modelu nejisté. Tyto parametry vSak pochazi ze zndmého pravdépodob-
nostniho rozdéleni. Stochastické programovani se vyuzivd v mnoha odvétvich,
naptiklad ve financich, nebo v optimalizaci primyslu. Poméaha ndm se rozhodo-
vat optimalné vzhledem k nejistoté vysledku. Birge a Louveaux]| (2011))

4.1 Problém farmare

Priklad ¢erpame z tivodniho piikladu v knize |Birge a Louveaux (2011), tento
problém jsme ale modifikovali, abychom mohli pouzit RSPG algoritmus

Jedna se o problém kdy ma farmar k dispozici 3 typy plodin a musi se rozhod-
nout, jakou plochu oseje kazdou z danych plodin. Farmar potrebuje urcité mnoz-
stvi surovin k vlastnimu uzitku, mé ale moznost suroviny dokoupit. Na konci roku
vypéstované a nespotiebované suroviny proda za nejistou cenu, ktera je pri roz-
hodovacim procesu neznama. Budeme predpokladat, ze mnozstvi vypéstovanych
surovin je fixni. Farmar se snazi maximalizovat sviij zisk neboli minimalizovat
naklady ve stfedni hodnoté.

Farmar vlastni 500 hektarta pidy a muze péstovat psenici, kukufici a Fepu.
Budeme predpokladat, ze prodejni ceny pSenice a kukufice jsou z normalniho
rozdéleni se zndmou stfedni hodnotou a rozptylem, které jsou zadany v tabulce
.1l Prodejni cena fepy se lisi od prodaného objemu do 6000 tun a nad 6000
tun, obé tyto kategorie jsou z normélniho rozdéleni s parametry definovanymi
v tabulee [£.1] Predpokladejme, Ze vSechny tyto ndhodnd rozdéleni jsou nezavislé.

stfedni hodnota rozptyl

psSenice 170 2500
kukufice 150 2025
fepa do 6000 tun 36 256
fepa nad 6000 tun 10 25

Pozn: Vechny jednotky uvadime v $.

Tabulka 4.1: Parametry normalniho rozdéleni prodejni ceny plodin.
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Oznaéme 7y, Zy , Z3, Z, ndhodné realné veli¢iny reprezentujici prodejni ceny
pSenice, kukufice, fepy do 6 000 tun a fepy nad 6 000 tun respektive. Dalsi para-
metry problému shrnujeme v tabulce [4.2]

PsSenice Kukurice Repa

Cena osiva [$/hal 150 230 260
Vymnosnost pole [T'/ha] 2,5 3 20
Nékupni cena [$/7] 238 210 —
Vlastni potieba [T 200 240 -

Pozn: T znadi tunu, ha hektar

Tabulka 4.2: Parametry ulohy.

Oznacéme déle z = (1, T2, T3, Y1, Yo, W1, Wa, w3, wy) L, kde
1 = pocet hektart oseté psenici,
To = pocet hektaru oseté kukurici,
x3 = pocet hektart oseté repou,
Y1 = pocet nakoupenych tun psenice,
Yo = pocet nakoupenych tun kukufice.
w; = pocet prodanych tun psSenice,
wy = pocet prodanych tun kukufice,
w3 = pocet prodanych tun fepy do 6000 tun,
wy = pocet prodanych tun fepy nad 6000 tun.
Potom formulaci linedrniho problému zapiSeme podle Birge a Louveaux| (2011)

min By, 7,702 |15021 + 23025 + 2605 4 238y, + 210y,

— Z1U)1 — ZQU)Q — Zgw3 — Z4"LU4}

za podminek 1+ 22 + x3 < 500
—2,521 —y1 +wy < —200
—3x9 — Yo + wy < —240
—20x3 4+ w3 +wy <0
ws < 6000

T, T2, T3, Y1, Y2, Wy, Wo, w3, wy > 0.

Omezujici podminky, které generuji mnozinu X, nezavisi na hodnoté nahod-
nych veli¢in a mnozina X je tedy stejna pro vSechny realizace. Mnozina X je
konvexni, protoze je generovanda pouze linearnimi funkcemi, navic je zfejmé ome-
zena. Oznacme f(x) ucelovou funkei a h(x) = 0 pro vsechna x € X.

Funkce h je zfejmé konvexni. Protoze operdtor stfedni hodnoty je linearni,
tak je funkce f na X linearni, a proto ma na mnoziné X konstantni gradient.
Funkce f ma tedy na mnoziné X L-lipschitzovskou derivaci pro jakékoli L > 0.
Soucet f(x)+ h(x) je na omezené konvexni mnoziné konecny. Méme tedy splnén
predpoklad |1] a muZzeme oznacit podle U(x) = f(x).

Ackoli funkce f je na mnoziné X definovana tak, ze bychom mohli pouzit
vlastnost linearity stfedni hodnoty a gradient spocitat, budeme gradient funkce
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f odhadovat podle predpokladu [2 Protoze jsou Zi, Zs, Z3 a Z; nahodné veli-
¢iny z normélniho rozdéleni, tak diky nezéavislosti ndhodnych veli¢in je splnén
predpoklad [2| pro soucet jejich rozptyli o? = 4 381.

Pokud spocitame nejdiive stfedni hodnotu, tak z Birge a Louveaux]| (2011)
médme optimalni feseni (120, 80, 300, 0,0, 100,0,6000,0)” s optiméalni hodnotou
Y* = —118000 , kterou pouzijeme k porovnani chyby algoritmu.

Pro nas piipad si zvolime L = 0,05 a stejné délky kroka v = 5+ = 10.
Pro x; zvolime scénafr, ze nic nezasadi. Polozime D = 6000. Zvolme M = 500
a m = 4 podle vzorce Budeme uvazovat podle ditkazu dtsledku 17 maximalni
pocet krokit N = |2 | = 125. Pravdépodobnostni rozdéleni Pg podle (3.1]) je pro
konstantni délku kroki rovnomérné na mnoziné {1,2,...,125}.

Algoritmus jsme naimplementovali podle [2] a pustili 6—krét. V nasledujicim
grafu jsme porovnali vystupy algoritmu pro rizné realizace ndhodné velic¢iny R.
Na vodorovnou osu jsme zanesli poc¢et kroktt R daného béhu, na osu y jsme zanesli

absolutni chybu vystupu, tedy ¢ (zgr) — 1*.

R=110, R=99, R=71,
Chyba=0 Chyba=1437 Chyba=0
50000 A .
. 25000 .
s
I 0 L T T T T T L T T T T T L T T T T T
X R=50, R=43, R=13,
3 Chyba=10715 Chyba=15970 Chyba=42011
©
€ 500001 1 \\ ; "‘\.
e
(@]
25000 - . .

25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

o

Pocet krokl

Obrazek 4.1: Vysledky RSPG algoritmu na problému farmaére.

optimalni hodnotu —118 600 $ s optimalnim FeSenim zasadit 170 hektartu pSenice,
80 hektartt kukutice a 250 hektart fepy, které je shodné s optiméalnim resenim
problému.

Jak vidime z téchto béht, tak neni optimalni se spolehnout na jeden béh
algoritmu, protoze nejhorsi béh je s vysokou chybou 42011 $.
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Z.aver

V této praci jsme nejdiive zavedli optimalizacni ilohu a definovali jeji pred-
poklady. Nasledné jsme zadefinovali proximéalni zobrazeni a zobecnénou projekci
a dokazali nékteré jejich vlastnosti. Poté jsme predstavili PG algoritmus a doka-
zali jeho konvergenci i pro nekonvexni funkce pti splnéni uréitych predpokladi.
Tento algoritmus jsme déle rozsitili na RSPG algoritmus, ktery nevyzaduje po-
¢itani gradientu funkce. Omezenim velikosti projektovaného gradientu ve stredni
hodnoté jsme dokazali konvergenci RSPG algoritmu pro nekonvexni funkce. Pro
konvexni funkce jsme dokazali, ze algoritmus ve stfedni hodnoté nalezne globalni
optimum ucelové funkce na konvexni mnoziné X.

V praktické c¢asti jsme aplikovali dosazené teoretické vysledky na jednodu-
chy problém linearniho stochastického programovani. Algoritmus se choval dle
oc¢ekavani a nalezl optimalni feseni problému ve dvou z Sesti béhii.
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Seznam pouzitych zkratek

R redlna cisla

N prirozena cisla

|z] dolni celd ¢ast

[x] horni celd Cast

(x,y) skalarni soucin

||| euklidovskd norma

|||, p-norma

V f(z) gradient funkce f v bodé x

Jf(x) mnozina subgradientt funkce f v bodé x
s.7. skoro jisté
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