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razeni nebo jakékoliv netrividlni algebraické topologii. Diikkazy byly zvoleny tak,
aby pro jejich porozumeéni dostacovaly pouze zakladni znalosti kombinatoriky a
matematické analyzy a ¢tenaf se u nich dozvédél i o jinych zakladnich topologic-
kych vétach.

V préci nejprve kombinatoricky dokazeme Borsukovu-Ulamovu vétu, ze které
uz Brouwerova véta jednoduse plyne. Nasledné pouzijeme zaklady matematické
analyzy k dikazu véty znamé jako The hairy ball problem, kterd také primo
implikuje Brouwerovu vétu. Nakonec si ukazeme netradi¢ni aplikaci Brouwerovy
véty k dikazu zédkladni véty algebry.
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At first, we prove by a combinatorial procedure Borsuk-Ulam theorem from which
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Uvod

Brouwerova véta o pevném bodé je jednou ze zakladnich topologickych vlast-
nosti spojitych funkci. Cilem tohoto textu je nejen uvedeni nékterého z dukazu,
ale také jeji zarazeni do kontextu ostatnich béznych topologickych vét.

Trirozmérnou verzi dokazal jiz v roce 1904 lotyssky matematik Piers Bohl
(odkaz). Pripad pro libovolnou dimenzi dokézal v roce 1910 Jacques Hadamard i
L.E.J. Brouwer, pricemz Hadamarduv diukaz (odkaz) se neopiral o nastroje jako
homotopie, ¢i fundamentalni grupa. Brouwer jich vyuzil k zavedeni pojmu stupné
zobrazeni, ktery vede na elegantni dikaz (odkaz).

V tomto textu se vSak témito koncepty zabyvat nebudeme, jelikoz vyzaduji
netrivialni znalosti algebraické topologie. Misto nich v prvni ¢asti vybudujeme
vztah mezi diskrétni kombinatorikou a topologii, ze kterého vyplyne Borsukova-
Ulamova véta a ukazeme, ze Brouwerova véta je jejim primym disledkem. V druhé
casti pouzijeme zakladni metody matematické analyzy k dikazu véty znamé jako
The hairy ball problem ze které se dd Brouwerova véta opét jednoduse odvodit.
Ve treti ¢asti pak vyuzijeme nabyté znalosti k dikazu zakladni véty algebry.

Oznacéme B" jednotkovou kouli v prostoru R”. Nyni mtizeme vyslovit Brou-
werovu vetu.

Véta 1 (Brouwerova véta o pevném bodé). Kazdd spojitda funkce f : B — B"™
md alespon jeden pevny bod, tj. 3x € B™ : f(x) = x.

Oba diikazy budou pouze existencni, tedy nebudou obsahovat zadny algorit-
mus pro nalezeni pevného bodu. Ptesto, v dnesni dobé jiz algoritmy pro aproxi-
maci pevného bodu existuji, avsak tento text se jimi zbyvat nebude.



1. Borsukova-Ulamova véta

1.1 Zakladni pojmy

Nasim prvnim cilem bude rozlozit jednotkovou kouli na jednodussi objekty,
presnéji na objekty generované pouze konecné mnoha body, které bude snazsi
studovat.

Definice 1. Necht nnm € Non < m a xg,...,x, € R™ jsou afinné nezdvislé
body. Potom jejich konvexni obal

az{xERm: a::Z)\i:Ei,)\,-E[O,l], )\izl}
i=0 =0

7

se nazyvd simplex dimenze n s vrcholy xq, ... ,x,.

Simplex definovany k libovolnymi vrcholy z xq, ... ,x, nazveme stranou o pro
libovolné k € N, k < n.

Je-li k=2, 1j. jednd se o stranu, kterda je definovina pouze dvéma body, pak ji
nazveme hranou o.

Déle musime presné definovat, co myslime rozlozenim jednotkové koule, jeli-
koz nize budeme potirebovat urcité vlastnosti. Ve zbytku kapitoly, pokud nebude
explicitné feceno jinak, budeme pozivat 1-normu, t;j.

n

Ve e R": ||z]| = |z

i=1
Definice 2. Mnozinu simplexi T nazveme triangulaci jednotkové koule B™, pokud
a) Prinik dvou simplexi z T je bud prdzdny, nebo jejich spolecnd strana,
b) pro kazdy simplex z T jsou i vSechny jeho strany proky T,
¢) B*=UT.

Vrcholem, ¢¢ hranou triangulace T myslime simplex dimenze nula, respektive
jedna, lezici v T.

MnoZinu vsech vrcholi triangulace T budeme znacit V(T).

Symbolem §(T') budeme oznacovat délku nejdelsi hrany triangulace T.

Symbolem H(T) oznac¢me mnozinu vsech simplexi lezicich na hranici B".

Triangulaci jednotkové koule existuje mnoho a definice vyse muze piisobit
ponékud abstraktné, ukazme si tedy na prikladé jednu velmi dilezitou, takzvanou
zakladni triangulaci.



Priklad. Nejdiiv si oznacme e; € R" e; = (0,...,0,1,0,...,0)), kde jednotka se
nachazi na i-té pozici. Poté zékladni triangulace jednotkové koule B™ je nejmensi
triangulace obsahujici vsechny simplexy, jejichz vrcholy jsou libovolné k-tice bodu
z mnoziny {0, + ey, —e1, + €2, — €9,... , + €,, — €, }, pricemz neobsahuje zadny
simplex, ktery by mél zaroven +e; a —e; jako své vrcholy pro i € N;i < n.
Oznacéme si ji Z.

Dalsim zptisobem jak si zakladni triangulaci geometricky predstavit je, zZe se jedna
o triangulaci indukovanou fezy jednotkové koule souradnicovymi nadrovinami
n; = {x € R": x; =0}, tj. kazdy simplex v Z se budto nachazi na hranici Z
(pokud pocétek neni jednim z jeho vrcholii), nebo se jednd o jehlan s vrcholem v
pocatku a zakladnou tvorenou néjakym simplexem lezicim na hranici Z.

Zakladni triangulaci jsme zavedli, nebot ma dilezitou vlastnost, kterou obecné
triangulace mit nemusi, znaménka vsech souradnic jsou stejna pro kazdé dva body
uvniti kazdého simplexu v Z. Pro ptipad n = 2 to znamena, ze vnitiek kazdého
simplexu v Z se nachazi piesné v jednom ze étyf kvadrantii roviny R2.

Tuto vlastnost nema pouze zakladni triangulace, chtéli bychom tedy néjak
zarucit, ze triangulace T kterou zkonstruujeme bude tuto vlastnost mit.

Definice 3. Necht T a S jsou triangulace jednotkové koule B™. Potom rekneme,
ze T zjemnuje S, jestlize pro kazdy simplex 7 € T existuje simplex o € § takovy,
zeT Co.

Neni tézké nahlédnout, Ze pro libovolné zjemnéni zakladni triangulace se ne-
bude znaménko souradnic ménit uvnitt zadného simplexu, nebot pokud se neméni
jiz pro vnitiek simplexu o, tak se neméni ani pro vnitiek simplexu 7 C o.

Uvédomme si, ze pro libovolnou triangulaci T existuje zjemnéni S s libovolné
malym 0(.5), nebot libovolnou hranu mizeme nahradit dvéma hranami poloviéni
délky se spoleénym vrcholem v poloviné ptvodni hrany.

Posledni vlastnosti, které je potieba pred prechodem ke kombinatorice, je
urc¢ita forma symetrie.

Definice 4. Necht T je triangulace B™. Pak rekneme, Ze T je protilehle symet-
rickd na hranici, jestlize pro kazdy simplex o € H(T) plati —o € H(T).

1.2 Tuckerovo lemma

Nyni uz mame k dispozici vSechny pojmy k vysloveni Tuckerova lemmatu,
které mluvi o existenci ur¢ité hrany vzhledem k ocislovani vrcholt néjaké triangu-
lace. Existence této hrany nam v budoucnu pomiize k diikazu Borsukovy-Ulamovy
véty.

Lemma 2 (Tuckerovo lemma). Necht T je triangulace B™, kterd je protilehle
symetrickd na své hranici a zjemnuje zakladni triangulaci.

Necht A : V(T) - {+1,—1,+2,—2,... ,+n,—n} je ocislovani vrcholi splriu-
jici A(—v) = —A(v), kde v je vrchol na hranici B"™. Potom existuje hrana v T,
jejiz dva vrcholy vy, ve spliiuji A(vy) = —\(vg).



Pozndmka. Obvykle v literature byva Tuckerovo lemma formulovano bez pted-
pokladu, ze T zjemnuje zakladni triangulaci a opravdu tento predpoklad neni
nezbytny pro platnost Tuckerova lemmatu. Avsak jeho dikaz by se znacné zvetsil
ve své délce a vyzadoval by dalsi netrivialni znalosti, pricemz k ditkazu Borsukovy-
Ulamovy véty, kam sméfujeme, je tato verze Tuckerova lemmatu postacujici.

Jediny elementarni diikaz obecné verze Tuckerova lemmatu vychézi z platnosti
pravé Borsukovy-Ulamovy véty, tedy bylo by mozné, az tuto vétu dokazeme po-
moci této verze Tuckerova lemmatu, se vratit zpét a dokazat Tuckerovo lemma v
uplné obecnosti. Tento text se vsak timto smérem ubirat nebude.

Diikaz. Dikaz budeme vézt sporem, pro pripad n = 1 by jednotkova koule byla
uzavieny interval [—1,1] a vSechny vrcholy triangulace T by leZely v tomto inter-
valu. Z lichosti oc¢islovani A méame vrcholy s hodnotou jak +1, tak -1, tedy neni
tézké ukazat, ze musi existovat dva vrcholy s ¢isly +1 a -1 vedle sebe. Pro obecné
n je dikaz podobny, ale zdaleka ne tak jednoduchy, musime totiz uvazovat sim-
plexy vSech moznych dimenzi. Zvolime urcité simplexy s zddoucimi vlastnostmi
a vytvorime na nich graf. Poté ukazeme, Ze tento graf ma pouze jeden vrchol
lichého stupné, coz je spor.

Necht o € T, pak oznac¢me \(o) = {A(v) : v je vrchol o}. Zvolme bod z lezici
uvnitt o, potom definujme mnozinu
S(o)={+i: 2, >0,i e Nji<n}U{—i:z; <0,i € Nji<n}. Mnozina S(o) ne-
zavisi na oc¢islovani A a je dobfe definovana, nebot T je zjemnénim zékladni tri-
angulace a tedy znaménko vsech soutadnic se neméni uvniti kazdého simplexu,
tj. vSechny mozné body x uvnitt o dévaji stejnou mnozinu S(o). Pocatek jakozto
simplex mé& S({0}) = 0.

Simplex o € T nazveme stastny, jestlize S(o) C A(o). Uvédomme si, Ze sim-
plex {0} je vzdy stastny, nebot () C {\(0)}. Také jelikoz T je zjemnén{ zakladni
triangulace, tak nutné v T existuje hrana, jejiz jeden vrchol je pocatek a druhy
vrchol lezi na tsecce z poc¢atku do bodu ey, jehoZ znaménko je totozné se
znaménkem A(0). Ozna¢me tento simplex o, a pozorujme, Ze nutné musi byt také
stastny, nebot S(os) = {A(0)} C A(os).

Podivejme se dale na néjaké vlastnosti stastnych simplexti. Necht o je stastny
simplex a ozna¢me k = |S(o)|. Potom dimenze o je nejvyse k, nebot pro libovolny
bod simplexu je nejvyse k souradnic nenulovych, tedy simplex o lezi v linearnim
podprostoru R"™ dimenze k, generovaném témito souradnicemi. Na druhou stranu
dimenze ¢ nemuze byt mensi nez k — 1, protoze je potieba aby simplex o mél
alespon k vrcholli s riiznymi hodnotami ocislovani, jinak by nemohl byt stastny.

Rekneme, Ze simplex o je pevng, jestlize dimo = k — 1. To znamena, 7e
o¢islovan{ vrchold se nemfize nijak ménit, jinak by o nebyl stastny. Rekneme, 7e
simplex o je volny, jestlize dimo = k, tedy bud existuji dva vrcholy, ve kterych
ma A stejnou hodnotu, nebo v nékterém z vrcholi nabyva A hodnoty, ktera se
nenachézi v S(o). Uvédomme si, ze kazdy simplex lezici na hranici je nutné pevny.

Uvazujme mnozinu vSech stastnych simplexi triangulace T a definujme graf G,
jehoz vrcholy tvori pravé tato mnozina a vrcholy o,7 € T jsou spojeny hranou,
jestlize

a) o a 7 jsou si protilehlé na hranici T, tj. c = —7 € H(T), nebo

b) o je stranou 7, splijici A(o) = S(7), jinymi slovy ocislovani vrcholu o je
samo dostatecné, aby byl cely simplex 7 stastny.



Upozornujeme, ze pojmy vrchol a hrana maji iplné jiny vyznam v triangulaci T
a v grafu G.

Vyse jsme si ukdzali, ze simplex {0} je stastny a stejné tak simplex ;. Z
podminky b) plyne, Ze v grafu G je mezi simplexem {0} a simplexem o, hrana.
Navic zadnd jind hrana ze simplexu {0} vézt nemuze, jelikoz se nenachdzi na
hranici a o, je jediny simplex v T, ktery je stastny pouze hodnotou A\(0). Z toho
plyne, Ze simplex {0} ma v grafu G stupen jedna.

Nyni pro spor predpokladejme, ze v T neexistuje hrana, jejiz dva vrcholy vy, vy
splnuji A(v;) = —A(ve). Budeme chtit ukazat, ze v takovém piipadé ma kazdy
vrchol o grafu G, rizny od {0}, stupen dva. To je ale spor, nebot konecny graf
nemtize mit pouze jeden vrchol lichého stupné.

Rozlisme nékolik pripadi.

1. o je pevny a stastny simplex, potom aby simplex 7 mohl mit se o spolec-
nou hranu v grafu G, tak musi bud 7 = —o, nebo ¢ musi byt stranou 7.
Nemuze nastat, ze 7 by byl stranou o, nebof o je pevny simplex, tedy po-
tfebuje odislovani vSech svych vrcholl, aby byl stastny. Zadn4 jeho strana
jej nemuze sama ¢init Stastnym. Mohou tedy nastat pouze dva pripady:

(a) o lezi na hranici triangulace T. Potom jednim sousedem je simplex —o
a pro jakykoliv jiny simplex 7, ktery je sousedem o, tvori ¢ stranu 7.
Navic k tomu aby 7 byl stastny stac¢i pouze ocislovani vrcholt o. Defi-
nujme linedrni podprostor L generovan souradnicovymi osami x;, kde
i € S(0) nebo —i € S(o). Necht k je dimeze L, pak jelikoz o je pevny
a Stastny tak £ = dimo + 1. Uvazujme prinik k-rozmérné nadroviny
L a jednotkové koule B™. To je ziejmé k-rozmeérna koule, a protoze
triangulace T je zjemnéni zakladni triangulace, tak simplexy lezici v
L trianguluji tuto kouli. Tedy o lezici v L N B™ je (k — 1)-rozmérny
simplex na hranici triangulace koule B*. Potom existuje pravé jeden
simplex dimenze k jehoz stanou je praveé o a protoze lezi v L N B", tak
stac¢i pouze ocislovani vrcholi o aby byl stastny.

(b) o nelezi na hranici triangulace T. Podobnou tvahou jako v bodé (a)
dostaneme, ze o je stranou pravé dvou simplexii a tyto dva simplexy
jsou stastné pouze pomoci oc¢islovani vrcholi o.

2. o je volny stastny simplex, potom rozebereme dva pripady:

(a) Plati S(o) = A(o) a tedy existuje ocislovani, které se na vrcholech
o vyskytuje dvakrat. Potom o m&a dva sousedy, coz jsou strany o,
které vzniknou vypusténim jednoho z vrcholi s dvojtym ocislovanim.
Déle ¢ nemiize byt stranou zadného sSfastného simplexu se kterym
bude sousedit, nebot je-li ¢ stranou 7, pak jelikoz o je volny stastny
simplex, tak |S(o)| < |S(7)| a jelikoz predpokldadame S(o) = A(0), tak
Ao) # S(7).

(b) Existuje prebytecné ocislovani i € A(o) \ S(o). Také nemuze platit
—1i € S(o), protoze pak by existovala hrana jejiz dva vrcholy vy, vg
by splnovaly A(v;) = —A(vg). Jednim sousedem simplexu o je ta jeho
strana, ktera neobsahuje vrchol s ocislovanim .



Déle nebot A\(0) = S(0)U{i}, tak o je stranou presné jednoho volného
simplexu, ktery je stastny pouze pomoci oéislovani vrcholi o a splnuje
S(1) = S(0)U{i}. Tedy o ma presné dva sousedy.

Tedy jsme ukazali, Zze pokud neexistuje hrana jejiz dva vrcholy vy, vy by splio-
valy A(v1) = —A(vp), tak vSechny vrcholy grafu G maji stupen 2, kromé simplexu
{0}, ktery ma stupen jedna, coz je spor.

]

1.3 Borsukova-Ulamova véta

Obdobné jako jsme oznacili jednotkovou kouli B", ozna¢me jednotkovou sféru
S" = {x € R"™ . ||z|| = 1}. Nezapomenime si uvédomit, %e piirozené &islo n u
sféry udava jeji dimenzi, nikoliv dimenzi prostoru ve kterém se nachazi. Jinymi
slovy hranice jednotkové koule B" je jednotkova sféra S™~!, ne S™.

Nyni mtzeme formulovat vétu, ktera je v literature ¢asto povazovana za jinou
formulaci samotné Borsukovy-Ulamovy véty, avSak jeji platnost Ize z Tuckerova
lemmatu nahlédnout ptirozené a také bude hrat vyznamnou roli v dikazu kyzené
Brouwerovy véty o sekci nize.

Véta 3 (1. Borsukova véta). Neeristuje spojité zobrazeni f : B — S™1 liché na
hranici, tj. Vo € S"71: f(—x) = — f(x).

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje spojité zobrazeni f : B® — S™! liché na
hranici. Nasim cilem bude zkonstruovat triangulaci T a jeji ocislovani A, které
bude ve sporu s Tuckerovym lemmatem.

Nejprve polozme € = % Potom pro kazdé y € S™~1 plati

|yl = maz{|y;| :i=1,--- n} >,

jinak by muselo platit ||y|| < 1. Déle vime, Ze spojita funkce na kompaktni mno-
ziné je stejnomeérné spojita, tedy existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé z,z € B"
spliujici |z — z|| < é plati || f(z) — f(2)]|, < 2e. Zvolme libovolnou triangulaci T
jednotkové koule B™, ktera je protilehle symetrickd na své hranici, délka nejdelsi
hrany je mensi nez § a T zjemnuje zakladni triangulaci.

Ozna¢me k(v) = min{i : |f(v);| > €}, kde v je vrchol triangulace T. Potom
definujme A : V(T) — {£1,£2,--- , £ n} jako

Aoy = | ) gestiine f(0)y >0
| —k(v) jestlize f(v)ke) < 0.

Jelikoz f je lich4d na S" !, dostaneme A(—v) = —\(v) pro kazdy vrchol v lezici
na hranici. Tim jsme splnili vSechny predpoklady Tuckerova lemmatu a existuje
tedy hrana s vrcholy v,w spliujici A(v) = —A(w) > 0. Potom f(v)r@) = € a
f(w)_x@w) < —¢€, z Cehoz dostaneme, ze || f(v) — f(w)]|, > 2¢, coz je spor. Tedy
neexistuje spojité zobrazeni f : B® — S™~! liché na hranici.

O

Jak jiz bylo zminéno vyse, Borsukova-Ulamova véta mé mnoho podob, avsak
ta nejcastéji pouzivana mluvi o protilehlych bodech na jednotkové sfére.
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Véta 4 (Borsukova-Ulamova véta). Necht f : S™ — R" je spojité zobrazeni.
Potom existuje bod x € S™ spliujici f(x) = f(—x).

Diikaz. Predpokladejme, ze takovy bod x € S™ neexistuje. Definujme funkci
g : S™ — R" predpisem g(z) = f(z) — f(—x), kterd je na S™ lichd a nema zadny
nulovy bod. Kolmé projekce 7 horni poloviny jednotkové sféry S™ na jednotko-
vou kouli B", definované predpisem 7(z1, ... .2y, Tni1) = (T1,... ,2,), je zlejmé
homeomorfismus. Tedy funkce

-1
h($) — g(ﬂ-_l(l‘)) :Bn N Snfl
lg(m=*(2))]l
je dobfe definovana, spojita a licha na hranici, coz je spor s 1. Borsukovou vétou.
O]

1.4 Brouwerova véta

Jelikoz jiz méame dokazanou Borsukovu-Ulamovu vétu, tak mizeme vyslovit
veétu, ktera je striktné slabsi, nez 1. Borsukova véta a mluvi o neexistenci takzvané
retrakce jednotkové koule na svou hranici.

Véta 5 (2. Borsukova véta). Neeristuje spojité zobrazeni f : B™ — S~ které
je identitou na hranici, tj. Vo € S" ' f(z) = x.

Diikaz. Je zirejmé vidét, ze tato véta plyne okamzité z 1. Borsukovy véty, nebot
identické zobrazeni je liché.
O

Nyni jiz mame vse pottebné k diikkazu Brouwerovy véty o pevném bodé, ktery
se bude predevsim opirat o neexistenci retrakce jednotkové koule na svou hranici.

Véta 6 (Brouwerova véta o pevném bodé). KaZdd spojitd funkce f : B™ — B™
md alespon jeden pevny bod, tj. 3x € B" : f(x) = x.

Diikaz. Predpokladejme, ze f nemd pevny bod, tj. Vx € B" : f(x) # z. Potom
definujme funkci r nasledujicim zptusobem, pro x € B" definujme polopiimku s
pocatkem v bodé f(z) prochézejici bodem z. Jako r(x) pak definujme pruseéik
této polopiimky se sférou S™ 1. V p¥ipadé, Zze f(r) € S"!, tak m4 tato polo-
pifmka dva priiseciky s S"~1, tedy definujme r tak, aby r(z) # f(z). ProtoZe f
nema zadny pevny bod, tak je funkce r dobre definovana a zrejmeé je spojita.
Déle si uvédomme, Ze pro x lezici na hranici, tj. € S ! je r identické zobra-
zeni, nebot pifmo bod x je priise¢ikem vyse definované polopiimky s S"~!. Tedy
funkce r : B® — S™! je identitou na hranici, coZ je oviem spor s 2. Borsukovou
vétou. Dostavame tedy, ze f musi mit pevny bod.
O

Timto jsme ziskali prvni z dikazii Brouwerovy véty o pevném bodé a to
pomoci silnéjsi Borsukovy-Ulamovy véty. V dalsi kapitole uvedeme druhy dikaz
a to opét pomoci silnéjsiho tvrzeni znamého jako The hairy ball problem.

Meterialy pro tuto kapitolu jsme cerpali z Matousek a kol.| (2003)) a z Granas
a Dugundji| (2003).



2. The hairy ball problem

2.1 Zakladni pojmy

Stézejni véta minulé kapitoly, Borsukova-Ulamova, mluvila o vlastnostech spo-
jitého zobrazeni na sfére. V této kapitole se budeme zabyvat velmi podobnou mys-
lenkou s tim rozdilem, Ze misto bézné funkce do realnych c¢isel budeme zkoumat
vektorova pole.

Definice 5. Necht U C R". Vektorové pole na U je zobrazeni v : U — R”,
pricemz rekneme, Ze vektorové pole je spojité respektive spojité diferencovatelné,
jestlize je spojité respektive spojité diferencovatelné v kazdé své sloZce.

Definice 6. Rekneme Ze vektorové pole v na sfére je tecné jestlize Yu € S™1
u-v(u) =0, kde - je eukleidovsky skaldrni soucin. Rekneme, Ze v je jednotkové,
jestlize Vu € S™1 : |lv(u)| = 1, kde ||-|| je eukleidovskd norma.

Hlavni myslenkou této kapitoly bude zkoumani toku vektorového pole na jed-
notkové sfére a jak se s nim méni objem. Tento proces si lze predstavit jako mirna
deformace této sféry tak, ze kazdy bod posunu o malou vzdalenost ve sméru vek-
torového toku v tomto bodé. Nas bude naptiklad zajimat, jak se zméni pti této
deformaci objem ptuvodni sféry, pripadné na jaky objekt se bude sféra timto zpii-
sobem deformovat.

Prvni lemma bude mluvit obecném vektorovém toku na kompaktni souvislé
mnoziné, tedy ne jen na sféfe, a fekne nam, ze objem této oblasti se bude ménit
polynomialné v zavislosti na velikosti deformace.

Lemma 7. Necht A je kompaktni souvisld mnoZina v R™ a v je spojité diferen-
covatelné vektorové pole definované na okoli A. Jestlize t € R je dostatecné malé,
tak zobrazeni f; : A — R" definované vztahem fi(z) = x + tv(z) je prosté a
zobrazi oblast A na oblast f;(A) jejiz objem je polynomidlni funkce proménné t.

Diikaz. Jelikoz A je kompaktni a v je spojité diferencovatelné, tak je v také lipschi-
tzovské, tj. existuje C' > 0 takové, ze |[v(z) —v(y)|| < C|lx —y|| pro vsechny
z,y € A. Zvolme t takové, ze |[t| < C~' potom f; je prosté, nebot fi(z) = fi(y)
nam dava x —y = tv(y) —tv(x) a vezmeme li normu na obou stranach rovnosti do-
staneme ||z — || = [¢] o(z) - v(y)| < [t C le — |l < | — yll, tedy musi platit
|z —y|| =0, tudiz = = y.

Pro objem f;(A) plati

Objemfu(4) = [ 1= [ 1Det(r)].

musime tedy nejdrive spocist f;. Jelikoz f;(x) = x + tv(x) a v je spojité diferen-
covatelné vektorové pole, tak plati

ov; \ "
. 7
ft—I+t<axj>u,

Z?]




tudiz determinant f/(x) je polynom v ¢ tvaru 1 + aq(z)t + - -+ + a,(x)t", kde
aq, -+ ,ap jsou spojité funkce. Je ziejmé, Ze pro |t| dostatecné malé je tento
determinat pozitivni. Tedy objem f;(A) ma tvar

Objemfi(A) = /A L+ ar(@)t+ -+ ap(2)t"de = ag + art + - - - + ant”™,

coz je presné polynomialni funkce proménné t.

]

Jesté nez vyslovime druhé lemma, pripomenme si jedno tvrzeni ze zakladniho
kurzu matematické analyzy, konkrétné vétu o inverzni funkci, kterou budeme
potfebovat pri dikazu druhého lemmatu.

Véta 8 (Véta o inverzni funkci). Necht G C R"™ je otevrend a f : G — R" je
spojité diferencovatelnd funkce. Jestlize je f'(x) reguldrni v bodé x, tak ezistuje
okoli U C G bodu x a okoli V' bodu f(x) takové, zZe f : U — V je bijekce a
f~Y:V = U je spojité diferencovatelnd funkce.

Druhé lemma jiz bude hovorit o specifickém vektorovém toku na jednotkové
sféfe a fekne nam, ze deformaci sféry timto tokem dostaneme opét sféru akorat
vétsiho poloméru v zavislosti na velikosti deformace.

Lemma 9. Necht v je spojité diferencovatelné tecné jednotkové vektorové pole
na sfére S"L. Jestlize t € R je dostatecné malé, tak zobrazeni f, : S™ ! — R»
definované vztahem fi(u) = u + tv(u) zobrazi jednotkovou sféru S™' na sféru o

poloméru /1 + t2.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze Vu € S™' ¢ || f(u)|| = V1 + 2, nebot ||ul| = 1,
protoze u je bod na jednotkové sfére, v je jednotkové vektorové pole, které je
tecné k S"1, tedy miiZzeme pouzit Pythagorovu vétu:

Yu € S" ()l = llu+ to(w) | = [Jull® + [fto(w)||* = 1+ ¢

Jestlize t je dostatecné malé, tak matice prvnich derivaci f; je regularni na
celé S"71 (viz dikaz lemmatu 7). Nyni si uvédomme, Ze oteviené okoli libovol-
ného bodu v S ! je difeomorfni oteviené mnoziné v R"~!. PouZijeme-li vétu o
inverzni funkci, dostaneme, Ze pro kazdy bod S™"~! existuje jeho oteviené okoli,
které se pomoci f; zobrazi na otevienou mnozinu. Potom f;(S"!) je sjednocenim
téchto otevienych obrazi, coz je oteviend podmnozina sféry o poloméru /1 + ¢2.
Ale zaroven f;(S™!) je kompaktni, tedy uzaviend, protoze S ! je kompaktni a
spojity obraz kompaktu je kompakt. Dohromady f;(S"™!) je zaroven oteviend i
uzaviend, a protoze sféra o poloméru v/1 + t2 je souvisld, tak musi f;(S™""1) byt
celd tato sféra.

O
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2.2 The hairy ball problem

Se znalostmi predchozich dvou lemmat jiz muzeme dokazat ponékud slabsi
verzi The hairy ball problem, ktera mluvi o spojité diferencovatelnych vektoro-
vych polich a hlavni myslenkou bude pravé zména objemu sféry pri deformaci
vektorovym polem.

Véta 10 (The hairy ball problem pro spojité diferencovatelna vektorova pole). Na
jednotkové sfére sudé dimenze neexistuje spojite diferencovatelné tecné jednotkové
vektorové pole.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze na jednotkové sféie S™"~! existuje spojité diferenco-
vatelné tecné jednotkové vektorové pole v. Definujme

A={z eR":a < |z| < b},

pro néjaké b > a > 0. A je tedy mnozina bod@i mezi dvéma sférami se stfedem v
pocatku o poloméru a a b. Déle rozsitime vektorové pole v do A v nasledujicim
smyslu v(ru) = ro(u), kde a < r < bau € S"'. Z toho plyne, Ze zobrazeni
fi(z) = x+tv(z) je definovano na A opét jako fi(ru) = rfi(u). Tedy z lemmatu 9
plyne, ze pro dostatecné malé t zobrazi f; sféru o poloméru r na sféru o poloméru
rv/1 + t2. Potom dostaneme, Ze

fillA) ={z eR" 1 aV1+2 < ||z| <bV1+¢2},

coz je opét mnozina bodu mezi sférami se stredem v pocatku. Dostavame tedy,
ze .

Objem fi(A) = (V1+1)" ObjemA,
avsak pro n liché tento objem neni polynomialni funkci proménné ¢, coz je spor s
lemmatem 7. Tedy pokud je n liché, tak na jednotkové sféie S"~!, ktera ma sudou

dimenzi, neexistuje spojité diferencovatelné tecné jednotkové vektorové pole.
O

Nyni jiz mame vse pripravené abychom mohli vyslovit a dokazat The hairy ball
problem. Bude se jednat o pouziti Weierstrassovy véty o aproximaci, tvrzeni ze
zakladniho kurzu matematické analyzy, které tika, ze libovolnou spojitou funkci
na kompaktu, tedy i vektorové pole na jednotkové sféte, lze libovolné presné
aproximovat polynomem, ¢ili spojité diferencovatelnym zobrazenim, pro které
pak lze pouzit predchozi vétu.

Véta 11 (Weierstrassova véta o aproximaci). Necht K C R™ je kompaktni mno-
zina a f: K — R je spojitda funkce. Potom pro kazZdé e > 0 existuje polynom p
takovy, Ze pro kazdé x € K plati | f(x) — p(x)| < e.

Véta 12 (The hairy ball problem). Na jednotkové sfére sudé dimenze neexistuje
spojité tecné vsude nenulové vektorové pole.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze na jednotkové sféfe S™~! existuje spojité tecné viude
nenulové vektorové pole v. Jelikoz S"~! je kompaktni, funkce ||v|| nabyva svého
minima, oznac¢me jej m € R, a protoze v je vsude nenulové, tak m > 0.
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Pouzijeme-li Weierstrassovu vétu o aproximaci, dostaneme, Ze existuje funkce
p:S" 1 — R™ polynomidlni v kazdé sloZce, spliiujici pro kazdé u € S !

m

lo(u) = p(u)]| < <
Jelikoz p je polynomialni, tak je spojité diferencovatelné. Definujme vektorové
pole w(u) = p(u) — (p(u) - u)u,u € S™', které je ziejmé také spojité diferenco-
vatelné. Pro kazdé v € S™ 1 plati

w(w)-u = p(u)-u—(p(u)-wyu-u = p(u)-u—(p(w)-u) |u|* = p(u)-u—p(u)-u =0,

tedy w je teéné vektorové pole. Plati v(u)-u = 0, nebot v je taky teéné vektorové
pole, tedy pro kazdé u € ™1

|w(u) —p(u)|| = |p(uw) - u| = [p(u) v —ov(u) u| =
= (p(w) — v(uw) - u| < ||p(w) — v(w)]|||[u] < %

Kdyby existovalo u € S takové, Ze w(u) = 0, tak z predchozi nerovnosti
dostaneme ||p(u)|| < % a plati

0 <m <o)l < flv(uw) = p(u)ll + Ipw)]| < % to=m

m
2
coZ je spor, tedy w je vSude nenulové. Dohromady w/ ||w]|| je dobfe definované,
spojité diferencovatelné tecné jednotkové vektorové pole na S™ 1. To je oviem
pro sféry sudé dimenze spor s vétou 10, a tedy na jednotkové sfére sudé dimenze
neexistuje spojité tecné vsude nenulové vektorové pole.

m

Pozndmka. Predpoklad, ze dimenze sféry je suda, je nutny pro platnost véty The
hairy ball problem, nebof pro sféru liché dimenze muzeme definovat vektorové
pole v(xy, - ,x,) = (T2, — 1,04, — T3, ,Tp, — Ty_1), které je ziejmé spojité
tecné a vsude nenulové.

2.3 Brouwerova véta podruhé

Pro tento dikaz Brouwerovy véty o pevném bodé budeme opét predpokladat
existenci funkce bez pevného bodu a nasim cilem bude pomoci stereografické
projekce vytvorit netrivialni spojité tecné vsude nenulové vektorové pole na sféte
sudé dimenze, coz bude spor s The hairy ball problem.

Véta 13 (Brouwerova véta o pevném bodé). Kazdd spojitd funkce f : B" — B™
mda alespon jeden pevny bod, tj. 3x € B™ : f(x) = x.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f nemd pevny bod, tj. Vo € B™ : f(x) # x. Definujme
vektorové pole
1_ 2
PR 1O Jpp
1—a- f(z)
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které je dobte definované, nebot = - f(z) = ||z|| || f(z)|| cosa a pokud by nastalo
|lz|| = || f(x)|| = cosa = 1, tak uz plati = = f(x). Vektorové pole w je zfejmé
spojité a spliiuje Yu € S™1 : w(u) = u. Jestlize jsou x a f(z) linedrné nezavislé,
pak je vidét, ze w je nenulové. Jestlize jsou linedrné zavislé, tedy existuje néjaké
t € R takové, ze f(x) = tzx, pak plati

el (- f@) (—aen)fe)
11—z f(z) 11—z f(z) 1—z- f(z)
:x—t(x-:n)a:—f(as)+t( ):)3: x— f(x)
Iz f(2) o /(o)

w(x) =

70,

tedy w je vsude nenulové.

Uvazujme R™ jako nadrovinu {z,,; = 0} v R"". Nagim cilem bude zobrazit
vektorové pole w na dolni polokouli S™ pomoci stereografické projekce ze severniho
pélu, tzn. bodu (0,---,0,1) € S™. Stereografickd projekce mé dobfe znamy tvar

s(@) = r-x+1
Uvazujme derivaci s, coz je matice jejiz sloupcové vektory tvori bazi tecného pro-
storu S™ tedy vynasobime-li s’ vektorovym polem w zprava, dostaneme vektorové
pole, které je tecné k S™, oznacmé jej W. Vektorové pole W lze vyjadrit jako

ds(x + tw(x))
dt

(21, 2zp,x-x—1),x € B".

Wi(s(z)) = ,x € B"

t=0
a protoze w je vsude nenulové, tak i W je nenulové vsude na dolni polokouli S™.

Nyni se zamé&fme na chovani W na rovniku S™, tj. S*~1. Tam plati Ze s(z) =
pro kazdé x € S"1. Zaroveri si pfipomefime, 7e na S"~! plat{ w(z) = x, tedy pro
x € S™ ! chceme spocitat

ds(x + tw(x))

Wiz) = dt

t=0
Spoctéme prvni slozku, ta se bude rovnat

zz:(axl (:cifﬁ“) $> B (ail <x .2::1+ 1) >+Z (0%1 (2;11) x) -

2@ x4+ Vxy — 423 & —dxx?

T (zezt1)? ;(x-erl)?:
—r-x— 14223+ 222+ + 222
(x-x+1)?
r-xr—1
i
Mo w12
nebot z € S ! a tedy x - x = ||z|* = 1. Identicky se spoétou i viechny ostatni

slozky kromé posledni a také vyjdou rovny nule. Pro posledni slozku plati

L r-x—1 &2+ 1) 2w —1)
Z(@xl (x-a:—l—l)%)_z (x-x+1)2 e

=1 =1

4a? dr-x 4

Z.:Zl(x~x+1)2 (x-z+1)2 22
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Tedy pro vSechny z € S™! plati W(z) = (0,---,0,1). Timto jsme definovali
spojité tecné vsude nenulové vektorové pole na dolni polokouli S™.

Obdobné, pomoci stereografické projekce z jizniho pélu zobrazime vektorové
pole —w na horni polokouli S™ a rovnéz dostaneme spojité tecné vsude nenulové
vektorové pole. Povsimnéme si, ze jelikoz zobrazujeme vektorové pole —w misto
w, tak na rovniku bude toto vektorové pole opét nabyvat hodnoty (0,---,0,1),
tedy miizeme tato dveé vektorova pole slepit, ¢imz dostaneme spojité tecné vsude
nenulové vektorové pole na S™. To je ale spor s vétou 12 pro n sudé, tudiz f :
B™ — B™ ma pro n sudé alespon jeden pevny bod.

Pro liché n = 2k —1 bude diikaz plynout z toho, ze pokud by existovala spojita
funkce f : B?*~1 — B2?~! bez pevného bodu, pak by ani funkce F : B* — B?
definovana jako F(xy,--- ,xor) = (f(x1, - ,x95-1),0) neméla zadny pevny bod,
COZ je sSpor.

m

Timto jsme dostali alternativni diikaz Brouwerovy véty o pevném bodé, ktery
plyne ze silnéjsi véty The hairy ball problem. V dalsi kapitole si ukdzeme zajima-
vou aplikaci Brouwerovy véty o pevném bodé a to dikaz zakladni véty algebry.

Materidly pro tuto kapitolu pochazi z Milnor| (1978]).
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3. Zakladni véta algebry

Nasim cilem v této kapitole bude dokéazat jedno z nejznaméjsich tvrzeni a
to zakladni vétu algebry pravé pomoci Brouwerovy véty o pevném bodé. Jelikoz
zde budeme pracovat s komplexnimi cisly, zavedme znaceni pro jednotkovy disk
D = {z € C:|z| <1} ajednotkovou kruznici C' = {z € C : |z| = 1}. Samoziejmé
plati, Ze D je homeomorfni B? a C' je homeomorfni S*.

Déle budeme potiebovat tvrzeni z kurzu komplexni analyzy, které se tyka
toho, Ze kazdé komplexni éislo z € C miiZzeme zapsat jako z = re’¥ pro ) € R a
reRr>0

Véta 14 (O spojitosti argumentu). Necht f : D — C\ {0} je spojitd funkce.
Potom f lze zapsat jako f(z) = r(2)e™®) a funkce r : D — [0,00] a ¢ : D — R
jsou spojité.

Dilezitou definici, kterou budeme v této kapitole pouzivat, je definice esenci-
alniho zobrazeni na sfére.

Definice 7. Necht f : S™ — S™ je spojité zobrazeni. Pak rekneme, Ze [ je
esencialni, jestlize neexistuje spojité rozsireni F : Bt — ",

Povsimnéme si, ze tato definice tizce souvisi s Brouwerovou vétou o pevném
bodé, presnéji, 2. Borsukova véta Tika presné, Ze identita na S™ je esencialni
zobrazeni, nebot neexistuje spojité zobrazeni F' : B"1 — S" které je identitou
na hranici, tj. neexistuje spojité rozsiteni této identity.

Pro dikaz zakladni véty algebry nam ale nebude stacit, ze identické zobrazeni
je esencialni, budeme potiebovat esencialitu obecnéjsiho zobrazeni, o cemz mluvi
nasledujici véta.

Véta 15 (Esencialita 2"). Zobrazeni f : C' — C definovdno jako f(z) = 2™ je
esencidlni pro kazZdé n € N.

Diikaz. Predpokladejme, ze f neni esencidlni na C'. Potom existuje spojité roz-
siteni F': D — C. Jelikoz C' C C )\ {0}, tak pomoci véty o spojitosti argumentu
mizeme zapsat F(z) = r(2)e®) kde r : D — [0,00] a ¢ : D — R jsou spojita
zobrazeni, pricemz r je konstantni a rovno jedné, nebof obor hodnot F' lezi v
jednotkové kruznici. Tedy plati F(z) = ¢™). Potom definujme spojita zobrazeni
hi,--- h, : D — C vztahem

. (z)+2km
v n

hi(z) =¢e"n |

coz jsou presné zobrazeni splnujici (hi(z))" = F(2) na D, tedy jsou to n-té od-
mocniny z F. Jelikoz F'(1) = 1, tak existuje j € N, j < n takové, ze h;(1) = 1.
Potom zobrazeni hj o F': D — C je spojité a je identitou na C, coz je spor s 2.
Borsukovou vétou a tedy zobrazeni f je esencidlni.

0

Déle se podivejme na vétu, kterd mluvi o tzv. bodech shody dvou zobrazeni
a vyuziva pravé pojmu esencialniho zobrazeni.
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Véta 16 (Véta o bodé shody). Necht f,g: B"™ — B"™! jsou dvé spojité funkce,
f(S™ C S™ a flgn : S™ — S™ je esencidlni. Potom f a g maji alespon jeden bod
shody, tj. 3x € B"™ : f(x) = g(z).

Diikaz. Predpokladejme, ze zobrazeni f a g nemaji zadny bod shody, tj. Vo €
B f(x) # g(z). Potom definujme zobrazeni r tak, Ze pro x € B"*! uvazujme
poloprimku s pocatkem v bodé g(x) prochazejici bodem f(x). Pak r(z) definujme
jako prusecik této poloptimky se sférou S™, pficemz pokud by nastalo, ze g(z) €
S". tak by méla tato poloptimka dva pruseciky s S™. V takovém piipadé definujme
r tak, aby r(x) # g(x). JelikoZ f a g nemaji Zddny bod shody, tak je zobrazeni r
dobte definované a zfejmé spojité.

Protoze f(S™) C S™, tak plati, Ze r = f na S™, tedy r : B"™ — S™ je spojité
rozsiteni zobrazeni f|gn : S™ — S™, které je ovsem esencidlni, coz je spor. Tedy
zobrazeni f a g maji alespon jeden bod shody.

O

Povsimnéme si, ze dikaz této véty je velmi podobny ditkazu Brouwerovy véty
o pevném bodé. To protoze Brouwerovu vétu okamzité dostaneme z véty o bodé
shody, pokud si vzpomeneme, ze identita na jednotkové sfére je esencialni zob-
razeni. Tedy dosadime-li f = id, tak dostaneme, Ze existuje x € B"*! takové,
ze g(x) = f(z) = x. Muzeme tedy vnimat vétu o bodé shody jako mezikrok v
diikkazu Brouwerovy véty z 2. Borsukovy véty.

Nyni jiz mame vSe potfebné k dikazu zakladni véty algebry.

Véta 17 (Zakladni véta algebry). Kazdy komplexni nekonstantni polynom md
alespon jeden koren v C.

Dukaz. Bez jmy na obecnosti miizeme uvazovat, ze tento polynom bude monicky.
Ozna¢me jej p(z) = 2" + a,—12" '+ -+ ag, pron € Naag, -+ ,a,1 € Ca
budeme hledat Feseni rovnice p(z) = 0. Polozme R = max{1,|a, 1| + -+ |ao|}
a uvazujme z = Rw, pro w € C. Potom upravime rovnici p(z) = 0 do tvaru

n 1 ( et n a;w . ag )
w' = —— | ap_w e —
R 1 Rn—2 | Rn—1
a oznacme
(w) 1 ( el ayw n ag )
w) =——a,_1w
9 R 1 Rn—2 | Rn—1

Zobrazeni g je spojité a pro |w| < 1 plati

1 n—1 |as| [w] |aol
lg(w)] < R (’an—1’ |wl +-ot Rn—2 + Rn—1 S
< 2 (Janoa] 4ol ool )
. n= Rr—2 ' Rn-1) —

1
< R (Jan—1| + -+ ]ar] + |ao]) <1,
tedy plati, ze g : D — D je spojité zobrazeni. Pfipomenme si, Ze hledame TeSeni
rovice w" = g(w). Vyuzijme faktu, Ze funkce w — w" : D — D zobrazi C' do C a

je esencialni na C', ¢imz jsme splnili vSsechny predpoklady véty o bodé shody, tedy
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zobrazeni w — w™ a g maji alespon jeden bod shody a tedy rovnice w" = g(w)
mé alespon jedno feSeni. Tim dostavame, ze i rovnice p(z) = 0 ma alespon jedno
feSeni a tedy polynom p ma alespon jeden koten v C.

m

Timto jsme dostali ponékud netradicni diikaz zakladni véty algebry, ktery se
neopird naptiklad o znalost, Ze polynomy jsou holomorfni zobrazeni, nebo o préci
se symetrickymi polynomy.

Materialy pro tuto kapitolu byly ¢erpany z |Dodson| (1984)), Fort Jif (1952)) a
Fujimoto a kol.| (2016)).

17



Seznam pouzité literatury

DopsoN, M. (1984). A Brouwer type coincidence theorem and the fundamental
theorem of algebra. Canadian Mathematical Bulletin, 27(4), 478-480.

Fort Jr, M. (1952). Some properties of continuous functions. The American
Mathematical Monthly, 59(6), 372-375.

FuiimoTo, T., KARUNATHILAKE, N. a RANADE, R. R. (2016). A proof of the
fundamental theorem of algebra via Reich’s coincidence theorem and a reason
why there exists no proof based on a simple application of Brouwer fixed point
theorem. Kagawa University, Economic Review, 89(1), 1-13.

GRANAS, A. a DuGunpJi, J. (2003). Fized point theory, volume 14. Springer.

MATOUSEK, J., BJORNER, A. a ZIEGLER, G. M. (2003). Using the Borsuk-
Ulam theorem: lectures on topological methods in combinatorics and geometry,
volume 2003. Springer.

MILNOR, J. (1978). Analytic proofs of the “hairy ball theorem” and the Brouwer
fixed point theorem. The American Mathematical Monthly, 85(7), 521-524.

18



	Úvod
	Borsukova-Ulamova věta
	Základní pojmy
	Tuckerovo lemma
	Borsukova-Ulamova věta
	Brouwerova věta

	The hairy ball problem
	Základní pojmy
	The hairy ball problem
	Brouwerova věta podruhé

	Základní věta algebry
	Seznam použité literatury

