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Abstrakt: Ve fyzice akrecnich diskll okolo extrémné hmotnych objekti se pro-
jevuje vliv zakfiveni prostoro¢asu na chovani plynu a zaieni. Cerné diry a také
akrecni disky okolo nich jsou bézné popisovany Kerrovou metrikou. Zkouseji se
ale i jiné metriky a testuje se, zda predpovédi, z jejich pouziti plynouci, lépe ne-
odpovidaji redlnym astronomickym objekttim. Cilem této prace je zobecnit popis
akre¢niho disku vypracovany I. D. Novikovem a K. S. Thornem pro obecnou sta-
cialnarni axialné symetrickou metriku. Vysledky jsou ovéreny dosazenim Kerrova
reseni. V dalsi ¢asti jsou pak rovnice feseny pro stacionarni axialné symetrickou
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Abstract: In the physics of accretion disks around extremely massive objects, the
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solved for the stationary axially symmetric metric with charge parameter.

Keywords: accretion disks, general relativity, metric

1ii



Obsah

[Gvod|

(1 Rovnice struktury akrecniho diskul

[1.1 Zakony zachovani v akreénim diskua . . . . . ... ... ... ...

(1.2 7Zakon zachovani hmotnostyf. . . . . . . .. .. ... ... ..

(1.3 Zakon zachovani momen

tu hybnostif . . . . .. ... ... ... ..

(1.4 Zakon zachovani energie]

(1.5 Transformace souradnid

[2.3  Zakony zachovani energie a momentu hybnosti v Kerrove metrice]

[2.4  Vypocet profilu zareni v

Kerrove metricel . . . . . . ... ... ..

[3 Akrecni disk okolo nabité

rotujici cerné diry|

[3.1  Metrika rotujicitho objektu s nabojem| . . . . . . . . .. ... ...

8.2 7Zakon zachovani hmotnostyf. . . . . . . .. .. ...

13.3  Uhlové rychlost| . . . .

[3.4  Energie a moment hybnosti] . . . . .. ... ... ... ... ...

[3.5  Zakony zachovani energie a momentu hybnosti| . . . . . . . . . ..

[3.6  Vypocet profilu zareni|

[Seznam pouzité literatury|

5 hrazki

N

—
— O 00 O Uik W W

—

13
14
14
16

21
21
22
22
22
24
25

29

30

31



Uvod

V nynéjsi dobé je jiz Siroce prijimana hypotéza predpovidajici vyskyt super-
masivnich ¢ernych dér ve stredech nékterych galaxii, véetné té nasi. Pravé okolo
takovychto c¢ernych dér rotuji ¢astecky plynu a prachu a tvori akrecni disk. Tyto
disky muzeme pozorovat také v binarnich systémech, jako je naptiklad hvézda
obihajici okolo ¢erné diry nebo neutronové hvézdy. Rotujici ¢astice se o sebe
tfou, zahtivaji se a produkuji zafeni v rtiznych oblastech spektra, které miizeme
pozorovat. Diky tomu nam spektralni profil zareni disku miize pomoci objasnit
charakter zaktiveni prostorocasu v okoli prislusného centralniho objektu.

Predpoklada se, ze prostorocas v okoli hmotného rotujiciho objektu je popsan
Kerrovym fesenim Einsteinovych rovnic. V poslednich letech jsou ovsem navrho-
vany i jiné mozné tvary metriky a zkouma se jejich vliv na spektralni charakte-
ristiky disku. Pravé z pripadné pozorovanych odchylek od ocekdvaného spektra
bychom mohli posoudit, zda jsou realné cerné diry presné popsany Kerrovym
prostorocasem. Jina geometrie mize byt dana naptiklad existenci paté dimenze
prostorocasu (Banerjee a kol., 2021)).

Fyzika akrec¢nich diskl je zkouméana jiz mnoho let a k vyznamnému pokroku
doslo hlavné v sedmdesatych letech minulého stoleti. Popis fyzikdlnich vlastnosti
akre¢niho disku pomoci newtonovské mechaniky byl podan Shakurou a Sunyae-
vem (Shakura a Sunyaev, 1973)) a brzy poté byl model rozsiten v ramci obecné
teorie relativity v praci Novikova a Thorna (Novikov a Thorne, 1973)). V jejich
popisu je predpokladan charakter prostorocasu okolo rotujici ¢erné diry odpo-
vidajici Kerrové geometrii. Tento model zaznamenal nebyvaly tspéch ve studiu
akrec¢nich diski okolo kompaktnich objektu. Jak jiz bylo zminéno, v posledni dobé
se ovsem zkoumaji i jiné mozné metriky a vliv tvaru prostorocasu na spektralni
charakteristiky zdroji. Vétsinou je zkouman vliv prostoroc¢asu na transport za-
reni mezi diskem a pozorovatelem. Vliv rtizného zaktiveni na strukturu diskt je
studovan napriklad v (John a Stevens, |2019), kde se autori zabyvaji metrikou
navrzenou Johannsenem a Psaltisem (Johannsen a Psaltis, 2011)), kterd dovoluje
popsat odchylky od obecné teorie relativity, konkrétné od Kerrova teseni gravi-
tacnich rovnic.

Cilem prace je zobecnit popis akrec¢nich diskii podany Novikovem a Thornem
i na jiné stacionarni a axialné symetrické geometrie nez tu Kerrovu. V prvni ka-
pitole znovu odvodime rovnice struktury tenkého akreéniho disku, v feseni ale
zachovame obecné metrické koeficienty. Ve druhé kapitole pak do odvozenych
rovnic dosadime Kerrovu metriku a porovname feseni s ¢lankem (Page a Thorne|
1974)). V kapitole tieti dosadime metriku z ¢lanku (Banerjee a kol., |2021]) a poku-
sime se analyticky vyjadrit strukturni rovnice disku a porovnat charakter zareni
oproti pripadu Kerrovy geometrie.



1. Rovnice struktury akrecniho
disku

Popis radialni struktury akrecniho disku ziskame ze zakont zachovani hmot-
nosti, momentu hybnosti a energie, a to bez nutnosti znalosti konkrétnich vlast-
nosti obihajici hmoty. PTi odvozeni postupujeme analogicky k ¢lanku Page
a Thorna (Page a Thorne, [1974)). Nebudeme ovSem dosazovat zadnou konkrétni
metriku, a rovnice radialni struktury tak dostaneme v obecném tvaru.

Kde neni psano jinak, pouzivame geometrizované jednotky, tedy
pokladame ¢ = G = k = 1. Zde ¢ je rychlost svétla ve vakuu, G gravitacni
konstanta a k£ Boltzmanova konstanta. Dale pouzivame metricky tenzor se signa-
turou (— + ++).

1.1 Zakony zachovani v akrecnim disku

Disk, ktery studujeme, vznika gravitac¢nim ptsobenim rotujiciho centralniho
télesa na okolni material, ktery se pohybuje okolo télesa po priblizné kruhovych
drahach, jeho radidlni vzdalenost od télesa se ovSem postupné snizuje. To je
popsano tim, ze material mé nenulovou radialni rychlost, ta je nicméné mnohem
mensi nez rychlost azimutalniho obéhu okolo télesa.

Pro odvozeni rovnic popisujicich chovani disku uc¢inime o studovaném systému
nasledujici predpoklady:

1. Geometrie prostorocasu okolo centralniho objektu je stacionarni, axialné
symetrickd a je urcena pouze vlastnostmi tohoto objektu.

2. Disk lezi v ekvatorialni roviné centralniho objektu.

3. Disk je tenky, tedy jeho vertikalni tloustka je mnohem mensi nez prislusny
polomér.

4. Béhem doby, za kterou projde urcitou oblasti disku velké mnozstvi hmoty
v porovnani k typickému mnozstvi, které tato oblast obsahuje, se geometrie
prostorocasu okolo télesa znatelné nemeéni.

5. Hmota disku se pohybuje ptiblizné v ekvatorialni roviné po geodetickych
drahach a mnohem pomaleji radialnim smérem k centralnimu télesu. Z toho
plyne, ze radialni zrychleni zptisobené gradientem tlaku je malé oproti
zrychleni, které je zplisobeno gravitacni pritazlivosti télesa.

6. Teplo z disku uniké pouze ve vertikalnim sméru.

7. Vsechna energie, ktera je z disku prenesena k jeho povrchu, je ta prenasena
fotony. To samé plati i pro hybnost.

8. Transport energie a hybnosti fotony mezi jednotlivymi oblastmi disku je
zanedbatelny.



Navic pracujeme s metrikou, o které predpokladame, ze lze vyjadrit v souradni-
cich, ve kterych zavisi na radidlni souradnici nebo jejim analogu, ale nezavisi na
casové a azimutalni tthlové souradnici. Tyto predpoklady zjednodusi popis sys-
tému, nebot bude mozné pouzit tvar metriky platny pro ekvatorialni rovinu a také
zanedbat nékteré cleny tenzoru energie a hybnosti. Zaroven lze predpokladat, ze
dostatecné dobte popisuji redlny fyzikalni systém.

1.2 Zakon zachovani hmotnosti

Nejdrive odvodime relativistickou verzi zakona zachovani hmotnosti v akrec-
nim disku. Vyjdeme z jeho diferencidlni verze ve tvaru:

V() = 0, (L1)

kde p znaci klidovou hustotu castic disku a u* jejich étyrrychlost. Kovariantni
divergenci piepiSseme pomoci determinantu metriky g,,,:

V,(put) = ﬁ;‘mpum —0. (1:2)

Diky predpokladiim stacionarnosti a axidlni symetrie systému a déle diky pred-
pokladim kladenym na metriku dostavame

\ﬁ(\/ﬁpu’”),r = 0. (1.3)

gl

Z toho vidime, ze plati vztah

lg|pu” = konst., (1.4)

ktery déle zintegrujeme dle vertikalni souradnice z od spodniho okraje disku —H
k hornimu okraji H (H je tedy polovina vysky disku) a dle thlu ¢ okolo obvodu
disku. Integracni konstantu oznac¢ime —M a ziskavame rovnici

M = —2m\/|g|Zu". (1.5)

Faktor 27 dostavame z integrace pres thel ¢ vzhledem k tomu, Ze na ném zadna
z veli¢in nezavisi a povrchovéa hustota 3(r) je definovana

H

X(r) = /pdz. (1.6)

—-H

Vztah (1.5)) je kyZeny zakon zachovani hmotnosti, dle kterého je mnozstvi hmoty,
které protece danym mistem v disku za jednotku casu, nezavislé na volbé mista.
Tento zakon je prvni z nasich rovnic struktury disku.



1.3 Zakon zachovani momentu hybnosti

Dalsi strukturni rovnice odvodime z relativistické verze zakont zachovani ener-
gie a hybnosti, ktera zni
wy o _
Vv, T" = 0. (1.7)

7 tenzoru energie a hybnosti T"” dostaneme moment hybnosti vynasobenim
Killingovym vektorem spojenym s axidlni symetrii, ktery ma tvar £” = d;. Zdakon
zachovani potom vypada jako

YV (TF &) =V, (T™E,) = V,.J" = 0. (1.8)

Zduraznéme, ze dle predpokladu (5.) se materidl disku pohybuje po geodetickych
drahach na orbitach, pro které je energie vi¢i nekonecnu £ = —u; a moment
hybnosti L = u,.

K dalsimu postupu potfebujeme tenzor energie a hybnosti v akreénim disku.
Ten modelujeme jako kapalinu a zminény tenzor tedy napiSeme ve tvaru

" = (p + p)uru” + pg"” + ™ + utq” + ¢"u”. (1.9)

Zanedbavame clen ve tvaru ITutu”, kde II je specifickd vnitfni energie. Toto
zjednoduseni miuzeme provést, nebot predpokladame (5.) malé radidlni zrychleni
oproti dostredivému zrychleni, které je zptisobeno gravitacni pritazlivosti télesa,
a tedy také zanedbatelnost vnitini energie, kterou identifikujeme s energii pri-
slusnou radialnim tlakovym silam, oproti gravita¢ni potencialni energii. Dale také
zanedbavame c¢len spojeny s hustotou energie zareni, ktery by mél tvar %Eu“u”,
kde E je hustota energie zareni. Tento ¢len je maly oproti putu”, jelikoz hustota
je navic nasobena ¢? (jednickou v geometrizovanych jednotkach).

Prvni dva éleny ve vztahu odpovidaji tenzoru energie a hybnosti pro ne-
stlacitelnou tekutinu. V prvnim ¢lenu déle zanedbame tlak p vzhledem k tomu, Ze
ve standardnich jednotkach je tento ¢len délen druhou mocninou rychlosti svétla
p/c? aje v naSem pripadé maly oproti ¢lenu s hustotou p. Tteti ¢len v rovnici
je dan tenzorem napéti 7# a je zptisoben viskéznimi silami v kapaliné. Posledni
dva c¢leny odpovidaji energii zareni a veli¢ina ¢ udava tok zareni. Vynasobenim
tenzoru Killingovym vektorem &, dostdvdme vztah

J' = pufu, + p&t + T, + ufq, + upq”. (1.10)

Z ného vypocteme divergenci postupné po jednotlivych clenech, pocinaje tim
prvnim

Viu(pufug) = Vu(pu")u, + putVyu, = putVu, = puViug, (1.11)

kde jsme ve druhém kroku pouzili rovnici kontinuity V,(pu*) = 0 a ve tietim
kroku predpoklad stacionarnosti a axialni symetrie. Kdyz tento ¢len dale zintegru-
jeme podle souradnice ¢ ptes cely obvod disku a podle souradnice z od spodniho
k hornimu okraji, dostavame

H 27 M
/ /purvru(p dpdz =21¥u"L, = ———=L,. (1.12)
—H O |9



V poslednim kroku jsme vyuzili vztah (|1.5)).
Divergence dalsiho ¢lenu v (1.10)) je nulova, jak snadno vidime z rozpisu

Vu(pgu) = vup : g“ +pvuglt = 07 (1'13)

jelikoz divergence Killingova vektoru je rovna nule a gradient tlaku ma nulovou
slozku ve sméru ¢.
Posunme se nyni k tfetimu c¢lenu v ({1.10))

vV, = s T') (1.14)

= Lol ) = —/ll
¢ \/E @/ \/@ ¢

V prnim kroku jsme vyuzili prepis kovariantni divergence a v dalsim pak nulovost
nékterych clent tenzoru napéti. Tenzor napéti 7', bude dale vhodnéjsi pretrans-
formovat do soutadnic, jez jsou spojeny s lokalnim klidovym systémem materialu
disku, tedy do tvaru 7% ¢emuz se budeme vénovat v podkapitole . Diver-
genci poslednich dvou ¢lent v vypocteme najednou, jelikoz maji podobny
tvar:

Viu(uqp) + Viu(upq”) = (Viug)q" + up(Vug") = up(V,ug"). (1.15)

Nejdiive jsme vyuzili toho, zZe ¢ ma slozku pouze ve sméru z, a poté navic neza-
vislosti u, na soufadnici z. Nyni mizeme rovnici integrovat opét pies cely obvod
a vysku disku podle souradnic ¢ a z. Dostaneme

H 27

/ /uw(vuq“) dpdz = AT LF, (1.16)

-H 0

kde F' definujeme jako F' = ¢*(r,H) = —¢*(r, — H).
Dohromady tedy ze vztahu (1.10) po vynasobeniy/|g| dostavame

(ML —2m\/|glW",),, = 4m\/|g|LF, (1.17)

kde jsme navic definovali tenzor

H
Wi, = [+, d (1.18)
“H

Vztah bychom ptreznacenim mohli dostat do jednodussiho tvaru, nicméné s tim
pockame, nez pretransformujeme tenzor napéti.

1.4 Zakon zachovani energie

Nyni se budeme vénovat treti ze strukturnich rovnic akrecniho disku. Stejné
jako v pripadé zakona zachovani momentu hybnosti vyjdeme ze vztahu , ten-
zor energie a hybnosti ale tentokrat vynasobime Killingovym vektorem spojenym
s predpoklddanou ¢asovou symetrif 7, = §%, ¢imz dostaneme ¢tyfvektor hustoty
toku energie

SH = putu; + pn* + T + utq + wgt, (1.19)

6



z néhoz vypocteme divergenci. U prvniho ¢lenu je rovna
V. (putuy) =V, (pu")uy + put'V uy = pu" V. (1.20)

Vyuzili jsme rovnici kontinuity V,(pu*) = 0 a zavislost w, pouze na radialni
soutadnici. Integraci dle soutadnic ¢ a z v mezich od 0 do 27 a od —H do H déle
dostavame

H 2n M
/ /purvrut dpdz =213u"E, = —F,. (1.21)
CH D ard
Znovu jsme vyuzili zakona zachovani hmostnosti (|1.5]).
Divergence ¢lenu s Killingovym vektorem je nulova
Vu(p€") =0, (1.22)

nebof gradient tlaku nema c¢asovou slozku. Prepsanim kovariantni divergence do-
stavame v dalSim clenu

1 1
V' = =W/l91m" ) = =0/l97").r- (1.23)
V19l V19l
S vywzitim vztahu u#7", = 0 = u'7", + w7, =0 = 77, = Zf T, = —Q1',

muzeme dale psat

1
V., = ——/ |Q7’Tw)7r. (1.24)
a1

Divergence poslednich dvou ¢lenti v ([1.19)) vychézi podobné jako u zakona zacho-
vani momentu hybnosti

Viu(war) + Vi (ug") = (Viu) ¢ +u(V,ug") = w(V,g). (1.25)

Navic vyuzivame nezavislost u; na z. Integraci dle z a ¢ v obvyklych mezich

dostavame
27

/ w(V,q") dpdz = —AnEF. (1.26)
0

m\m

Celkové ndm tedy po vyndsobeniy/|g| vychézi

(ME —2m\/|g|QW",),. = 4m+/|g| EF. (1.27)

Tato rovnice nam spolu s rovnici dava soustavu, kterou muzeme vytesit
vzhledem k neznamym funkcim W7, a F. Funkce W', ndm dava otacivy moment
pusobici na urc¢itém poloméru v disku a funkce F' vyjadiuje tok zarivé energie
z jednoho z povrchii disku. VyTesenim soustavy tedy ziskavame profil emitovaného
zareni. Nejdrive ale rovnice transformujeme do souradnicového systému, ktery je
spojen s materidlem disku.



1.5 Transformace souradnic

Nyni nalezneme transformacni vztah mezi globalnim soufadnicovym systé-
mem (zna¢ime fFeckymi indexy) a lokdlnim klidovym systémem materidlu disku
(indexy piSeme latinkou a v zavorkach). Vyjdeme ze vztahu

G €(a)€(5) = Tab, (1.28)

kde nq znaci Minkowského metricky tenzor. Obecny metricky tenzor ma ve staci-
onarnim axialné symetrickém pripadé v Boyerovych-Lindquistovych souradnicich
tvar

ds® = gudt® + grrdr® + geedt* + g,pd0* + 2gi,dipdt. (1.29)

Vektor ¢tyirychlosti v globdlnich souradnicich ma tvar v = '(1,0,0,2), kde
pro uhlovou rychlost €2 plati (2 = Z—f Casovy vektor tetrady volime shodné s vek-
torem c¢tyrrychlosti pozorovatele, do jehoz soustavy transformujeme. Tetradovy
Ve%{tOI' eé) proto hleddme ve tvaru ef‘t) = 4'(1,0,0,Q2). Nyni tedy dle vztahu ([1.28)
mame

Guve(nely = — 1 = gue(nel + 20wenel) + geplnch

(1.30)
- gtt(ut)z + 29t¢Q(ut)2 + gw(Qut)z.

A z toho vidime, ze plati

u' =\/ — ! . (1.31)
gt + 2gt<pQ + ggogoQZ

Tim mame urceny vektor e‘(‘t) v zavisti pouze na metrickych koeficientech a ihlové
rychlosti. Déle snadno dostavame pro vektor e’{r) vztah

1 (1.32)
noo_
ey = 5=(0100)
Podobné pro 61{9) mame
Iuv€io)Co) = 1 = 900€(5)C(0)
(1.33)

V pifpadé e, je situace slozitéjsi. Vektor hleddme ve tvaru ef,, = u'(A,0,0,B).
&

Do vztahu (|1.28) nejdiive dosadime smiSenou dvojici vektort tetrady

Ju€(p) €l = 0= et €lp) T gweft)e‘(;) + gwe@,)e}i) + GoeCln€(p) =

1.34
= Agu)? + By (ul + AQgi(u + B, (0 -
z ¢ehoZ po vydéleni (u')? pro A dostavdme
—-B Q -B
A= Bt 095r)  ZBP (1.35)

Git + Qg K



Pro zjednoduseni jsme zavedli oznaceni g;, + Qg,, = & a gy + Qgpr = Z. Nyni
dosadime do ([1.28]) dvojici vektora e’(;)

Iuw€(p)€lp) = 1 = gue(p)€(y) T 20t0€( )00 T Jepelnyels) =

(1.36)
= A%gu(u')” + Bgpp(u')’ + 2ABgg(u)”.

Do tohoto vztahu dosadime z (1.35]) a pro B dostaneme

1 1

t
U (9tot2900)\2,, o (9tetR900)
\/( gt +Q2get ) Gt — 2 gtt+Qg0t Gt T Gy

(1.37)
1 |gtt + anpt|

ut\/<gtso + Qg¢¢)2gtt - 2(9@ + Qg@@)(gtt + Qgsot)ggot + Gpp (gu + Qgsot)2

Néaslednym roznasobenim a upravou vyrazu ve jmenovateli dostavame

B — l ’gtt + lept|

“t\/ (9t — 925)(gut + 20 + 94 22)

(1.38)

a s vyuzitim vztahu (1.31]) konecéné

_ |gtt+Qgg@t| _ |Z|
V9% — Yoot VL

Nové jsme zavedli oznaceni gf@— Gopgu = . Zpétnym dosazenim do (1.35) mame

B (1.39)

A —sgn( g + Q9yt) (Gt + Lgp) _ _Sgn(%)‘@. (1.40)

V9o = el &%

Tim uz jsme ziskali zavislost vektoru e’(@) na uhlové rychlosti a metrice. Aby-

chom zdpis udinili jesté vice kompaktnim, ozna¢ime 7 = gy + 2¢1,Q + g,,0%.
Pro ¢tyfrychlost potom plati u! = \/%7 Nyni muzeme vypsat nalezenou tetradu:

. 1 . Q

e = FT— el = T—=

0= 7= 0= =7

’ ! o ! 1.41
€ = 9 € e — .
" Vo 0= Vo (14)
i sen(R) P . |2

Clp) = g7’ €lo) = — g7

Vsechny ostatni slozky jednotlivych vektort jsou nulové. Jesté shrneme pouzité
znaceni:
P = gtp + Qs X = g + Qg

(1.42)
S = 9,5290 — YopJtt; T = gu + 291,80 + QWQZ-

Nasim cilem bylo nalézt transformacni vztah pro tenzor napéti 7, mezi lokalnim
klidovym soufadnym systémem disku a globalnimi souradnicemi. Konec¢né tedy



muzeme psat
U 7_(a)(b) era) e?éb)gago = T(a)(b)era) eib)gt“p + T(a)(b) 67("(1) Gé)gwp =

= 7@l el gt + TVl el 900 = Tl (el 910 + €l 900) =

2
_ e L (Pt = ooy _ o)) L Jip — IuGee _ (1.43)
Grr - VIrr V=TS
_ o |
_ygrr

Vyuzili jsme nulovosti nékterych slozek tenzoru napéti a vztaht (1.41]). Znaménka
u slozek e@) a e“(‘;) jsme zvolili tak, abychom dostali kladny vysledek. Nyni vime,
jak vyjadrit tenzor napéti v globalnich souradnicich pomoci tenzoru napéti

v lokalni klidové soustavé, a muzeme se vratit k nasi soustavé rovnic odvozené
ze zakonl zachovani.

1.6 Profil zareni disku

H
Vyuzitim transformac¢niho vztahu (T.43)) a definovanim W™®) = [ 7
“H
dostavame misto rovnic (1.17)) a (1.27]) soustavu

(ML _on Tgww( @) | = 4m\/|g|LF, (1.44)
(ME —2r Q _ggwmﬂ @) =4r/|g|EF. (1.45)

f= 4w\/@]\§, (1.46)

(r)(¢)
w = 2my| —@7? WM . (1.47)

Rovnice poté ziskavaji podobu

(L —w), = fL, (1.48)
(E - Qu), = fE. (1.49)

Soustavu nyni vyfesime. Rovnici ((1.48)) vyndsobime € a odeCteme od rovnice

(11.49), ¢imz dostaneme
(E—Quw), —QL—-w), = f(E—-QL). (1.50)
K dalsimu postupu se hodi vztah mezi derivacemi £, a L ,, totiz

E,=0L,, (1.51)
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ktery je v obecnéjsi podobé odvozen v ¢lanku (Ostriker a Gunn, |1969). Vratme se
nyni k ((1.50), z néjz rozderivovanim a uzitim pravé zminéného vztahu dostaneme

E-QL
Tento vztah dosadime zpét do ([1.48) a vznikne nam diferencialni rovnice
E—-QL

kterou vyresime. Derivovanim, tpravami a dalsim vyuzitim vztahu (1.51)) po-
stupné ziskame

E—QL E,—Q,L—QL,)(—Q,) + Q. (E — QL) + LO2
fﬂ"(_Q )+f(, , ) g,p) o ) T,

(E—QL) 2092 +Q,.(E— QL)
r : : =L,.
f) _Qﬂ,, + f Q,zr )

(1.54)
Rovnici nyni vynasobime vyrazem (E — QL)

(E —QL)? N fZLQ?T(E — QL)+ Q. (E - QL)?

e 7

= (E-QL)L,, (1.55)

kde na levé strané poznavame derivaci soucinu

CE-Q@?

= f) = (E—QL)L,. (1.56)

svv s

L, = 0. Jelikoz jde o posledni stabilni orbitu, je na ni zanedbatelné slozka W)
tenzoru napéti a diky tomu je nulové w dle definice (1.47). Integraci v mezich r
az rg se tedy zbavime integrac¢ni konstanty, jelikoz na této orbité jsou obé strany
rovnice nulové. S nulovou integrac¢ni konstantou dostavame

(E —QL)?

o= /(E —QL)L, dr. (1.57)

Nakonec tedy mame explicitni vyjadreni pro f ve formé integralu

] (E —QL)L, dr, (1.58)

To

Qp

I=—w—one

které se mizeme po dosazeni konkrétni metriky pokusit analyticky vytesit.

1.7 Energie a moment hybnosti

V zakonech zachovani uvazujeme specificky moment hybnosti v nekonec¢nu L
a specifickou energii v nekoneénu F castic na geodetickych orbitach, které jsou

11



dany prislusnymi slozkami ¢tytrychlosti obihajicich ¢astic. Explicitné je mtuzeme

dostat snizenim indexu u ¢tyfrychlosti u'. (P¥ipomenme, ze vektor ¢tyfrychlosti
m4 tvar v = u'(1,0,0,2).) Pro moment hybnosti tak dostavame
1% t t gZ

L=u,=u"g,, =u(gpt + Qgpy) =P = —. (1.59)

V-
Podobné pro energii ziskame vztah

X
E = —Ut = —ng’ut — _ut(gtt + ng) == —Ut% == —\/_7_9 (160)

12



2. Akrecni disk v Kerrove metrice

Nyni vyuzijeme nalezenych obecnych vztaht pro strukturni charakteristiky
akrecnich diskt1, dosadime Kerrovu metriku a nalezené vysledky porovname
s témi, jez jsou uvedeny v ¢lanku Page a Thorna (Page a Thorne, 1974).

2.1 Kerrova metrika

Kerrovo teseni Einsteinovych rovnic gravitacniho pole popisuje prostorocas
v okoli rotujiciho nenabitého objektu, naptiklad rotujici ¢erné diry. Metrika je sta-
cionarni, axidlné symetrickd, a je tak prototypem metrik, pro které jsme konstru-
ovali naSe feseni. V Boyerovych-Lindquistovych soutadnicich (¢,r,6,¢) ma Kerrova
metrika tvar

P (1_ 2MT> g 4Mr

)y
+ Yd6? + <r2 +a® +

Y
asin® @ dtdp + Zdrz—l—

2a2Mr sin® 0 (2.1)

> > sin? fdy?,
kde ¥ =r?+a?cos’§, A = r? —2Mr+a?, a = 3 je specificky moment hybnosti,
r je radidlni vzdalenost od télesa, M jeho hmotnost, ¢ a 6 thly v horizontél-
nim respektive vertikalnim sméru a J moment hybnosti. Pro a = 0 dostavame
Schwarzschildovu metriku. Zobecnénim Kerrovy metriky pro pripad nabitého té-
lesa je metrika Kerrova-Newmanova, jejiz verzi se budeme vénovat v dalsi kapi-
tole. V ekvatorialni roviné, v niz disk dle predpokladu lezi, se metrika zjedno-

dusf (0 = T)

2a°M

T A

2M AM 2
ds® = ( — 1> de* — — atdp+ —dr* +d2* + <r2 +a’+—

)dgoz. (2.2)
Soutadnici # jsme nahradili souradnici z, kterd znaci vertikalni vzdalenost

nad ekvatoridlni rovinou a souvisi s thlem 6 vztahem 6 = rcosf. Jednotlivé
metrické koeficienty tedy jsou

B <2M 1> _ 2Ma B r?
git = r 9 gcpt - r ) Grr = Av
902 M (2.3)
Gz = 1, g¢¢=<r2+a2+ )

Tyto koeficienty nyni dosadime do odvozenych rovnic. Zacneme se zakonem za-
chovani hmotnosti.

13



2.2 Zakon zachovani hmotnosti disku v Kerrové
metrice

Pro dosazeni do vztahu (1.5 potfebujeme znét pouze determinant metriky g,
ktery nyni vypocteme

(31t )

T

g = gtt(grrgzzgcpcp) - g?ot(grrgzz) - r2 — 9Mr + a2 o

4a®M? r?(2Mr —r? — a?) )
— = = —7r.
r2 —2Mr 4+ a? r2 —2Mr + a?

(2.4)

Determinant, jak je ostatné znamo, vychazi v jednoduchém tvaru. Dostavame

zakon zachovani hmotnosti _
M = =27r¥u’. (2.5)

Pripomenme, Ze nam tento zakon tika, ze mnozstvi hmoty, které protece danym
mistem v disku za jednotku casu, je nezavislé na volbé tohoto mista.

2.3 Zakony zachovani energie a momentu hyb-
nosti v Kerrové metrice

Pro porovnani nalezenych vysledku s vysledky Page a Thorna (Page a Thorne),
1974) zde zavedeme po jejich vzoru stejné oznaceni pro funkce:

% 3 2a,
%’:1+%, %zl——%—%,

r? T p2

2 a2 2a, a?
.@Zl—f%-f;, F=1- T+ (2.6)

T T2 r2 T3

2 *
%:1——+a—§,

T« rf

kde a, je bezrozmérny parametr souvisejici se specifickym momentem hybnosti
a vztahem a, = 7 a r, je rovnéz bezrozmérna soufadnice definovand jako r, =
i7- Pro cernou diru s horizontem udalosti (coz je nas piipad) plati a < M a
tedy a, < 1. Nyni nalezneme vztahy mezi vyse uvedenymi funkcemi a nasimi
koeficienty &, %, a 7. Zacnéme s & = g, + §0g,,. Metrické koeficienty
zname, potfebujeme jesté tthlovou rychlost na orbité €2, kterda ma pro Kerrovu
metriku znamy tvar
VM 1

EETNRTED =

Q

14



Nyni upravime vyjadreni

g __2Ma
QZQ(S"Jrgw) =Q| —=— +<T2+a2+

3
r24+avM

a\ (12 4+aVM s o 2a?
Q((—M\f )( :L/MM)vL(r +a -I—ZTM)): 2.8)

— 1 2Ma? 2Ma?
:Q<_2 Mar — =% 402 4 a® a>:

Gut g -1+2% 2Ma
el +gg0t) - Bm r
r2+avM

(2.9)
2 oM  avV/M  2aM: 2aM:
== |-1+ —t ———— =
vV M r r2 r2 rz
3
rz 2M  avM Q 9
= -0 1—— =——9 =——
Vi ( r T3 ) 0z’ " »
Zbyva nam urcit vztahy pro dalsi dva koeficienty. Nejdrive upravme
4a®M? 2M 202 M
T = G~ Geen = — —(—1+T)<r2+a2+ - >:
4a®M? 20> M 2a°M?  4a*M?
AWM 20M 2000 AaPM 2.10)
r? r r r?
2M 2
=724+ a®—2Mr = r? (1—+a2> =r’g
r r

a poté pokrac¢ujme poslednim ze vztahi, ktery pro jednodussi zapis vydélime 2

5 2
T _gu 29 _(_1+2M) rz +avVM N
@@ q 9T r M

3 2 2
19 T2 +CL\/M <_2CLM> —|—7"2 +a2 X 2a°M _ (211)
vM r r
3
__ﬁ+sr2_2r2a:_ﬁ 1_ﬂ+2a\/3]\/[ :_i‘
M v M M r rz 02952

Tim jsme dostali .7 = —-%;. K dosazen{ do zékonti zachovani (L.44) a (L.45) ndm
jesté chybi vyjadieni
1 2 oM 2
1 _r rYet_ g (2.12)

2
Grr r

15



Nyni mizeme koneéné dosadit a misto rovnice ([1.44]) snadno dostavame
ML  , %

=+ =W 2rLF =0 2.13

( o T N +2r : (2.13)

coz je rovnice (5.6.6) z (Novikov a Thorne, 1973)). Podobné dosadime i do ([1.45))

T

ME ., %
—— + 0 —gwh 2rEF = 2.14
( o +r \/%.@W +2r 0, (2.14)

coz je rovnice analogicka k rovnici (30) z (Page a Thorne, [1974)).

T

2.4 Vypocet profilu zareni v Kerrové metrice

Nyni pokroéme k samotnému vypocétu integralu . Vidime, ze predné
potfebujeme urc¢it vyrazy €2,,(E — QL) a L,. Energie v nekoneénu a moment
hybnosti v nekone¢nu jsou dany vztahy , respektive . V zapisu pomoci
funkei (2.6 to znamena

Lol
L= T (2.15)
%2
E= gl, (2.16)
]

coZ jsou rovnice (5.4.7) ve vySe uvedeném. Pro usnadnéni vypoctu zavedeme
. R POV .

novou proménnou x vztahem x =,/47 a déle vSe vCetné funkci (2.6) budeme

vyjadfovat v Teci této proménné. Dosadme do vyrazu (E — QL). Nejsnazsi je

vyjit pravé ze vtahu (2.15) a (2.16))

G’ B — F
(E-QL)=""""7 (2.17)
€2 Bar?
Dosazenim do citatele dostaneme
9 - 9 Qs Ay 2a, az 9 2a, 9
Gr"B—F = (2" =2+ — ) |1+ 5 |- 1+—F5 - =2"-3+— =Fa~ (2.18)
x x 3 x x
a ve vysledku méame jednoduchy vztah
%
E—-QL) = . 2.19
(B -or)=" (219)
Snadnym derivovanim ziskame
3 Msir2 3 M: 31
0, -2 2 2 (2.20)
’ 2(rz + aMz=)? 2r292 225 M>5?
Faktor —(E?#)Q pred integralem v (1.58) ma tedy tvar
Q. 3 1 3 1
_ ) -2 = ) (2.21)
(E—-QL)?  2M?2a25¢  2M? 22 (23 — 32 + 2a,)
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Déle vypocteme derivaci momentu hybnosti, vyuzijeme vzorce pro derivaci slo-
zené funkce a budeme rovnou pocitat v proménné x

_0LOx 10L 1 —3a}+8alx — 6a.2” — 3aiz® + a0t — 62° +- 27
T Qx or 20xaM 9,8 (2(1*_3$+m3>% N
(. +2°) (—3a2 + 8a,x — 62° + 2*) A (—3aZ +8a,x — 627 4z )
N 21862 a 21562
(2.22)
Celkové ma tedy integrand tvar
4_ 62 _ 9.2 9.2 G2 g
(E—QL)L, - (x* — 62° + 8a.x — 3a?) _ (—3a? + 8a.x — 62° + x ) (2.23)

205¢ 222 (3 — 3x + 2a,)

Vidime, Ze citatel ndm necini problém, jelikoz mizeme vyuzit linearity integralu
a rozdélit ho na ctyti ¢asti. Vétsi problém je ve jmenovateli, nicméné vidime, ze
cely vyraz ptjde zintegrovat, pokud zvlddneme rozlozit mnohoclen x® — 3z + 2a
na souéin. To by mélo byt mozné, pokud mé rovnice 23 —3x+2a = 0 redlné kofeny.
Abychom zjistili, zda to tak je, vypoéteme diskriminant (a, b, ¢ a d znadi, jak je
zvykem, koeficienty u jednotlivych ¢lentt polynomu od nejvyssiho po nejnizsi)

D = 18abed — 4b°d + b*c® — dac® — 27a%d* = 108 (1 — a2) > 0. (2.24)

Vidime tedy, Ze vSechny kofeny rovnice jsou realné. Zbyva je nalézt. Obecny
vzorec pro Tfeseni kubické rovnice by se prilis nehodil vzhledem k tomu, Ze vysledek
obsahuje komplexni ¢isla a nelze ho snadno upravit. Jedné se o takzvany casus
irreducibilis a koreny ani obecné nelze vyjadrit pomoci realnych radikalia. Muzeme
nicméné vyuzit trigonometrického vzorce pro reseni kubické rovnice, ktery nalezne
kofeny ve tvaru goniometrickych funkei. Pro tvar rovnice 23 +bx+c = 0 (Zavaddime

g2 NP ¢ _ b 1 3c 3 27k
tedy nyni jiné znaceni.) tento vzorec zni x, = 2,/—3 cos [3 arccos (2b T) — T}?

kde k je celé ¢islo, jehoz hodnotu volime od 0 do 2. Dosazenim do vzorce ziskavame
t1i kofeny

1

1 = 2cos 3 arccos (—a*)} :
1 2

To = 208 3 arccos (—a.) — ;] : (2.25)
1 4

T3 = 2c08s 5 arceos (—a.) — ;] :

Nyni tedy dokazeme rozlozit jmenovatel integrandu na soucin. Stéle ale inte-
grujeme podle proménné r, a tak provedeme snadnou substituci dr = 2xMdzx,
ro — Tg, a r — x a integrand jesté mirné upravime

M/ —3a? +8a*m—6x + a2t dx—M/ (23 — 62 + 8a,) — 3a3x:

— 3z + 2a,) x (23 — 3z + 2a,)

(23 — 3z + 2a,) — 3z + 6a,
—M/ dr = .
—3x—|—2a*) 3 — 3z + 2a, v (2.26)
3a? -3z + 6a,

_M/l 2

* 3$+2a*)+x3—3x+2a* ’
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Hodnota integracni meze xy je dana vztahem L, = 0, a dle (2.22) jde tedy
o kladny koren rovnice

zy — 625 + 8a.ry — 3a2 = 0. (2.27)

Jde o kvartickou rovnici, kterou je v principu mozno analyticky vyTesit dosaze-
nim do vzorce, vysledny vyraz nicméné neuvadime, nebot je rozsahly a samotna
hodnota x( se ve vysledcich vyskytuje jako parametr, ktery nepotiebujeme pro na-
lezeni primitivni funkce. Integrace prvniho s¢itance ve je prosta, u zbylych
vyuzijeme odvozeného rozkladu jmenovatele na souc¢in. Budeme tedy postupovat
od prvniho k poslednimu sé¢itanci

/1 dz = 2 — o, (2.28)

o

dale v rozlozeném jmenovateli vyuzijeme rozkladu na parcialni zlomky, specidlné
rovnosti

1 1
v(x—x)(r—2)(x—x3) x(x—121) (21 — 22) (21 — 3) (2.29)
1 1 ’
. _|_ ,
r(x—x9) (x1 —x9) (w9 —x3) (2 — x3) (1 — x3) (X2 — 23)
diky ¢emuz integrujeme vyrazy tvaru
o1 r: 1 1 In =% —In £
/76133 = / ( - ) dp = — 2=V w0 (2.30)
S oz —y) J\yle—y)  ay y

Vyuzitim tohoto vypocteného integralu na jednotlivé ¢leny ve vztahu ([2.29)) zis-
kame slozity vysledek

X
—3a?

/5 o)) (=% le (0~ 2a) (1 — )

zo

ln r—T2 1 r—x3 _Inz
. To—I2 + T0—T3 > _|_ o _
) (.%'1 — ZL'Q) (.%'2 — ZE3) T3 (.I'l — (L’g) (.TQ — l’g) T (.Z‘l — ZEQ) (.Z‘l — ZL’3)

Inx Inx
_ _H + B xQ .
) (.%'1 — ZL'Q) (.%'2 — ZE3) T3 (ZEI — (L’g) (ZEQ — (L’g)

(2.31)
Druhd z vnitinich zavorek lze nastésti zjednodusit. Vychazi totiz
_Inz _Inz
o . o
z1 (v1 — 12) (71 — 23) len(;tl — x3) (v2 — Tg)w (2.32)
_ _ n —_
o xo

T3 (IL‘l — ZL’3) (IL‘Q — ZL’3) T1T9T3

a soucin korentl ve jmenovateli mizeme urcit vyuzitim Vietovych vztaht, kon-
krétné toho, ze pro souc¢in kotent kubické rovnice plati xizox3 = —g. V nasem
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pripadé tedy ze vzorce plyne rovnost xixsx3 = —2a,, diky ¢emuz koneéné dosta-
vame

xT

9.2 =z
/ 3a, dx = —§a* In >~ — 3a’ o —
x (23 — 3z + 2a,) 2 xo x1 (1 — 22) (x1 — x3)
i (2.33)
In £=22 In £=22 )
_ To—T2 + To—T3
Ty (21 — 22) (¥2 — 23) 23 (v1 — 73) (T2 — T3)

Dalsi ¢ast integralu (2.26]) vypocteme podobnym zpusobem. Rozklad na parcidlni
zlomky dava

T

T xr
_ 3/ - -3 -
0 «T3 — 31‘ + 2CL* ) (./L' - l’l) (.Tl - x2> (.Tl - xs) (234)
T x
B + dx.

(x —x9) (x1 — x2) (w9 —x3) (v — 23) (x1 — 23) (T2 — X3)

Vsechny scitance maji stejny tvar, integrace naptiklad prvniho z nich dava

ryln =2 4+ — 2
—3/ ”1 +1) dx:—3< S °>. (2.35)
Il—l‘

2 $1 - $3) ($1 - $2) ($1 - $3)

Sec¢tenim vsech tii zlomku vzeslych z integralu podle tohoto vzoru dostaneme

To—T1 To—T2

(1 — 2) (21 — 23) - (1 — 2) (22 — 23) (1 — 23) (22 — @3)
:_3< xllnﬁ xglngfo_fml?2 xglnﬁ
(

T — IL‘Q) (I’l — IL‘3) B (ZEl — 172) (ZEQ — 173) + (lL‘l — ZE3) (lL‘Q — ZE3)

<x11nx Lty —x9 Zoln E22 4 x—x xglnfoz;’ —i—x—:co)

(2.36)

Cleny = — xy se po prevedeni na spole¢ného jmenovatele odecetly. Posledni,
co zbyva z interdlu (2.26)), je clen

’ a i 1
o= ] —
3 — 3z + 2a, ¢ (x —x1) (11 — x2) (21 — x3)
xo xo
1 n 1 d
— T =
(x —@2) (w1 — @2) (32 — 23) (7 — @3) (¥1 — 23) (32 — w3)
T—T1 n T—T2 T—T3
= 6a, To—T1 o To—T2 + To—x3 )
((551 —xg) (1 —w3) (11— T2) (12 —w3) (71— T2) (72 — 173))

(2.37)

Kdyz nyni spojime vysledky (12.21)), (2.28)),(2.33), (2.36)) a (2.37) dohromady a vy-
nasobime vyraz hmotnosti M vzeslou ze substituce, ziskavame vysledek integralu

(1.58)), respektive ([2.26]), a tim padem explicitni vyraz pro f

f 3 1 3 | T
= T —Tg— —QIn ——
2M 2% (23 — 3z + 2a.) 09 T
3x—a*2 r—x 3x—a*2 Tr—x
I S S a0 rem o
1 (r1 —20) (1 —x3)  xo— 1 T (11 — X2) (T2 —3) T — o
3 (x5 — a,)’ {L'—CC'3‘|
— In .
ZL’3($1—ZE3)(I2—ZL’3) Tog — T3
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To uz je vysledek (15n) z (Page a Thorne, [1974)). Zpétnym dosazenim do vztahu
(1.46) ziskame tok zarivé energie F' jako explicitni funkci radidlni souradnice z
(pfipadné r po zpétné substituci 7 = Mz?). Vychazi

F= sM L a:—xo—§a lnﬁ—
8 M? x4 (23 — 3z + 2a.) 2 " xg
B 3 (4 —a*)2 g £ 3(3:2—a*)2 ot % (2.39)
T (1‘1 — 112) (1‘1 — 1’3) To — Iq i) (1’1 — 1‘2) (1’2 — 1‘3) o — T2
3 (x5 — a,)’ 1 x—xgl
x3 (x1 — x3) (T2 — X3) t To— T3 |
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3. Akrecni disk okolo nabité
rotujici cerné diry

Nyni znovu dosadime do strukturnich rovnic tenkého akrec¢niho disku. Misto
Kerrovy metriky ale dosadime metriku, ktera se oproti ni lisi tim, Ze se v ni
vyskytuje naboj. Muze jit o pripad Kerrova-Newmanova teseni Einsteinovych
rovnic, které opravdu odpovida ptimo nabité rotujici ¢erné dite, ale podle mo-
dernich teorii muze tento ,naboj* odpovidat projevim dalsich jinak skrytych
prostorocasovych dimenzi, jak je popsano v (Dadhich a kol 2000) pro pripad
Reissnerova-Nordsrémova feseni.

3.1 Metrika rotujiciho objektu s nabojem

My pouzijeme metriku, ktera je popsdna v (Banerjee a kol., [2021) a odpovida
jiz zminénému Kerrovu-Newmanovu feseni s tim rozdilem, ze naboj, ktery se v ni
vyskytuje, neni umocnén na druhou. U Kerrovy-Newmanovy metriky druhd moc-
nina implikuje nezapornost tohoto ¢lenu. Pripad se zapornym ¢ je tedy fyzikalné
novy a teoreticky muze odpovidat projevu vyssi dimenze. Zvolime-li Boyerovy-
Lindquistovy souradnice, mé metrika tvar

2Mr — M?q 2asin? @ (2Mr — M?q) 32

2 _ _ [q_2Mr—= Mg\ 50 Rl

ds® = (1 2 >dt =2 dtdy + Adr + -
a’sin? 0 (2Mr — M?q) '

2 112 2 2
+Zd0+<r+a+ >

) sin? Ody?,
kde ¢ je bezrozmérny nabojovy parametr, a = ﬁ, Y = r2 + a?cos? 0 stejné jako
u Kerrovy metriky a A = r? — 2Mr + a? + M?q. Navic vidime, Ze v limité
q = 0 dostavame Kerrovu metriku. Z toho je jasné, ze i kazdy z dalsich vysledki
musi v limité ¢ = 0 nabyvat tvaru, ktery jsme ziskali v minulé kapitole. Déale se
omezime na ekvatoridlni rovinu ¢ = 7, piejdeme od soufadnice ¢ k souradnici z
a metrika se zjednodusi

2M  M? 4aM  2aM? 2
ds? = — [1- 225 ¢ D) a2 — (225 20 grdp + S+
r 72 r r2 A
2¢°M  a’M?q (32)
+dz* + <T2+a2+ - — >d<p2
r r
Z toho uz muzeme rovnou precist jednotlivé metrické koeficienty
2M  M?q 2Ma aM?q r?
g = —1+ - 5 Jpt = — + 9 Grr = 5
r r r A (3.3)
s o 2a*°M  a’*M%q '
G2z =1, Yoo =1" T 0"+ o2

Se znalosti metriky miizeme znovu zac¢it dosazovat do zakont zachovani.
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3.2 Zakon zachovani hmotnosti

Jedind obtiz v dosazeni do vztahu (1.5 opét spociva ve vypocteni determi-
nantu pouzité metriky

(=128 — Moa) 2 (32 4 g2 4 20000 20

r r2 r?

r2 —2Mr + a?® + M?q

g = gtt(grrgzzgsoso) - git(grrgzz) =

o
B r2 —2Mr + a?> + M?q B
—rS oM — a?rt — M2q7“4 — 4a®M3qr + 4a®>M3qr — aQMA‘q2 + CL2M4q2
4t —2Mr3 + a?r? + M?2qr?

(3.4)

Determinant tedy vychazi stejné jako u Kerrovy metriky. Diky tomu ma i zadkon
zachovani hmotnosti stejny, jednoduchy tvar

M = —27r¥u’. (3.5)

3.3 Uhlova rychlost

Jelikoz pro dalsi postup potfebujeme dosazovat do vztahi, ve kterych se vy-
skytuje thlova rychlost 2, musime nejdiive urcit jeji konkrétni podobu pro nasi
metriku. Vyjdeme ze vzorce, ktery je uveden v jiz zminéném (Banerjee a kol.,

2021)) (vztah (5))

—Or Gty :t\/(—aTgt@)Q - (argcpgo) (argtt)
Or G

Q= . (3.6)

Rznéa znaménka odpovidaji riznym smériim rotace. Dosadime, zvolime zadporné
znaménko a po zderivovani a upravé dostaneme

VM
~avVM +

Vidime, Ze thlova rychlost ma stéle relativné jednoduchy tvar. Otazkou zustava,
zda podobné jednoduché ztistanou i ostatni velic¢iny.

Q

(3.7)

r2
=

3.4 Energie a moment hybnosti

Nyni uvidime, zZe i energie a moment hybnosti lze zapsat jednoduse zptisobem
analogickym k tomu pouzitému u Kerrovy metriky.
Zacneme dosazenim do vzorce (|1.60)

_ X _ Gt + Gt (3.8)
v -7 \/_gtt - 2gt<pQ — Gpp02 '

E
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Vztah se pokusime upravit podobné jako u Kerrovy metriky, a tedy vytkneme (2
z Citatele i jmenovatele. V citateli vychazi

X gy —142M _ % 2aM  agM? 2aM  aqgM?
= g, = r__ o _ + = +
Q  Q SN/ 7 S— r 72 r 72
am+7r%Mq
aVM + oM gM? r?
+ 1+ - = e ——+
VA BT M(r — Mg) (3.9)
n 2Mr qgM? B
VM(r—Mq) /M(r— Mq)
r2 oM ayM(r—qM) M3 &
= |1- + 2 T2 | T "om
M(r — Mgq) r r r B

Také analogicky k minulé kapitole zavadime nové znaceni. Zatimco & znaci vyraz
v zavorce, B musime jesté urcit:

1 VM 2 ay/ M((r—M
— = . L B =1+ (2 79 (3.10)
B (av/M + g )/ M(r — M) r

Misto B muzeme vyjadrit thlovou rychlost

q _ VM= M)

52 (3.11)

Pokro¢me nyni ke jmenovateli vztahu (3.8)). Z vyrazu pod odmocninou
vytknéme —? a poéitejme

2
g 20 o _(  2M M2\ [aVM + .
02 ) oo = r r? VM

2a%M

—2aM  aMq\ [evVM + Tqu

+2 ( 4 )
v M
a’M?q B —rt 3Mr3 2ar?

e J’_ — _
r? M(r—Mq)  M(r— Mgq) \/M(r — Mgq)
2qr2 M? —rt - 3M N 2 (a\/M(T — Mgq) +qM2)

M(r—Mgq) M(r— Mq) r r2

+r?+a%+
r r?

(3.12)

Clen v zéavorce oznacime jako € a ¢len pred zavorkou vychdazi jako
4

LR W Y o B — O _ e y -
(Mg — P Vime tedy, ze Z = ® a T = 5 L toho uz dostavame

o (3.13)

D=

coZ je vztah analogicky k ([2.16)).
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Presunme se k momentu hybnosti a dosadme do ([1.59)). Za¢neme opét s Cita-
telem, ze kterého vytkneme )

Z Gt s o 2a*M  a*M?*q
§:g¢¢+ﬁ:r+a+ r 2 *
2

N 2aM N aM?q\ [aVM + S 2¢*M  a*M?q

— =7 . —

r 2 VM ¢ r 2
2a> M 2ar M a’M?q aqgM?

r \/ M(r — Mgq) T \/ M(r — Mq) (3.14)

RN 2ar M n aqgM? _
JM(r—Mq) \/M(r— Mg)
2aM 2 M? M(r—Mq)F
pfio M @ M ) _yMC-Mo§
VM(r—Mqg)r 7 /M(r— Mq)r? QB

Vztah pro .7 jiz zname, a rovnou tedy vidime

M(r — Mq)§
¢3

L= , (3.15)

coZ je opét vztah analogicky k (2.15). Jak energie, tak moment hybnosti jdou
tedy opét vyjadrit v jednodussim tvaru pomoci bezrozmérnych funkci.

3.5 Zakony zachovani energie a momentu hyb-
nosti

Pro dosazeni do rovnic (1.44]) a (1.45)), tak abychom dostali vztahy podobné
zakoniam zachovani (2.13]) a ([2.14)), jesté potfebujeme upravit vyraz pro koeficient
< v nasi metrice. Pocitejme tedy

2Ma aM?q
S = Gt = GppJit = <_ + 2 ) -
202 M M 2M  M? 1
_<r2+a2—|— e 2q><—1+— 2q>: (3.16)
r r r r

=2 —2Mr +a® + M?*q = r*D.

Pro prehled nyni shrneme zavedené bezrozmérné funkce ptislusné k metrice

%:Ha\/m ¢=1—3M+2<“\/M+qM2)

)
7"2

2M 2 M2 2 —2aM M?
@:1_74_‘1 q 521—1—%—1— aMr + aq

—+ gt . Mo (3.17)
oM a\/M(r—qM) M2
— + +

2 2

6=1

T r T
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Zakony zachovani maji v zapisu pomoci téchto funkei stejny tvar jako pro Kerrovu
metriku. Konkrétné napisme zakon zachovani energie

ME | %
— Q 2rEF = 1
( 27T—|— \/EQW >r—|—r 0 (3.18)

a zakon zachovani momentu hybnosti

ML ‘B

3.6 Vypocet proﬁlu zareni

Pro Vypoéet integralu (|1.58} jsou hlavni vyrazy (E—QL)aL,. Uz pf"edem vi-

vvvvvv

proto relativné jednoduchou derivaci thlové rychlosti
VM (4Mq—3r)r VM (4Mq — 3r)
5 =
2\/r—Mq(r2+a\/M(r—Mq)> 2yr — MqB*r?

a pokrac¢ujme vycislenim vyrazu (EF — QL). S vyuzitim (3.11]) dostaneme
& \/ T' - Mq ‘S 6%7"2 — (MT — MQQ)S (321)
¢ r2B¢:

a dale upravime vyraz v citateli

&Br? — (Mr — M?q)§ =

2 (1_ 2M+a\/M(r—qM)+M2q) <1+a M(T—Mq)) B

0, = (3.20)

72 72

= 7"2—

— (Mr — M?q) (

VM (r— Mq)r 1/ r—qM )
2aM /M (r — Mq) ) (3.22)
— 2Mr — +2ar\/M(r — Mq) + M*q+
r
a*M(r — Mq) + aM?*q\/M(r — M
( q) q\/ M( q) Mr 4 Mg

- 2
,
2aM\/M(r— Mq) a*M(r — Mq) +aM?q\/M(r — Mq)
+ — =
r 72

=1? — 3Mr 4 2gM? + 2a\/M(r — Mgq) = r’¢.

Ve vysledku tedy ziskavame jednoduchy vztah

1

¢z
B’
stejné jako u Kerrovy metriky. Tim padem i faktor pred integralem nabyva ana-
logického tvaru

(E—QL) = (3.23)

Q, :\/M(Br—équ)' (3.24)

(E—-QL?  2\r — Mgr3¢
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I dale bychom chtéli postupovat podobné jako v ptredchozi kapitole, nicméné

problém je, Ze nelze zavést proménnou x tak, aby zjednodusila vypocet. To je

dano slozitosti vztaht , hlavné vyskytem odmocniny v nékterych ¢lenech.

I tak se mizeme pokusit zderivovat moment hybnosti. Vysledny vyraz je slozity,

ale v ¢itateli je mozno vytknout B a ve jmenovatele nalézt € tak, ze po zavedeni
T

redukovanych veli¢in r, = A7 A s = ﬁ vychéazi

ol

I B2 (—4q2 + a?(4q — 3r,) + 9qr. — 612 + 13 + 8a.(r. — q)
e 25\ /s — 2

Z toho ziskavame integrand ve tvaru

) . (3.25)

(~4¢> + a2(4q — 3r.) + 9gr. — 612 + 1% + 8. (r. — q)})
27’* Vs — Q(TE — 37’* + 2CL*\/T* —q -+ 2q)

Zatimco Citatel nam diky linearité v principu necini problém, jmenovatel je tfeba
dale upravit tak, abychom dostali integrovatelny vyraz. Uzitecné je zavést sub-
stituci r, = 22 + ¢. Tim ve jmenovateli ziskdme sou¢in tif ¢lentl, z nichZ jeden je
kvarticky polynom

(E—-QL)L, = . (3.26)

22(q + %) (z* + (2¢ — 3)2* + 2a.x + q(q — 1)). (3.27)

Déle uz jsme integral vytesili numericky, abychom mohli vysledky porovnat
s funkei z kapitoly 2. Vysledky jsou vykresleny v grafech na dalsi strané.
Pocitali jsme tii pripady, kdy nejdfive je a, = 0.5, poté a, = 0, coz vlastné
odpovida Schwarzschildové respektive Reissnerové-Nordsromové metrice a v po-
slednim pripadé je zvolena extrémni hodnota a, = 0.99, ke které byly dopocteny
vhodné hodnoty ¢. Pro éernou diru totiz plati vztah a?+ ¢ = 1, pro vétsf hodnoty
souc¢tu a? + ¢ jde o nahou singularitu. Pro tyto dopoc¢tené hodnoty ¢ byl jesté
navic pro porovnani vykreslen graf s a, = 0. Za M jsme ve vSech grafech dosadili
predpokladanou hmotnost ¢erné diry ve stfedu nasi galaxie Sagittaria A*, kterd
¢inf M = 8.26 - 10% kg. Grafy jsou vykresleny v jednotkach CGS.
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Obrazek 3.1: Graf zavislosti zatrivého toku z jednoho povrchu disku na vzdalenosti
od centralniho télesa. Jako centralni téleso byla zvolena predpoklddana cerné dira
ve stfedu nasi galaxie Sagittarius A*, za specificky moment hybnosti je zvolena
hodnota a, = 0. Jednotlivé kfivky odpovidaji riiznym specifickym nabojim cen-

tralniho télesa.
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Obrazek 3.2: Graf zavislosti zativého toku z jednoho povrchu disku na vzdalenosti
od centralniho télesa. Jako centralni téleso byla zvolena predpokladand ¢ernd dira
ve stfedu nasi galaxie Sagittarius A*, za specificky moment hybnosti je zvolena
hodnota a, = 0.5. Jednotlivé kiivky odpovidaji riznym specifickym nabojum

centralniho télesa.
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Obrézek 3.3: Graf zavislosti zarivého toku z jednoho povrchu disku na vzdalenosti
od centralniho télesa. Jako centralni téleso byla zvolena predpoklddana cerné dira
ve stfedu na$i galaxie Sagittarius A*, za specificky moment hybnosti je zvolena
hodnota a, = 0. Jednotlivé kfivky odpovidaji rtiznym specifickym nabojim cen-
tralniho télesa.
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Obrézek 3.4: Graf zavislosti zafivého toku z jednoho povrchu disku na vzdalenosti
od centralniho télesa. Jako centralni téleso byla zvolena predpokladand ¢ernd dira
ve stfedu nasi galaxie Sagittarius A*, za specificky moment hybnosti je zvolena
hodnota a, = 0.99. Jednotlivé kiivky odpovidaji riznym specifickym nabojim
centralniho télesa.
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Z.aver

Moderni experimenty a objevy umoznuji testovat obecnou teorii relativity
a s ni i nase poruzumeéni gravitaci lépe nez kdy predtim. Testy probihajici v silném
gravitacnim poli, jaké je napriklad v blizkosti supermasivnich ¢ernych dér, mohou
odhalit odchylky od oc¢ekavaného chovani prostorocasu. Jednou z moznosti studia
velkych astrofyzikalnich objekttl je detekce zareni, které vydava akrecni disk,
jehoz vlastnosti jsou ovlivnény pravé geometrii prostorocasu okolo objektu.

Teoretickym studiem akrecnich diskl jsme se zabyvali v této praci. Vysli jsme
ze znamych praci zabyvajich se fyzikalnimi vlastnostmi diskii a zobecnili tento
popis pro ruzné stacionarni axialné symetrické metriky. Nalezené reseni jsme ové-
zatrivé energie.

Podobny analyticky vysledek jsme se pokusili ziskat i pro metriku ve tvaru
Kerrova-Newmanova Teseni, lisici se vyskytem elektrického naboje. Nalezené te-
seni ve tvaru integralu se jevi jako problematické pro analytické nalezeni primi-
tivni funkce, nicméné nebylo plné ukazano, ze ji nalézt nelze, a bylo by mozné se
tomu dale vénovat. Integral jsme dotesili numericky a srovnali vysledky pro rtizné
hodnoty naboji. Nalezené toky energie se i pro mald a, odliSuji v zavislosti na
hodnoté naboje. Pro objekty s vétsim momentem hybnosti je tento efekt jesté
vyrazneéjsi.

Do obecného feseni rovnic akrecnich diski by bylo déle mozné dosadit slozi-
téjsi typy metrik, napriklad Hartleovu-Thorneovu metriku popisujici télesa
s kvadrupolovym momentem, jako jsou treba neutronové hvézdy. Lze ocekavat,
pro energeticky tok z disku.

Uziteéné by také bylo podivat se na otédzku opacnou, a to jak z namérené
charakteristiky zareni urcit moment hybnosti a pripadny ndboj cerné diry, a tim
potencialné odhalit néco o vlastnostech prostorocasu okolo téchto objekti.
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