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Abstrakt: V tomto textu se zabyvame soustavami dvou linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic, ve kterych nékteré z koeficientt jiz nejsou integrovatelné
funkce, ale Radonovy znaménkové miry. Nejprve se vénujeme teorii miry a zobec-
néni pojmu derivace. Nasledné dokazeme, ze studovana soustava ma pravé jedno
feseni (v zadefinovaném smyslu) a plati analogické verze znamych vét jako napft.
Liouvilleova formule nebo variace konstant. To nam umoznuje studovat rtzné
ulohy pro obecnéjsi linearni rovnice druhého radu a porovnat dokazané vysledky
s klasickou teorii. Konkrétné se zamérime na Sturmovu srovnavaci vétu, Sturm-
Liouvilleovu teorii a Floquetovu teorii (soustavy s periodickymi koeficienty).
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Abstract: In this text we focus on systems of two linear ordinary differential
equations wherein some of the coefficients are no longer integrable functions, but
signed Radon measures instead. First we devote our attention to measure the-
ory and generalized notion of derivative. Then we prove that the studied system
has a unique solution (in a defined sense) and that analogous versions of known
theorems such as Liouville’s formula or variation of parameters still hold. This
allows us to study various problems connected with more general second-order
linear equations and compare the derived results with classical theory. In par-
ticular, we will consider the Sturm Comparison Theorem, Sturm-Liouville theory
and Floquet theory (systems with periodic coefficients).
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Seznam nejcastéji pouzitého
znaceni
o AC([a,b])... prostor absolutné spojitych funkci na intervalu [a,b] C R,

vizte Definici

o C([a,b])... prostor spojitych funkeci na intervalu [a,b] C R se standardni
normou || f|¢((ab)) = SUPse(ap |f ()], neni-li feceno jinak,

e B(X)...Dborelovska o-algebra na X C R vzhledem k eukleidovské topologii,
vizte Definici

o LP(X,S,u)... prostor vSech S-méritelnych funkci, pro které je ¢islo

1
([ 1@ due))?. pe 1,00,
inf{C > 0: |f(x)| < C pro p-skoro vSechna x € X}, p =00
znacené jako || f||Lr(x,s,.) konecné. Je-li z kontextu jasné, na jaké o-algebie

S pracujeme, piSeme zkracené LP(X, u) nebo dokonce LP(X), pokud je p
Lebesgueova mira,

o |u|... variace znaménkové miry p, vizte Definici [13]
e ut, p~ ... kladnd a zdpornd édst znaménkové miry p, vizte Lemma [17]

o f(z)du(x)...znaménkova mira s hustotou f vzhledem ke znaménkové mife
1, vizte Lemma |18,

o« M(X)... prostor vSech znaménkovych mér na B(X), kde X C R, vizte
Lemma [I9] a Definici [15]

o« Df ... mérova derivace funkce f, vizte Definici Lemma [21} a poznamku
ihned za nim,

e BV(a,b)... prostor funkci s konecnou variaci na omezeném intervalu

(a,b) C R, vizte Definici [17]

e« BPV([a,b])... prostor funkeci s koneénou bodovou variaci na intervalu

la,b] C R, vizte Definici 18]

e fif ... piirtstkova derivace funkce f, vizte Vétu [






Uvod

Predpokladejme, ze na intervalu [a, b] C R Tesime soustavu

)=c
) = cs(t)a(t) + ca(t)y(t) + h(t),
)

= (w0, o)

pro nezndmé funkce z, y : [a,b] — R, kde ¢y, ¢3, ¢3, ¢4, g, h € C([a, b]) jsou pevné
dané funkce a xg, yp € R jsou pevné dand ¢isla. Z teorie obycejnych diferencialnich
rovnic vime, ze dvojice z, y € C1([a, b]) Fesi tuto soustavu pravé tehdy, kdyz jsou
pro vSechna t € [a, b] splnény integralni rovnice

—a:0+/cl ds+/cz ds+/
—yo—l—/03 ds—l—/04 d8+/

Déle vime, Ze existuje pravé jedna dvojice x, y € C''([a, b]) fesici tyto rovnice.

Carathéodoryho teorie feseni nam tika, ze pokud v predchozim pozadujeme
pouze ¢y, ¢z, 3, ¢4, g, h € L'([a,b]), tak existuje pravé jedna dvojice funkei
z, y € AC([a,b]) Tesici uvedené integralni rovnice, kde AC([a,b]) zna¢i mnozinu
vsech absolutné spojitych funkei na intervalu [a, b]. To je navic ekvivalentni tomu,
Ze rovnice

x'(t) = cr(t)x(t) + cat)y(t) + g(t),
y'(t) = ca(t)a(t) + ca(t)y(t) + h(t)

jsou splnény pro skoro vsechna t € [a, b].

Vsimnéme si, Ze pokud pro ¢; € L'([a, b]) definujeme Radonovu znaménkovou
miru p., predpisem p., (A) := [, c1(s)ds a obdobné pro miry pe,, pess Pess Pgs Phy
tak lze integralni rovnice vyse zapsat jako

= x0+/ s)dpe, (s —i—/ $) dpe, (s +/ dpgy(s)

=1 + / ) dpe,(s) + / s) dpe,(s) + / dpn(s

Vsechny miry v téchto rovnicich jsou pomérné ,hezké®, konkrétné tzv. abso-
lutne spojité vzhledem k Lebesqueovée mire, coz znamend, Ze pokud je A(A) = 0,
tak nutné i p., (A) = 0 (a stejné pro pe,, Pess Pess Pgs Pr)s kde A znaci Lebesgue-
ovu miru. Prirozené se nabizi otazka, co se stane, kdyz néktera z mér jiz nebude
absolutné spojitda vzhledem k Lebesgueové mire, ale bude to obecnd Radonova
znaménkova mira. Takova mira mtze na rozdil od predchozich priradit nenulové
c¢islo i jednobodové mnoziné, a tak nelze cekat, ze by si feseni zachovalo stejnou
kvalitu. Ma v takovém pripadé jesté viibec smysl hovorit o bodové derivaci, nebo
je potteba pouzit obecnéjsi pojem derivace? Které z mér 1ze uvazovat jako obecné



Radonovy znaménkové miry, aby pak stale platily zékladni véty jako jednoznac-
nost reseni, Liouvilleova formule nebo variace konstant?

V nasledujicim textu ukazeme, ze pokud jsou p., a p, obecné Radonovy zna-
ménkové miry, tak existuje pravé jedna dvojice (z,y) € AC([a,b]) x BV ((a,b))
resici prislusné integralni rovnice, které jsou navic opét ekvivalentni jistym rov-
nicim pro derivace. Zatimco u funkce x pijde stale o derivaci bodovou, funkce y
jiz nové nepatii do prostoru AC(]a,b]), ale do prostoru funkei s koneénou variaci
na (a,b) znaceného BV ((a,b)), jejichz derivaci je Radonova znaménkova mira.
Prostor funkei s kone¢nou variaci ma vsak dvé rtizné definice, které davaji vznik-
nout dvéma nahledtim na derivaci jakozto znaménkovou miru, ¢emuz se budeme
vénovat v prvni kapitole. Nasledné ukazeme, Ze TeSeni splnuje analogickou verzi
zakladnich vét z teorie obycejnych diferencialnich rovnic. Na konkrétnich prikla-
dech také nahlédneme, Ze pokud dovolime obecnéjsi miru i jinde, tak uz prislusné
feSeni nemusi nékterou ze znamych vét splnovat.

Po odvozeni zakladni teorie tyto vysledky aplikujeme na vybrané problémy
spojené s linearnimi rovnicemi druhého radu ve tvaru

2"(t) + P(t)z'(t) + Q(t)x(t) = 0,

kde P € L'([a,b]), ale Q je Radonova znaménkova mira. Rovnice tohoto typu se
prirozené objevuji v mnohych fyzikalnich aplikacich, vizte napt. ¢lanek [8]. Pro
rovnice druhého radu konkrétné dokazeme analogii Sturmovy srovnavaci véty a
budeme zkoumat vlastnosti feseni obecnéjsi Sturm-Liouvilleovy tlohy. Nakonec
se vratime k soustavam a podivame se na pripad s periodickymi koeficienty.

Poznamenejme, ze zobecnénim soustav linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic se ve vétsi obecnosti zabyva napf. kapitola 8 ve skriptech [10]. Zatimco nas
pristup je zaloZzen na pouziti znalosti ze zakladnich kurzti teorie miry a funkcio-
nalni analyzy, uvedena skripta se teorii miry vyhybaji a namisto toho pouzivaji
méné znamy typ integralu nazyvany Kurzweil-Stieltjestiv integral.



1. Pomocné definice, tvrzeni a
znaceni

V této ivodni kapitole zavedeme pojmy, s nimiz budeme déle v textu pracovat,
a pripomeneme nebo dokazeme uziteénd tvrzeni, kterd pro tyto pojmy plati.

1.1 Absolutné spojité funkce

Definice 1. Necht —co < a < b < oo. Rekneme, Ze funkce f : [a,b] — R je na
intervalu [a,b] absolutné spojitd, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové,
Ze pro kazdy konecny systém {(a;,b;) C [a,b] i =1,...,n} po dvou disjunktnich
intervali spliiugicich Y1, |b; — a;| < 6 plati 31, |f( ) fla;)] < €. MnoZinu
vsech absolutné spojitijch funkei na intervalu [a,b] znacime AC([a,b]).

Véta 1. (Charakterizace AC funkei). Necht [a,b]) C R a f : [a,b] — R. Potom
jsou nasledujici podminky ekvivalentni.

(a) f € AC([a, b]).
(b) Ve skoro vsech t € [a,b] existuje viastni f'(t), f" € L*([a,b]) a plati

¢
a) +/ f'(s)ds VYt € [a,b].
(c) Ezistuje funkce g € L'([a,b]) takovd, Ze
¢
a) +/ g(s)ds Vt € [a,bl,

neboli funkce f je tzv. neurcity Lebesqueuv integral funkce g. V takovém pri-
padé pak navic f'(t) = g(t) pro s.v. t € [a,b.

Diikaz. Plyne z tvrzeni v [7), sekce 15.4].

Lemma 1. Necht f, g € AC([a,b]). Potom

(a) fg € AC([a,b]) a pro s.v. t € [a,b] je (fg)'(t) = f'(t)g(t) + f(1)g'(t) € R,
(b) pokud g(t) # 0 pro vsechna t € |a, b, tak € AC([a,b]) a pro s.v. t € [a, b

1Y o P09 — F0)9'(0)
(5) - FE e e

(c)
/ab f(6)g(t) dt + / = [fgl’ == F(b)g(b) — f(a)g(a).

Diikaz. Body (a) a (b) jsou dusledky Véty . Cast (c) lze nalézt v [T, sekee 15.4].
[l



1.2 Teorie miry a integralu

Nésledujici definice a tvrzeni jsou povétSinou prevzata z textu [5], a tak
nebude-li Teceno jinak, prislusny dukaz lze nalézt v tomto zdroji. Alternativou
muze byt téz kniha [4].

Definice 2. Systém S podmnozin mnoziny X se nazyvd o-algebra na X, pokud
plati

(a)D €S,
(b)) AcS = X\AeS,

(c){A;:jENICS = ;O’lAjes.

Rekneme, Ze dvojice (X,S) je méritelny prostor, pokud X je mnoZina
a S je o-algebra na X. Proky systému S pak nazjvime S-méritelné mnozZiny.

Definice 3. Necht (X,T) je topologicky prostor. Nejmensi (vzhledem k inkluzi)
o-algebru S na X spliujici T C S nazveme borelovskou o-algebrou na (X,T)
a znacime ji B(X,T). Je-li z kontextu jasné, jakou topologii na X uvaZujeme, tak
budeme pouZivat zkricené znaceni B(X). Prvkim B(X,T) rikime borelovské
mnoziny.

Je znamym faktem, ze v definici borelovské o-algebry lze misto otevienych
mnozin uvazovat uzaviené mnoziny a dostaneme totéz.

Nebude-li feceno jinak, tak budeme dale na R uvazovat vzdy eukleidovskou
topologii 7. a na jakékoliv podmnoziné X C R budeme uvazovat topologii pod-
prostoru zdédénou z (R, 7T¢).

Lemma 2. Necht (X, T) je Hausdorffiv o-kompaktni topologicky prostor, tj. exis-
tuji kompaktni mnoziny K, C X, n € N takové, Ze X =72, K,,. Potom B(X,T)
je rovna nejmensi o-algebre na X obsahujici vsechny kompaktni podmnoZiny X,
kterou oznacme IC(X,T).

Diikaz. Misto K(X,T) a B(X,T) budeme zkracené psat K a B.

K C B: Necht K C X je kompaktni. Jelikoz (X,7T) je Hausdorffiv,
K je uzavrena, z ¢ehoz plyne, ze K € B. Tedy B je o-algebra obsahujici vSechny
kompaktni podmnoziny X, a tudiz i celé .

B C K: Necht F' C X je uzaviena a polozme F,, = F N K,, n € N. Potom
kazda F,, je uzaviena (jakozto prunik dvou uzavienych mnozin) a je to podmno-
zina kompaktu K, tudiz je kompaktni. Navic F' = ;> F},, tj. F' je spoCetnym
sjednocenim prvka K. Jelikoz K je z definice uzaviend na spocetna sjednoceni,
tak F' € K. Tedy K je o-algebra obsahujici vSechny uzaviené podmnoziny X, a
tudiz i B.

O

Lemma 3. Necht I C R je omezeny interval. Potom B(I) = KC(I).

Dukaz. Kazdy metricky prostor je Hausdorffiv, a tak zbyva ukazat, ze I je
o-kompaktni. Necht a < b jsou krajni body intervalu /. Potom o-kompaktnost



plyne z rovnosti

o b— b—
(a,b) = nL:Jl [a 4+ 3na’ b— Bna]
) h—
la,b) = nL:J1 [a, b— 3na}
(e.) b _
(a,b] = nL:jl o+ Sna7 b|

a toho, Ze [a, b] je kompaktni.
[

Definice 4. Necht (X,S) je méritelny prostor. Zobrazeni u : S — [0,00] se
nazyvda mira na S, pokud splnuje

(a) p(0) =0,
(b) pro kazdy systém {A; € S : j € N} po dvou disjunktnich mnozin plati

7 (G Aj) = iu(Aj)-

Trojici (X, S, ) pak nazveme prostor s mirou.

Definice 5. Necht (X, S, n) je prostor s mirou a necht je na X ddna topologie T .
Rekneme, Ze u je

(a) borelovskd, pokud S = B(X,T);

(b) spojitd v bodé x € X, pokud {z} € S a u({z}) =0;

(c) spojitd, pokud je spojitd v kazZdém bodé x € X ;

(d) uplnd, jestlize pro kazdou A € S spliujici u(A) = 0 plati implikace

BCA = (BeSAuB)=0);

(e) konecnd, pokud u(X) < oo;
(f) tésnd, pokud (X,T) je Hausdorffiv prostor, IK(X,T) C S a pro kaZdou
E € 8 plati u(E) = sup{u(K) : K C E, K je kompaktni};
(9) Radonowva, jestlize (X,T) je Hausdorffiv lokdlné kompaktni prostor a
plati nasledujici podminky:
(i) je-li K C X kompaktni, tak K € S a pu(K) < oo,
(17) p je tésnd.

Definice 6. Necht ;i je mira na S a v je mira na S'. Rekneme, Ze (v, S') rozsi-
ruje (u,S), pokud S C 8" a pu(A) = v(A) pro kaZdou A € S. Naopak rekneme,
ze (v,8") zuzuje (u,S), pokud &' C S a u(A) = v(A) pro kazdou A € S'.

Lemma 4. Necht (X,S, ) je prostor s mirou a necht je na X ddna metrika.
Necht i je konecnd borelovskd (vici dané metrice) a X je o-kompaktni. Potom p
je tésna.



Diikaz. Jde o dusledek véty [9, str. 342, Véta 16.83].
[

Lemma 5. Necht I C R je omezeny interval a (I, S, i) je prostor s mirou. Pokud
W je konecnd borelovska, tak uz je Radonova. Naopak je-li p konecnd Radonova,
tak B(I) C S a kdyz p zizime na B(I), dostaneme konecnou borelovskou miru.

Diikaz. Necht p je konecna borelovskda mira a K C [ je kompaktni. Kazda
kompaktni mnozina v metrickém prostoru je uzavrena, tudiz i borelovska. Jelikoz
u je z predpokladu borelovska, tak K € B(I) = S. Navic p je konefnd, a tak
w(K) < p(l) < oo, éimz je ovéfena podminka (i) z definice Radonovy miry.
Z dikazu Lemmatu [3] plyne, ze I je o-kompaktni, a tak je p diky Lemmatu [4]
tésnd, tj. spliiuje i podminku (ii) z definice Radonovy miry. Tudiz p je Radonova.

Nyni necht i je koneéna Radonova mira. Jelikoz kazda kompaktni podmnozina
I je z definice S-méritelnd, tak nutné K(/) C S. Diky Lemmatu [3| pak plati
B(I) = K(I) C S. Zazime-li p na B(I), tak jde pfimo z definice o borelovskou
miru a zuzeni kone¢né miry je konecnd mira.

]

Definice 7. Necht (X,S) je méritelny prostor, D € S. Funkce f : D — R se
nazgvd S-méritelnd na D, pokud pro kazdij interval I C R plati f~(I) € S, kde
f7YI) 2naci vzor mnoZiny I pri zobrazeni f. Je-li D = X, tak zkrdcené rekneme,
zZe f je S-méritelnd.

Necht i je mira na S, D' C X. Potom rekneme, Ze f : D' — R je
pw-méritelnd na D € S, jestlize existuje D" € S, D" C D’ takovd, Ze
w(D\D")=0 a f je S-méritelnd na D". Je-li D = X, tak zkrdcené rekneme, Ze
f je p-meritelnd.

Poznamenejme, 7e pokud f : D — R je S-métitelnd na D € S, tak i funkce f7,
f~ definované predpisem f*(z) = max{f(z),0} a f~(z) = max{—f(z),0} jsou
S-méfitelné na D aplati f = ft—f~, |f| = [T+ f~. Obdobné pro p-méfitelnost.

Definice 8. Necht (X, T) je topologicky prostor. Funkce f : X — R se nazgvd
borelovskd, pokud pro kazdyj interval I C R plati f~'(I) € B(X,T).

Lemma 6. Necht (X,T) je topologicky prostor a f : (X, T) — R je spojita.
Potom f je borelovsk.

Definice 9. Necht (X, S), (Y, T) jsou méritelné prostory a f : X — Y. Rekneme,
Ze funkce f je S — T méritelnd, jestlie pro kazdé E € T je f~Y(F) € S.

Lemma 7. Necht (X,S), (Y,T) jsou meritelné prostory a f : X — Y. Necht G
je soubor podmnozin mnoZiny Y a T je nejmensi o-algebra obsahujici G. Potom
f je S — T méritelnd prdve tehdy, kdyz pro kaZdé E € G plati f~Y(E) € S.

Lemma 8. Necht (X,S,u) je prostor s mirou, (Y,T) je méritelny prostor a
f:X =Y jeS—T meritelnd funkce. Potom zobrazeni f(u) : T — [0, 00]
definované predpisem

F)(E) = u(f(E), E€T

je mira, kterd se nazyvd obraz u pri zobrazeni f.

10



Lemma 9. Necht (X,S,pn) je prostor s mirou, (Y,T) je méritelny prostor a
f: X =Y jeS—T meéritelnd funkce. Potom pro kaZdou T -méritelnou funkci
u:Y — R plati

| df ) = [ ulf@) ),
ma-li aspon jeden z integraliu smysl (tj. mize byt ¢ nekonecny).

Lemma 10. Necht (X, S, u) je prostor s mirou a f : X — [0,00) je nezdpornd
p-meéritelnd funkce. Definujme zobrazeni v : S — [0, 00| predpisem

V(A) = /A f(a)du(z), A€ S.

Potom v je mira, kterd se nazjvd mira s hustotou f wvzhledem k . Funkce
f se pak nazyvd hustota miry v vzhledem k 1. Skutecnost, Ze mira v je mira
s hustotou f vzhledem k u, budeme zkrdacené psat jako dv(x) = f(z)du(z).

Nésledujici lemma ukazuje, pro¢ volime zrovna zépis dv(z) = f(x) du(z).

Lemma 11. Necht p, v jsou konecné miry na o-algebre S a f je hustota miry v
vzhledem k p. Potom pro kazZdou p-méritelnou funkci g na A € S plati

J @) dv(a) = [ g(@)f(@) dn(a)

A

pokud mda aspon jeden z integraliu smysl.

Lemma 12. (Spojitost integrélu). Necht (X,S,u) je prostor s mirou a
f e LYX,8,u). Potom pro kaZdé ¢ > 0 existuje & > 0 takové, Ze

(AeSAuA) <o) = /A|f(m)|d,u(m)<e.

Lemma 13. Necht I C R je omezeny interval a (I,S,p) je prostor s konecnou
Radonovou mirou. Potom pro kaZdé p € [1,00) je prostor LP(I, u) separabilni.

Diikaz. Necht p € [1,00). Podle [5], str. 39, Véta 17.7] (v tomto zdroji sym-
bol LP(X) znamena LP(X, u)) jsou jednoduché funkce husté v LP(I, u), pricemz
funkce se nazyva jednoduchd, pokud je linearni kombinaci charakteristickych
funkci S-méfitelnych mnozin.

Necht £ € S. Podle Lemmatu [5| plati B(I) € S a z Definice |5| je p tésna.
Diky [9] str. 341, Lemma 16.79] pak pro kazdé ¢ > 0 existuje oteviend mnozina
G takova, ze E C G C T a u(G\ E) < e. Potom

/1 Ixa(z) — xe(2)F du(x) = / du(z) = p(G\ E) < e

G\E

Dle [7, str. 535, Véta 10.3.20] je kazdd otevienda G C I rovna spocetnému
sjednoceni po dvou disjunktnich otevienych intervali I, € I, n € N. Podle
Leviho vety (5, str. 11, Disledek 4.14]) pak

[ xel@)duta) = [ 1au(r) = i IRUICE i [ (@) duta).
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Tudiz existuje N € N takové, ze (diky disjunktnosti I,,)
| X6@) = (xi @) + -+ xay (@) dufa / va(@) dula

_Z/Xln ) dp(x Z/Xln ) dp(x

n=N-+1

Odsud plyne, Ze mnozina vsech linedrnich kombinaci charakteristickych funkei
otevienych intervalu lezicich v I je hustd v LP(I,pu). Necht J C I je otevieny
interval a I znac¢{ uzaver I v R. Potom existuji spojité funkce f,, : T — [0,1],n € N
takové, ze f,(x) — xs(x) pro kazdé x € I. Diky [, str. 15, Véta 6.2] s majorantou
1 (konstantni funkce s hodnotou 1) plati (spojité funkce jsou borelovské, a tedy
p-métitelné)

Jin [ (@) = ful@) dutw) = 0,

a tudiz prostor C'(1) je husty v Lp(] ).

Podle [0, str. 6, Véta 1.26] je C(I) separabilni jakozto metricky prostor s
metrikou p(f, g) := sup,7|f(z) — g(z)|. Necht f € C(I) a D je spoetnd hustd
mnozina v (C(I), p). Pro kazdé e > 0 pak existuje g € D takova, ze

sup | f(a) — g(x)| < /).

xel
Potom vsak

1@ = 9@ du(a) < e (1),

a tedy D je spocetnd hustd podmnozina LP(1, u).
O

Lemma 14. Necht I C R je omezeny interval a (I,S,pn) je prostor s konecnou
Radonovou mirou. Necht p € [1,00), h € LP(I,p) a pro kazdy otevreny interval
J C I plati

/J h(z) du(z) = 0.

Potom h = 0 p-skoro vsude.

Diikaz. Necht pro spor h neni p-skoro vsude nulova. Necht G C I je oteviend a
{I, C I :n € N} je soubor po dvou disjunktnich otevienych intervalt spliiujici

= U I,
n=1
Potom pro kazdé x € I plati
Z h(z)xr,(x) = h(x)xa(x).

Pro kazdé N € N a kazdé x € I navic

N

> h(@)x, (@)

n=1

< [n(2)|

12



a |h| je diky h € LP(I, ), konecnosti u a Holderové nerovnosti u-integrovatelnd.
Podle [3, str. 15, Disledek 6.3] tak

/G /Zh x)x1, (x) dp(z Z/h x)xr, () du(zr) =
:nZl/In h(z) dp() :;o 0.

Necht £ € S a € > 0. Ze spojitosti integralu (Lemma plyne existence
0 > 0 splnujiciho

(AeSAuA) <d) — /A]h(:zr)\du(x)<e

Podle [9] str. 341, Lemma 16.79] navic existuje oteviend G C I takovd, ze £ C G
a u(G\ E) < 6. Potom pro kazdé ¢ > 0

h(z)d = h(x)du(z) — h(z) du(x)| = h(z)d
E G G\E G\E

< QJM@MM@<6

a tedy [ph(z)du(z) = 0 pro kazdou E € S. Oznacime-li E; = h~'((0,00)),
E_ = h7'((-0,0)), tak diky métitelnosti h je F,, E_ € S. Jelikoz h neni
p-skoro vsude nulovd, tak nutné u(E,) > 0 nebo p(E_) > 0. Bez Gjmy na obec-
nosti necht p(E,) > 0. Potom ale [ h(z)du(x) > 0, coz je spor.

O

Lemma 15. Necht (X, S, 1) je prostor s mirou. Definujme

S:={ECX:3FE, E €S8 sphiujici E, C E C E* a u(E*\ E,) = 0},
A(E) : = w(E,) = p(E"), E€S.

Potom S je a-algebra, T je tiplnd mira na S a (1, S) rozsiruje (u,S). Navic
I je mejuzsi rozsireni p na uplnou miru v tom smyslu, Ze pokud (v,T) rozsiruje
(1, S) a v je dpind, tak S C T a v(A) = u(A) pro kaZdou A € S, neboli (v, T)
rozsiruje (i, S).

Definice 10. Necht (X, S, ) je prostor s mirou. Dvojici (ji,S) definovanou v
predchozim lemmatu nazveme zdplnénim (u,S).

Definice 11. Necht (X,S), (Y,T) jsou méritelné prostory. Oznacme
SXxT={AXxBCXxY:AeS,BeT}
Symbolem S ® T budeme znacit nejmensi o-algebru na X XY obsahujici S x T .

Lemma 16. Necht (X,S, ), (Y,T,v) jsou prostory s konecnou mirou. Potom
existuje prave jedna mira p @ v na S ® T takovd, Ze

(V) (Ax B)=pu(A)v(B), AeS, BeT.

13



Véta 2. (Fubiniho véta). Necht (X,S,pn), (Y,T,v) jsou prostory s konecnou
uplnou mirou. Necht f je (u @ v)-meritelnd funkce na (S ® T )-méritelné mnoziné
M C X x Y. Predpokladejme, Ze integral

| fa) dE@v)e,y)
ma smysl (tedy mize byt i nekonecny). Oznacme

M*> ={yeY:(z,y) € M}, z€ X,
MY ={reX:(z,y) e M}, yeY.

Potom md pro p-skoro vsechna x smysl integrdl

ole):= [ flay)duly),

g je pu-meritelnd a také ma smysl integrdl

/9@ du(a)

Obdobné ma pro v-skoro vsechna y smysl integral

h(y) == f(z,y) du(x),

M*Y

h je v-meéritelnda a md smysl integrdl

/Y h(y) dv(y).

Navic plati

/X (/M f(z,y) dV(y)) dp(r) = /M flxy) d(p@v)(z,y) =
= /Y< - f(z,y) du(x)) dv(y).

Definice 12. Necht (X,S) je méritelny prostor. Zobrazeni i : S — R se nazgvd
znaménkovd mira na S, pokud spliuje

(a) 1(0) =0,
(b) pro kazdy systém {A; € S : j € N} po dvou disjunktnich mnoZin plati

1 (@ Aj) = iM(Aj)-

Trojici (X, S, 1) pak nazveme prostor se znaménkovou mirou.

Oproti definici miry nepripoustime, aby znaménkova mira nabyvala hodnotu
+00, ackoliv bychom mohli. V tomto textu si vSak vystac¢ime se znaménkovymi
mérami s hodnotami v R.

14



Definice 13. Necht (X,S,p) je prostor se znaménkovou mirou. Zobrazeni
| = S = [0, 00] nazgvané variace u definujeme predpisem

|| (A) = sup {Z |1(A;)] : A; € S po dvou disjunktni, | A; € A} ,AeS.
=

Jj=1

Lemma 17. Necht (X,S,u) je prostor se znaménkovou mirou. Potom |u| je
konecnd mira na S. Navic ezistuje jednoznacné urcend dvojice konecnijch mer
wt, = na S takovd, Ze pro kazdou A € S plati

p(A) = p"(A) — p~(A),
ul(A) = pP(A) + = (A).
Mira p* se nazyjvd kladnd édst p, mira = se nazjvd zdpornd &dst i a rozklad
w=pu" — " se nazyjvd Jordaniv rozklad .

Definice 14. Necht (X, S, ) je prostor se znaménkovou mirou a p = pu+ — p~
je jeji Jordaniv rozklad. Necht je na X ddna topologie T . Rekneme, Ze u je

(a) borelovskd, pokud S = B(X,T);
(b) Radonowva, jestlize u* a p~ jsou Radonovy.
Necht D € S a f: D — R je S-meritelna na D. Potom definujeme

[ f@ydute) = [ f)dpt @) = [ f(a) dp o),

pokud md rozdil na pravé strané smysl.

Lemma 18. Necht I C R je omezeny interval, (I,S,p) je prostor s Radono-
vou znaménkovou mirou a f € LY (I,S,|u|). Definujme v : S — R predpisem
v(A) = [, f(x)du(z), A € S. Potom v je Radonova znaménkovd mira na S a

dv™(z) = fH(x) dp™ () + [~ (z) dp” (2),
dv™(z) = [~ (x) dp™ () + [ (z) dp” (2),
dlv|(x) = |f ()| d|p|(z)-

Zobrazeni v nazveme (znaménkovou) mirou s hustotou f vzhledem k 1 a
znacime dv(z) = f(z)du(z). Funkci f pak nazveme hustotou v vzhledem k .
Je-li navic g € L'(I, 8, |v|), tak pro kaZdou A € S plati

J @) dv(a) = [ g()f(@) du(a)

Diikaz. Podle Lemmatu (10| jsou zobrazeni v+ a v~ definovanéd predpisem jako
ve znéni dokazovaného tvrzeni miry na S. Jelikoz z f € LY(I,S,|u|) plyne
fe LNI,S,u") a f e LYI,S,u7) (a tudiz totéz plati i pro f* a f7), tak
jsou to navic miry konecéné. Jejich rozdil je tudiz znaménkova mira na S. Necht
A € §. Potom diky konecnosti vSech integrala plati

) v () = [ @ et @) + [ @ di @)= [ @) dit () -
_ /Af+(x) du=(z) = /A <f+(x) - f_(x)) At — p) (@) =
— [ 1@ du(w) = v(4).
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Tedy v je skuteéné znaménkovd mira a v+ — v~ je jeji Jordanuv rozklad. Analo-
gickym vypoctem ovérime, ze

v (A) (A = [ (@) + @) det+p0)@) = [ 1F@)]dlul),

a tudiz opravdu d|v|(z) = |f(z)|d|p|(z).

Zbyvé ukazat, ze pokud je u koneénd Radonova mira a f € LY(I,S,u) je
nezapornd, tak dv(z) := f(x)dpu(z) je Radonova (mira vt ze znéni lemmatu je
totiz souc¢tem dvou takovych mér, stejné tak v 7).

Jelikoz p je Radonova, tak pro kazdou kompaktni K C [ plati K € S. Dale

v(K) = [ f@)du@) < [ f@)du(@) = [ 17@)]du(a) < oo

diky f € LY(I,S, ), ¢imZ je ovéfena prvni podminka z definice Radonovy miry.
Ze spojitosti integralu (Lemma plyne, zZe pro kazdé € > 0 existuje o > 0
takové, ze

(BeSAuB)<d) = /B Flo) du(z) < e.

Necht A € S, € > 0 jsou dany a 6 > 0 je prislusné o ze spojitosti integralu
vyse. Diky tésnosti p existuje kompaktni K C A takova, ze u(A\ K) < §. Potom
V(A\ K) = [ag f(x)du(z) < €, ¢imz je ovéfena i druhd podminka z definice
Radonovy miry.

Dodatek o funkci g snadno plyne z Lemmatu

O

Lemma 19. Necht (X, S) je méritelny prostor a oznacme jako M(X,S) mnozinu
vsech znaménkouvych mér na S. Definujme || - || m(x.s) : M(X,S) — [0,00) pred-
pisem ||p|| mx.s) = |0|(X). Potom || - || am(x,s) je norma na M(X,S) a M(X,S)
je s touto normou Banachuv prostor.

Dile jsou-li p, v € M(X,S), tak pro vsechna A € S plati

|+ v[(A) < [ul(A) + [v|(A).

Diikaz. Lze nalézt v [9, str. 346, Véta 16.98].
Definice 15. Necht X C R. Potom znacime M(X) = M(X,B(X)).

1.3 Funkce s kone¢nou variaci

Pro potreby pozdéjsich kapitol je zcela klicové zadefinovat novy druh derivace,
ktera uz nebude definovana bodové, ale stéale si zachova néjakou z ,,nebodovych*
vlastnosti klasické derivace. Prvni moznosti je vyjit z integrace per partes. Necht
[a,b] C R a oznacme (zde i déle v textu) jako D((a, b)) mnozinu vSech funkei t¥idy
C>((a,b)) s kompaktnim nosicem v (a,b). Je-li f € C'([a,b]) a p € D((a,b)), tak
podle véty o integraci per partes plati

[ @@ ar=— [ Fapa s
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Vsimnéme si, ze f'(x) dzr je diky Lemmatu [18) Radonova znaménkova mira. Pred-
chozi vztah nas tak vybizi k tomu zadefinovat novou obecnéjsi derivaci jako Ra-
donovu znaménkovou miru D f spliujici

[ @@ == [ o)D)

pro kazdou ¢ € D((a,b)). Takové derivaci budeme pro tcely této prace fikat
meérovd derivace (Castéji znamé jako distributioni derivace).

Druhou moznosti je vyjit z tzv. Newton-Leibnizova vzorce, ktery rika, ze po-
kud je f € C'([a,b]), tak pro kazdy podinterval [c,d] C [a, b] plati

f@) -~ f(e) = [ ) da

Nabizi se tak zadefinovat novou derivaci jako Radonovu znaménkovou miru sy
spliujici pro kazdy podinterval [¢,d] C [a, b] vztah

£d)~ 7e) = [ dngla)

Je ale potreba rozhodnout, pres interval kterého typu integrovat. Jelikoz obecna
Radonova mira nemusi byt v kazdém bodé spojita, integraci napt. pres intervaly
(¢,d) a (¢, d] muzeme dostat jiny vysledek.

I kvili témto dvéma nahlediim na zobecnénou derivaci vznikaji dvé rtizné de-
finice pro funkci s kone¢nou variaci. Nejprve se budeme vénovat mérové derivaci a
z ni plynouci definici funkce s kone¢nou variaci a posléze se budeme zabyvat deri-
vaci definovanou skrze Newton-Leibniztuv vzorec, které budeme tikat priristkovd
derivace. Poznamenejme, ze ani termin prirustkova derivace neni nijak rozsiteny
a jde jen o pojem zavedeny pro potieby této prace.

Definice 16. Necht (a,b) C R je omezeny interval, f € L'((a,b)) a ((a,b),S, )
je prostor s Radonovou znaménkovou mirou. Rekneme, Ze ju je mérovd derivace
funkce f na (a,b), pokud pro kazdou ¢ € D((a,b)) plati

[ @i == [ o) duto) (1)

Vsimnéme si, ze podle Lemmatu je kazda mérova derivace funkce
f € L' ((a,b)) definované alesponi na B((a, b)). Nasledujici lemma nédm pomuZze k
dikazu toho, ze mérova derivace je v jistém smyslu urcena jednoznacné.

Lemma 20. Necht I C R je omezeny interval, (I,S, 1) je prostor s Radonovou
mirou a f : I — R je borelovskd. Oznacme jako up zuzeni p na B(I). Potom pro
kazdou A € B(I) plati

[ @) duta) = [ (@) dus(a),
A A
pokud md aspon jeden z integrdaliu smysl.

Dukaz. 7 konstrukce integralu podle obecné miry staci ukazat, ze tvrzeni plati
pro f nezapornou.
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>: Podle definice integralu je [, f(x) du(x) roven

sup{z%,u i) i {As, ... A jerozklad A, 0 <a; < fnaAj, j=1,...,n¢,

7j=1

pricemz soubor {4, ..., A,} nazveme rozkladem mnoziny A, pokud Ay,..., A,
jsou po dvou disjunktni prvky S spliujici A = U}_; A;. Definice [, f(z)dus(z)
je velmi podobnd, jen musime v predchozim zménit podminku Aq,..., 4, € S na
Ay, ..., A, € B(I) C S, neboli jednd se o supremum z mensi mnoziny (vzhledem
k inkluzi), tudiZ nerovnost > plati.

<: Necht ¢ > 0. Podle definice integralu existuji A;,..., 4, € S po dvou
disjunktni mnoziny a aq, ..., a, realnd cisla takova, ze A =U7_; A4;, 0 < a; < f
naAjproj=1,...,na

/f ) dps(x Z%u %

Z tésnosti Radonovy miry pro kazdé j = 1,...,n existuje kompaktni K; C A;
takovd, Ze p(4;) < gra5ay + n(KG). Oznacme K = Uj_, K; € B(I). Potom
{Ki,...,K,} CB(I) jerozklad K a 0 < a; < f na K pro kazdé j =1,...,n
Odsud dostavame

Z%u Zf:%( (A \ Kj) + p(K )<Zozj <2n(1+a])+M(Kj)> <

j=1 J=1

g% Z:: (K +/ r) dps(v §+/Af(93) dps(z),
tudiz "

/f )du(z) < Z %S / f(x) dpp(z
pro kazdé € > 0, neboli skutecné [, f(z)du(z) < [4 f(x) dus(z).

]

Lemma 21. Necht (a,b) C R je omezeny interval, f € L'((a,b)) a p, v jsou dvé
meérové derivace f na (a,b). Potom ug, vg definované jako v Lemmatujsou také
meérové derivace f na (a,b) a pg = vg. Zizend libovolné mérové derivace funkce
f na borelovskou o-algebru B((a,b)) budeme znacit jako Df € M((a,b)) nebo
D f(ap), bude-li potreba zdiraznit, na kterém intervalu pracujeme. Z predchoziho
plyne, Ze Df je urcena jednoznacné.

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze ztzeni Radonovy znaménkové miry na borelov-
skou o-algebru B((a,b)) je Radonova znaménkova mira. Necht ¢ € D((a,b)).

Potom ¢ je spojita, a tedy i borelovska. Navic (a,b) € B((a,b)). Pouzitim pred-
choziho Lemmatu 20| na miry u* a pu~ dostaneme, Ze plati

b
1@ @yde == [ pydut) =~ | o) dus(o),
neboli g je mérova derivace f na (a,b).
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Rovnost pg = v plyne z [9, str. 87, Lemma 6.1].
[

Kdykoliv budeme déle v textu mluvit o mérové derivaci funkce f, budeme mit
na mysli tuto jednoznacné urcenou znaménkovou miru D f.

Zamysleme se nyni nad tim, proc¢ jsou pozadavky na kvalitu mérové deri-
vace pomérné prirozené. Ze vztahu plyne, ze kazda ¢ € D((a, b)) musi byt
S-méritelna. Jelikoz jde o spojitou, a tudiz borelovskou funkci, tak lze méritel-
nost vsech téchto funkei zajistit tim, ze B((a,b)) C S. Pokud bychom pozadovali
ptimo S = B((a,b)), tak by mérova derivace byla borelovskd, diky Lemmatu
jednoznac¢né uréena a podle Lemmatu [5| dokonce Radonova. Pokud pozadujeme
obecnéjsi podminku B((a,b)) C S, tak uz muze teoreticky existovat vétsi mnoz-
stvi mérovych derivaci téze funkce. Pridame-li vSak pozadavek ,radonovskosti®,
tak hodnota integralu [, () du(z) stejné zdvisi pouze na up (Lemma a
zizeni na B((a,b)) je pro vSechny mérové derivace stejné (Lemma [21). V tomto
smyslu je mérova derivace stale urcena jednoznacné.

Nyni pfichézi na fadu (prvni) definice funkce s koneénou variaci.

Definice 17. Necht (a,b) C R je omezeny interval. Definujeme

BV ((a,b)) = {f € L'((a,b)) : existuje Df € M((a,b))},
I Bvi@py = 1f @by + D fllmapy-

Pokud f € BV ((a,b)), tak rekneme, Ze f je funkce s koneénou variaci na
intervalu (a,b).

Podle Lemmatu (17| je variace (vizte Definici[13)) mérové derivace konecna, coz
odhaluje ptivod nazvu ,,s kone¢nou variaci®.

Lemma 22. Necht (a,b) C R je omezeny interval. Potom || - ||y ((ap)) je norma
na BV ((a,b)) a BV ((a,b)) je s touto normou Banachiv prostor, pokud ztotoznime
funkce, které se rovnaji skoro vsude.

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze BV ((a, b)) je vektorovy prostor.

Je-li || f||Bv((ap)) = 0, tak specidlné || f||1(ap)) = 0, a tedy f = 0 skoro vsude.
Zbylé vlastnosti normy snadno plynou z toho, ze || - ||11(@p) @ || - |[M((ap)) JSOU
normy.

Necht { f,}nen € BV ((a,b)) je cauchyovska posloupnost v norme || - || gy ((a,p))-
Potom { f, }nen je cauchyovska v L*((a, b)) a { D f, }nen je cauchyovska v prostoru
M((a,b)). JelikoZ tyto prostory jsou Banachovy, tak existuji f € L'((a,b)) a
€ M((a,b)) takové, ze

M W = Flleeny =0 Jim IDf0 = pllaacany =0

Zbyvéa ukazat, ze up = D f. Necht tedy ¢ € D((a,b)). Potom

[ @) ~ ) @) da
[, ¢@dDf,~ )

< | fa = fllz2 (w1l csupp o) = 0 pro n — oo,

< lelleeupp o) 1P fr — bllm(apy) — 0 pron — oo,

19



kde supp ¢ znaci nosi¢ funkce . Vime, ze pro kazdé n € N plati

[ B @de == [ o@)dDs@

a prechodem k lim,,_,,, dostaneme diky predchozim odhadim rovnost

[ F@e @ =~ [ o) du(a),

(a,b)

coz podle definice znamena p = Df.

Lemma 23. Necht (a,b) C R je omezeny interval a f € BV ((a,b)). Potom
1
1 llz=(aon < 5= If ety + 1D Fllaaasy:

Diikaz. Podle véty [0, str. 11, Theorem 7.4] pouzité na W = (a,b) a n = 1 plati
pro skoro vsechna z € (a, b) (konkrétné pro vsechny Lebesgueovy body funkce f)
nerovnost

17 f@ldy<C [ dDfIw) = CIDfllauun

(=

—a

kde navic C' = %(jbm = 2 = 1 (ve znéni Theorem 7.4 vzorec pro C
jenz uveden je). Pro kazdé takové x je pak

u@

uveden neni, ale plyne z dikazu,

f@l =l [ @] < o [li@la s = 1) - @l

1 b
- dy < 1D aomn + 7= 1l 2o
+b—a/a [f W)l dy < [IDfllac ,b>)+b_a||f||L (@)

]

Lemma 24. Necht (¢,d) C (a,b) C R jsou omezené intervaly a f € BV ((a,b)).
Potom f € BV ((c,d)) a kdyz zizime D f 3 na B((c,d)), dostaneme D f. q).

Diikaz. 7 f € L'((a,b)) plyne f € L'((c,d)). Dale necht ¢ € D((c,d)). Rozsifme
¢ na (a,b) predpisem ¢(x) = 0 pro = € (a,b) \ (¢, d). Potom ¢ € D((a,b)) a kdyz

oznacime zuzeni miry D f(, ) na B((c,d)) jako D fz (coz je Radonova znaménkova
mira), tak

/cdf(m)@,(x) do = /bf(x)wl(x) = /(a b) p(x) dD flap)(7) =
- _/ ) dD fap)(v) = —/(C,d) o(z) dD fg(x).

Podle Lemmatu 21| tak D fi.q) = D[, a tedy specidln¢ f € BV ((c,d)).
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Lemma 25. Nechl [a,b] C R a f € AC([a,b]). Potom f € BV ((a,b)) a plati
dDf(x) = f'(x) dx na B((a,b)).

Diikaz. Kazda absolutné spojitd funkce na [a,b] je spojita, tedy i omezend, a
tudfz t¥idy L'([a,d]). Podle Véty [1]je f € L'([a,b]), a tak je znaménkova mira
f'(z) dx diky Lemmatu [18 Radonova.

Necht ¢ € D((a,b)). Po dodefinovani funkce ¢ hodnotami ¢(a) = ¢(b) = 0
dostaneme absolutné spojitou funkci na [a, b], a tak dle bodu (c¢) Lemmatu [1| plati

[ @@ dr= - [ Fee)dx

Tudiz skuteéné dDf(x) = f'(x)dx na B((a,b)) a f € BV ((a,b)).
O]

Ve zbytku textu pouzijeme zkracené znaceni BV ((a, b)) = BV (a,b) a obdobné
pro B, M, L', L* a D. P¥i prici s mérovou derivaci budeme misto dD f(z)
pouzivat kratsi zapis Df(x). Az do konce tohoto textu bude [a,b] C R pevny
interval, nebude-li feceno jinak.

Vénujme se nyni druhému nahledu na funkce s konecnou variaci, ktery souvisi
se zobecnénim derivace skrze Newton-Leibniziv vzorec.

Definice 18. Necht [a,b] C R. Koneénd mnozZina {to,...,t,}, n € N se nazgvd
délent intervalu [a,b], pokud

a:t0<t1<...<tn_1<tn:b.

Oznacéme jako P mnoZinu vsech déleni intervalu [a,b]. Pro f : [a,b] — R pak
definujeme jeji variaci Vi(a,b) na intervalu [a,b] predpisem

Vit t) = sup { S 15(t) = St )]+ oot} € P,

Rekneme, Ze f je funkce s koneénou bodovou variaci na intervalu [a, b],
pokud Vi(a,b) < oco. MnoZinu vsech funkci s konecnou bodovou variaci na |a, b]
budeme znacit symbolem BPV (|a,b]).

Neni tézké si rozmyslet, ze soucet i soucin dvou funkei tiidy BPV ([a, b]) patii
do BPV([a,b]) a ze f € BPV([a,b]) je omezena konstantou |f(a)| + V(a,b).

Pro funkce f € BPV([a,b]) se Castéji pouzivd termin ,funkce s kone¢nou
variaci“ a znaceni BV([a,b]), ale to uz jsme pouzili diive pro néco jiného, a
tak pro ucely tohoto textu pridavame slovo ,bodovou“ (zatimco variace miry
je ,mnozinova“, variace funkce v definici vyse je vice ,bodova“) a pismeno P,
abychom oba pojmy snaze rozlisili.

Jenom z definice mtze byt nékdy obtizné ovéftit, ze Vi(a,b) < oo, a tak se
nam bude hodit nasledujici charakterizacni véta.

Véta 3. Necht f : [a,b] — R. Potom f € BPV ([a,b]) prave tehdy, kdyz existuji
neklesagici funkce vy, vy : [a,b] — R takové, Ze f = vy — vy,
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Diikaz. Vizte [7, str. 841, Véta 15.3.4].
[

Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak zleva spojité funkce s konec¢nou bodovou va-
riaci souvisi se zobecnénim derivace skrze Newton-Leibniztiv vzorec.

Véta 4. Necht f € BPV([a,b]) je zleva spojitda funkce. Potom existuje prdve
jedna Radonova znaménkovd mira piy na B([a,b)) takovd, Ze pro kaZdy podinterval
[c,d] C [a, 0] plati

£(d) = @) = nse.d)) = [ duny(a). (12

Tuto znaménkovou miru nazveme prirustkovou derivact funkce f na [a,b].
Pro kazdé t € [a,b) navic pp({t}) = f(t+) — f(t), kde f(t+) = lim,_4 f(s).
TudiZ piy je spojita v bodé t € [a,b) pravé tehdy, kdyz je f spojitd v bodé t.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze existuje nejvyse jedna mira s uvedenymi vliastnostmi.
Necht tedy fif, v¢ jsou dvé Radonovy znaménkové miry na B([a, b)) spliujici (1.2
pro kazdy podinterval [c,d] C [a,b]. Rozsifme ;1 na B(R) predpisem

//Jf(A) = M?(A A [a’ b)) - :U’;(A N [CL?b)) = :uf(A A [a’ b))? Ae B(R)

Potom jde o Radonovu znaménkovou miru na B(R). Zcela stejné rozsifime i vy.
Déle rozsitme funkci f na R predpisem

fla), x € (—o0,d],
flx)=1{f(z), =€/(ab),
f(b), =z e€lb o).

Vidime, Ze po téchto rozsifenich splnuji p; a vy vztah (1.2) pro kazdy omezeny
interval [¢,d) C R, a tedy jejich hodnoty na téchto intervalech jsou stejné. Po-
lozme

O := () U {vSechna kone¢nd sjednocen{ omezenych intervalt typu [c, d)}.

Neni prilis tézké ovérit, ze O je tzv. okruh (vizte [0, str. 2, Definice 1.8]).
Zazenim mér uf, py, v} a vy na O pak dle [3, str. 25, Definice 12.1] dostaneme
¢tyTi pramiry, pro které plati

neboli
Hf T vy =gt vf

Je zndmym faktem, ze nejmensi o-algebrou obsahujici O je B(R), a tak jsou
si diky Hopfové vété [, str. 25, Véta 12.2] miry uf + v a puy + v rovny na celé
B(R) (protoze obé rozsifuji tutéz pramiru a toto rozsiteni je dle Hopfovy véty
jednoznacné), specialné na B([a, b)), z ¢ehoz plyne pf = vy na B([a,b)).

Nyni dokdZeme existenci py. RozSifme f na R jako vyse. Potom ziejmé f je
zleva spojitd na R a f € BPV(I) pro kazdy omezeny uzavieny interval I C R,
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coz podle poznamky pred [3, str. 405, Véta 144] (v knize se znaéi E; = R)
znamend, ze f je tzv. distribuéni funkce. Podle [3 str. 405, Véta 144] existuje
prave jedna funkce pr s vlastnosti S (vizte [3, str. 392, Definice 19]) splnujici
pro kazdy omezeny interval [¢,d) C R a pro kazdé ¢ € R navic plati rovnost
pr({t}) = ft4) = F(2).

Podle [3, str. 391, Véta 136] pak py = puf — py (v knize 7 — v), kde pj a
p; majl diky vété [3, str. 394, Véta 139] také vlastnost S} a zdroveii i Sy (pro
jeji definici vizte konec strany 40 v [3]). Stejnym postupem jako na strandch
41 az 44 v [3] rozsifime qu a p; na Cy, coz je systém podmnozin R, pro ktery
podle [3, str. 33, Definice 3] plati O C C} , kde O je jako vySe. Potom uf a uy
jsou diky bodu IT ve vété [3] str. 44, Véta 9] pramiry na O. Pomoci difve zminéné
Hopfovy véty rozsifime p} a pi; na (ne nutné koneéné) miry na B(R). Nésledné
tyto miry zizime na B([a,b)) (coz uz konecnd mira z konstrukce je) a polozime
piy = pif — iy . Potom gy je znaménkovd mira na B([a, b)), kterd spliuje (L.2) pro
kazdy podinterval [c,d] C [a, b].

Z konstrukce v Hopfové vété navic plyne, ze miry u;{ a py na B(R) jsou
tzv. Lebesgue-Stieltjesovy miry (vizte [B, str. 23, Definice 11.1]), z ¢ehoz podle
[0, str. 48, Lemma 22.1] plyne, ze jsou to tésné miry. Kone¢nost na kompaktnich
podmnozinach R pak snadno dostaneme z konecnosti na omezenych intervalech.
Tedy p; a p; jsou Radonovy miry na B(R), a tak i jejich ztzeni na B([a,b)) je
Radonova mira (kterd je navic koneéna). Tudiz us je Radonova.

O

Jako dalsi ukazeme, ze pro prirtastkové derivace plati za vhodnych podminek
klasické pravidlo pro derivaci soucinu.

Lemma 26. (Integrace per partes). Necht f, g € BPV ([a,b]) jsou zleva spojité.
Potom fg € BPV([a,b]) je zleva spojita a pro vSechna a < ¢ < d < b plati

Fd)od) = f(eae) = | Fs)dngls) + [ olhdg(s) + [ ns{s)) dngls).
Specidlné pokud f € C(la,b]), tak pro vsechna a <c<d<b
F(@gld) = F(@o(e) = [ T dugls) + [ ols) dug(s

a tudiz dpigy(a) = (@) dpy(2) + glx) dug (o).

Diikaz. Jelikoz soudin funkei zachovava spojitost zleva i nalezeni do BPV ([a, b)),
tak fg € BPV ([a,b]) je zleva spojita funkce.

Ozna¢me I = [a,b). Kazd4 zleva spojitd funkce je borelovskd a BPV-funkce
jsou omezené, a tak f € L'(I,B(I), |u,|) a g € L*(I, B(I),|us]). Miry f(x) dpg(z)
a g(x) dps(x) jsou tudiz diky Lemmatu [18] Radonovy znaménkové miry na B([),
a tak totéz plati i pro jejich soucet.

Necht a < ¢ <d <b. Ozna¢me X =Y = [¢,d) a

int(M) == {(s,r) e R*: e <r <s<d}, M:=int(M)U ((c,d) x {c}).

Diky otevienosti int(M) v eukleidovské topologii na R? plati, Ze (Q zna¢i mnoZinu
vSech raciondlnich ¢isel)

int(M) = U {(Zl,ZQ) X (wy,wq) Cint(M) : 21, 29, w1, wy € Q}

23



Protoze oteviené intervaly jsou borelovské, tak int(M) je spocetné sjednoceni
(SM}r ®§,,+)-mefitelnych mnozin, a tudiz int(M) je (S#? ® S, )-méefitelnd. Jelikoz
(c,d) x {c} je zFejmé také <Su} ® S+ )-méfitelnd, tak totéZ plati i pro M. Odsud
plyne i (S#}r ® S, )-méfitelnost M.

Déle konstantni funkce s hodnotou 1 uvazovana na mnoziné M je ziejmé
(S, N ®S +)—méfitelné funkce, protoze vzorem libovolného intervalu je bud (),

nebo M. 7 toho plyne i jeji (u} F® ,ug) -méritelnost. Protoze integral z nezaporné
meritelné funkce ma smysl vzdy, tak podle Fubiniho véty (Véta ' 2)) plati

o </[c,s> Ly <7”>> i) = [ ([ 1) o s) =

= [ vagem)en = [ ([ 1an) du) =
~ Jiea </(r,d> 1du?(s)> ity (1) < oo

pricemz konecnost integralu plyne z toho, ze ,u;? a u; jsou konec¢né miry.
Obdobné ukazeme, ze poradi integrace lze prohodit i pro dvojice mér ( u}“, 1y ),
(pg 5 i), (5, py ), coz spolu s konecnosti jednotlivych integréli znamend, Ze

1 el L () i
Tudiz

e - sles ) = [ ([ dnlo)) duste) =
/[cd) ( ey W ) s (5) / </[ ) )> dpg(s) =
- /[c,d) </(nd) dpy (s) ) / </[d )> dpug(s).

Jea </<> d“f<8>> ag(r) = [ (s(lrnd)) = s () doar) =

Daéle

a analogicky

| ( > d“g““)) ug(s) = o) (7(d) = £()) = [ () dis(s)

Tudiz



7 ¢ehoz dostaneme
s)d s+/ s)d s—l—/ s duy(s) =
O+ [ a6 () + [ s ()

= F(d)(g(d) = g(0)) + g(@d)(f(d) = £(0)) = (f(d) = £(c)) - (9(d) = g(c)) =
= f(d)g(d) — f(c)g(c).

Pokud je f € C(la,b]), tak je diky Véte 4| us spojitd, a tedy pro kazdé
a <c<d<bskuteéné

F(@d)gld) = f(a(e) = | | F(s)dng(s) + [ (o) s

z ¢ehoz uz snadno plyne, Ze 17, definovana jako ve znéni je skutec¢né piirastkovou
derivaci funkce fg.

]

Poznamenejme, ze kdykoliv v tomto textu pouzijeme Fubiniho vétu, tak se
jejl predpoklady ovéri podobné jako v pravé provedeném dikazu. Vzdy pujde o
integral typu

| F@)g(y) dE@ ) (a.y),

kde p, v jsou Radonovy znaménkové miry, M je (S, ® S, )-méfitelna mnozina (bez
vyjimky pujde o otevieny trojihelnik sjednoceny s nékterymi ze svych hran)
a f (resp. g) je S,-méfitelna (resp. S,-méfitelnd) funkce. Soucin fg je potom
(S,®S,)-métitelny. Konecnost prislusného integralu pak vzdy ovérime diky tomu,
ze f bude |u|-integrovatelnd a g bude |v|-integrovatelnd. Jelikoz Fubiniho véta
vyzaduje uplnost, tak budeme pri jejim pouziti misto p a v uvazovat zaplnéni
téchto mér (presnéji jejich kladné a zdporné ¢asti) z Definice . Neni prilis tézké
si rozmyslet, zZe to za téchto predpokladii nezméni hodnotu daného integralu.

V néasledujicim lemmatu mimo jiné nahlédneme, Ze pokud je f € BPV ([a,b])
zleva spojita, tak ma prirtstkovou i mérovou derivaci a tyto derivace jsou v jistém
smyslu stejné.

Lemma 27. (a) Necht f : [a,b] — R a existuje Radonova znaménkovd mira p
na B([a, b)) takovd, Ze pro kazdy podinterval [c,d] C [a,b] plati

f(d) = f(c) = p(le, d)).

Potom f € BPV([a,b]), [ je zleva spojitd a juy = p. Je-li navic dp(s) = g(s)ds
pro néjakou g € L'([a, b)), tak f € AC([a,D]).

(b) Pro kaZdou f € AC([a,b]) plati f € BPV ([a,b]) a dus(x) = f'(z) dz.

(c) Je-li f € BPV([a,b]), tak f je omezend a f € L*([a,b]) C L([a,b]).

Pokud je navic f zleva spojita, tak f € BV (a,b) a ziZenim priristkové derivace
pg na Bla,b) dostaneme mérovou derivaci Df .

Diikaz. (a) Pro kazdé t € [a, b] podle predpokladu plati

£(t) = fla) + p(la. 1) = (F7(a) + p* ([0, 1)) = (£ (a) + p ([0, 1))
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Tedy f je rozdilem dvou neklesajicich funkci, a tak podle Véty 3| patii do prostoru
BPV([a,b]).
Necht nyni ¢ € (a,b] a 7 € (0,¢ — a). Potom

fle) = fle=7) = p(le = 7,¢)),

a tedy
[f(c) = fle =) < |pl([c = 7, ¢)). (1.3)
Necht {7, }nen C (0, ¢ — a) je posloupnost spliujici 7, \, 0. Potom

[c=T,¢) D [c—=m,c) 2 ... a |p|([c—m,c)) <00,

z ¢ehoz plyne

0= 1910) = bl ( Qe = 70)) = Jim ol e~ 7).

Odsud a z (|1.3)) tak dostavame

lim [f(c) = fle =) =0,

n—oo

neboli f je zleva spojita v bodé c. Tudiz existuje pravé jedna prirtstkova derivace
této funkce a z predpokladu je ji ziejmé p.

Pokud je dp(s) = g(s)ds pro g € L'([a,b]), tak diky definici piirtistkové
derivace a Vété |1 snadno nahlédneme, ze f € AC([a, b)).

(b) Jelikoz pro kazdy podinterval [c,d] C [a, b] plati diky Véte

Fd) = fe) = [ | F'a)dr

a f'(r)dzr je podle Lemmatu Radonova znaménkova mira, jde o dusledek
predchoziho bodu tohoto lemmatu.

(c) Omezenost f jiz vime. Jelikoz kazdd neklesajici funkce je lebesgueovsky
métitelna (vizte [7) str. 837, Véta 15.2.5]) a f je rozdilem dvou takovych funkei
(Véta[3), tak je i f lebesgueovsky méfitelnd, tudiz f € L>([a,b]).

Necht nyni navic f je zleva spojitd a ¢ € D(a,b). Dodefinujme ¢ v krajnich
bodech intervalu [a, b] hodnotou ¢(a) = ¢(b) = 0. Potom ¢ € AC([a,b]). Podle
Lemmatu [26{ o integraci per partes a bodu (b) tohoto lemmatu pak

0= @ﬂ@—ﬂ@ﬂ@z% s) dug(s +/ s) dpy(s)
= [, £ dus(s +ﬂhwm}+/ o (s) ds =
= / s) dpg(s) + / f(s
pricemz posledni rovnost plati diky ¢(a) = 0. Tudiz
b
[ )0 sy ds == [ o(s) d o)
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Zuzenim py na B(a,b) tak skutecné dostaneme Df, a tedy f € BV (a,b).
[l

Jsou-li p,vy,..., v, znaménkové miry definované na téze o-algebte S a pro
i=1,...,n je f; integrovatelnd funkce vzhledem k |v;| a p;(A) := [, fi(x) dvi(z),
A € S, tak zavedeme znaceni

dlpl(x) < [fu(x)ldml(z) + ... + [fal@)] dlva|(2),

¢imz budeme myslet
Hl(A) < pil(A) + ..+ loal(A), A€S.

,Klasickou teorii“ obycejnych diferencialnich rovnic budeme v dalsim mit na
mysli teorii pro soustavy s koeficienty t¥idy L'([a,d]), tj. Carathéodoryho teorii.

27



28



2. Zakladni teorie

A7 do konce tohoto textu budou ci, ¢, 3, ¢4, g € L'([a,b]) pevné funkce a
(w0, y0) € R? pevna dvojice ¢isel. Necht dale h € L'([a, ]).
Na [a, b] uvazme soustavu

pro neznamé funkece x, y : [a,b] — R.
Jak jiz bylo feCeno v tvodu, existuje pravé jedna dvojice z, y € AC(|a, b))
splnujici pro kazdé ¢ € [a, b] integralni rovnice

a:(t):aso+/cl d$+/02 ds+/
y(t):yo—l—/03 ds—l—/04 d8+/

coz je ekvivalentni tomu, ze z(a) = o, y(a) = yo a pro skoro vSechna t € [a, D]
plati

2'(t) = cr(t)z(t) + c2()y(t) + g(),
Y (t) = cs(D)a(t) + ca(t)y(t) + ().

Pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu A C [a, b] polozme

Pes (A) ::/Ac?,(s) ds, pn(A) ::/Ah(s) ds.

Dle Lemmatu (18] jsou p., a p, Radonovy znaménkové miry a vyse uvedené
integralni rovnice lze zapsat jako

x(t):x0+/cl ds+/02 ds+/

y(t) =yo+ [ x(s)dpes(s +/C4 ds+/ dpn(s

a

Cilem této kapitoly je nahradit ve druhé rovnici Radonovy znaménkové miry
Pes & pr, obecnymi Radonovymi znaménkovymi mérami p a v, tj.

—xo—ir/cl ds+/02 d8+/
—yo+/ s)du(s +/C4 ds—i—/ dv(s

a zjistit, jakou (a zda viibec néjakou) soustavu diferencialnich rovnic spliuje feseni
téchto integralnich rovnic.

Prvni véci, kterou je potieba si rozmyslet, je interval, pres néjz budeme vzhle-
dem k mirdm p a v integrovat. Zatimco p.,({t}) = pr({t}) = 0 pro kazdé t € [a, b],
i a v uz tuto vlastnost mit nemusi, a tak mize byt rozdil v tom, zda integrujeme
ptes (a,t), [a,t), (a,t] nebo [a,t].
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Radi bychom zachovali, ze pokud (x,y) je FeSeni na intervalu [a, b] s poc¢éateéni
podminkou (zo, o), tak je to také feseni na kazdém podintervalu [c,d] C [a, D]
s pocateéni podminkou (z(c),y(c)). Rovnice pro z(t) se nijak nezménila, a tak
nebude délat problém, ovsem rovnice pro y(t) néas vede k tomu, ze jedinymi moz-
nymi volbami intervalil, pres néz muzeme vzhledem k mirdm p a v integrovat,
jsou intervaly typu [a,t) a (a,t].

Kdybychom totiz integrovali napt. pres uzavieny interval [a,t], tak pro kazdé
t € [c, d] dostaneme

—yo—i—/ s) du(s +/c4 (s)ds + dv(s) =

[a,t]

—yo+/ s)du(s +/ ca(s)y(s)ds + dv(s)+

[a,c]

+/ s)du(s +/c4 ds—i—/ dv(s

—a(@n({e}) () = (@) + [ o(s)du(s)+
+ /c4 s)ds + / dv(s) = x()u({c}) — v({e}),

coz nemusi byt rovno

vo)+ [ o) dn(e)+ [ el ds+ [ avts)
c,t c,t
pokud u({c}) # 0 nebo v({c}) # 0. Na podobny problém narazime, kdyz budeme
integrovat pres intervaly (a,t). Naopak zvolime-li napt. [a,t), tak analogickym
vypoctem ovérime, ze pro kazdé t € [c, d] skutecné plati

y(t) = y(e) + o x(s) du(s +/ ca(s)y(s) ds + o dv(s).

Jak uvidime pozdéji, polouzaviené intervaly jsou klicové i pro to, aby platilo,
ze kdyz ,slepime* TeSeni (x1,y;) na intervalu [c, d] s TeSenim (23, y2) na intervalu
[d, e] spliujicim (z5(d), y2(d)) = (z1(d), y1(d)), tak dostaneme TeSeni na |[c, €].

Ve zbytku textu budeme pouzivat intervaly [a,t), neboli

—x0+/cl ds+/cz d3+/

—yo+/ s) dpu(s +/C4 (s)ds + [t)dz/(s),
ale celou teorii lze upravit i pro polouzaviené intervaly druhého typu. Pozna-
menejme, ze vybér intervalu [a,t) je diivodem, pro¢ jsme se v prvni kapitole
zabyvali funkcemi tiidy BPV([a,b]), které jsou zleva spojité. V definici jejich
prirastkové derivace (vizte Vétu [4)) totiz vystupuji pravé intervaly tohoto tvaru,
coz, jak za chvili nahlédneme, je velmi dilezité. Pokud bychom chtéli integrovat
pres intervaly (a,t], museli bychom se v prvni kapitole zabyvat zprava spojitymi
funkcemi f € BPV ([a,b]) a ukazat, Ze existuje pravé jedna Radonova znamén-
kova mira gy na B((a,b]) spliujici pro kazdy podinterval [c,d] C [a,b] vztah

pp((e,d]) = fd) = f(o).
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Z druhé rovnice vidime, ze staci, aby p a v byly Radonovy znaménkové miry
definované na néjaké o-algebfe podmnozin intervalu [a, b), coz bude nadéle nas
trvaly predpoklad (piislusné o-algebry budeme po fadé znacit jako S, a S,). Z
Lemmatu 5| pak plyne, Ze jde o znaménkové miry definované alespon na B([a, b)).

Jako dalsi musime urc¢it, do kterych prostort by funkce z a y mély patrit.
Jelikoz integralni rovnice pro x(t) zustala nedotéena, tak je rozumné ocekavat,
ze stale v € AC([a,b]). Integralni rovnice pro y(t) vsak doznala znacné zmeény
a kvili tomu, Ze miry p a v nemusi byt vSude spojité, nelze ani od funkce y
ocCekdvat spojitost vsude (a tedy specidlné ani absolutni spojitost). Potfebujeme,
aby integraly [!co(s)y(s)ds a [!cs(s)y(s)ds byly dobie definované a konecné.
Jelikoz ¢y, ¢4 € L'([a, b)), tak k tomu postacuje, aby y € L*>(a, b).

Ovérme, ze za podminky © € AC([a,b]), y € L*>(a,b) jsou dobte definované
a konecné i ostatni integraly. Z x € C([a,b]) plyne, ze x je borelovskd, a tedy
S,-méfitelna. Dale pro kazdé t € [a, b]

Lot

Ziejmé c;x € L'([a,b]), a tak je [!ci(s)z(s)ds dobie definovdn a konecny.
Konvergence integralu [ g(s) ds plyne z g € L'([a,b]). Dale pro kazdé t € [a, b]

' /[a,t) dv(s)

Nasledujici lemma jiz dava tusit, jaké diferencidlni rovnice funkce x a y spliuji.

< lzlleqam - 1ul(la, b)) < oo

= ([a.0)] < [v]([a.t)) < [v([a. b)) < oc.

Lemma 28. Necht z € C([a,b]) ay € L>®(a,b). Prot € |a,b] definujme

= 20+ / c1(s)2(s) + ea(s)y(s) + g(s)) ds,
J(8) = 1o + /[a,t)x(s) au(s)+ | eas)y(s)ds+ [ du(s),

[a,t)

Potom Fy, € AC(la, b)), F2 € BV (a,b), Fo, € BPV([a,b]), F2 je zleva spojitd a

Fi(t) = cr(®)z(t) + c2(t)y(t) + g(t) pro s.v. t € [a,b],
DFi(t) = (cr(t)x(t) + ea(t)y(t) + g(t)) dt na B(a,b),
duz,(t) = (er(D)z(t) + c2(B)y(t) + g(t)) dt na B([a, b)),
DFy(t) = x(t) dp(t) + ca(t)y(t) dt + du(t) na Bla,b),
dpir, (t) = o(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + du(t) na B([a,b)).

Diikaz. 7 predpokladii lemmatu vidime, ze F; je neurcity Lebesguetiv integral
funkce ¢z + coy + g € L'(a,b). Z Véty [1] tak plyne, Ze F; je absolutné spojita
funkce na [a, b] a pro skoro vsechna t € [a, b] plati

Fi(t) = ex(t)a(t) + ea(t)y(t) + g(t).
Diky Lemmatu [25 a Lemmatu 27 navic vime, Ze
DFi(t) = Fi(t) dt = (cr(t)x(t) + ca(t)y(t) + g(t)) dt ma Bla, b),
dur, (1) = Fi(t)dt = (er(£)a(t) + e2(0)y(t) + 9(t)) dt na B([a, b)).
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Polozme

U (t) = yo + » x(s)du(s), tE€ [a,b].

Jelikoz x je spojita, tak je borelovska, a tedy p-méritelna. Diky omezenosti této
funkce navic z € L'([a,b), B([a,b)),|u]), a tak je dp(s) := x(s)du(s) podle
Lemmatu |18 Radonova znaménkova mira na B([a,b)). Pro kazdé a < c<d <b
pak plati

P1(d) — i(c) = p([c, d)),

z ¢ehoz diky Lemmatu [27] plyne, Ze ¢y € BPV ([a,b]), ¥1 € BV (a,b), i1 je zleva
spojita a

dpy, (t) = x(t) du(t) na B(la, b)), Din(t) = x(t) du(t) na B(a,b).

Analogicky odvodime, zZe i funkce

t
valt) o= [ duls), wslt) = [ ealshy(s)ds
patii do ,,obou prostort s konecnou variaci®, jsou zleva spojité a

dpiy, (t) = dv(t) na B([a,b)), Dis(t) = dv(t) na B(a,b),
dpty, (t) = ca(t)y(t) dt na B([a,b)), Dis(t) = ca(t)y(t) dt na B(a,b).

Jelikoz Fy = 11 + 1y + 103, tak uz snadno nahlédneme, ze F» € BV(a,b),
Fy € BPV([a,b]), F» je zleva spojita a

HFy = fhapy F Hapy T [y DA B([a> b))a
ng = Dl/}l + D¢2 + D@Dg na B(a, b),

¢imz je dikaz zavrsen.

O
Predchozi lemma nas motivuje k néasledujici definici.
Definice 19. Dvojici funkei z, y : [a,b] — R nazveme resenim soustavy
'(t) = cr(t)x(t) + c2(t)y(t) + g(2), (2.1)

Dy(t)

x(t) dp(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t)

na intervalu [a,b] s pocdtecni podminkou (xo,yo), pokud plati x € AC([a,b]),
y € BV (a,b) a pro kazdé t € [a,b]

x(t) = xo—l—/ ci(s ds+/ ca(s ds+/ (2.3)

vt =+ [ als)du(s) + / ca(s)y(s)ds + [ dv(s). (2.4)

[a,t)

Abychom vidéli, pro¢ a v jakém smyslu funkce x, y splnujici integralni rovnice

(2.3), (2.4) Tesi soustavu (2.1]), (2.2]), dokazme nasledujici lemma.
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Lemma 29. Dvojice x, y : [a,b] — R 7esi soustavu , (2.2) s pocatecni
podminkou (xo,yo) prdvé tehdy, kdyz v € AC([a,b]), y € BPV([a,b]) y je zleva
spojitd, (z(a),y(a)) = (zo,%0) a

2'(t) = e (t)x(t) + co(t)y(t) + g(t) pro s.v. t € [a,b],
dpy(t) = x(t) dp(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) na B([a,b)).

V' takovém pripadée navic

Dy(t) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) na B(a,b).

Dikaz. = :7 a pro t = a ziejmé (z(a),y(a)) = (xg,yo). Diky
Lemmatu je y € L™(a,b). Jelikoz © € AC([a,b]) je spojitd, tak muzeme
pouzit Lemma na F; = x, F» = y a dostaneme vsSechna zbyvajici tvrzeni
véetné dodatku o Dy.

<= : Podle ¢&sti (c) Lemmatu 27 je y € BV (a,b). Diky Vétépak pro kazdé
t € [a,b] plati

) + / s)ds = x +/ ci(s)x(s) + ca(s)y(s) + g(s)) ds,

tj. je splnéna rovnost (2.3)). Z definice prirustkové derivace pak pro kazdé t € [a, b]

+/ dpiy (s —yo+/ s) dp(s +/C4 (s)ds + [ )dV(S),
a,t
diky ¢emuz plati i rovnost ([2.4)).
0

Podobné jako v klasické teorii tak mame dvé ekvivalentni formulace pro de-
finici Teseni. Hlavni rozdil spociva v tom, Ze nic netvrdime o bodové derivaci
funkce y, ackoliv i ta podle [7, str. 841, Dusledek 15.3.5] existuje skoro vSude
vlastni a je integrovatelna, nybrz o jeji mérové (resp. ptirustkové) derivaci, coz je
Radonova znaménkova mira.

Nyni dokazme diive zminéné lemma o lepeni feseni, které je dalsi ilustraci
toho, pro¢ je nezbytné integrovat pres polouzaviené intervaly.

Lemma 30. Necht a < ¢ < d < e <b. Necht z1, 11 : [¢,d] — R 7esi soustavu
[2.1), na [c,d] s pocdtecni podminkou (xo,yo) a x2, Yo : [d,e] — R 7esi tutéz
soustavu na [d, e] s pocatecni podminkou (z1(d),y1(d)).

Potom funkce x, y : [c,e] — R definované jako

_ Il(t)7 tG[C,d], - y1(t), tE[c,d]’
=) = {:1:2(75)7 t € (d,el, y(t) = {yQ(t), t € (d,el

resi soustavu (2.1)), (2.2) na [c, €] s pocdtecni podminkou (xg,yo)-
Navic Dy.qy = Dy a Dyaey = Dys.
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Diikaz. Diky tomu, ze z; € C([c,d]), z2 € C([d,e€]) a x1(d) = z2(d) dostavame
x € C([c,€]). Z faktu y, € BPV([c,d]), y2 € BPV([d, €]) plyne, ze y; € L>([c, d]),
y2 € L>®([d,e]), a tudiz y € L>([c, e]). Kdyz ukazeme, Ze pro kazdé t € [c, e] plati

—x0+/ c(s ds—i—/ ca(s ds+/ (2.5)

—y0+/ s)du(s +/ ca(s)y(s)ds + o dv(s), (2.6)

tak uz z toho diky Lemmatu plyne iz € AC([c,e]) ay € BV (c,e), a tedy
podle Deﬁnice (:B y) Tesi , (2.2) na [c, €] s pocateéni podminkou (z, yo).
Rovnosti , . jsou zrejmé platné pro vSechna t € [c,d], ponevadz na
tomto mtervalu je x = x, y = y1 a dvojice (x1,y;) Tesi . . na [c,d] s
pocatecni podminkou (g, yo).
Necht tedy ¢ € (d,e]. Ponévadz (s, ys) et (2.1)), na [d, e] s pocatecni
podminkou (z1(d),y1(d)), tak

y(t) = ya(t +/ s) du(s +/C4 $)ya(s ds+/ dv(s

—y0+/ s)du(s +/ ca(s)y(s d8+/

[ ) due) + [ s ds+ [ dvts) =

[d.t)
_y0—|—/ d/L +/ C4 )d5+
+/ s)du(s +/ ca(s ds+/ dv(s
_yo—l-/ s)du(s +/C4 (s)ds + [t)dz/(s).

Platnost rovnosti (2.5) ovérime analogicky.
Podle Lemmatu 28] plati

Dy(s) = x(s) du(s) + ca(s)y(s) ds + dv(s) na B(c,e)

a diky Lemmatu [24]je Dy q) rovna zizeni Dy na B(c,d). Zazime-li miry v pfed-
chozi rovnosti na B(c,d), obdrzime rovnost

Dy(ea)(s) = z1(s) du(s) + ca(s)yr(s) ds + dv(s),

coZ je opét dle Lemmatu 28 rovno Dy;. Analogicky ukdzeme, Ze Dy(g.) = Dys.
m

2.1 Existence a jednoznacnost reseni

Prvni a zcela zasadni otazkou, kterda vyvstava pri studiu jakékoliv rovnice,
je otazka existence a jednoznacnosti jejiho feseni. Nejprve dokézeme existenci a
jednoznacnost feseni na libovolném dostateéné kratkém podintervalu a nasledné
z toho odvodime tentyz zaveér i pro cely interval [a, b]. K tomu budeme potfebovat
nasledujici tzv. zobecnénou Banachovu vétu o kontrakei.
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Véta 5. (Zobecnéna Banachova véta o kontrakei). Necht (X, ||-||x) je Banachiv
prostor, P je metricky prostor a pro ¢ : X x P — X plati, Ze

(i) pro kazdé x € X je zobrazeni p — ¢(x,p) spojité,
(i) 30 <y <1 Vpe P Va,y € X :||o(z,p) — ¢y, p)llx <[z —yllx.

Potom

(a)VpeP FNx(p) € X : ¢(x(p),p) = x(p),
(b) zobrazeni p — x(p) je spojité.

Diikaz. Vizte [1, str. 123, Theorem 1.244]
[

Podmince (i) z predchozi véty budeme tikat spojitd zdvislost na parametru a
podmince (ii) podminka uniformni kontrakce.

Pro potteby pozdéjsich kapitol budeme uvazovat lehce obecnéjsi tlohu s pa-
rametrem A a dalsi Radonovou znaménkovou mirou ([a, b), S, w).

Lemma 31. Necht K > 0. Potom existuje 0 < T' < b — a takové, Ze pro kaZdy
podinterval [c,d] C [a,b] délky nejvyse T a kaZdou trojici (xo, yo, A) € R2x[— K, K|
ma soustava

2'(t) = er(t)z(t) + ea(t)y(t) + g(1), (2.7)
Dy(t) = x(t) d(Aw + p)(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) (2.8)
na [c,d] pravé jedno teseni (x,y) spliujici pocatecni podminku (zo,vo) ve smyslu
Definice[19. Pokud navic (z§,y5, \n) — (20, Y0, \) v R x [~ K, K| a (2, y,) jsou
resent (2.7)), (2.8) na [c,d] s pocdtecni podminkou (xy,yy) pro X = A, tak
dim [|z, — z(|c(eay = 0,
nh_{go Hyn - yHBV(C,d) =0,

Yn — y v normé prostoru C([c,d]).

Diikaz.  Ze spojitosti integralu (Lemma vime, ze existuje T' > 0 takové, ze
pro kazdy interval [c,d]| C [a, b] délky nejvyse T plati

1 1
el ot e,y < 7 lleall L e, < o (2.9)
1
B2elleallergear < 73 el m(apy + Kllwllmiasy =
< ! : (2.10)
L+ [lullmieay + Kllwllam(e.)
Toto T' 1ze navic pripadné zmensit tak, aby
0<4T < !
L+l mcasy + Kllwllaapy —
! (2.11)

< .
L+ [|pl [ amqeay + Klwl | r(e.ay
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Necht tedy [c,d] C [a,b] je libovolny podinterval délky nejvyse T. Bez Gjmy
na obecnosti lze predpokladat, ze ¢ = 0, d = T'. Pro jednoduchost zapisu budeme

psat || - [y == |[ - [lLrqozy = I - [y @ [l - lle == Il - [loqo.ay)- Pokud p bude
znaménkova mira definovana na B([0,7)), budeme znacit ||p|| = ||p||m(o,r))-
Bude-li p definovana pouze na B(0,T), tak ||p|| := ||p||m(o,r)- Dale neni tézké

nahlédnout, ze prostor C'([0,7]) x BV (0,T) s normou

[(f1s )l leqomxsvor) = | filleqom + || f2llBvo,n

je Banachiv. Pro jednoduchost zapisu budeme znacit

||(f1, f2)||CxBV = ||(f1, f2)||0([0,T})xBV(0,T)-

Zvolme M > 0 takové, ze
1
dellealr([[pll + Kllwl) < Te ([lull + Kllw|l) < 7. (2.12)
To lze, protoze z nerovnosti (2.10]) plyne

de|eaf L (Jful] + Klwl]) <

0| —

a ze vztahu (2.11)) dostavame

1
T([lpll + Klwl) < 5.

Hleddme tedy e™-ndsobek &isla mensiho nez i tak, aby byl vysledek mezi é a i,
coz lze zaridit.

Vsimnéme si, ze z (2.12) specidlné plyne

e 1
—e M|ea|1 < T (2.13)

Polozme L = % a definujme nasledujici normy:

| fillow = sup e " M| fi(#)] na C([0,T)),
t€[0,T]

r L 1 1
121, :/0 e | f2(t)] dt na L'(0,T') a L'([0, 7)),

T
161l = —lpll na M(0,T) a M([0,T)),
1 f2llBvaw = [ f2ll10 + [[D follw na BV(0,T),
|(Frs P )lloxvw = [ fillew + (|2l By na C([0,TT) x BV(0,T).

Neni tézké nahlédnout, zZe jde o normy, které jsou ekvivalentni klasickym nor-
mam uvazovanym na téchto prostorech, diky ¢emuz jde opét o Banachovy pro-
story.

Necht F : C([0,T]) x BV(0,T) x R? x [-K,K] — C([0,T]) x BV(0,T) je
definovano jako F (:L‘7 Y, To, Yo, >\) = (f1<$, Y, To, Yo, )‘)’ Fg(l’, Y, Zo, Yo, )‘))7 kde

—azo+/ c1(s)x(s) + ca(s)y(s) + (s)) ds, tel0,7T],

—yo—l—/ d(Aw + 1) (s —|—/c4 ds+/ dv(s), te(0,7)
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pti zkraceném znaceni F(t) = Fi(x,y, o, Yo, A)(f) a obdobné pro Fa(t).
Jelikoz BV (0,T) C L>=(0,T), tak z Lemmatu 28| vime, ze F; € AC([0,T)),
F» € BV(0,T) a

DFy(s) = x(s) d(Aw + p)(s) + ca(s)y(s) ds + dv(s) na B(0,T).

F je tak skutecné zobrazeni do C([0,7]) x BV(0,T) a jeho slozky Fi, F2
patti presné do téch prostori, do nichz ma patfit feSeni soustavy , .
Tvrdime, 7Ze kdyz méa zobrazeni F se zafixovanymi argumenty (xo,yo, A) prave
jeden pevny bod, tak uz ma soustava , na [0, 7] pravé jedno Teseni s
pocateéni podminkou (zg, yo)-

Pokud by totiz (x1,y1), (z2,y2) byla dvé takova Feseni, tak po ztzeni funkei
y1 a yo na (0,7 diky Definici[19|snadno nahlédneme, 7e obé dvojice jsou pevnym
bodem F, a tedy x; = x9 na [0,7] a y; = y2 skoro vSude v (0,7). Diky stejné
pocatecni podmince ale y;(0) = y2(0) a s pomoci spojitosti zleva pak y; = y2 na
[0, T, a tedy obé FeSeni jsou stejna. Reseni tudiz existuje nejvyse jedno.

Je-li (z,y) pevny bod F a funkci y = F, rozsitime na [0, 7] stejnym predpisem,
ktery spliiuje na (0,7), tak zfejmé = € AC([0,T]), y € BV(0,T) a jsou splnény
integralni rovnice z Definice[19] a tedy (z,y) Fesi (2.7), na [0, 7] s pocatecni
podminkou (xg, o). Jednoznacné urceny pevny bod (x,y) zobrazeni F je tudiz
zaroven jednoznac¢né ur¢enym resenim , na [0, T s pocatecni podminkou
(x0,Y0) (po rozsifeni y = F, jako vyse).

Nasim cilem tak bude ukézat, ze jsou splnény predpoklady Véty [5| pro

X = (C([O7T]) X BV(()?T)v || ’ ||C><BV,w)a P = R? x [_K7 K]a Qb =7,
pfi¢emz pii tomto znaceni je (z,y) € X a (xg,y0,\) € P.
Nejprve ukazeme, ze F je uniformni kontrakce, coz rozdélime do ¢tyt krokii.
Necht 1, x5 € C([0,T]); y1, y2 € BV(0,T) a (zo, yo, \) € R? x [—K, K|. Ozna¢me

az do odvolani F(-,-) = F(-,-,xo, Yo, A) a stejné tak pro F; a Fa. Z definice F
plati

Fi(wr, ya)(t) — Fu(wz, v2)(t) = /Ot ci(s) (21(s) = 22(s)) + ea(s) (11(s) = pa(s)) ds,
Fa(wr, y1)(t) — Fa(wa, y2)(8) = /[O,t) (21(5) = 22(s)) dOw + 1) (5)+
+ [ el (1(s) — wals)) ds.

Krok 1. Pro libovolné ¢ € [0, 7] mame

t

[ c1(5)(21(5) = 2(5)) + e2(5) (11 (5) — wa(5)) dis| <

e M/ ler(s)] - o (s) — wa(s)| ds + e M/ ea(s)] - 191 (s) — wa(s)] ds.

Oznacme integraly na poslednim radku po fadé jako I a I1. Potom
t
I< e_Lt_M/ ler(8) €™M |21 — @] |0 ds =
0

t 1
— ([ e Derts)lds ) llar = wallc < llerlhllos = wallcw < gllos = wllca,
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pri¢emz posledni nerovnost plati diky ({2.9)).
Pro odhad IT vyuzijeme Lemma [23] diky némuz dostdvame

1 e
ly1 — vollreor) < [[D(y1 — yo)|| + f||3/1 —yol]1 = THD(yl — Y2)| [t

1 T Ls _—Ls € eLT
2 [ e () = ()l ds < 1D = w2l + Tl = el =

e e e
— “UD(ys — w+ — — w = — — w- 2.14
P = w)llw + Zllyr = valliw = Fllv1 = wellsy, (2.14)
Diky (2.14) pak obdrzime odhad
3 e
IT < e ™™eallr - |lyr = vollL=or) < € MHC2||1THZJ1 —y2llBvw <
< —|ly1 — v2l| BV,

pricemz posledni nerovnost plyne z (2.13)). Celkem tak
[ Fi(z1,y1) — Fi(w2, 92)|lcw =

= sup (e—Lt—M’ /ot c1(s) (xl(s) — xg(s)) + 02(5)(y1(s) — yg(s)) ds

te[0,T

)<

1 1
< ZHxl - szC,w + ZHyl - yzHBv,w = ZH(xlvyl) - (-1'27y2)HC><BV,w-

Krok 2. Podle Fubiniho véty je

T
J ::/ e It
0

< [T ([, lnls) = mal el + o) dre

+/ o (/ lca(s)] - 1 (s) (8)|d8> dt =

= [, o) =) [ e ar) da + o+

o o) = o e ar) s

Jelikoz

/[o,t) 1(s) = xa(s) d(dw + p)(s) + /Ot cy(s) (?h(s) - yg(s)> ds

dt <

T 1 1
Lt _ - —Ls LT -
/S e Mdt = 7 (e e ) < i
tak diky (2.14) dostdvame

e—Ls — TG_LS,

J < TeM o e M |y (s) — w2(s)| d(A||w] + |ul)(s)+

T
£ T [ e eals)| - lnn(s) = (o) ds < Te o1 = allow (K]Jwll + 1)) +
+ Tllealls - llys = gelloeiory < T (Kl |+ [lall) a1 = 22l ot

e 1 1
+THC4H1THZJ1 — Y2||Bvw < ZH% — Za|cw + ZHyl — Yol BVw =

1
= ZH(&H,%) - (-732,y2)H0va,w,
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pricemz posledni nerovnost plati diky (2.9) a (2.12)).
Tudiz

1
||f2($17y1) - f2($2>yz)||1,w =J< ZH(xbyl) - ($2,y2)!|0va,w-
Krok 3. Podle Lemmatu 28| plati

D(}—2($1>y1) - ~7:2($27?/2)>(5) = (xl(s) - 352(3)) d(Aw + p)(s)+
+ el () = als)) .

Diky Lemmatu [I§ a Lemmatu [I9] pak

’D(FQ(QZlayl) - FQ(CBQ,yQ))‘(S) < |y (s) — za(s)| ([N |Jw| + 1)) (s)+
+|ca(s)] - ly1(s) — y2(s)| ds.

Tudiz s vyuzitim ([2.14))

e

T
1D (Fa(z1,91) — Faw2,92)) [|w < /m) |z1(5) — 22(s)] d(|Al|w] + [p])(s)+
T T T LT+M
+ E/o lca(s)] - [yr(s) — y2(s)] ds < - (K@l + [1u]]) e |21 — 22| cwt
T e M
+ gl\axlllf!lyl —yallBvw = Te™ (K||w|| + [[u]])||z1 — z2llcw+
1 1
+ lleallillyr — vellBvw < ZH% — Ta|cw + 1”@/1 — y2llBvw =
1

= ZH(mlayl) - (x27y2)HC><BV,w,

pricemz posledni nerovnost plati diky (2.9) a (2.12)).
Krok 4. Celkem jsme zjistili, ze

| F(z1,y1) — F(z2, v2)loxsvw = || Fi(z1, y1) — Fi(z2, v2)||cwt
+ [ Fa(z1, y1) — Fo(@o, y2) 1w + 11D (Fa(z1, y1) — Fo(22,92)) [l <

1 1
< Z||($1,y1) - ($27y2)||Cva,w + ZH(flayl) - ($27?J2)||CxBV,w+

1 3
+ *||($17y1) - (x2ay2)||CxBV,w = *||($171/1) - ($27y2)||CxBV,wv

4 4
neboli F je skutecné uniformni kontrakce.

Nyni ovérime, ze F spliuje i podminku spojité zavislosti na parametru. Necht
tedy z € C([0,T]); y € BV(0,T); (xo,y0,)), (To,%,)\) € R? x [-K,K]. Na
R? x [- K, K] uvazujme ,manhattanskou® normu |(zg, yo, A)| := |zo| + |yo| + |\l
kterd je ekvivalentni standardni eukleidovské normé. Pro jednoduchost ozna¢me
F( )= F(z,y,-, ) astejné tak pro F; a Fo.

Pro kazdé t € [0, T plati

f1($0,y0,)\)(t) - fl(%:%? )\)(t) =Ty _T07

39



a tudiz

Hfl(xmyOu)‘) _f1<T07%7X)||C S |($07y07)\) - (Tm%ax)’

Déle pro kazdé t € (0,T)

| Fa (o, Yo, A) () — Fo(To, Jo, ) (t)| = ‘?Jo —T+A=X) /[Ot)

< lyo — %ol + A = Al - [[z]lc - [lwl] < Rl(20, Y0, A) — (T5, G0, N1,

z(s) dw(s)‘ <

kde R := max{1,||z||c - ||w||}. Z toho plyne, ze

||f2<x07y07 >\) - ‘F2(T07%7 X)Hl S RT‘<x07y07 >\) - (T(b %7X)|

Mérovou derivaci funkce Fs(xg, 3o, \) — F2(Zo, Yo, A) je mira (A —N)z(s) dw(s),
a tak diky Lemmatu

|| D («7'—2(930,?40,)\) — F2(To, Yo, A || =X - )\|/ (5)] dwl|(s) <
< A=Al lzlle - l|wl| < Rl(zo,y0, A) — (x07y0’/\)|‘

Je-li nyni e > 0 ddno, tak zvolme 0 < § < min{ {, 5557, 35 - Potom z nerovnosti
|(z0, Yo, A) — (Tq, Yo, )| < 0 diky predchozim vypocétim plyne, ze

| F (20, Y0, \) — F(To, Yo, M| loxsv = || F1(zo, yo, A) — Fi(To, Yo, M) |c+
+ |’f2($07y07)‘) - fQ(T(b%7X)H1 + ||D (-7:2@07907)‘) - ’FQ(ZT]?%?X)) H S

<gt3tye

Zobrazeni (zg,vo, \) — F(x,y,xo, Yo, A) je tedy skutecné spojité zobrazeni z
prostoru R? x [— K, K] s manhattanskou normou do C([0, T']) x BV (0, T') s normou
I1(, )|lexBy, a tedy i jako zobrazeni z R? x [— K, K| s eukleidovskou normou do
C(]0,T]) x BV(0,T) s normou ||(-,*)||exBv,w-

Pouzitim zobecnéné Banachovy véty o kontrakci (Véta |5) na

X = (C([0,1]) x BV(0,7),|| - lloxpva), P=R>x[-K,K], $=F

dostaneme z bodu (a) této véty existenci a jednoznacnost feseni na [0,7]. Na-
vic pokud trojice (zf, vy, A\n) konverguji k (zg,y0,A) v prostoru R?* x [—K, K|
a (Zn,yn) jsou Teseni (2.7), (2.8) na [0,7] s poc¢atecni podminkou (xf,yd) pro
A = \,, tak z bodu (b) Banachovy véty pouzité na tytéz prostory plati
nh%r{olo ||(xn7yn) - ($,y)||C’XBV,w = 07

z ¢ehoz plyne

Jim [z, — zf|cw =0, lim [y, — yllsve =0
a diky ekvivalenci norem téz

Jim [z, —zlle =0, lim [lyn = yllsvr = 0.
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Zbyva ukazat, ze

tin (s (6= 0] ) =0
te(0,7)

Vsimnéme si, ze z lim, o0 ||, — 2||c = 0 plyne a := sup,,cy ||zn]|c < 00.
Pro kazdé t € [0,T] a kazdé n € N tak

‘ [ Awrals) = Na(s) do(s)| = ’ [ O =2 05) + A(a(5) = 2(5)) do(s)| <
[0,t) [0,t)
< afdn = Al @[ + Al [l = 2llc - [|w]]-
Diky ([2.14)) navic pro vSechna ¢ € [0,7] a vSechna n € N plati
t e
‘/0 ca() (ya(s) — u(s)) ds| < llealls - [|9n = yll =) < Flleall - llyn = yllva-

Jsou-li tedy t € [0,7] a n € N libovolné, tak
lyn(t) — y()| =
i /[o,w Tn(s) = als)duls) + /0 cals) (yn(s) = y(s)) ds

< o = yol + aldn = Al lwl| + A [lon = 2lle - ]| + |z — 2l - [lull+

Yo — Yo + /[O ) Ann(s) — Az(s) dw(s)+

<

e
+ plleall - [lyn = yllsviw = V(n).
Vidime, ze diky vztahiim
nh—>nolo |<x07y07>\n) - (x07y07)‘)| = 07 nh—>nolo ||I‘n - x||c = 07 7}l—>ngo ||yn - y||BV,w =0

plati lim,, o, V(n) = 0, a tudiz

0 < lim ( sup [y (t) — y<t>|) < Tim V(n) =0,

n—oo te [07T} n—oo

neboli skuteéné
tim (s 1)~ w(0) =0
t€[0,T7]

]

Predchozi ditkaz pouziva podobné jako klasicka teorie argument s pevnym
bodem, ovSem ovéreni podminky uniformni kontrakce je zde vyrazné delsi a oproti
standardnimu dikazu zavadime ,prevazené“ ekvivalentni normy. Podivejme se na
hlavni divody, pro¢ jsme se k tomuto kroku uchylili.

Funkce y jiz neni spojitd, a tak Banachovu vétu nelze pouzit na prostor
C(]0,T]) x C([0,T7), ale misto toho jsme pro y zvolili prostor BV (0,T"). To ndm
umoznuje pouzit bodovy odhad

1
|1 — 2|l 0r) < THyl —vellpom) + 1Dy — y2)| | meo.m)
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z Lemmatu jenz vsak obsahuje zlomek 1/T' ktery jde pro T"— 0+ do neko-
necna, coz je pro potieby ziskani uniformni kontrakce nepiijemné. Druhou pre-
kazkou je mozna nespojitost mér pu a w. Pokud je c3 € L'([0,T]), tak plati, Ze
pro T — 0+ jde [y |cs(s)| ds k nule, avsak Jio.r) dlpel(s) totéz kvili mozné nespo-
jitosti miry |u| v bodé 0 spliiovat nemusi. To jsou hlavni duvody pro zavedeni
ekvivalentnich norem, diky nimz uz zobrazeni F je uniformni kontrakce.

Nyni je jiz vSe pripraveno pro to, abychom pomoci lepeni feseni jako v klasické
teorii dokdzali existenci a jednoznacnost feseni na celém intervalu [a, b].

Véta 6. Pro kaZdou trojici (xg,yo, \) € R® md soustava

2'(t) = ci(t)x(t) + cat)y(t) + g(2),
Dy(t) = 2(t) d(\w + p)(t) + ca(t)y(t) dt + du(t)

na [a,b] prdvé jedno teseni (x,y) spliujici pocatecni podminku (xo,yo) ve smyslu
Definice [19. Pokud navic (x3,y5, M) — (20,0, A) v R a (2, yn) jsou reseni
(2.7), (2.8) na [a,b] s pocdtecni podminkou (xf,yi) pro X = A\, tak

dim |z, — z{|e(ay) =0,

lim Hyn - ?JHBV(a,b) =0,

n—oo

Yn — y v normé prostoru C(|a,b)).

Diikaz. Necht (xg,90,A) € R® a K > 0 je pevné zvoleno tak, aby A € (—K, K).
Diky Lemmatu [31] vime, ze existuje T' > 0 takové, ze pokud ve znéni véty na-
hradime interval [a,b] libovolnym uzavienym podintervalem délky nejvyse T' a
podminku (g, 4o, A) € R nahradime podminkou (xg, v, A) € R? x [-K, K], tak
plati jeji zavér. Z toho jiz plyne existence i jednoznacnost Feseni na celém [a, b].

Co se tyce existence, tak vezmeme FeSeni (1, y;) soustavy , na inter-
valu [a,a + T s pocatecni podminkou (zo,yo) a podle Lemmatu [30| ho ,slepime*
s FeSenim (x9, yo) téZe soustavy na intervalu [a + T, a + 2T s pocéateéni podmin-
kou (z1(a+T),y1(a+T)). Tim dostaneme FeSeni (x,y) na intervalu [a,a + 277 s
pocate¢ni podminkou (g, yo) a takto postupujeme déle, dokud neziskdme feSeni
na celém intervalu [a, b] splnujici poc¢ateéni podminku (xg, yo).

Jsou-li (z,y), (Z,7) dvé Teseni na intervalu [a, b] spliujici pocatecni podminku
(20, Yo), tak jsou to také feSeni na kazdém uzavieném podintervalu délky nejvyse
T, specidlné na intervalech [a,a+T], [a+T,a+2T] a tak déle. Na téchto interva-
lech je ale Teseni svou pocatecni podminkou uréeno jednoznacéné, a tak postupné
dostaneme rovnosti « = T, y = ¥ na [a,a + T, [a + T,a + 2T] atd., tudiz i na
celém [a, b].

Zbyva ukézat tvrzeni o limitdch. Necht tedy (z3,vy, \,) € R® konverguji k
(70,90, \) € R?x (=K, K) a bez ijmy na obecnosti necht A\, € (=K, K) pro kazdé
n € N. Ozna¢me jako (z,,y,) Teseni na intervalu [a,b] s poc¢atecni podminkou
(7, yy) pro A = A,. Naleznéme déleni a = ap < a3 < ag < ... < ag_1 < ap =Db
takové, ze

T
vje{1,...,k;}:§g\aj—ajfllﬁT,
VneNVje{l,....k—1}: |D(y, —y)|({a;}) = 0.
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To lze zaridit, ponévadz kazda konecénd mira definovana na vsech jednobodo-
vych podmnozinach intervalu (a, b) je nespojité v nejvyse spo¢etné mnoha bodech
(plyne z [5l str. 44, Véta 19.9]) a mame spocetné mnoho takovych meér, takze je
potieba vyhnout se pouze spoc¢etné mnoha bodtm.

Z Lemmatu [31] vime, Ze

A flzn = 2lleqaan =0, lim llgn = yllsviaa) =0,
ti (s ()= 0 ) =
tela,a1]

7 toho specialné plyne, ze
Jim [z, (a1) — 2(an)] =0, lim [yn(ar) — ylar)| = 0,

a tudiz (x,(ay), yn(ar), \n) konverguji k (x(a1),y(ai),\) v R* x [ K, K]. Opét z
Lemmatu 3] tak dostavame

Jim flon = @llearan =0, M {1y = yllavia,e) =0,

lim <t:“p alt) - y<t>|) o

n—oo
[a1,a2]

7 nerovnosti

20 — 2|lc(aa) < |Tn — 2lle@aa) + 170 = 2|l (ara),
| <

sup |yn(t) —y(@)| < sup |ya(t) —y(@)|+ sup |ya(t) —y(?)]

te(a,az) t€la,a1] t€ay,az]

jiz nyni diky predchozimu snadno plyne, Ze

ti 2, ol =0 Jim (s )= (0)) =0

=00 \ tefa,az]

Dale

1D (40 — )| Miaa2) = [D(yn = y)I((a, a2)) = [D(yn — y)|((a, a1))+
+[D(yn — y)[({ar}) + |D(yn — y)|((a1, a2)) = [D(yn — y)|((a, a1))+
+1D(yn — y)l((a1,a2)) = [|D(Yn — ¥)|lm@ar) + 1D (Yn — )| M(ar.a0)-
Uvédomme si, ze diky posledni ¢asti Lemmatu [30| plati, Ze kdyz zizime mé-
rovou derivaci Feseni na intervalu [a, as] na B(a, a;), tak je to totéz jako uvazovat
ono feSeni pouze na intervalu [a, a;] a vzit jeho mérovou derivaci. Totéz plati
pro ztzeni na B(ay, az). To ndm umoziuje pouzit dokézané vysledky pro limitu
BV-norem na intervalech (a,a;) a (a1, az).
Jelikoz navic

yn = yllr@az) = 1n = Yller@an + 1190 = Yl ae),
tak
yn = yllBv(@ae) = llgn — YllBViaa) + 14n = YllBV(a1.00);
a tudiz
dim [l — yllBv(aa) = 0.
Analogickym postupem rozsitime vysledky o limitach na cely interval [a, b].
O
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2.2 Homogenni soustava

V této sekci se budeme zabyvat tzv. homogenni soustavou, tj. pripadem g = 0,
v = 0, a dokazeme analogické véty, které pro ni plati v klasické teorii. Nasledu-
jici dikazy jsou svou myslenkou velmi podobné tém standardnim diky tomu, Ze
pokud derivujeme spojitou a zleva spojitou funkci t¥idy BPV ([a, b]), tak pro pii-
rustkovou derivaci plati zndmy vzorec pro derivaci souéinu (vizte Lemma .
Pouze v dukazu véty o variaci konstant narazime na pripad, kdy derivujeme dvé
zleva spojité funkce, z nichz ani jedna nemusi byt také zprava spojitd, a tak je
potfeba byt opatrnéjsi.

Véta 7. MnozZina vsech reseni homogenni soustavy
'(t) = ar(t)z(t) + c2(t)y(t), (2.15)
Dy(t) = a(t) du(t) + ea(t)y(t) dt (2.16)

tvori podprostor vektorového prostoru C([a,b]) x L>([a,b]) dimenze 2. Libovolnou
bazi (x1,v1), (w2, y2) tohoto podprostoru nazveme fundamentdlnim systémem

soustavy (2.15)), (2.16). Maticovou funkciF : [a,b] — R**? definovanou predpisem
F(t) = <5E1(t) IQ@))

yi(t)  va(t)

pak v takovém pripadé nazveme fundamentdlni matici soustavy (2.15)), (2.16]).
Ddle je-li (T,7) pevné dané (tzv. partikuldrni) reseni soustavy

2(t) = er(t)a(t) + e2()y(t) + g(1), (2.17)
Dy(t) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t), (2.18)

tak pro rTeseni (x,y) této soustavy spliujici pocdatecni podminku (xq,yo) existuje
prave jedna dvojice (o, 8) € R? takovd, Ze pro kaZdé t € [a,b] plati

() = T(t) + amy (t) + Bralt),
y(t) = 7(t) + ayi(t) + Bya(t).

Diikaz. Oznaéme mnozinu vsech feSeni soustavy (2.15), (2.16) jako H. Necht

(1, 91), (22,92) € H sphiuji (z1(a), y1(a)) = (1,0), (z2(a), y2(a)) = (0,1) a necht
dale (o, ) € R%. Oznacme & = ax; + 13 a § = ay; + fys. Potom pro kazdy
podinterval [¢,d] C [a, b] plati

(aupry, + Biy,) ([c,d)) = apy, ([c;d)) + By, (e, d)) = a (yi(d) — yi(c)) +
+ B (y2(d) — y2(c)) = (ayi(d) + Bya(d)) — (ayi(c) + Bya(c)) = §(d) — §(c),

a tedy podle Lemmatu je ¥ zleva spojité funkce patfici do BPV ([a,b]) a
dpiy(s) = avdpy, (s) + Bdpy,(s) = aw1(s) da(s) + ca(s)y(s) ds)+
+ B(w2(s) du(s) + ca(s)ya(s) ds) = &(s) dp(s) + ea(s)j(s) ds.
Déle pro skoro vsechna t € [a, b] plati
(2(8)) = azy(t) + Brylt) = a(er (B (1) + ea (b (1)) +
+ B(c(B)ma(t) + c2(Da(t)) = er(HE(t) + c2(t)i(2)
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a I je jakozto soucet absolutné spojitych funkci také absolutné spojita. Diky

Lemmatu [29| je tak (Z,9) jednoznac¢né ur¢enym feSenim soustavy (12.15)), (2.16])
splnujicim pocateéni podminku
a(zi(a),yi(a)) + B(x2(a), y2(a)) = a(1,0) + (0, 1) = (a, B),

a tedy dvojice (z1,y1) a (x2,y2) generuji H. Diky linedrni nezéavislosti jejich hod-
not v bodé a jsou tyto dvojice navic linearné nezavislé, a tak tvori bazi H, z ¢ehoz
plyne dim H = 2.

Nyni necht (z1,11), (72, y2) je libovolna baze H, (Z,7) je partikuldrni feseni,
(a,8) € R? a & = axy + Brg, § = ay; + Bys. Podobné jako vyse odvodime, Ze
proz:=T+3%ay:=7y+7plati v € AC([a,b]), y € BPV([a,b]) je zleva spojitd,

dpy(s) = dug(s) + dpy(s) = (T(s) dp(s) + ca(s)7(s) ds + dv(s))+
+ ((s) dpa(s) + ca(s)i(s) ds) = a(s) dp(s) + ca(s)y(s) ds + dv(s)

a pro skoro vsechna t € [a, b]

2(s) = (@(s)) + (8(5)) = (c1(s)T(s) + ca(s)F(s) + g(s))+
+ (c1()i(s) + e2(9)i(s) ) = er(s)a(s) + cals)y(s) + g(s),
a tedy dvojice (z,y) je diky Lemmatu [29| feSeni , s pocatecni pod-

minkou (xg, yo) pravé tehdy, kdyz (z(a), y(a)) = (x0, yo), coz po kratkém vypoctu
vede na soustavu linearnich rovnic

zo — T(a) = axi(a) + Bra(a),
Yo — Yla) = ayi(a) + Byz(a)

pro neznamou dvojici («, 5). Tato soustava mé pravé jedno feseni tehdy, kdyz
jsou dvojice (z1(a),y1(a)) a (za(a),y2(a)) linedrné nezéavislé. Pokud by byly li-
nearné zavislé, tak ale kazdou linedrni kombinaci k(xq,y1) + I(x9,y2) dostaneme
feseni homogenni soustavy s pocatecni podminkou lezici v linedrnim obalu dvo-
jice (z1(a),y1(a)), a tedy neziskdme celé H. To je vSak spor s tim, ze (z1,y1),
(22, y2) tvori bézi tohoto prostoru.

O

Véta 8. (Liouvilleova formule). Necht (x1,41), (2, y2) jsou dvé reseni homogenni
soustavy

7'(t) = er (D) (t) + ca(t)y(2),
2(t) dp(t) + ca(t)y(t) dt

Dy(t) =
._ z1(t) wa(t)) _ . a
w(t) = et (710 7200) — 1000~ ax(O1n(0), 1€ ]

Potom w € AC([a,b]) a

f: c1(s)+ea(s) ds)

w(t) =w(a) - e(

, t € la,b,

specidlné kazdd fundamentdlni matice F(t) je pro vsechny casy t € [a, b] requldrni.
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Diikaz.  Jelikoz podle Lemmatu jsou y1, y2 € BPV([a,b]) zleva spojité a
funkce 1, o € AC([a,b]) € BPV (|a,b]) jsou spojité, tak w = x1ys — x2y1 je
diky Lemmatu [26] zleva spojita funkce t¥idy BPV ([a,b]) (jakozto rozdil dvou
funkei s témito vlastnostmi) a podle téhoz lemmatu plati

dptns(5) = (21(5) dpty, (5) + ya(5) dpta, () = (wa(s) dity, (5) + v1(5) dpiay (5)) =

= w1(s) (wa(s) du(s) + ca(s)ya(s) ds) + a(s) (er(s)z1(s) ds + ca(s)y (5) ds

(21(s) dpa(s) + ca(s)y < )ds) = y1(s)(cr(s)o < ) ds + ca(s)ya(s) s)

= c1(s)(w1(s)ya(s) — w2(s)yn(s)) ds + cals) (w1(s)ya(s) — w2 () (s)) ds =

= (cl(s) + c4(s))w(s) ds.

Tedy pro kazdé t € [a, D]

w(t) =w(a)+ py(la, t)) =w(a) + /at (cl(s) + 64(s)>w(s) ds.

Ponévadz w = x1ys — x2y; € L®([a,b]), tak jde o neurcity Lebesguetv inte-
gral funkce (¢; + cq)w € L'([a,b]). Z Véty [I| potom plyne, ze w € AC([a,b]) a
w'(t) = (c1(t) + ca(t)) w(t) pro skoro vsechna t € [a,b]. Odsud dostavame, ze w
je jednoznacéné urcené feseni rovnice 2/(t) = (c1(t) + ca(t)) 2(t) s poc¢atecni pod-
minkou z(a) = w(a) v Carathéodoryho smyslu. Jinym takovym feSenim je ale
funkce

v

— za(s)(z1(s) d
)(#1(s)

2(t) = w(a) - e(f“t crlertedls) ds), t € [a,b].

7 jednoznacnosti feseni tak nutné

w(t) = w(a) ol “(5”04(5”5), telab). (2.19)

Je-1i F libovolna fundamentalni matice, tak diky linearni nezavislosti pocatec-
nich podminek (vizte dikaz Véty[7)) je F(a) regularni, neboli w(a) # 0. Z rovnosti
pak snadno nahlédneme, ze w(t) # 0 pro kazdé t € [a, b, a tedy skutecné
F(t) je pro kazdé t € [a, b] reguldrni.

[l

Diky teorii pro homogenni soustavu nyni snadno ukazeme, ze existuje pravé
jedno feSeni nehomogenni soustavy, které v daném bodé ¢ € [a, b] nabyva prede-
psanou hodnotu.

Véta 9. Necht c € [a,b] a (x.,y.) € R%. Potom existuje pravé jedno tesent (z,vy)
soustavy

x/

Dy

t
t

) =a)z(t) + c2(t)y(t) + g(), (2.20)
) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) (2.21)
(

na [a,b] sphiujici (z(c),y(c)) = (xc, ye)-

(
(

Diikaz.  Necht (x1,y1), (x2,y2) je libovolny fundamentdlni systém homogenni
soustavy, I je pfislusnd fundamentélni matice a (Z,7) je libovolné partikuldrni

feseni. Podle Véty [7| 1ze kazdé Teseni (x,y) soustavy (2.20)), (2.21) zapsat jako

() = (20 k0 (3). sl
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pro jednozna¢né urcenou dvojici (a,3) € R2. Tedy (z,y) splituje podminku
(z(c),y(c)) = (¢, ye) pravé tehdy, kdyz

()~ G)) =7 5) (2.22)

Podle Liouvilleovy formule (Véta [8) je F(c) reguldrni, a tak existuje pravé
jedna dvojice (a, ) € R? spliujici (2.22)), ¢im? je ditkaz hotov.
O

V Kklasické teorii plati, ze pokud je (z1,v1), (z2,y2) fundamentdlni systém
homogenni soustavy

z1(t) wa(t)
F(t) = , t€la,b
0= () ie) el
je prislusna fundamentalni matice, tak lze (jednoznacné urcéené) reseni (x,y) sou-

stavy (zde h € L'([a,b]))

'(t) y(t) +9(1),
y'(t) = es(t)a(t) + C4(t) (t) + h(?)
s pocatecni podminkou (z(a),y(a)) = (xo,y0) pri konvenci Z(t) = (z(t),y(t)),

p(t) = (9(t), h(t)), Zo = (x0,y0) napsat jako

Oznacime-li
_ (G Q2 1y [0 Qa2 .
F(a) = (51 52) ; Fi(a) = <51 Bz) ; w(t) =detF(t), t € la,bl,

tak lze predchozi rovnost diky vztahu

Fl() = —— ( a(t) _IQ(”) L telab

—(t)  a(t)

ekvivalentné prepsat jako
(1) = F(t)k(t), t € [a,b],

kde slozky vektorové funkce k(t) = (ki (t), ka(t)) pro kazdé ¢ € [a, b] splnuji

(5)9(s) — @a(s)h(s) ,

w(s)

—y1(8)g(s) + x1(s)h(s)
w(s) !

ki(t) = ar1xo + aayo + / Y2

)

S.

ka(t) = 51$0+52yo+/

Jelikoz v nami uvazované tloze pracujeme namisto h(s) dss dv(s), tak bychom
¢ekali, ze kdyz v predpisu funkei kq, ko zménime h(s) ds na dv(s), bude opét platit

T(t) = F)k(t), t € [a,b)].

Nasledujici véta ukazuje, ze tomu tak skutecné je.
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Véta 10. (Variace konstant). Necht (x1,v1), (z2,y2) je fundamentdlni systém
homogenni soustavy

(1) = )z (t) + c2(t)y(t),
Dy(t) = 2(t) dyu(t) + ea(t)y (1) dt
a F je prislusnd fundamentdlni matice. Necht (x,y) je Teseni soustavy
2'(t) = aa(t)z(t) + c2(V)y(t) + 9(1),
Dy(t) = (t) dp(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t)

s pocdtecni podminkou (xq,yo). Potom s pouZitim znaceni zavedeného pred touto
vétou plati

(t) = F(t)k(t), t € [a,b)],
kde funkce ki, ko spliiuji pro kazdé t € |a, b]

ki(t) = arxo + azyo +/ b2 szg(s) ds —/ 72(s) dv(s),

w(s) [a,t) W(S)
z1(s)

(8)9(8) 1

ds +

ka(t) = Brxo + Bayo — / 7 dv(s)

[a,t) U)(S)
Dukaz. Nejprve si uvédomme, ze diky Vété |8 je funkce w absolutné spojita a
nenulova na [a,b], a tudiz 1/w je dobfe definovand a absolutné spojitd funkce
a [a,b]. To spolu s x; € C([a,b]), y; € BPV([a,b]) C L*>*([a,b]), i = 1,2 a
g € L'([a,b]) znamend, ze (y;9)/w € L*([a,b]) a z;/w € C([a,b]) proi=1, 2.
Na [a, b] definujme funkce

y2(s)g(s)

k11(t) = aqzo + agyo +/ v

ds, kis(t) = — /W 205) (),

w(s) ) w(s)
ko1 (t) = Brzo + Bavo —/ yl(ufzg)(s) s, ka(t) = /[a,t) gi;((j)) dv(s).

Potom ]{711, ko € AO([CL, b]) a
y2(s)g(s) yi(s)g(s)
d ="l Ylds, d =—
Koy (S) w(s) S, 120 (S) U)(S)
Jako dusledek Lemmatu jsou pak kia, kas € BPV ([a,b]) zleva spojité a
ZU2( ) z1(s)

dﬂk12(8> = dy( )7 d:ukm(s) = w(s)

Ozna¢me x = kix1 + kows a y = kyy; + koyse. Podle Lemmatu |26 pak (x; a
jsou absolutné spojité a ky, ks € BPV([a, b)) zleva spojité)

d“x(s) = ]{?1(8) d:um (S) + .171(8) dﬂ’k’l (S) + kQ(s) dlul‘Q(s) + xQ( )d,qu( ) =

= k1(s) (cl(s)xl(s) ds + c2(8)y1(s) ds) + 1(s) (W ds — (( )) (3))—|—

+ k() (e1(s)aa(s) ds + cas)ya(s) ds) + x2(3)< _ nl)gls) o oals) dv(s ))

w(s) w(s)
= c1(s) (k(s)71(5) + ka(s)aa(s) ) ds + ca(s) (ka(s)ya(s) + ka(s)ya(s) ) ds+
+ 71(8)42(s) — $2<S)y1(s)g(s) ds = (cl(s)x(s) + co(s)y(s) + g(s)) ds.

w(s)
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Diky bodu (a) Lemmatu 27| tak z € AC([a,b]). Podle definice prirustkové
derivace a Véty |l| pak pro s.v. t € [a, D]
2'(t) = ei(t)z(t) + 2ty (t) + g(1).
Predchozi vypocet p, probéhl bez problémii diky tomu, Ze jsme vzdy derivovali
souc¢in spojité a zleva spojité BPV-funkce. Chceme-li ale tentyz postup pouzit
pro p,, musime byt opatrnéjsi, ponévadz v soucinech yiki2 a y2keo vystupuji

BPV-funkce, které jsou obecné pouze zleva spojité.
Necht [c,d] C [a, b]. Potom

vi= [ %2({8}) B (5) + | 1k ({5)) s () =

_ /Cd) V({5 iy () + /cd) )) ({5}) diigs(5) =

- /d) ! v({s})xi(s IQ( v({s})ca(s)yi(s) ds+

w S) [e,d) W S
z1(s) 1(s) )
—l—/[ P w(s) 1/({3} To(s +/ w(s) v({s})ea(s)ya(s) ds =

2(8) = a(5)y1(s)
B / w(s) v({s})ds = / 1(s)v({s})ds =

pficemz posledni rovnost plati diky tomu, ze v je podle [5, str. 44, Véta 19.9]
skoro vSude spojitd. JelikoZ podle Lemmatu [26] plati

(1(Dk1a(d) + ya(d)ka(d)) — (v1(c)kra(c) + pa(c)kna(c)) = / y1(s) dpuk,, (s)+

[e,d)
[ R i)+ [ a(s) dpi () + [ bonls) i () + V.

tak diky V' = 0 je prirtstkova derivace funkce y;k15 + y2kss rovna
N (5> dukm (S> + /{712(8) dlu'yl (5) + y2(5) dlu’k22 (3> + k22(5) d:uyz <S>7

tj. tuto funkeci muzeme derivovat jako klasicky soucin (s tim, ze derivaci je mira).
Protoze vyrazy y1k11 a yaks1 uz jsou soucinem (absolutné) spojité a zleva spojité
BPV-funkce, tak mizeme vSechny ¢leny v definici funkce y derivovat, jak jsme
zvykli, a dostaneme

() = Fa(5) it () + 90 (5) ity (5) -+ K() A (5) + 92(5) s 5) =
= ki (5) (1) dils) + ex(s)uns) ) + y1<s>(y2( ) g 22D g5 4

(s) w(s)

+ k‘g(s)<x2(s) dp(s) + ca(s ds) + ya(s ZHSES)() ds + Z}léj)) du(s)) =
= (ka(s)z1(s) + ka(s)z <s)) dp(s) + cals )(k:l( Jyi(s) + ka(s)ya(s)) ds+

N 21(8)ya(8) — wa($)y1(s) dv(s) = x(s) du(s) + ca(s)y(s) ds + du(s),

w(s)

specidlné y € BPV ([a,b]) je zleva spojita. Jelikoz snadno ovéfime, ze plati rov-
nost (z(a), y(a)) = (xo, o), tak je (z,y) diky LemmatuR9|skutecné fesen{ uvedené
soustavy s pocatecni podminkou (xg, o).

]
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2.3 Protipriklady

Na predchozich stranach jsme ukazali, ze kdyz v soustavé

'(t) = cr(t)(t) + ety (t) + g(t),
y'(t) = cs(t)a(t) + ca(t)y(t) + h(t)
misto funkci c3 a h uvazujeme obecné Radonovy znaménkové miry p a v, tak
plati analogicka tvrzeni jako v bézné teorii obycejnych diferencidlnich rovnic. Na
konkrétnich prikladech homogennich soustav (¢ = 0, h = 0) nyni ukdzeme, pro¢
muze nahrazeni nékteré z dalsich funkei puisobit potize.
Pokud mirou nahradime funkci ¢y a funkce ¢y, c3, ¢4 ponechame beze zmény;,

tak jde o totéz jako nami studovana soustava, jen s prohozenymi rolemi funkei x
a y. Uvazme tedy pripad, kdy jsou jak ¢y, tak c3 nahrazeny mérami.

Piiklad 1. Na intervalu [0, 2] feSme tlohu s ¢; = ¢4 =0, ,,co = c3 = 01, kde
1 je tzv. Diracova mira v bodé 1 (kterd je Radonova) definovand predpisem

1, 1€ A4,
51“”—{0 g4 AcD

tj. TeSme soustavu

Reseni této soustavy lze explicitné spocitat. Snadno totiz nahlédneme, Ze pro
t € [0, 1] plati z(t) = xo, y(t) = yo. Je-li t € (1,2], tak

_$0+/ s)doq(s) = xo + y(1) = 20 + Yo,
—Z/o+/ s)déi(s) = yo + x(1) = yo + wo.

Pro kazdou pocéteéni podminku (xg, yo) tedy prislusné feseni (z,y) existuje,
je urceno jednoznacné a plati

Lo, te()al? Yo, t60717
(1) = 00y = o
$0+yo7 le (172]7 $0+Z/07 te (172]
Necht (x1,11), (z2,y2) jsou TeSeni této soustavy s linedrné nezavislymi poca-
teénimi podminkami (xg,vo), (To,7,) a necht w(t) = x1(t)y=(t) — xo(t)y1(t) je

determinant prislusné fundamentalni matice. Pokud by platila Liouvilleova for-
mule, tak bychom pro kazdé ¢t € [0, 2] dostali

w(t) = w(0) - (harati) w(0) - € = w(0).
Avsak dle predchoziho pro kazdé ¢ € (1, 2] plati
w(t) = z1(t)ya(t) — 22()y1(t) = (20 + ¥0)(To + o) — (To + Fo)(zo + %) = 0,
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a jelikoz (xo,y0), (To,Ty) jsou linedrné nezavislé, tak w(0) # 0. Tedy nejenze
neplati Liouvilleova formule, ale fundamentalni matice mtze byt singularni na
mnoziné nenulové Lebesgueovy miry, a tak nemusi platit ani variace konstant.

Nyni se podivejme na pripad, kdy nahradime jednu z funkci ¢y, ¢4 mirou
(oboje vede na tlohu téhoz typu, pouze s prohozenou roli x a y) a ostatni funkce
ponechame beze zmény.

Priklad 2. Na intervalu [0, 2] FeSme tdlohu s ,¢; = —§1“, co = ¢3 = ¢4 = 0,
kde ¢, je opét Diracova mira v bodeé 1, tj. feSme soustavu

x@):xm—/ () dé (s),
[0,t)
y(t) = vo-
Jeji TeSeni lze opét snadno pfimo spoéitat. Ziejmé z(t) = xy na [0,1]. Je-li
t € (1,2], tak

x(t) = xo — [ )x(s) doi(s) = xg — (1) = g — o = 0.
0,t

Pro kazdou pocatecni podminku (z¢, yo) tedy prislusné reseni (z,y) existuje,
je urceno jednoznacné a plati

aw:¥“t§’”’mw:%tepm

Necht (x1,91), (2, y2) jsou Feseni této soustavy s linedrné nezavislymi pocéatec-
nimi podminkami (zg, yo), (To,7y) a necht w(t) = x1(t)y2(t) — x2(t)y1(t) je deter-
minant prislusné fundamentalni matice. Jelikoz ,,c; = —d;“, tak bychom c¢ekali, ze
Liouvilleova formule bude mit tvar

_ . 6_ fO,t dor(s) ) w(0)7 te [07 1]a
ot = w0 U )_{mm@1¢ateaﬂ.

Dle ptredchoziho vsak pro kazdé t € (1, 2] plati

w(t) = 21(t)y2(t) — 22(t)y1(t) =07y — 0 yo = 0,

a tudiz
~Jw(0), telo0,1],
wit) = {0, te(1,2.

Znovu tak neplati o¢ekdvand analogie Liouvilleovy formule. Navic fundamen-
talni matice mize byt opét singularni na mnoziné nenulové Lebesgueovy miry, a
tudiz nemusi platit ani variace konstant.

Vsimnéme si, ze uvedena soustava je spise jedinou rovnici pro neznamou funkci
x, kterou lze zapsat jako

Dx(t) = —x(t) do(t).

Vyse uvedené potize s Liouvilleovou formuli pak plynou z toho, Ze reSeni této
rovnice nesplnuje oc¢ekavany vzorec

o(t) = 2(0) - ¢~ o 1)
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Celkem vidime, ze kdyz v homogenni soustavé nahradime Radonovou znamén-
kovou mirou praveé jednu z funkei cp a c3, tak feSeni splnuje ocekavanou analogii
vsech zakladnich vét z teorie linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic. Nao-
pak pokud Radonovou znaménkovou mirou nahradime libovolnou z funkci ¢; a
¢y, tak uz ocekavané analogie zakladnich vét obecné platit nemusi. Z predcho-
zich prikladi rovnéz plyne, Ze kdyz mirou nahradime funkci ¢y nebo c3 a na-
sledné jesté libovolnou ze zbylych funkei, tak opét nemusi platit analogie zaklad-
nich vét. Jedinou ,bezpecnou® moznosti je tudiz nahrazeni pravé jedné z funkci
¢2 a cg, coz vede na tlohu téhoz typu, jen piipadné s prohozenou roli x a y (pfi
nahrazeni funkce ¢o mirou bychom pak v nehomogenni soustavé nahradili mirou
funkci g a funkci h nechali beze zmény).
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3. Sturmova srovnavaci véta

Nejprve zavedme konvenci, ze pokud ma funkce f : [a,b] — R mérovou i
piirastkovou derivaci a zizenim piirastkové derivace na B(a,b) dostaneme tu
mérovou (napr. pokud jde o zleva spojitou BPV-funkei), tak budeme obé derivace
nazyvat ,mérovou derivaci“ a obé budeme znacit symbolem D f (pfipomenme téz
diive zavedené znaceni dDf(s) = Df(s)).

Teorii z predchozi kapitoly nyni pouzijeme ke studiu linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic druhého radu. Pfipomenme, Ze rovnici druhého radu

2'(t) + P(t)2'(t) + Q(t)x(t) = h(t)

s pocatecni podminkou (z(a),z'(a)) = (zo,%), kde P, Q, h € L'([a,b]), 1ze
pomoci substituce y := 2’ prevést na soustavu dvou rovnic prvniho rfadu

(1) = y(1),
y'(t) = =Q)x(t) — P(t)y(t) + h(t).

V teci ekvivalentni integralni formulace jde o soustavu
t
2(t) = wo+ [ yl(s)ds,

y(#) :yo—/tx(s)Q(s) ds—/atP(s)y(S) ds+/at h(s) ds.

a

Predchozi teorie ndm nyni umoznuje znaménkové miry Q(s)ds a h(s) ds na-
hradit obecnymi Radonovymi znaménkovymi mérami () a p, a tak predpokla-
dejme, ze ([a,b), S, Q) a ([a,b),S,, p) jsou prostory s Radonovou znaménkovou
mirou, a zabyvejme se soustavou

'(t) = y(b), (3.1)
Dy(t) = —z(t)dQ(t) — P(t)y(t) dt + dp(t),

jejiz feseni definujeme jako v Definici [19] Diky Vété [6] vime, Ze tato soustava ma
pri predepsané pocatecni podmince pravé jedno reseni.
Z jistych diivodi, jejichz uzite¢nost nahlédneme pozdéji, bychom radi ukazali,

ze kazdé TeSeni soustavy (3.1)), (3.2)) fesi i rovnici
(p(t)2'(t)) + q(t)a(t) = v(1) (3.3)

pro vhodnou kladnou funkci p € AC([a,b]) a vhodné prostory ([a,b),S,,q),
(a,b),S,,v) s Radonovou znaménkovou mirou a naopak ze kazdé feseni rov-

nice (3.3)) pro dané p, ¢ a v s vlastnostmi jako vyse fesi i (3.1]), (3.2) pro vhodnou
funkei P € L'([a,b]) a vhodné prostory ([a,b),Sg, @), ([a,b),S,, p) s Radonovou

znaménkovou mirou. Nejprve ale musime zadefinovat, v jakém smyslu m&a byt
rovnice (3.3)) splnéna. Po zavedeni substituce y = 2’ dostaneme soustavu

2'(t) = y(t),
(p(t)y(t)) = —q(t)z(t) + v(2),

coz nas vede k nasledujici definici.
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Definice 20. Necht p € AC([a,b]) je kladnd funkce. Necht ddle ([a,b),S,, q) a
([a,b),S,,v) jsou prostory s Radonovou znaménkovou mirou. Rekneme, Ze dvojice
funkei z, y : [a,b] — R 7esi rovnici

(p(t)=' ()" + q(t)z(t) = v(1) (3.4)
s pocdtecni podminkou (xg,yo), pokud x € AC([a,b]), py € BV (a,b) a pro kazdé

t € [a,b] plati
¢
t) = xg +/ y(s)ds

POy =p(@yo — [ a(s)da(s) + | du(s)

[a,t) [a,t)

Lemma 32. Dvojice =, y : [a,b] — R 7esi rovnici (3.4) s pocdtecni podmin-
kou (xo,y0) ve smyslu Definice |20 prdvé tehdy, kdyz funkce (x,7) == (z,py) 1esi
soustavu

y(t), (3.5)
Dy(t) = —x(t) dq(t) + dv(t) (3.6)

Diikaz. = : Jelikoz p € AC([a,b]) je kladna, tak 1/p € AC([a,b]) C L'([a,b]),
a tedy soustava (3.5)), (3.6) mé tvar jako v Definici [19]
Podle Definice 20| je = € AC([a,b]), ¥ = py € BV (a,b) a pro kazdé ¢ € [a, b]

_x0+/ ds—x0+/pgy ds:xo—l—/t(ls)y(s)ds
g(t) = p(t)y(t) = pla)yo — /[ s) dg(s) + / du(s

coz podle Definice (19| zavrsuje dikaz této implikace.
< : Necht (z,7) = (z, py) je FeSeni soustavy (3.5), s po¢ateéni podmin-
kou (zg,p(a)yo). Podle Definice |19 pak z € AC([a,b]), py € BV (a,b). Platnost
integralnich rovnic v Definici [20| pak snadno plyne z platnosti integralnich rovnic
z Definice [19] podobné jako v predchozi implikaci.
O

Predchozi lemma je sice jednoduché, ale velmi uziteéné, protoze ndm umoznuje
na dvojice (z,py) = (z,y) aplikovat teorii ze druhé kapitoly. Vyhodné je napii-
klad to, ze v pripadé v = 0 Tesi dvojice (x,7) homogenni soustavu s nulovymi
ydiagonalnimi* koeficienty ¢; a ¢4, a tak je determinant libovolné fundamentalni
matice diky Liouvilleové formuli konstantni. Pfedchozi lemma je také pripravou
pro lemma nasledujici.

Lemma 33. Dvojice funkci x, y : [a,b] — R 7esi rovnici (3.4)) s pocatecni pod-
minkou (xo,yo) ve smyslu Definice |20| pravé tehdy, kdyz resi soustavu

2'(t) = y(t), (3.7)
1@@:-%2@@-2&%@%+&5ww (3.8)

s touz pocdtecni podminkou ve smyslu Definice [19,
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Diikaz. <= : Vsimnéme si, ze z faktu p € AC([a,b]) a p > 0 na [a,b] diky
Vété [1| a Lemmatu (1] vime, ze 1/p € AC([a,b]) a p’ € L'([a,b]). Z toho plyne, Ze
1/p, p'/p € L*(Ja,b]) a také 1/p € L' ([a,b),S,,|ql) a 1/p € L*([a,)),S,,|v]).
Mira s hustotou 1/p vzhledem ke ¢ nebo v je tedy podle Lemmatu 18 Radonova
znaménkova mira, a tak ma soustava , tvar jako v Definici .

Necht (x,y) je (jednozna¢né urcené) reseni této soustavy s pocatecni podmin-
kou (zg,yo). Potom podle Lemmatu [29 plati € AC([a,b]), y € BPV([a,b]) je
zleva spojita a

‘ —

2(t) =y(t) = p(t)p(t)y(t) pro s.v. t € [a, b], (3.9)
Dulr) — 0 @ 1
y(t) = o0 dq(t) o0 y(t) dt + o0 dv(t) na B([a,b)). (3.10)

Dipy)(s) = p(5)05(3) + y()Dp(s) = p(s) ( — 2 dg(s) — L1y (5) s

(
e du(s)) + y(p(s) ds = —a(s) dals) — 1/ (s)y(s) ds + du(s)+
T y(s)p/(s) ds = —a(s) dq(s) + du(s),

specidlné py € BPV ([a,b]) je zleva spojita. Déle (z(a),p(a)y(a)) = (xqo, p(a)yo),
a tak dvojice (x,7) = (z,py) podle Lemmatu fesi soustavu (3.5)), (3.6) s
pocatecni podminkou (zg,p(a)yo), coz diky Lemmatu [32] znamend, Ze (x,y) Fesi

(3.4) s pocatecni podminkou (g, yo).
= : Necht (z,y) fesi (3.4) s pocatecni podminkou (zg,o). Potom podle

Lemmatu [32| dvojice (z,7) = (z, py) Fesi soustavu (3.5)), (3.6) s poc¢ateéni pod-
minkou (xg, p(a)yo), a tedy x € AC([a,b]), py € BPV(|a,b]) je zleva spojita
a

2(t) = —g(t) = p(lt)p@y(t) — y(t) pro s.v. t € [a, 8],

Dy(t) = D(py)(t) = —a(t) dq(t) + dv(t) na B([a,b)). (3.11)

Protoze 1/p € AC([a,b]), tak y = (1/p)py je zleva spojitd funkce patiici do
BPV ([a,b]) jakozto soucin dvou funkei s témito vlastnostmi. Diky Lemmatu

a (B11) tak

p(s)Dy(s) +y(s)p'(s) ds = p(s) Dy(s) + y(s)Dp(s) = D(py)(s) =
= —x(s)dq(s) + dv(s),

a tedy
p(s)Dy(s) = —x(s) dq(s) — p'(s)y(s) ds + dv(s). (3.12)
Povsimnéme si, ze pokud jsou p;, po dvé Radonovy znaménkové miry splinujici

dp1(s) = dps(s) na B([a,b)), tak lze tuto rovnost ,pfendsobit“ libovolnou funkei
f € LY([a,b), B([a,b)),|q:]) a pijde o rovnost miry s hustotou f vzhledem k p;
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a miry s touz hustotou vzhledem k p,y na B([a, b)). Pfendsobenim rovnosti ((3.12))
funkei 1/p tak ziskdme

—=dq(s) — ];((j))y(s) ds + p(ls) dv(s) na B([a,b)).

Z rovnosti (zg,p(a)yy) = (x(a),y(a)) = (z(a),p(a)y(a)) pak diky p(a) # 0
plyne (z(a),y(a)) = (zo,v0), a tak diky Lemmatu dvojice (x,y) tesi (3.7),
(3.8) s pocatecni podminkou (xg, yo).

O]

Z predchoziho lemmatu specidlné vidime, ze rovnice ([3.4)) ma pro danou poca-
teéni podminku pravé jedno reseni, nebot staci dokazat existenci a jednoznacnost
feSeni pro soustavu , , kterou jsme jiz ukazali ve druhé kapitole. Na-
vic Feseni rovnice (3.4) diky Lemmatu [33| patii do stejnych prostort a ma stejné
vlastnosti jako feseni soustav ve druhé kapitole.

Déle je jiz pomérné dobte vidét, jak prechézet mezi soustavou , a
rovnic{ (3.4). Pokud P € L'([a,b]); ([a,b),Sq,Q), ([a,b),S,, p) jsou prostory s
Radonovou znaménkovou mirou a (z,y) fesi (3.1)), (3.2), tak poloZime

() = e PO%) ) = by (), av(e) = ple) dott).

Potom p jakozto slozeni exponencialni funkce, ktera je lipschitzovska na [a, b],
a absolutné spojité funkce ¢ + [* P(s)ds na [a,b] patii do AC([a,b]) a zfejmé
p > 0 na [a,b]. Dale dle Vety (1| plati p/(t) = p(t)P(t) skoro vsude, diky ¢emuz
P(t) = p/(t)/p(t) skoro vsude. Jelikoz p € AC([a,b]), tak g, v jsou Radonovy
znaménkové miry a

p(s) p(s)
dp(s) = §§ dp(s) = p(l) dv(s)

Odsud uz snadno dostaneme, ze diky splnéni rovnic , dvojice (x,y)
resi soustavu , , coz je dle predchoziho lemmatu totéz jako splnéni rov-
nice ((3.4)).

Nyni necht naopak p € AC([a,b]) je kladna, ([a,b),S,,q), ([a,b),S,,v) jsou
prostory s Radonovou znaménkovou mirou a (x,y) resi . Potom tato dvojice

resi (3.7), (3.8]), coz nas vede k
/(#) 1 1
P(t) ===, dQ(t) := —<dq(t), dp(t) = —=

p(t) p(t)

Dle predchozi diskuse je pak P € L'([a,b]), 1/p € AC([a,b]), Q a p jsou
Radonovy znaménkové miry a snadno ovérime, ze diky splnéni rovnic (3.7)), (3.8])
dvojice (z,y) tesf i (B1), (B2)-

Diky této vzédjemné korespondenci se muzeme dale zabyvat rovnici (3.4) a
prvnim vysledkem, ke kterému smétujeme, je tzv. Sturmova srovnavaci véta, pro
jejiz dikaz budeme potrebovat jedno pomocné lemma. Zatimco v klasické teorii
je funkce y vsude spojitd, v nami studované rovnici jde pouze o zleva spojitou

i

dv(t).
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funkei. Ukazuje se ale, Ze pokud je hodnota funkce x v néjakém bodé ¢ € [a, b]
rovna nule, tak uz z toho plyne spojitost y v tomto bodé. To je zcela klicové nejen
pro ditkaz nasledujiciho lemmatu (jehoz cely zavér a myslenky dikazu poslednich
dvou bodu jsou stejné jako v klasické teorii) a analogie Sturmovy srovnavaci véty,
ale i pro studium Sturm-Liouvilleovy teorie, jiz se vénujeme ve ¢tvrté kapitole. V
nasledujicim budeme pod pojmem ,netrivialni feseni“ mit na mysli feseni, které
neni identicky nulové.

Lemma 34. Pro netrividlni teseni (z,y) rovnice
(p(1)2'(t))" + q(t)x(t) = 0 (3.13)
plati, Ze

(1) pokud x(c) = 0 pro néjaké c € [a,b], tak y(c) # 0 a funkce y je spojitd
v bodé ¢ (pokud c je krajni bod, tak pouze spojitd z prislusné strany);

(ii) oznacime-li N = {t € [a,b] : x(t) = 0}, pak N nemd hromadny bod;

(111) je-li (T,7y) jiné reseni a plati-li x(c) = T(c) = 0 pro néjaké c € [a, b,

ak (Z,Y) = Alx e :@
tak (Z,79) = Mx,y), kde A y()’

Diikaz. (i) Pokud by platilo z(c) = y(c) = 0, tak z jednoznacnosti feSent (Véta[9)

dostaneme, Ze (x,y) je identicky nulové feseni, coz je ale spor s jeho netrivialitou.

Necht ¢ € (a,b) a 7 € (0,b — ¢). Potom

2(s)da(s) = pl)y(c) ~ [ als)da(s)-

pletmyle+7) = p()y(e) - [ .

[c,c+7)

—w(alfe)) = ple)yle) = [ als)da(s),
pficemz posledni rovnost plati diky tomu, ze x(c) = 0. Odsud mame
Iple+ Tyle+ ) — ()] < lellequn - lal((c.c+ 7). (3.14)
Necht {7, }nen C (0,0 — ¢) je posloupnost spliujici 7, N\, 0. Potom
(c,e+1)2(c,e+m) 2. a |gl(e,e+7)) < oo,
z ¢ehoz plyne
0 =1al) =l () (04 7)) = Jim ol (e )
Diky tomuto faktu a tak
Jim [ple + m)y(e + ) — p(e(e)] =0,
a tedy py je zprava spojita v bodé c. Spojitost funkce py zleva plyne z toho, ze
dvojice (z,py) = (z,7) Tesi soustavu (3.5)), (3.6), a tak je ¥ = py zleva spojitd

diky Lemmatu

57



Celkem jsme tak ukézali, ze funkce py je spojita v bodé ¢, a tak je v tomto
bodé spojité i funkece y jakozto soucin funkei 1/p a py spojitych v bodé c. Pokud
¢ je krajni bod intervalu [a, b], postup je zcela analogicky.

(ii) Necht pro spor N ma hromadny bod, ktery oznacme c. Potom existuje
posloupnost {t,}nen C [a,b] takovd, ze t, — ¢, z(t,) = 0 a t,, # ¢ pro vSechna
n € N. Ze spojitosti funkce = plyne z(c) = 0. Podle pfedchoziho bodu pak y(c) # 0
a ¥y je spojita v bodeé c.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme ¢ € (a,b) a y(c) > 0. Ze spojitosti
potom plyne existence r > 0 takového, ze

Vte(c—r,c—i-r):y(t)zy(;)>0.

Potom vsak

YVt € (c,e+71):z(t) :m(c)+/cty(s)ds:/cty(s)ds > 0,

YVt € (c—r,c):x(t) =z(c) / y(s)ds:—/tcy(s)ds<0,

t

coz je spor s tim, ze ¢ je hromadny bod N.

(iii) Diky bodu (i) je y(c¢) # 0. Snadno ovérime, ze pro A = 7(c)/y(c) je
dvojice (Ax, \y) Tesenim rovnice (3.13)), které v case ¢ nabyva hodnotu (0,7(c)).
Druhym takovym fesenim je ale (Z,7). Z jednoznacnosti tak (Z,7) = A(z,y).

0

Nyni jiz slibovand Sturmova véta.

Véta 11. (Sturmova srovnavaci véta). Necht (x1,y1) je netrividlni resent rovnice

(p(t)2'(t)) + qu(t)z(t) = 0.

Necht a < ¢ < d < b jsou dva sousedni nulové body funkce xi. Necht (xq,ys2) je
reseni rovnice
(p(®)2'(1)) + q2(D)2(t) = 0

a g2 — q1 je nezdpornd mira na B(c,d). Potom nastane prave jedna z ndsledujicich
moznosti.

(1) Funkce x5 md v intervalu (c,d) nulovy bod.
(1) ¢ = q2 na B(c,d) a IN € R Vt € [¢,d] : z2(t) = Ax1(2).

Dikaz. Nejprve si uvédomme, ze diky predchozimu lemmatu ma smysl mluvit
o sousednich nulovych bodech funkce x;, ponévadz mnozina nulovych bodu této
funkce nema hromadny bod.

Jelikoz spojita funkce nenabyvajici hodnotu nula je bud vSude kladna, nebo
vSude zapornd, lze bez tjmy na obecnosti predpokladat x; > 0 na (¢, d). Podle
Lemmatu (34| z faktu z1(c) = z1(d) = 0 plyne, Ze y; je spojitd v bodech ¢, d a
y1(c) #0, y1(d) # 0. Tvrdime, ze pak uz nutné y;(c) > 0 a y;(d) < 0.
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Kdyby totiz y;(c) < 0, tak ze spojitosti existuje r > 0 takové, ze y; < 0 na
[c,c+ 1] C[a,b]. Pro kazdé t € (¢,c+ r| by pak ale platilo

z1(t) = z1(c) + /Ctyl(s) ds = /Ctyl(s) ds <0,

coZ je spor s tim, ze 1 > 0 na (¢, d). Obdobné odivodnime i nerovnost y;(d) < 0.
Ukazeme, ze pokud neplati (i), tak uz nutné plati (ii). Necht tedy x5 nema v
(¢, d) nulovy bod a opét miuzeme predpokladat zo > 0 na (c, d). Ze spojitosti této
funkce plyne z5(c) > 0, 25(d) > 0.
Diky Lemmatu [32] a Lemmatu [29] pro 7 = 1, 2 plati

Du;(s) = yi(s) ds na B([c, d)),
D(pyi)(s) = —xi(s) dgi(s) na B([c, d)).

Pro ¢ = 1, 2 oznacme jako ¢; g ztzeni ¢; na B(c, d). Podle Lemmatu 26| pro
kazdé i, j € {1;2} plati

/[c,d) zi(s)D(py;)(s) + p(s)yj(s)Dx;i(s) = z;(d)p(d)y;(d) — z;i(c)p(c)y;(c).

[c,d)
(3.15)
Déle diky Lemmatu [20| a faktu x4(c) =0

/{Qd)x (s)D(py1)(s) — /[Cd z1(s)D(py2)(s) = _/[ 2o (s) 21 (s) dgi (s)+

¢,d)
s)d / s)d
+Amm() wlis)=~[ ) da5(s)+
s)d / _
+ (Cyd)ld( ) QQB cd) (Q2B QIB)( )

Z (3.15) a rovnosti x1(c) = x1(d) = 0 ale zaroven

JL, ODEnE) — [ a(s) Do) (s) = - /[Cﬁd)p<s>y1<s>0x2<s>+
o d)p(dn(d) = w2 (e + [ pl)a(s) D (s) — ra(dpld)ya(a)+
Fra(@pE)a(e) = — [ o) (5)als) ds + 2a(d)pld)yn (d) — wa(e)plehyr () +

[

4 [ Pl (s) ds = o dp(yps (d) — e)ple)yi (o).
Tudiz

e d)p(d)ys () = 22(Op(Eyi () = [ a1(s)aa(s) dlgos — ais)(s). (3.16)

(c,d)

Ponévadz z predchoziho vime z5(d) > 0, z3(c) > 0, y1(d) < 0, y1(c) > 0 a
p > 0 na [a,b], tak zo(d)p(d)y1(d) <0, z2(c)p(c)y1(c) >0 a

w2(d)p(d)yr(d) — z2(c)p(c)ya(c) <0, (3.17)
pficemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz zo(d) = x2(c) = 0.
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Déle 1 > 0, 2 > 0 na (¢, d) a g2 8 — ¢1,8 je nezdporna mira na B(c, d), takze

/<c,d) 1(8)22(s) d(g2.5 — q1,8)(s) > 0. (3.18)

Vzhledem k (3.16)), (3.17) a (3.18) tak nutné

0 = z2(d)p(d)y1(d) — z2(c)p(c)yi(c) = /(qd) r1(8)x2(s) d(q2,8 — q1.8)(8),

a tedy dle predchozi diskuse xs(c) = x2(d) = 0. Pokud by navic existovala
mnozina A € B(c,d) takova, ze (g253 — ¢1.8)(A) > 0, tak by diky tomu, ze x; > 0
a x2 > 0 na (¢, d), platilo

/(C’d) r1(8)x2(s) d(qe8 — qu,8)(5) > /Axl(s)m(s) d(qos — q1.5)(s) > 0,

coz je spor. Tedy skutecné ¢; = g2 na B(c, d).
Diky g2 5 = q1,8 a faktu x2(c) = 0 pak pro kazdé t € [c, d] plati

p(2(0) = p()(c) = [ wa(s) daals) = p(O)ya(c) = [ wa(s) dasn(s) =

[e,t) (e,t)
= p(c)ya(c) — /(CJ) z(s) dq1 5(s) = p(c)ya(c) — /[w) r2(s) dqi(s),

a tedy (z2,y2) Tesi na [c, d] rovnici (p(t)x'(t)) +q(t)x(t) = 0. Z predchoziho navic
vime, ze xo(c) = 0. Jinym Fesenim této rovnice na [c,d] je ale (xy,¥;), pricemz
také x1(c) = 0. Podle Lemmatu [34| pouzitého na interval [c, d] tak pro A = iﬁgg
plati (z2,y2) = A(x1, 1) na [c, d).

]

Poznamenejme, Ze v klasické teorii (q1, g2 € L'([a, b])) misto podminek g, — ¢
je nezdaporna mira na B(c,d) a ¢1 = g2 na B(c,d) vystupuji po fadé podminky
g2 — q1 > 0 skoro vsude v (c,d) a qo = q1 skoro vsude v (c,d). Uvedeny dikaz az
na nezbytné tpravy kopiruje myslenky dikazu z klasické teorie.
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4. Sturm-Liouvilleova teorie

4.1 Vlastni Cisla

V této kapitole se budeme zabyvat rovnici

(p()2'(2))" + (Ar(t) + (1)) (t) = 0, (4.1))

kde p € AC([a,b]) je kladna funkce, ([a,b),S,,7) a ([a,b),S,, q) jsou prostory
s Radonovou znaménkovou mirou, r neni identicky nulova a A € R je parametr.
Ponévadz Ar + ¢q je pak také Radonova znaménkova mira, jde typové o rovnici
studovanou v predchozi kapitole, a tak jeji feseni definujeme jako v Definici 20
Pripomenme, Ze ze tieti kapitoly vime o vzajemné korespondenci mezi rovnicemi

typu a rovnicemi
a"(t) + P()2'(t) + (AR(t) + Q(t))x(t) = 0,

kde P € L'([a,b]) a @, R jsou Radonovy znaménkové miry.
Objektem naseho zdjmu budou ¢isla A € R, pro kterd existuje netrividlni
feSeni (x,y) rovnice (4.1,)) spliujici okrajové podminky

(A)

crz(a) + cap(a)y(a) = 0,
0, (B)

csz(b) + cap(b)y (D)

kde (¢1,¢2) # (0,0), (c3,c4) # (0,0) jsou pevné dény. Kazdé A € R, pro néz
existuje netrivialni feSeni (zy,y,) rovnice spliiujici podminky a (B)),
nazveme vlastnim c¢islem SL ulohy a funkci =, pak nazveme vlastni funkci
prislusnou tomuto ¢islu.

Vsimnéme si, ze pokud (x,y) je netrividlni feSeni , tak uz nutné x neni
identicky nulova (opac¢na implikace je zfejmd). Pro kazdé t € [a,b] totiz podle
Definice [20] plati

o(t) = w(a) + [ yls) ds,
POy = p(@)y(a) = [ ()0 + q)(s)

[a,t)
Pokud by z byla identicky nulova, tak je z druhé rovnice py konstantni funkce.
Kdyby slo o nenulovou konstantni funkci, tak y = k/p pro nenulové k € R,
specialné y je vSude nenulova a neméni znaménko. Pak ale x diky prvni rovnici
nemuze byt identicky nulova. Tudiz py je identicky nulova, z ¢ehoz diky p > 0
plyne, Ze y je identicky nulova. Dvojice (z,y) je vSak v tom piipadé identicky
nulové Teseni, coz je spor s jeho netrivialitou.

Pokud r, ¢ € L'([a,b]) a r mé reprezentanta spliujictho infeqp r(t) > 0,
tak je zndmo, ze existuje rostouci posloupnost A = {A\,},en € R takovd, Ze
lim, oo A\, = 00 a A € R je vlastni ¢islo SL tlohy pravé tehdy, kdyz A € A. Déle
pokud oznac¢ime Hilberttv prostor L?([a, b],r(s) ds) se skaldrnim sou¢inem

(Fiof2)e = [ Fi(5)ls)rts) ds
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jako H, tak ke kazdému vlastnimu ¢islu A, existuje jednoznacné urcena vlastni
funkce z, spliujici ||z, ||z = 1 a mnozina {z, }nen tvoli ortonormélni bazi H.
Navic plati, Ze x,, mé v (a,b) pravé n — 1 nulovych bodi.

Cilem této kapitoly je zjistit, jak se uvedena tvrzeni zméni pro pripad s obec-
nymi Radonovymi znaménkovymi mérami a za jakych podminek bude jejich plat-
nost zachovana. Uvidime, Ze na ¢ jiz nebudeme klast zadné omezujici pozadavky,
zatimco pozadavky na r bude postupné potieba zesilovat.

V klasické teorii lze vSechna uvedena tvrzeni kromé ortonormality ukéazat
najednou pomoci tzv. Priiferovy transformace, ktera spociva v zavedeni polarnich
soufadnic

(1) = p(t) sin (1),
p(t)y(t) = p(t) cos (1),

7 nichz lze odvodit rovnici
§(t) = ;<cos¢<t>>2 (O (8) + q(t))(sin 6(1))?.

Okrajové podminky a se nasledné ekvivalentné preformuluji v reci
funkce ¢ a cela tloha se zredukuje na vysetfeni chovani této funkce v zavislosti
na parametru A.

My vsak zvolime jiny pristup. Pokud bychom zavedli polarni souradnice, tak
funkce p a ¢ obecné nejsou lepsi kvality nez zleva spojité BPV -funkce. Pti odvo-
zeni rovnice pro D¢ je ale potieba derivovat slozenou funkci cos ¢(t) (respektive
sin ¢(t)) a také soucin p(t) cos ¢(t) (respektive p(t)sin ¢(t)). Pro mérové derivace
vsak v této obecnosti nelze pouzivat klasické vzorce jako

D(sin¢(t)) = cos p(t) Do (t),  D(p(t) sin g(t)) = p(t) D(sin ¢(t)) + sin ¢(t) Dp(t),

coz celou analyzu ztézuje. Z toho divodu pouzijeme jiny postup z klasické teorie,
jenz je sice delsi, ale pouziva prostredky, které se nam budou upravovat snaze.
Tento postup spociva ve vysetieni existence vlastnich ¢isel pomoci tzv. Greenova
operatoru (jenz se pri pouziti Priiferovy transformace vyuzije pouze k dikazu
ortonormality vlastnich funkci, ale fikd toho mnohem vice) a nésledné analyzy
nulovych bodu vlastnich funkci pomoci elementarnich metod sepsanych v kapitole
X knihy [2]. V této analyze hraje zdsadni roli podil y(b)/x(b), jenz odpovida
hodnoté (cotan ¢(b))/p(b) pti pouziti Priiferovy transformace.

Pred zavedenim Greenova operatoru potiebujeme dokazat nasledujici lemma.

Lemma 35. Necht 1 € R nend vlastni ¢islo SL dlohy a h € L*([a,b),|r|). Necht
(x1,91), (w2, ya) jsou netrividlni reseni rovnice

(p()2'(2))" + (pr(t) + q(t))x(t) = 0 (4.1,)

takovd, Ze (x1,y1) spliiuje okrajovou podminku (A)), (za,ys) spliiuje okrajovou
podminku a (x1,11), (22, y2) jsou linedrné nezdvislé dvojice funkci. Oznacme

L {23'1((1) QL‘Q(CL) _ — ro(a a a
c = det (p(a)yl (@) p(a)y2(a)> = z1(a)p(a)yz(a) — r2(a)p(a)yi(a).

Definujme Radonovu znaménkovou mirury na S, predpisem dry(s) := h(s)dr(s).
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Potom ezxistuje prave jedno reseni (zy,yp) rovnice

(p()2'(t))" + (pr(t) + q(t))x(t) = ra(t) (4.2,,)

splnugici okrajové podminky a . Toto 1esent je navic ddno predpisem

a(t) = i <a:1(t) /[t | 2ls) dr(s) + 2a(0) /W) 1(s) drh(s)> ,
(0 =2 () [ 2 n(s) 400 [ 151 n)).

Diikaz.  Jelikoz h € L'([a,b),|r|), je 7, dle Lemmatu [18 skute¢né Radonova
znaménkova mira na S,.
Pokud by existovala dvé rizna feseni rovnice (4.2, spliujici podminky

a , tak jejich rozdil je netrividlni feseni rovnice (4.1,)) splnujici a , co7Z
znamena, ze i € R je vlastni ¢islo SL tlohy, jenze to je spor s predpokladem véty.

Existuje tak nejvyse jedno feSeni (4.2,)) spliujici a (B).
Pripomenme Lemma[32|z pfedchozi kapitoly, podle néhoz pii znaceni py; = 7,
PYs = T, dvojice (x1,7,) a (x2,7,) Fesi soustavu

2 (t) = y(t) dt

(1)
Dy(t) (

!

—z(t) d(pr + q)(t),

coz nam umoznuje aplikovat poznatky ze druhé kapitoly.
Diky tomu, ze v této soustaveé jsou ,diagonalni® koeficienty ¢; a ¢4 identicky
nulové, plati podle Liouvilleovy formule (Véta |8)) pro kazdé ¢ € [a, b]

w(t) = z1(1)Y5(t) — 22()7: () = 21(a)y(a) — 2(a)7,(a) = c.

Z toho, ze dvojice (x1,y1), (z2,y2) jsou linedrné nezavislé, plyne diky p > 0 i
linedrni nezavislost dvojic (z1,7,), (z2,7,), a tudiz specidlné ¢ # 0.
Oznacme

_ 1( yy(a) —xs(a) a; Qo
Fla)=-{ 72 =: .
@) cﬂ%@ n) ) T \a 8
Diky variaci konstant (Véta [10)) pro feSeni (z,7) = (z, py) soustavy

) = 10
2 (t) = o) dt,
Dy(t) = —a(t) d(pr + q)(t) + dri(t),

s pocatecni podminkou

o=@ [ a6, s =5 =50 [ 2 g

C [a,b) C
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plati (variaci konstant pouzivime s g = 0, v = ry,)

x(t) = ki(8)w1(t) + ka(t)2(t),
y(t) = k1 (D)7, () + k2 (t)ya (1),

kde
ki(t) = aqzo + ol — /[a ) IQC(S) drp(s),
ka(t) = Brwo + B2¥o +/ $1£S drp(s).
Podle Lemmatu |32| pak (x,y) Tesi - Je
k() = ?2(“)9:1(@) /H ” ins) = 2y, @) [ 22 )~
[ ) gy = OB ) [ ) g
l[at) C c [ab) C "
1., “’iﬁs i) = [, ) - [ B an = [ = dnts
a také

talt) = =2 %0n(0) [ 2 a5+ 200 [ 2 a5+

C C

[ T g = /W) 108) 40 (o).

[ait) € c

Ponévadz vydélenim vztahu 3(t) = ki (t)7,(t) + ka(t)Yy(t) vyrazem p(t) # 0
dostaneme y(t) = k1 (t)y1(t) + k2(t)ya(t), plati

o(t) = ki (821 (1) + ka(t)a(t) = 21 (1) /[t ) 7205 () + ) / 5 grus),

c [at) €
y(t) = k1 (t)y1(t) + k2(t)y2(t) = v (t) /[t,b)

xo($)

an(s) +uelt) [ ),

C l[at) C

a tudiz funkce zy, y, definované ve znéni véty skutecné resi rovnici (4.2,)).
Déle podle predpokladu cjzi(a) + c27,(a) = 0 a z predchoziho ziejmé
ko(a) = 0, z ¢ehoz dostavame

c1z(a) + eay(a) = ki(a) (clxl(a) + 02y1(a)) + kQ(a)(cle(a) + CQyQ(a)) =
= k1(a) (clxl(a) + Cle(a)) = 0.

Analogicky diky csza(b) + c475(b) = 0 a ki (b) = 0 ziskdme

e32(b) + caBi(b) = Ky (b) (csz1(b) + catiy (b)) + ka(b) (es2(b) + cavin(b)) =
= ka(b)(caza(b) + eay(b)) = 0,

a tedy dvojice (z,y) = (z1,ys) spliiuje i okrajové podminky (A)), (B).
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Necht p € R. Vsimnéme si, Ze ze vztahti (¢, c2) # (0,0) a p(a) # 0 plyne, ze
prostor Teseni rovnice c1x(a)+cap(a)y(a) = 0 pro neznamou dvojici (z(a), y(a)) je
jednodimenziondlni. Existuje tak (x4, v,) € R? spliujici (24, ya) # (0,0) a zarover
124 + cop(a)y, = 0. Refeni (21, y,) rovnice s pocéatecéni podminkou (x4, y,)
je pak netrividlni a spliiuje okrajovou podminku ((A)).

Analogicky odvodime, Ze existuje dvojice (xp, ) € R?, pro niz (zy, y5) # (0,0)
a csxp + c4p(b)ys = 0. Reseni (24, y2) rovnice splnujici

(z2(b), y2(b)) = (6, )

je potom netrivialni a zfejmé splnuje okrajovou podminku .

Pokud p € R neni vlastni ¢islo SL tlohy, tak musi byt feseni (z1,y1) a (22, y2)
linedrné nezavisla. V opacném pripadé by obé spliovala podminky i , CoZ
by ale diky jejich netrivialité znamenalo, ze u je vlastni ¢islo SL tdlohy.

Neni-li tedy p € R vlastni ¢islo SL dlohy a jsou-li (z1,¥1), (x2,y2) pevné
zvolenda Teseni jako vyse, tak jsme diky predchozimu lemmatu ke kazdé funkci
h € L'([a,b), |r|) schopni pomoci predpisu

() = <:131(t) /[t ) P2(h(s)dr(s) + (1) /

c [a,t)

B ).
(0= 2 (1) [ 2a0(s) dr(s) ) |

c [a,t)

x1(s)h(s) dr(s))

najit jednoznacné urcené reseni (xy, y,) rovnice spliiujici obé okrajové pod-
minky. Zobrazeni h +— z; nazveme Greenuv operator (piislusny ¢islu p) a
budeme ho znacit jako G,. V nésledujicim lemmatu shrneme nékteré vyznamné
vlastnosti tohoto operatoru a také nahlédneme, jak souvisi s vlastnimi ¢isly SL
tulohy.

Lemma 36. Necht i € R neni viastni cislo SL lohy a hy, ha € L'([a,b),|r]).
Potom

(i) [ Guln)(s) o) dr(s) = | ha(s) - (Guho)(s) dr(s),
(i) G, : L'([a,b), |r]) — C([a,b]) je linedrni, spojityj a kompaktni operdtor,
(iii) X € R je vlastni ¢islo SL dlohy a xy € C([a,b]) je jemu prislusnd vlastni

1
= A

funkce pravé tehdy, kdyz x) neni identicky nulovd a G,(x)) = Ty.

Diikaz. (i) Pri znaceni dry,(s) = h;(s) dr(s) pro ¢ = 1, 2 podle definice G, plati

‘ /[a,b) (Guho)(t) drp, (t) = /[

a,b)

+ /[a7b) 2109 [/[a,t) z1(s) dth(s)] drp, (t)-

21 (t) [ /[t ,7209) dth(s)] dry, ()+

Diky Fubiniho vété je

— /[a,b) To(s) [/[a,s) x1(t) drp, (t)] drp,(s) + /[a’b) 2o(8)21(5)rm, ({5}) drn, (5)
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a také

Lm0 [ a6 an) ano = [ o) |[ | s 0] e -

= )y 1) [ ., 0 dr, (t)] dris(s) = [ ea(s)ra(s)ri () dr(s)
Tudiz

¢ /[a,b) (Guh2)(t) drp, (1) = /

[a,b)

21(s) l /[ w2l drhl(t)] dry, (s)+

# e [ a0an 0] e =c [ @ n.)
(ii) Linearita snadno plyne z predpisu funkce z;, v definici Greenova operatoru.
Necht {h,}nen € L'([a,b),|r]) a a = sup,ey ||| L1 (ap),r) < 00 Potom pro

kazdé t € [a, b] plati

¢+ (Guhn) ()] =

21 (t) /[t , 728 as) dr(s) + (1) / 21(8)ha(s) dr(s)| <

[a,t) B

< 2 ||lzi]leqap) - |1z2lleqae) - = K < oo,

a tedy [|G.hnllcqar) < K/|c| pro kazdé n € N, neboli G,h, jsou tzv. stejné
omezené. Z odhadu ||C(guhn)||0([a,b]) S 2- ||$1||C([a,b}) : ||332||C([a,b}) : ||hn||L1([a,b),|r|)
navic plyne spojitost operatoru G,.

Necht e > 0. Jelikoz kazda spojita funkce na kompaktni mnoziné je stejno-
mérné spojitd, tak existuje & > 0 takové, ze pro i = 1, 2 plati

_ |c|e
d,e] C [ab], e—d <8 = |ai(e)—ai(d)| < mm{ = 1,2}.
A+ D)zl logram

Necht [d, €] C [a,b] spliujee—d < JaV := c((guhn)(e) - (Q#hn)(d)>. Potom

V = z1(e) /[e’b) 2(8)hn(s) dr(s) — z1(d) / 2a(8)hn(s) dr(s)+

[d,b)
+ 2a(e) /H 21(8)hn(3) dr(s) — 2(d) /[a’d) 21(8)hn(5) dr(s) =
= [21(e) — 21(d)] /[e’b) 22(8)ha(s) dr(s) — z1(d) /[d,e> 2a(8)hn(s) dr(s)+

x1(8)hn(8) dr(s) + xo(d) /[d,e) x1(8)hn(s)dr(s) =

= [ne) = @] [ wa(sha(s) dr(s) () [

[d.e)

21(8)hn(5) dr(s) + 22(d) /

[d.e)

[22(5) = wa(d)| hu(5) dr(s)+

[21(5) = 21(d)] hn(5) dr(s).
Odsud dostavame, ze

V| < afai(e) — z1(d)] - |22l leqam + ollzallcgas) - sup. |z2(s) — 2(d) |+
se|d,e

+alza(e) — za(d)] - [lzalleqan + ellzllega) - sup |21(s) = 21(d)] <
se|d,e
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Vidime tedy, Ze pro kazdy podinterval [d,e] C [a,b] délky nejvyse § a pro
kazdé n € N plati |(G,hn)(e) — (Guhy)(d)| < €, neboli funkce G, h,, jsou tzv. stejné
stejnomérné spojité.

Podle Arzela—Ascoliho véty je mnozina {G,h, nen relativné kompaktni v pro-
storu C([a, b)), a tudiz G, je kompaktn{ operdtor z L'([a, b), |r|) do C([a,b]).

(iii) = : Necht A € R je vlastni ¢islo SL tlohy a (z, y») je netrividlni feseni
(4.1,)) splnujici okrajové podminky (A]), (Bf). Potom z, neni identicky nulova
(EAY)

(vizte zacétek této kapitoly). Pro kazdé t € [a, b] podle Definice [20| plati
¢
zA(t) = x)(a) +/ yx(s)ds,

PO = pla)yra) = [ aa(s)dOr +a)(s).

[a,t)
Polozme & := z)/(x — A), ¥ = y»/(; — A). Vyndsobenim druhé rovnosti
vyrazem 1/(p — \) ziskdme

p(0)i(0) = pla)p(a) = A [ #()dr(s) = [ a(s)dals) =
= pl@)i@) — gt [ 3(s)dr(s) + (e =) [ #()dr(s) — [ (o) da(s) =

a,t)
= p(@)la) ~ [ a(s)dur+a)(s)+ [ an(s)dr(s).

[a,t) [a,t)

Ponévadz vynasobenim prvni rovnosti tymz vyrazem obdrzime

(1) = () + [ 9(s)ds,

tak vidime, ze (Z,9) tesi (4.2,)) pro h = xz,. Jelikoz navic (z,,y,) spliuji
okrajové podminky a , tak je spliuje i jejich skalarni nasobek (Z, 7).
Dvojice (Z,7) je tedy jednoznacné urcené feseni rovnice (4.2,)) pro h = x)

splnujici a , a tudiz

T\

g“x)‘:l‘:,u—)\'

<= : Oznacime-li jednoznac¢né urcené reseni rovnice (4.2,)) pro h = x, splnujici

okrajové podminky a jako (z,9), tak G,x\ = % a pro kazdé t € [a, b] plati

p()j(t) = pla)j(a) —/ B(s)dq(s) —p [ B(s)dr(s)+ [ xx(s)dr(s).

[a,t) la,t) la,t)
Polozme yy := (u — A)y. Diky vztahu (u — A\)z = (1 — N\)G,xn = x5 po

vynasobeni druhé rovnosti vyrazem g — A obdrzime

PO = plaia(a) = [ eals)da(s) —p [ an(s)dr(s)+
F=X) [ eals)dr(s) = plapala) = [ als) dOv +a)(s).

[a,t)
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Ponévadz vynasobenim prvni rovnosti vyrazem (u — A) ziskdme

zA(t) = zr(a) + /at yx(s) ds,

tak vidime, ze dvojice (z, yy) Tesi (4.1,]). Jakozto skaldrn{ ndsobek dvojice (Z,)
navic funkce (xy, yy) spliuji i podminky a (B]). Jelikoz podle predpokladu zy
neni identicky nulové, tak dvojice (zy,y,) je netrividlni, a tedy A je vlastni ¢islo
SL tlohy a z) je jemu prislusnd vlastni funkce.

]

Snadno nahlédneme, Ze L?([a, b), |r|) se diky Holderové nerovnosti a kone¢nosti
|| spojité vnotuje do L'([a,b), |r]) a C([a,b]) se spojité vnoruje do L*([a,b), |r]).
Podle predchoziho lemmatu je tak G, spojity a kompaktni i jako operdtor z
L*([a,b), |r]) do L*([a,b),|r|) a v dalsim na né&j takto budeme nahliZet.

Jelikoz kazdé nenulové ¢islo 1ze zapsat jako 1/(p — A) pro vhodné A, tak nas
bod (iii) Lemmatu[36] vede ke ,skoro-ekvivalenci“ mezi nenulovymi vlastnimi ¢isly
Greenova operatoru G, a vlastnimi ¢isly SL tlohy. Je-li p = 1/(¢ — A) nenulové
vlastni ¢slo G, tak existuje nenulové funkce x, v prostoru L?([a,b), |r|) takovd,
ze G,xy = pxy (z ¢ehoz dle predchoziho plyne xz) € AC([a,b])). Nenulovost v
prostoru L?([a, ), |r|) implikuje, Ze x) neni identicky nulova, a tedy \ je vlastni
¢islo SL tlohy.

Opacné implikace vsak obecné platit nemusi. Na prikladu pozdéji ukazeme,
ze muze existovat vlastni funkce z, SL tlohy, ktera sice neni identicky nulova, ale
je nulovd jakozto prvek prostoru L?([a,b),|r|). Napf. pokud je r rovno Diracové
mife v néjakém bodé ¢ € [a, b], kterou oznacme o, tak staci, aby z,(c) =0, a uz
jde o nulovou funkci v L?([a, ), d.). Pro uZitecnou charakterizaci téchto piipadi
se nam bude hodit uvazovat r pouze jako nezapornou Radonovu znaménkovou
miru (neboli Radonovu miru).

Prechod k nezaporné r ma i dalsi zna¢nou vyhodu. O vlastnich ¢islech kom-
paktniho operatoru na Hilbertové prostoru jsme sice schopni néco fici (vizte napf.
[9, str. 69, Dusledek 4.28]), ale pokud jde dokonce o samoadjungovany operator,
tak je informace silngjsi a mame k dispozici jeho spektralni rozklad, o kterém
hovori nasledujici véta.

Véta 12. (Hilbert-Schmidtova véta). Necht H je netrividlni Hilbertiv prostor a
T : H— H je spojity linedrni operdtor, ktery je samoadjungovany a kompaktni.
Pro kazZdé viastni cislo p operdtoru T vyberme ortonormdlni bazi B, prostoru vsech
vlastnich vektori prislusngch tomuto cislu, tj. prostoru Ker(pl — T'). Necht

B :=|}{B, : p je viastni cislo T}.

Potom B je ortonormdlni baze H. Vektori v B prislusnijch nenulovym vlastnim
cislum T je navic nejvyse spocetne mnoho, a pokud je seradime do libovolné prosté
posloupnosti P = {e,})_;, N € {0} UNU{oo}, tak P je ortonormdini bize T(H)
a pro kazdé x € H plati

N
Tz = pu(z, en)en,

n=1
kde (-,-) je skaldrni soucin uvazovany na H, p, je vlastni ¢islo prislusné vlastnimu
vektoru e, a T(H) znaci uzdvér mnoZiny T'(H).
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Diikaz. Plyne z [9, str. 205, Véta 11.30]. Véta je v uvedeném zdroji vyslovena
lehce jinak, ale z prvnich dvou radku jejitho dikazu plyne znéni uvedené zde.
O

Ptipomenme, ze podle [9, str. 201, Véta 11.18] je spojity linedrni operator T'
na Hilbertové prostoru H samoadjungovany pravé tehdy, kdyz je tzv. symetricky,
tj. pro vSechna z, y € H plati (Tz,y) = (x,Ty).

Je-li r nezdpornd, tak je dle bodu (i) Lemmatu [36| operator G,, samoadjungo-
vany v L?([a,b),r). Pokud uvazujeme r znaménkovou, tak bohuzel

<fl>f2>r 32/

a

| B dr(s)

neni skaldrni soucin, ponévadz napriklad nemusi platit (f, f), > 0. Mohli bychom
vsak pouZit prostor L?([a,b), |r|), ktery jiz Hilbertv je. Problém je oviem v tom,
ze aby G, byl samoadjungovany v L*([a,b),|r|) (coz je dle predchozi pozndmky
totéz co symetricky), potfebovali bychom v bodu (i) Lemmatu nahradit r
mirou |r|, jenze to obecné nemusi platit. Z toho duvodu je dobré omezit se na
nezapornou 7.

Nyni jiz mizeme dokazat hlavni vétu této sekce o vlastnich ¢islech SL tlohy.

Véta 13. Necht r je Radonova znaménkovd mira. Je-li X € R vlastni cislo SL
tlohy, tak je jemu prislusnd vlastni funkce x, urcena jednoznacné az na prend-
sobeni nenulovou konstantou. Jsou-li xy,, x, vlasini funkce prislusné po radé
ruznygm vlastnim cislum Ay, o, tak

/[a,b) Ty (8)xa,(8)dr(s) = 0.

Pokud je r Radonova mira (neboli nezdpornd Radonova znaménkovd mira),
tak nastane pravé jedna z ndsledujicich moznosti.

(i) Kazdé redlné cislo je vlastnim cislem SL tlohy. Toto nastane pravé tehdy,
kdyz existuje vlastni cislo X takové, Ze jemu prislusnd vlastni funkce xy je nulovd
r-skoro vsude. Funkce xy je pak navic vlastni funkci pro vsechna redlnd cisla.

(ii) Existuje p € R, které nend vlastnim cislem SL tlohy. Potom je mnoZina
viech vlastnich cisel SL 1ilohy rovna {\,}Y_,, kde N € {0} UN U {co}. Pri
znaceni H = L*([a,b),r) navic plati

e dimH <00 = N < dimH,
e N=00 = lim, 0 |An| = o0,

o pokud pro kazdé n =1,..., N je x, jednoznacné urcend vlastni funkce pri-
slusnd &islu N, splivjict ||x,||lg = 1, tak {z,}_, tvori ortonormdlni bdzi
prostoru H pravé tehdy, kdyz G, je prosty.

Diikaz. Nejprve necht r je znaménkova. Necht A € R je vlastni ¢islo SL tlohy
a (zx,yr), (Za,7y) jsou dvé netrividlni Feseni rovnice splnujici podminky
a . Protoze podminku lze az na prendsobeni nenulovou konstantou
splnit pravé jednim nenulovym zpiisobem a méme netrivialni feseni, tak existuje
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k€ R\ {0} takové, Ze (z(a),yr(a)) = k(Zar(a),§,(a)). Jelikoz k(Zy,7,) je také
feSeni (4.1,)), tak z jednoznacnosti feseni nutné
(x)\<t)7y>\(t)) = k<:i')\(t)>@)\<t))a le [&7 b]a

specialné x, = kI,, a tak je vlastni funkce skutecné urcena jednoznacné az na
prenasobeni nenulovou konstantou.

Dale necht A\; a A9 jsou rizna vlastni ¢isla SL tdlohy a x),, z,, jsou po radé
jim piislusné vlastni funkce. Vime, Ze pro ¢ = 1, 2 pfi znaceni 77, = py,, plati

Dy, (s) = =Aiwa (s) dr(s) — xx,(s) dg(s).
Tudiz

Sy DT ) = [ (50T, () = Do [ (), (s) ()~

) /[“’ )xkl( ) dal) +)‘1/ Ty (8)2x, (5) dr(s)+
- ) 2 (s)a, (s) dg(s) = (A — A2) /[a,b) T, (8)Ta, () dr(s).

JelikoZ (xx,,yn,), (Zry, Yn,) jsou netrividlni dvojice funkei spliujici a (B)),
tak existuji k, I € R\ {0} takovd, ze plati (x),(a),7,,(a)) = k(zx,(a),Y,,(a))
a (zx,(0), 7y, (b)) = U(xr,(b),7,,(D)). Diky vztahu Dx;(s) = yi(s)ds, i = 1, 2 tak
podle integrace per partes (Lemma plati

Sy P OPT) = [ 2507, (5) = = [ T fs) D, (s)
+ 2, (0)7, (b) — 25, ()7, (a) + /[a,b) U, (8) Dy, (5) — 22, (D)7, (0)+
(@ () = [ P60, (5)ds + 1 (22, (01, 0) — o0 007, 8)) -

b (£ 0070, (0) 20, (@0, (@) + [ p(5)r (s () ds = 0

Celkem tak
Ou=2a) | on (), () dr(s) =0,

coz diky tomu, ze Ay a Ay jsou rizna, implikuje
L, o) dr(s) =

Nyni necht r je nezdpornd a dokazme ekvivalenci v bodé (i).

= : Necht kazdé \ € R je vlastni ¢islo SL tlohy a x) je jemu prislusnd vlastni
funkce. Prenadsobeni nenulovou konstantou nemeéni ,r-nulovost® téchto funkeci,
a tak je jedno, ktery nasobek zvolime. Predpokladejme pro spor, ze pro kazdé
A € R je xy nenulovy prvek L?([a,b),r). Bez Gjmy na obecnosti lze pak predpo-
kladat ||| z2(jap),r) = 1 pro véechna A € R. Podle prvni ¢asti této véty je potom
{2} xer nespocetnd ortonormalni mnozina v separabilnim (plyne z Lemmatu
Hilbertové prostoru L?([a,b),r) se skaldarnim souc¢inem

(fi, fa)r = /[a’b) fi(s) fa(s) dr(s),
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coz je spor. Existuje tudiz A takové, Ze x, je nulova r-skoro vsude. Je-li pak pu # A,
tak
A zA(s)dr(s) =0=p xx(s) dr(s).
[a,b) [a,b)

JelikoZ (xy,yx) je netrividlni FeSeni splnujici a (B), tak je to diky
predchozi rovnosti také netrivialni reseni splnujici obé okrajové podminky,
tj. x je vlastni funkce pro vsechna realna cisla.

<= : Pravé jsme si rozmysleli, ze x, je vlastni funkce pro vsechna realna
c¢isla, a tak je kazdé redlné ¢islo vlastnim cislem SL tlohy.

Nyni predpokladejme piipad (ii), tedy Ze existuje u € R, které neni vlastnim
¢islem SL ulohy. Potom je G, dle pfedchozi diskuse spojity linedrni operator na
Hilbertové prostoru H = L*([a,b),r), ktery je samoadjungovany a kompaktni.
Diky bodu (i) vime, Ze nemize existovat vlastni ¢islo SL ulohy s r-skoro vSude
nulovou vlastni funkci, a tak uz skutetné mame vzajemné jednoznacnou kore-
spondenci mezi vlastnimi ¢isly SL tlohy a nenulovymi vlastnimi ¢isly operatoru
G,., konkrétné X je vlastni ¢islo SL tdlohy pravé tehdy, kdyz p = 1/(pn — A) je
vlastni ¢islo G,,, pficemz pifslusnad vlastni funkce je potom pro SL dlohu i G,
stejna, a tudiz az na prenasobeni nenulovou konstantou jednoznac¢né urcend
(plyne z prvni ¢éasti dikazu). Kazdé nenulové vlastni ¢islo G, méa tedy jedno-
znacné urcenou vlastni funkci s normou rovnou 1 (diky r-nenulovosti vlastnich
funkef).

Pokud je G, identicky nulovy, tak nemd ani jedno nenulové vlastni ¢islo,
a tedy N = 0 (coz se muze stat, jak uvidime na ptikladu pozdéji). Neni-li iden-
ticky nulovy, tak diky netrivialité H, Hilbert-Schmidtové vété a predchozi diskusi
jsou vSechna nenulova vlastni ¢isla G, rovna

1

Pn

a pro jim piislusné jednoznacéné urcené vlastni funkce z,, spliujici ||z,||lgz = 1
plati, ze {x, }._, tvori ortonormélni bézi G, (H) C H.

Je-li dim H < oo, tak odsud a z [9, str. 32, Tvrzeni 1.119] zfejmé plyne
N < dim H. Jelikoz kazdy samoadjungovany operator je normalni, tak podle véty
[9, str. 200, Véta 11.17] plati G,(H) = H pravé tehdy, kdyz je G, prosty, a tedy
{x, } | tvorf ortonormélni bézi H pravé tehdy, kdyZ je G, prosty.

Pokud je N = oo, tak z [9, str. 69, Disledek 4.28] plyne, Ze lim,, o, p, = 0,
coz diky implikuje lim,, . |A,| = 00.

]

Nyni bude nasledovat nékolik prikladi. Nejprve ukazeme, ze tvrzeni o poctu
vlastnich ¢isel v pripadu (ii) pfedchozi véty nelze nijak zpresnit.

Piiklad 3. Na intervalu [0, 3] fesme tlohu s r = §; + 9y, ¢ = 0, p = 1 a
prozatim nespecifikovanymi okrajovymi podminkami a , tj.

t
x(t) = o +/0 y(s)ds,
v(O) ==X [ als)d(5i +5)(s).
Pro kazdé t € [0, 1] je zfejmé y(t) = yo, z ¢ehoz plyne z(t) = x¢ + tyo.
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Je-li t € (1,2], tak

y(t) =) = A | @(s)d(0r+02)(s) = o = Ax(1) = o = Alwo + 40) =
= —)\ZEO —|— (]_ — )\)yo,

a tedy

o) = 2(1) + [ yls)ds = w-+yo+ (¢~ 1) = Az + (1= Nyw) =
=ao(1=At=1)) +wo(t— At —1).

Pro t € (2, 3] pak

y(t) =y(2) — A x(s)d(d1 + 02)(s) = —Azo + (1 = A)yo — Ax(2) =

2.)
= —Azo+ (1 = Nyo — /\((1 —ANzo+ (2 — )\)yo) =
=29 (\ = 2X) +yo(A? = 3A+ 1),

a tudiz

o(t) = 2(2) + /:y(s) ds = zo(1 — A) + yo(2 — N+
+(t = 2)(20(A = 20) + po(A = 3A + 1)) =
=2o(1= A+ (t=2)(A = 21)) +90(2 = A+ (t = 2)(\ =3 + 1)).

Pro feseni s pocateéni podminkou (g, yo) tak plati

2(3) = 2o(N* = 3N+ 1) + 5o (A — 4\ + 3),
y(3) = 2o(A* — 2)\) + 9o (A2 — 3N+ 1),

z ¢ehoz dostavame okrajové podminky

1T + c2yp = 0,

c3(wo(A? = BA+ 1) + yo(A* — A+ 3)) + s (70(\* = 2X) + o\ = 3A + 1)) = 0.

(i) Pokud ¢; = ¢ = ¢3 = 1 a ¢4 = —1, tak se z prvni okrajové podminky
stane g = —yg, diky ¢emuz ma druhd podminka tvar

0=1yo(=A+2) —yo(=A+1) = v,

z ¢ehoz spolu s prvni podminkou plyne zqg = 0. Soustava s témito okrajovymi
podminkami a ma tudiz pro kazdé X\ pouze trividlni feseni, tj. neexistuje
vlastni ¢islo SL tlohy.

(ii) Je-li ¢ = o = c3 =1 a ¢y = 0, tak ma prvni podminka tvar zy = —y, a
z druhé podminky se diky tomuto vztahu stane 0 = yo(—X\ + 2). Kromé yo = 0
vedouciho na identicky nulové feseni ma druha podminka feseni A = 2. Existuje
tak pravé jedno vlastni ¢islo SL tlohy.

(iii) Jestlize ¢ = ¢3 = 1, ¢o = 3a ¢4 = 0, z prvni podminky se stane xg = —3yq
a druhd podminka ma pak s vyuzitim té prvni tvar 0 = yo(—2A% + 5)\), z ¢ehoz
vidime, ze SL tloha mé vlastni ¢isla A\; =0 a Ay = 5/2.
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Celkem tak dim L?([0,3),d; + d2) = 2 a pocet vlastnich ¢isel SL tlohy muze
byt skutecné kdekoliv mezi 0 a dim L*([0, 3), d; + d2).

Nyni se podivejme na to, Ze miZe nastat i pifpad (i) z Véty [13|

Piiklad 4. Na intervalu [0, 3] fesme tlohu s r = d;, ¢ = d2, p = 1 a prozatim
nespecifikovanymi okrajovymi podminkami a , tj.
t
o(t) = 30+ [ y(s)ds,

g = o — A [ a(s)doy(s) — / 2(5) dba(s).

[0,t) [0,t)

Postupnym vypoctem na intervalech [0, 1], (1,2] a (2,3] jako v predchozim
prikladu zjistime, ze feSeni téchto rovnic ma tvar

To + tyo, t e [O, 1],
2(t) = w1 At —1)) +yo(t— At —1)), te (1,2,
x0(3—)\—t)+y0(4—/\—t), t€(2,3],
Yo, t e [O, ]_],
’y(t) = —)\IO + (1 — )\)’yo, t e (1, 2],
—Zo — Yo, t e (2, 3]
Tedy
z(3) = —Azo + (1 — N)yo,
y(3) = —10 — Yo
Pokud ¢y = ¢y =1, ¢c3 =0 a ¢4 = —1, tak se z okrajovych podminek

c12(0) + c2y(0) = 0,
c3x(3) +cqy(3) =0

pro kazdé A € R stava

To+ Yo = 07
To + Yo = 0.
Tato soustava ma ziejmé netrividlni feseni, napt. (xg,yo) = (1, —1), a tak je kazdé

A € R vlastnim ¢islem SL tlohy. Dosadime-li do predpisu funkce x pocatecni
podminku (zg,yo) = (1, —1), dostaneme

1—t, telo,1],
z(t)=q1—1t, te(1,2],
-1, te(2,3].

Vidime, ze vlastni funkce je pro kazdé A stejna. Navic z(1) = 0, a tak je tato
funkce nulova jakoZzto prvek prostoru L%([0, 3),d;), piesné jak pravi Véta [13]

Vsimnéme si, ze Véta 13| nefiké nic o nulovych bodech vlastnich funkei. Néasle-
dujici priklad ilustruje, jak lze zaridit, aby tloha méla pravé jednu vlastni funkci
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s libovolnym konecnym poctem nulovych bodt, a tedy zZe o nulovych bodech toho
v této obecnosti nelze mnoho Fici. Myslenkou je jesté predtim, nez do hry vstoupi
mira 7, zaridit pomoci ¢ (napf. ve tvaru koneéné linedrni kombinace Diracovych
mér), aby feseni stiidavé rostlo a klesalo a béhem toho opakované nabyvalo hod-
notu 0.

Piiklad 5. Na intervalu [0, 4] Tfesme tlohu s r = d3, ¢ = 6; + 302, p =1 a
prozatim nespecifikovanymi okrajovymi podminkami a , tj.

o) = o+ [ (s)ds

y(t) = o — A Q@MM@—/;WM@+%mQ

[0,t) [0,¢)

Postupnym vypoctem na intervalech [0, 1], (1,2], (2, 3] a (3, 4] dostaneme, ze

ZEO—|—ty0, t e [0, 1],
2o(2 — 1) + Yo, te (1,2,
a(t) =
.9:0(2—t)+y0(7—3t), t e (2,3],
ro( =1+ (=3)A=1) +u(—2+(—-3)2r-3)), te(3,4],
Yo, te [0, 1],
—xg, t e (1,2,
yiy =4 " 1,2
—To — 32/07 te (27 3]7
oA —1) +yo(2X — 3), t € (3,4].
Tudiz
z(4) = xo(A — 2) + yo(2A — b),
y(4) = zo(A — 1) + yo(2A — 3).
Pokud ¢ = ¢y =3 =1 a ¢y = —2, tak se z okrajovych podminek

c12(0) + c2y(0) = 0,
c3(4) +cay(4) =0

po kratkém vypoctu stane

$0+y0 = 07
yo(l — )\) = 0,

a tak existuje praveé jedno vlastni ¢islo SL tlohy, a to A = 1. Zvolime-li poc¢atecni
podminku (zg,yo) = (1, —1), dostaneme vlastni funkci

1—¢, telo,1],

1—t, te (1,2
x(],:): ) E(’ ]7
2t —5, te (23],
t—2, te(3,4]

Vidime, ze z(1) = x(2,5) = 0.
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Vétou [13] a predchozimi priklady jsme splnili prvni cil této kapitoly, kterym
bylo zjisténi toho, jak se zméni tvrzeni z klasické Sturm-Liouvilleovy teorie, kdyz
budeme uvazovat obecné Radonovy znaménkové miry (o r jsme nakonec potie-
bovali predpokladat, ze je nezdpornd). Abychom splnili i druhy cil této kapitoly,
jimz je vysSetfeni toho, za jakych podminek plati stejna tvrzeni jako v klasické
teorii, omezime se na pripad, kdy je r kladna integrovatelna funkce, ktera je na-
vic ,odrazena od nuly*, tj. ma reprezentanta spliiujictho m := inf,c () r(t) > 0.
7 Véty [13] pak plyne néasledujici.

Véta 14. Necht r € L'([a,b]) je skoro vsude kladnd. Potom je mmoZina vlast-
nich ¢isel SL lohy rovna prosté nekonecné posloupnosti {\, }nen, pro kterou plati
lim,, 00 [An| = 00. Oznacme H = L*([a,b),7(s)ds). Je-li z, jednoznacné uréend
vlastni funkce prislusnd cislu A, spliugict ||x,||g = 1, tak {x,}nen je ortonor-
mdlni baze H.

Mad-li navic r reprezentanta spliiujictho m = infye(qp) r(t) > 0, tak jsou viastni
cisla SL ulohy zdola omezend, a tudiz lim, ., A\, = 00.

Diikaz. Necht r je skoro vSude kladna. Kazda vlastni funkce x, kterd je nulova
v prostoru H, je pak rovna nule skoro vsude, coz diky spojitosti vlastnich funkei
znamena, ze z je identicky nulova, jenze pak to neni vlastni funkce. Z toho plyne,
ze nemuze dojit k ptipadu (i) z Véty Nutné tak existuje p € R, které neni
vlastnim ¢islem SL dlohy. Prislusny Greentv operator G, je potom prosty.

Pokud by totiz existovaly rtizné hy, hy € H takové, ze G, (h1) = G, (hs), tak z
linearity G,(he — h1) = 0. Ozna¢me h = hy — hy. Potom h # 0 v H. Necht déle
(xh,yn) je jednoznaéné urcené feseni rovnice splnujici okrajové podminky
a (B) (vizte Lemma [35). Potom x, = G,(h) je spojitd a nulovd v H, z
¢ehoz plyne nulovost skoro vsude, a tedy diky spojitosti nulovost vsude. Podle
Definice [20| tak pro kazdé t € [a, b] plati

p(t)yn(t) = pla)yn(a) — /

[a;t)

= p(a)yn(a) + /at h(s)r(s)ds.

on(s) d(ur +0)(s) + [ hls)r(s)ds =

Z faktu h € H C L'([a,b),r(s)ds) plyne hr € L'(a,b), a tak je funkce
pyp absolutné spojita, coz implikuje absolutni spojitost y,. Pokud by y;, byla v
néjakém bodé ¢ € [a,b] (bez Gjmy na obecnosti ¢ € (a,b)) nenulova, feknéme
kladnd, tak je ze spojitosti kladnd i na (¢,c + €) C [a,b] pro néjaké ¢ > 0, jenze
pak

cte cte
0=zp(c+€) = zn(c) +/ yn(s)ds = / yn(s)ds >0,

coz je spor. Tudiz y; je také identicky nulova.
Celkem tak (z,yn) je identicky nulova dvojice fesici (4.2,)), a tak pro kazdy
podinterval [c,d] C [a, b] plati

0 = p(d)yn(d) = pleyn(c) = [ anls)dlur +a)(s) + [ h(s)r(s)ds =

[c,d) [c,d)
d
= / h(s)r(s)ds.
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Diky Lemmatu [14] pak h = 0 (r(s) ds)-skoro vSude, z ¢ehoz plyne h =0 v H,
ale to je spor.

Tedy G, je prosty, a tak dle Véty [13| tvoii {z,}_; ortonormélni bazi H, kde
N € {0} UN U {oo}. Ziejmé vSak H je nekonecnédimenziondlni a separabilni
(separabilita plyne z Lemmatu , tudiz méa podle [9, str. 32, Tvrzeni 1.119]
kazda ortonormélni baze H nekonecné mnoho prvki. Mnozina vlastnich ¢isel je
tedy skutecné rovna prosté nekonecné posloupnosti {\, bnen a lim, o [Ay]| = 00
Navic {x, }nen je ortonormdlni baze prostoru H.

Nyni necht navic m := inf,e (4 7(t) > 0. Jelikoz

D(pyn)(s) = =Anzn(s)r(s) ds — x,(s) dg(s)

a Dz, (s) = ya(s) ds, tak diky integraci per partes (Lemma[26) a ||z, ||z = 1 plati

2, (0)p(0)yn(b) — zn(a)p(a)yn(a) — / bp(é’)yi(é’) ds = /[a,b) () D(pyn)(s) =

= A [ )l ds - JL, mas)dats) = =X | (s) das).
Odsud

Ao = 2a(@)p(a)yn (@) — 2 (B)p(B)ya(b) + / syds— [ a%(s)da(s). (44

Pripomenme, ze vlastni funkce splnuji okrajové podminky a . Pokud
je co = 0, tak ¢; # 0 a c1z,(a) = 0, a tedy nutné z,(a) = 0. Jinak z rovnosti
c12,(a) 4+ cop(a)yn(a) = 0 plyne p(a)y,(a) = —(c1/c2)x,(a). Obdobné dostaneme,
ze plati x,(b) = 0, nebo (pokud ¢4 # 0) p(b)y,(b) = —(c3/ca)xn(b).

Je-li ¢co # 0 a ¢y # 0, tak diky predchozimu

e(@)p(@)n(a) — 2 (B)p(B)yn(b) = 2 (a) + ija?(b) >

22 (b) ZZmin{ ~12

Y

&1
2_7
C2

C3
Cq

2

a) —

a2 llogom = =Cladlloan
Cq

Analogicky odvodime, ze i v pripadech ¢; = 0 nebo ¢4 = 0 existuje C' > 0
takové, ze
zn(@)p(a)yn(a) = zu(0)p(0)yn(b) = —Cllapllc(am),

kde C nezévisi na n. Jelikoz

- 22 (s)dq(s) = —||22]|cas - [allman):

[a,b)
tak podle (4.4))
b
An 2 /a p(s)ya(s) ds = |22l cqas) - (C+ llallmany) - (4.5)

Ptripomenme, ze pokud je e > 0a k >0, [ > 0, tak

22 2
(z\/_)_2 o 67 el = Ok + el

\/_
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Déle piipomeiime, Ze podle Lemmatu [1] je 22 € AC([a,b]) a

(22(t)) = 22, (t)2,(t) = 22, (t)yn(t) pro s.v. t € [a,b].

Pokud by platilo, Ze minepqp 2 (t) > 1/(m(b — a)), tak potom

||xny@[_/abx2(s) (s)ds > m(b — a) min 22(t) > 1,

" t€(a,b]

coz je ale spor s ||x,||g = 1. Tedy minyepqp 2 (t) < ¢(r), kde ¢(r) > 0 je konstanta
nezavislad na n.

Necht n € N je pevné a 22 nabyva v ¢ase ¢ € [a,b] svého minima na [a, b].
Pomoci predchozich pozorovani a Holderovy nerovnosti pouzité na miru r(s) ds
pak pro kazdé € > 0 a kazdé t € [a, b]

=2

' 1Y (5)
/C< n(8)) ds <2/ B |xn(s)|r(s)ds§

gz(/bxi( ) (/by’% 3>é (.s)(/abxi(s)r(s)ds>+
re( [ ) 0[5

Tudiz pro kazdé € > 0 a kazdé t € [a, D]

[ ) ds

¢

by2(s)

+/ ds<c

coz pri znaceni c(e,r) = c(e) + ¢(r) implikuje

22 e < cle, )+ €

kde c(e, ) je konstanta nezdvisla na n.

Podle (4.5)) tak

b C+ a
wz [0 (pls) = D) e )

kde c(e,r,C, q) = c(e, 1) (C +1|q] \M([a,b)o je konstanta nezavisla na n. Zvolime-li
nyni € > 0 takové, aby

C + lal| m(ap)
> b
Sgl[(llré]p( s) - :

coz diky p > 0 na [a,b] a m > 0 lze, tak A, > —c(e,r,C,q) pro kazdé n € N, tj.
vlastni ¢isla SL tlohy jsou zdola omezend. Odsud diky lim,, o [A,| = 0o plyne
lim,,_oo Ay, = 00.

]
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4.2 Nulové body vlastnich funkci

V celé této sekci budeme predpoklddat, ze r € L'([a,b]) ma reprezentanta
splnujictho m := inf,c(qp) r(t) > 0. Dale ¢, G1 a G, budou obecné Radonovy
znaménkové miry na néjaké o-algebe podmnozin intervalu [a, b) a p, p1, p2 kladné
absolutné spojité funkce na [a,b]. Také budeme znacit H = L*([a,b),r(s)ds) a
[f]2 = f(b) — f(a) pro kazdou f : [a,b] — R.

7 Véty [14] vime, ze vlastni ¢isla SL tlohy 1ze usporadat do rostouci posloup-
nosti {\, }nen, pro kterou plati lim,,_,, A, = 00, a ze ke kazdému vlastnimu ¢islu
An existuje jednoznacné urcend vlastni funkce x,, spliujici ||z,||y = 1, pficemz
navic {x, bnen je ortonormdlni baze H. Nyni ukdzeme, Ze x,, ma v intervalu (a, b)
pravé n— 1 nulovych bodi, ¢imz dokonc¢ime druhy cil této kapitoly. Za tim tcelem
nejprve dokazeme nékolik pomocnych tvrzeni, konkrétné tzv. Piconeho identitu,
verzi L’Hopitalova pravidla a dvé srovnavaci véty.

Lemma 37. (Piconeho identita). Necht pro i =1, 2 je (x;,v;) TeSeni rovnice
(pi(t)2'(t))" — Gi(t)a(t) = 0

na intervalu [a,b] ve smyslu Definice [20 Necht funkce x5 nemd v intervalu [a, b]
nulovy bod. Potom

s — g = [ )G = G+ [ n(s) — (o)) ds+
I /apr(s) (91(5)552(32%—(;1(5)92(5))2 ds.

Diikaz. Vime, ze pro 1 =1, 2 je
sz(s) = yZ(S) dS,
D(piyi)(s) = wi(s) dGi(s).

Diky integraci per partes (Lemma plati

/[a,b) 71(s) dGh(s) = /[a,b) x1(s)D(p1y1)(s) = _/[a,b) p1(s)y1(s) Dz (s)+
+ [plxlyl]i - _ /abpl(s)y%(s) ds + E:plngr,

a

S pomoci tohoto faktu a rovnosti

(W1 (s)w2(s) — 21(s)y2(s))* _ W2 (s) + —211(5)x2(s)y1(s)ya(s) + 27(s)y5(s)

w3 (s) ' 3(s)

ziskdme, 7ze prava strana dokazované rovnosti je rovna

p= [%ymfl— [ 6 Gas) — [ pa(s)sis) ds + [ pa(s)ats) ds-
2

2(8)y1(5)ya(s) s)ys(s) 1 b
o D) [ D [0
: 21 ()2 () )

i [a,bﬁl(s)dGQ(s)‘z/ap“S) oy s [l s
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Jelikoz 1, 9 € AC([a,b]) a x2 # 0 na [a,b], tak je podle Lemmatu [1] funkce
x? /x5 absolutné spojitd a pro skoro viechna s € [a, b] plati

(90?(8))/ _ 2ni(s)ai(s)aa(s) — wi(s)7h(s) _ 2a(s)yi(s)a(s) — xi(s)ya(s)

xo(s) N

(
3(s) 23(s)
Odsud a z Lemmatu 27| plyne, ze

D(:C%>(s) _ 251(8)yn(s)ma(s) — 22(3)y2(s) p

Ty z3(s)

Diky vztahu D(pay2)(s) = x2(s) dGa(s) a integraci per partes (Lemma[26) tak

(
[ 2%(s)dGa(s) = — /[ab) 7i(s)

S.

2

ra(9)dGals) = = [ D)) -

[a.b) () b) Ta(S)
= Juw? D<%> {pmﬁ: :2/;1’2(3)931( e 22)(21)( ) g
_/ ;; (s) ) { Pﬂlyz]:
Tudiz

b T b
= [(plylxz - p2x1y2) )
a T2

a

X1 b T
P = {plyle - {pziClyz
{5 a T

coz jsme chtéli ukazat.
]

Lemma 38. (L’Hopitalovo pravidlo). Necht pro i = 1, 2 je (z;,y;) netrividlni
resent rovnice

(pi(t)2' (1)) — Gi(t)x(t) = 0
na intervalu [a,b] ve smyslu Definice [20, Necht x1(c) = z2(c) = 0, kde c € [a, b].

Potom
 (210) 0
zo(t)) ya(c)
pro ¢ € (a,b), zatimco pro ¢ = a (c =b) pijde o limitu zprava (zleva).

Diikaz. Necht ¢ € (a,b). Z bodu (ii) Lemmatu [34] vime, Ze existuje n > 0 takové,
ze funkce x9 nemé v (¢ —n, ¢) U (¢, ¢+ n) nulovy bod. Z bodu (i) téhoz lemmatu
déle plati, ze funkce y; a yy jsou spojité v bodé ¢ a yi(c) # 0, y2(c) # 0. Tudiz

lim (yl(t)) = %) =L

e \ya(t)) - yale)

a 1 lze navic diky spojitosti yo zvolit tak malé, Ze y, nezméni na (¢ — n,c+ n)
znaménko (specidlné je vsude nenulovd).
Vime, zZe pro kazdé t € (¢ —n, ¢+ n) plati
t t
z1(t) = x1(c) +/ y1(s) ds :/ y1(s) ds,
t t
wa(t) = wa(e) + [ wa(s)ds = [ unls) ds,

oa(t) — Lalt) = | " (1(5) — Lya(s)) ds.
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Jelikoz funkce y, nezméni na (¢ — 7, ¢ + 1) znaménko, tak lze bez ijmy na
obecnosti predpokladat, ze je na tomto intervalu kladné. Z predchozi rovnosti pro
x9 pak dostavame, ze xo > 0 na (¢,c+n) a 3 < 0 na (c —n,c).

Z faktu
t t) — Lys(t
o=y (20 _ 1)y (0= L)
t—c y2<t) t—c y2(t)
plyne, ze pro kazdé € > 0 existuje 0 < 0 < n takové, ze pro vSechna t € P(c,d)

plati |y;(t) — Lya(t)] < €|ya(t)], kde P(c,d) = (¢ — §,¢) U (¢, ¢+ 9).
Pro t € (¢,c+ d) tak vzhledem k predchozimu méme

nult) _ x1(t) — Lz _ ! t s s
_m’/wl)Lwﬂ% o L @lds = s [l ds =
— ) = a(0) = alt) =
Je-li t € (¢ — 9, ), tak analogicky plati

[L’1(t) 1 € c

oo U \/yl ~ Lyp(s) ds| < (o [ s ds =

- U%— (22(€) = m(t) = ———(~ma(t)) =

—l'g(t) —Jfg(t)

lim (xl(t)) I yi(c) lim (Il(t)) I yl(c).

t—c— \ Iq (t) ’ Hp) (t) y2(0>

y2<0) t—c+
Pokud ¢ = a nebo ¢ = b, tak stejnym postupem spocitdme pouze prislusnou
jednostrannou limitu.

O

Véta 15. (Prvni srovnavaci véta, PSV). Necht pro i =1, 2 je (z;,y;) netrividlng

(p()2' (1)) + (mir(t) + q(t)) 2(t) = 0

na intervalu [a,b] ve smyslu Definice splnugici okrajovou podminku , kde
pas p2 € R apio > pa.

Potom pokud x1 md v intervalu (a,b] prdivé M € NU {0} nulovjch bodi, tak
To ma v tomtéz intervalu alespon. M nuloviych bodi. Navic proj =1,..., M plati,
Ze j-tg nulovy bod x4 v (a,b] je mensi nez j-ty nulovy bod x; v (a,b).

Diikaz. Predné si uvédomme, ze podle bodu (ii) Lemmatu ﬂ nema mnozina
nulovych bodi funkce z; v intervalu [a,b] hromadny bod, a tak jde o konecnou
mnozinu. Pokud by totiz nulovych bodi bylo nekonec¢né mnoho, tak jsme pomoci
kompaktnosti [a, b] schopni najit konvergentni posloupnost nulovych bodu, jejiz
limitou je diky spojitosti x; opét nulovy bod, jenze pak by slo o hromadny bod.
Analogicky pro nulové body funkce zs.

Pro M = 0 dokazované tvrzeni zfejmé plati. Dale tedy necht M > 1.
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Jiz. diive jsme nahlédli (vizte poznamku ihned za dikazem Lemmatu [35)),
ze okrajovou podminku lze az na prendsobeni nenulovou konstantou spl-
nit pravé jednim netrividlnim zpusobem, a tak existuje k& € R\ {0} takové, ze

(22(a), y2(a)) = k(x1(a), y1(a)).
Ozna¢me nulové body funkce x; v intervalu (a, b] jako
a<t<ty<...<ty <b
Jelikoz
(p2r(s) ds + dq(s)) = (uar(s) ds + dq(s)) = (p2 — p)r(s) ds

je nezaporna mira na B(a,b) a jeji ztzeni na B(t;,t;41) je pro kazdy interval

(tj tj+1), 7 =1,...,M — 1 nenulova mira (plyne z pus — 1y > 0 a m > 0), tak ze
Sturmovy srovnévaci véty (Véta [11) pouzité na dg;(s) = pir(s) ds+ dg(s) plyne,
ze w2 ma pro kazdé j = 1,..., M — 1 v intervalu (¢;,t;41) aspon jeden nulovy

bod. Tedy x2 ma v (a,b] asponn M — 1 nulovych bodu.

Ukézeme, Ze i v intervalu (a, t1) lezi aspon jeden nulovy bod funkce x5. Pokud
x1(a) = 0, tak jde opét o disledek Véty . Lze tedy predpokladat, ze x;(a) # 0,
z ¢ehoz plyne zs(a) = kx1(a) # 0.

Necht zo pro spor nemé v (a,t;) nulovy bod a necht dokonce xo(t;) # 0.
Potom x5 neméa nulovy bod v [a,t;], a tak diky Piconeho identité (Lemma
pouzité na interval [a, ;] a

dGi(s) = —pur(s)ds — dq(s), dGa(s) = —par(s)ds —dq(s), p1 =p2=p

ziskdme

t1 t1

= (po =) [ @d(s)r(s) ds+

a

o
[p (y1132 - xlyz)
)

a

+ /atl p(s) <y1(8)$2(s>x%_(s$)l<8)y2(s)) ds = (p2 — ) /atl zi(s)r(s) ds > 0,

pric¢emz posledni nerovnost plati diky tomu, Ze x; nema v (a,t;) nulovy bod, a
tak je 2 na (a, t1) kladna, ps — 1 > 0 am > 0. Ze vztahu z1(t;) = 0 viak mame

{pzl(ylxz — 1)

2 (n(@nala) = 1(@e(a) = ~plo)e?

v (25~ ) ot (25 -2 -

N Oin
(

8

—p(a)

cOZ je spor.

Pokud je x5(t1) = 0, tak si vSimnéme, Ze x1 a x5 jsou vlastni funkce SL tlohy
uvazované na intervalu [a, t1] s okrajovymi podminkami (A]) a z(¢;) = 0 (tj. b = t3,
c3 =1, ¢y = 0) prislusné po fadé riznym vlastnim Cislim py a pe. Z Véty (13| tak
dostavame, ze

/atl z1(8)xa(s)r(s) ds = 0.
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Jelikoz vSak ani jedna z funkci z1, xo nemd v intervalu (a,t;) nulovy bod, tak
funkce x5 nemé v (a,t;) nulovy bod a navic na tomto intervalu diky spojitosti
nemeéni znaménko. Ponévadz m > 0, tak

/ " 1 (8)a(s)r(s) ds # 0,

COZ je sSpor.

Tedy skutecné xo mé v (a,t;) nulovy bod (a v intervalu (a,b] tudiz alespon
M nulovych bodi). Z toho navic plyne, ze prvni nulovy bod x5 v (a,b] je mensi
nez prvni nulovy bod z; v tomtéz intervalu (kterym je bod ;). Necht pro spor
druhy nulovy bod z3 v (a,b] je vétsi nebo roven druhému nulovému bodu z;
v (a, b]. Potom ale x1(t1) = x1(t2) = 0 a 23 nema v (1, t2) nulovy bod, coz je spor
s Vétou protoze zizeni miry (us — p1)r(s)ds na B(ty,t2) je nenulova mira.
Nutné tak i druhy nulovy bod zy v (a,b] je mensi nez druhy nulovy bod z; v
tomtéz intervalu. Analogicky pro dalsi nulové body.

]

Véta 16. (Druhd srovndvaci véta, DSV). Necht proi =1, 2 je (x;,y;) netrividlng
reseni rovnice
(p(®)2'(t))" + (pir(t) + q(t)) x(t) = 0

na intervalu [a,b] ve smyslu Definice splnugici okrajovou podminku , kde
p1, 2 € R a pg > py. Necht ¢ € (a,b] neni nulovy bod ani jedné z funkei xq, o
a necht navic tyto funkce maji v intervalu (a, c| stejny pocet nulovijch bodi, ktery
oznacme M € NU{0}. Potom

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze M > 1.
Ozna¢me vSechny nulové body funkce z; v intervalu (a, ¢| jako

a<th1 <..<ty<c
a vsechny nulové body funkce x5 v tomtéz intervalu jako
a<$ <...<Sy<c

Podle PSV (Véta pouzité na interval [a, c] plati sy < tyr, a tedy z2 nemé v
[tar, ¢] nulovy bod. Diky Piconeho identité pouzité na interval [ty, ¢] tak

C

p

(Y12 — :1713/2)]tM = (p2 — 1) /t; z3(s)r(s) ds+

T
X2

pricemz posledni nerovnost plati diky tomu, ze z; nemé v (¢, | nulovy bod, a
tedy % je na tomto intervalu kladnd. S vyuZitim rovnosti x;(t5;) = 0 vSak také
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~—

T ¢ x1(c
p; (Y172 — 21Y2) = p(c) (
_— p C

(n1(0)22(e) — 21()yalc)) =
(yl(c) _ y2(6)>
zi(c)  xa(c))

PonévadZ p(c)z?(c) > 0 (¢ neni nulovym bodem funkce z; a p > 0 na [a, b]), tak
nutné

~—

2 tar x (C

(c)ai(e

~

coz jsme chtéli ukazat.

Nyni necht M = 0. Podobné jako v dikazu PSV vime, ze existuje k € R\ {0}
splnujici (z2(a),y2(a)) = k(z1(a),yi(a)). Pokud ¢y # 0, tak nutné z;(a) # 0,
jinak by totiz z ¢iz1(a) + cop(a)y(a) = 0 plynulo y;(a) = 0, coz je spor s netrivi-
alitou Teseni. Jelikoz z5(a) = kxi(a), tak také xo(a) # 0 a x5 tudiz nemd v [a, c|
nulovy bod. Na intervalu [a, c] 1ze tedy opét pouzit Piconeho identitu. Plati

[pil (Y19 — x1y2)r = p(e)2(c) (yl(c) B yz(C)) B

2 a r1(c)  x2(c)

(a)
— p(a)zi(a) (‘%Eai — Z‘%Ea)> = p(c)z3(c) (yi(c) _ 4l )> :

Podle Piconeho identity se toto rovna

(MQ . ,ul) /GCJT%(S)T’(S) ds + Cp(s) (yl(‘g)xQ(S) 2_371(8)3/2(5»2 ds >

> (52— ) [ 3(s)r(s)ds > 0.

a

Podobné jako vyse tak plati

Jestlize ¢ = 0, tak z ¢; # 0 a c1z1(a) + cap(a)yi(a) = 0 plyne x1(a) = 0, a
tudiz také z5(a) = kxq(a) = 0. Podle L’Hopitalova pravidla (Lemma tak

Déle pro kazdé t € (a,c) je diky nenulovosti funkci x; a 25 na (a, ¢

[pil (y122 — x1y2>:|c = p(c)z3(c) <y1(c) — yg(c)> _

t z1(c)  w2(c)

(91 (Ba(t) = ya (D)1 (2))
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Ponévadz funkce y; a yo jsou v bodé a zprava spojité a nenulové (plyne z
¢asti (i) Lemmatu[34) a funkce @1, 2, p jsou spojité vSude na [a, b], tak pfechodem
k lim; ., obdrzime

pi; (12 — xlyQ)]: — p()22(c) (?h(c) B yz(c)) B
2(0) (yl(c) ya(c)

lim
t—a+

— @ D (41 (0)2(0) — pal@)n (@) = p(c)a?

y2(a) zr1(c)  x2(c)
—pla yl(a) a)ri\a) — a)rila = & .T2 C yl(C) — yQ(C)
§0 24 i) = b)) = a0 (L5 - 249,

Podle Piconeho identity pro kazdé ¢ € (a, c) plati (x2 je nenulové na [t, c])

[

[pi; (Y19 — x1y2)]t = (p2 — 1) /tc z2(s)r(s) ds+

o [ sy I 4 ) [ atr(s) s

z3(s)

Pomoci Leviho véty (vizte [9], str. 11, Dusledek 4.14]) dostavame

i, (G0 = ) [ (o ds [ p(o) L DRI gy

t—at x3(s)
> Jim (2= ) [ @3o)r(s)ds) = (ua =) [ ad(r(s)ds >0,

kde posledni nerovnost opét plati diky tomu, Ze x7 je kladnd na (a, c|.

Celkem tak

(e (1 = ) > ) [t s >0,

z1(c)  wa(c)

a tedy

]

Vime, ze okrajovou podminku lze az na prenasobeni nenulovou konstantou
splnit pravé jednim netrividlnim zptsobem, a tak pevné zvolme («,a’) # (0,0)
spliujici c;ae + cop(a)o’ = 0. Pro kazdé A € R ozna¢me jako (zy,y») jednoznacéné
urcené feseni rovnice s pocatecni podminkou (z,(a),yx(a)) = (a,a’). Déle
polozme zy := yx(b)/x,(b), mé-li tento vyraz pro dané A\ smysl.

Vsimnéme si, ze pokud ¢4 = 0, tak z) je vlastni funkce SL tlohy pravé tehdy,
kdyz x,(b) = 0. Je-li naopak ¢4 # 0, tak x, je vlastni funkce SL tlohy pravé
tehdy, kdyz x(b) # 0 a c3zA(b) + c4p(b)yr(b) = 0, coz nastane pravé tehdy, kdyz

C3

B C4p(b)

S timto znacenim a uc¢inénym pozorovanim muzeme prikrocit k nasledujicimu
lemmatu, které jiz fika skoro to, co chceme v této sekci dokazat.

=: K.

) =
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Lemma 39. Necht pro kazdé n € N je x,, jednoznacné urcend vlastni funkce SL
dlohy prislusnd cislu A, splnujici (z,(a),yn(a)) = (a,a’). Potom pro kazdé n € N
plati, Ze x,+1 md v intervalu (a,b) o pravé jeden nulovy bod vice nez x,.

Dikaz. 7 PSV (Véta plyne, Zze pocet nulovych bodi funkce x, v intervalu
(a, b] je neklesajici funkce proménné A. Necht n € N.

Krok 1. Predpokladejme, ze x,, = x, ma pravé M nulovych bodui v (a,b] a
ozna¢me jako Ay prvni A, pro které bude pocet nulovych bodu funkce ) v (a, b]
vetsi nez M (diky neklesajicnosti poctu nulovych bodi nutné Ay, > A,), pokud
takové existuje. Nechf pocet nulovych bodu funkce z4,, v (a,b] je M + k. Potom
tvrdime, ze k =1 a (M + 1)-tym nulovym bodem x,,, v (a,b] je bod b.

Necht pro spor k > 2. Potom mé x,,, aspon M + 1 nulovych bodu v (a,b),
pricemz prvnich M + 1 z nich oznac¢me jako ¢y,...,cp1. Proe=1,... . M + 1
pak plati z,,,(¢;) = 0, a tedy diky bodu (i) Lemmatu [34] médme ya,,(¢;) # 0 a
Ya,, je v bodé ¢; spojita. Existuje tak € > 0 takové, ze prot =1,...,M + 1 je
lc; — €,¢; + €] € (a,b), hodnoty x,, (c; + €) a xa,,(c; — €) jsou nenulové a maji
opa¢né znaménko a intervaly [¢; — €, ¢; + €] jsou po dvou disjunktni. (Vizte napft.
ditkkaz Lemmatu [38], ve kterém je toto odiivodnéno pro jeden nulovy bod. Neni
tézké nahlédnout, Ze € lze vybrat tak, aby [¢; — €, ¢; + €] byly disjunktni.)

Z Véty |§| (pro jeji pouziti zde i pozdéji v tomto dikazu je klicové, ze vSechny
dvojice (xy, yx) nabyvaji v bodé a tutéz hodnotu) plyne existence § > 0 takového,
ze pokud A € (Apyr — 6, Apy), tak

QSAM(CZ‘ + 6)
2

Tp,, (¢ —€)
2

)

||x)\—xAM||C([a7bD<min{’ :izl,...,M—i—l}.

Potom pro kazdé A € (Ay — d, Ap) plati, ze hodnoty zy(c; — €) a z\(¢c; + ¢€)
jsou nenulové a maji opacné znaménko. Diky spojitosti z) pak z véty o nabyvani
mezihodnot (vizte [7) str. 218, Véta 4.3.4]) existuji d; € (¢; — €, ¢; + €) takové, Ze
zx(d;) =0, a to pro kazdé ¢ = 1,..., M + 1. To je ale spor s tim, ze tyto funkce
maji v (a,b] nejvyse M nulovych bodu.

Tudiz k = 1 a (M + 1)-ty nulovy bod funkce x,, v (a,b] se navic nemuze
nachézet uvnitt (a,b), a tak to nutné musi byt bod b. VSimnéme si, ze tim uz
je dikaz hotov pro pripad ¢4 = 0, ponévadz v takovém pripadé se z okrajové
podminky stava podminka x,(b) = 0. Funkce z,, mé pravée M nulovych bodi
v (a, b] a diky okrajové podmince je poslednim z nich bod b. Podle PSV pocet
nulovych bodu v (a,b] s rostoucim A neklesé a nulové body se navic ,posunuji
k bodu a“, specidlné M-ty nulovy bod funkce x) v (a,b] je pro A > A\, mensi
nez b. Jelikoz vime, Ze existuje nekonecné mnoho vlastnich ¢isel SL tulohy, tak
nékdy musi v (a, b] pribyt dalsi nulovy bod, jinak by podminka x,(b) = 0 nebyla
splnéna pro zadné A > \,. Tedy existuje Ay, tj. prvni A, pro které je pocet
nulovych bodu v (a,b] vétsi nez M, a to dle predchoziho M + 1, pfi¢emz navic
zp,, (b) = 0. Tedy zp,, = Tpi1 & Tppq ma v (a,b) o pravé jeden nulovy bod vice
nez x,.

Krok 2. Jelikoz pripad ¢4 = 0 uz jsme vytesili, mizeme v dalsim predpokladat
cy # 0. Z predchozich tvah pak vime, ze z,, = K. Tvrdime, Ze nutné existuje
Ay € R. 'V opaéném pripadé by totiz uz neptibyl zadny nulovy bod v (a,b],
specidlné x,(b) # 0 pro vSechna A > A, (plyne z PSV, vizte Krok 1), a tak by
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vyraz z) byl definovan pro vSechna A > \,. Podle DSV by pak ale z, byla klesajici
funkce proménné A na intervalu [\, 00), coz by znamenalo, Ze pro zadné A > A,
uz z, nenabyde hodnotu K, a tedy zZe neexistuje vlastni ¢islo SL tlohy vétsi nez
An, €COZ je spor, protoze takovych ¢isel je dokonce nekonec¢né mnoho.

Nyni ukazeme, ze

Ly:= lim 2z,=—o00, Ly:= lim 2z, =o00.

Dokazeme Ly = oo s tim, ze druha rovnost se ukaze analogicky. Z Kroku 1
vime, ze Apri1 > Aps. (Apso1 je prvni A, pro které mé z, vice nez M + 1 nulovych
bodu v (a,b]. Prozatim nemusi byt definovano, pticemz v takovém piipadé uva-
zujeme Apiq := oo. Jak ale uvidime pozdéji, toto ¢islo je konecné.) Funkce z)
je tak definovand na (Apr, Apr11) a dle DSV je na tomto intervalu klesajici. Diky
klesajicnosti a faktu, ze limita monoténni funkce vzdy existuje, je bud Ly = oo,
nebo Ly < 0.

Necht pro spor L, < co. Potom existuji v > 0 a § > 0 takové, ze

AE (AM,AM-F(S) —

?/A(b)‘ <~
2x(b)
Z Kroku 1 vime, ze x4, (b) = 0, a tak diky netrivialité plati ys,, (b) # 0. Podle

Véty @jsou 22(b), yx(b) spojité funkce proménné . Existuje tudiz 0 < § < §
takové, ze

- 1 1
A€ (A, Apr +0) = [nn(0)] > Slyan (0)] & |aa(d)] < gh/AM(b)l-

Pro A € (A, Ay + 9) pak ale

2ol 7 sl Ol ==

coz je spor. Tudiz Ly = oo.

Celkem tak vime, ze z,, = K, poté hodnota z) pro A — (Ap)— klesd k —oo a
nasledné na (Aps, Apyr41) hodnota zy klesd od co. Vsimnéme si, Ze z), = yx(b)/z(b)
je jakozto funkce A diky Vété [0 spojitd vSude, kde je definovand. Podobné jako
vyse oduvodnime, Ze nutné existuje Ay € R, jinak by totiz funkce z, mohla na
(Apr, 00) diky klesajicnosti nabyt hodnotu K nejvyse jednou, ale vlastnich ¢isel
je nekonecné mnoho. Analogickym postupem jako v dikazu rovnosti Ly = oo pak
ukazeme, ze limy_,(4,,,,)- = —o0.

Tedy z) je spojita klesajici funkce na (Aps, Apry1), pro kterou plati

lim 2z, = o0, lim 2z, = —o0,
A—)(AM)-F )\—)(AA{+1)—

a tak diky vété o nabyvani mezihodnot a klesajicnosti existuje pravé jedno
A € (Ay, Apryq) takové, ze zy = K. Odsud plyne A = X\, 11, a tedy 2,41 = zp
m& uvnitt (a,b) pravé M + 1 nulovych bodi, coz je o jeden vice nez z,.

]
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Véta 17. Necht pro kaZdé n € N je x, jednoznacné urcend vlastni funkce SL
dlohy prislusnd cislu A, splnujici (z,(a),yn(a)) = (a,a’). Potom pro kazdé n € N
plati, Ze x,, md v intervalu (a,b) pravé n — 1 nulovych boduii.

Diikaz.  Diky predchozimu lemmatu stac¢i ukazat, Ze x; nema v (a,b) ani jeden
nulovy bod. V dalsim budeme pouzivat znaceni zavedené pred a v pribéhu Lem-
matu B9

Krok 1. Necht A je takové, Ze ), ma v (a, b] asponi jeden nulovy bod, a oznacme
prvni nulovy bod této funkce v (a,b] jako ty. Vyndsobme dvojici (z,y,) nenu-
lovou konstantou tak, aby ||Zx||r2((aty)r(s)as) = 1 (kdyby byla x) nulové skoro
vSude v (a,ty), tak by diky spojitosti byla nulova vSude v [a, t5], ale pak mnozina
jejich nulovych bodua v [a,b] ma hromadny bod, coz je spor s bodem (ii) Lem-
matu , takze takova konstanta existuje). Tim sice ztratime platnost rovnosti
(zx(a),yr(a)) = (o, ), ale dulezité je, ze prendsobeni nenulovym ¢islem neméni
nulové body.

Podobné jako pri dikazu omezenosti vlastnich c¢isel SL tlohy zdola ve
Vete nyni ukazeme, ze A\ je vétsi nez pevna konstanta. Hlavni rozdil spo-
¢ivd v tom, ze misto bodu b pouzijeme t, (tedy bod zéavisly na \). Podrobnéji
okomentujeme pouze ty kroky, které se vyraznéji zménily.

Diky faktu ||zx||22((a,t0),r(s)ds) = 1 dostaneme

A:xx@mwwm»ﬂm@mwnwun+L”M@ﬁ@ww—[¥”ﬁwmm@:

n@p@m(@+ [ peRe) ds— [ ) dats),

pricemz posledni rovnost plati diky z,(ty) = 0. Jelikoz existuje C' > 0 zavislé
pouze na c; a ¢y takové, ze

za(a)p(a)yx(a) = =C||z3] (i)

_/[ t )xi(s) dq(s) 2 _”xi”c‘([a,tﬂ) ' ’|Q||M([a,b))7
a,t)

tak
32 [ o) ds ~ 1Rlloqen - (€ + llallmgon) -

Pro kazdé € > 0 a kazdé t € [a,t,)] je

< c(e) (/:A 23 (s)r(s) ds) +€ (/:A yf((j d3> —

[ @)y as

a tedy pro vSechna t € [a,t,] a kazdé e > 0 diky z,(£)) =0

< (e )+e</:A Zj?(g)ds).

( A(5))' ds

23 ()] = 23 (t2) — 23 ()] =
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Tudiz

& oy3(s)
123 lc o < C(€)+€</a T/\(s) ds)’

z ¢ehoz diky predchozimu plyne

tx C_|_ "
vz [0 (o) - ) s ot 00

Zvolime-li nyni € > 0 takové, aby

C a
min p(S) Z c =+ ||QHM([ ,b))’
s€la,b] m

obdrzime A > —c(e, C, q).

Krok 2. Nyni necht opét pro kazdé A € R plati (z)(a),yr(a)) = (o, ). Podle
Kroku 1 je mnozina {\ € R : 2\ mé v (a,b] nulovy bod} zdola omezend. Diky
neklesajicnosti poctu nulovych bodu v (a,b] a Lemmatu [39| tak existuje Ay € R,
tj. prvni A, pro které ma x v (a, b| nulovy bod. Z dukazu Lemmatunavic vime,
ze xp, ma v (a,b] prave jeden nulovy bod a je jim bod b. Pokud je podminka
rovna z(b) = 0 (ekvivalentné ¢4y = 0), tak uz je hotovo. Pro A € (—o0, Ag) totiz
funkce z) nemd z definice Ag v (a, b] Zddny nulovy bod, takze ani jedna z téchto
funkei nemuze splnit x,(b) = 0, tudiZ to neni vlastni funkce SL tlohy. Déle vime,
ze x5, ma v (a,b] pravé jeden nulovy bod a je to bod b, tj. 5, = x; a x; nemd
v (a,b) nulovy bod. V dalsim tak mizeme predpokladat ¢4 # 0.

Krok 3. 7 definice Ay, Véty [0 a DSV plyne, Ze zy je spojitd klesajici funkce
proménné A na (—oo, Ag). Analogicky jako v ditkazu Lemmatu [39) ziskdme rovnost
limy_,(Ag)— 2x = —00. Checeme ukdzat, Ze limy_,_ 2y = 00.

Jelikoz pro A € (—o0, Ag) plati x,(b) # 0, prendsobme dvojici (zy,y,) nenu-

lovou konstantou tak, aby
ba3(s)
r(s)ds = 1.
| 3w

Pfendsobeni dvojice (zy,y,) nenulovou konstantou nezméni hodnotu funkce
zx = ya(b)/zA(b), jejiz chovani nds zajima, takze toto mizeme uéinit.

Necht A < p < Ay. Pouzitim té casti dikazu DSV (Véta , v niz jsme se
zabyvali pripadem M = 0, na ¢ = b, p; = A, ps = p ziskame

p(23(B) (21— ) = (= X) [ a3 (r(s) ds.

a

Tudiz

) r = 50) = (=) [ TR (s) ds ==

Je-li p < Ay pevné a A — —oo, tak diky p(b) > 0 vidime, ze z) — 2z, — 00, a
tudiz limy_,_ 2, = 0.

Celkem tak zy je spojitd klesajici funkce proménné A\ na intervalu (—oo, Ag)
spliiujict limy_,(Ay)— 23 = —00 a limy_,_ 2x = 00. Z véty o nabyvani mezihodnot
a klesajicnosti tudiz existuje praveé jedno A € (—oo, Ag) takové, Ze zy = K. Potom
xpA =21 a x1 nema v (a,b) nulovy bod.

]
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5. Floquetova teorie

V posledni kapitole tohoto textu se budeme vénovat soustavam s periodickymi
koeficienty a nasim cilem bude ukézat, ze plati analogicka tvrzeni jako v klasické
teorii. Abychom o takovych soustavach mohli mluvit, tak nejprve ukazeme, jak
periodicky rozsitit miru definovanou na B([0,7)) pro dané T' > 0, coz bude ve
zbytku textu pevné ¢islo.

Necht u je Radonova znaménkova mira na B([0,T)). Necht k € Z a ozna¢me
I, = [kT,(k + 1)T), By = B(I;). Definujme funkei fr : Iy — I predpisem
fr(t) =t + kT. Ziejmé f;, je spojitd, a tak pro kazdou otevienou G C [ plati
fi7(G) € By. Funkcee f; je tak By — By méFitelna (vizte Lemma [7)). Zobrazenf iy,
definované predpisem

pe(A) 2 = fo(p)(A) = fulp)(A) = 1" (71 (A) — 1 (£ 1(A) =
— (A= KT) — u~(A—kT) = w(A — kT), A€ B,

kde A — kT = {a — kT : a € A}, je diky Lemmatu 8] znaménkova mira na By,
o které snadno ovérime, zZe je Radonova. Vsimnéme si, ze pgr1 = f1(pe)-

Je-li [a,b) C R omezeny interval, tak existuji nejmensi M € Z a nejvétsi
m € 7Z takova, ze [a,b) C [mT MT). Miru g nyni rozsifme predpisem

H(A) = Z m(ANL), A B(la,b)).

Potom jde o Radonovu znaménkovou miru na B([a,b)). Navic zfejmé plati, ze
pokud [¢,d) C [a,b) C R jsou omezené intervaly, tak rozsifenim p na B([a,b))
a naslednym zuzenim tohoto rozsifeni na B([c,d)) dostaneme totéz, jako kdy-
bychom g rovnou rozsitili na B([c, d)).

Zobrazeni p je tak nyni definovano pro kazdou omezenou borelovskou pod-
mnozinu R a jeho ztzeni na B([a, b)) pro libovolny omezeny interval [a,b) C R
je Radonova znaménkova mira. Tuto konstrukci budeme povazovat za periodické
rozsiteni .

Necht nyni p a v jsou dvé Radonovy znaménkové miry na B([0, 7)) a uvazme
jejich periodické rozsiteni. Potom jde o Radonovy znaménkové miry na B([a, b))
pro kazdy omezeny interval [a,b) C R. Déle méjme T-periodické funkce ¢y, ¢y,
¢y, g : R — R patifci do L([0,T]). Diky periodicnosti pak tyto funkce patif
do L*([a, b]) pro kazdy omezeny interval [a,b] C R. Nasledujici definice je tudiZ
smysluplna.

Definice 21. Rekneme, Ze dvojice funkci x, y : R — R je fesent soustavy

(1) = er(t)z(t) + 2 ()y(t) + g(t), (5.1)
Dy(t) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) (5.2)

na R, pokud pro kazdé —oo < a < b < o je x € AC([a,b]), y € BV (a,b) a pro
kazdé t € [a,b] plati

—l—/ c1(s)x(s) + c2(s)y(s) + g(s) ds,
+/ s) du(s +/ ca(s)y(s)ds + [ dv(s),
a,t)
tj. (z,y) je reseni soustavy -, na intervalu [a, b].
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Poznamenejme, ze funkci f : R — R, kterd je absolutné spojita na kazdém
omezeném uzavieném intervalu [a, b] C R, se 1ika lokdIné absolutné spojitd funkce
na R a prostor vsech takovych funkei se znac¢i AC)..(R). Obdobné pokud je f
na kazdém omezeném uzavieném intervalu [a, b] C R funkce s kone¢nou bodovou
variaci, tak fekneme, ze jde o funkci s lokdlné konecnou bodovou variaci na R
a prostor vSech takovych funkei zna¢ime BPVj,.(R). Pfedchozi definici lze tedy
diky Lemmatu preformulovat tak, ze dvojice x, y : R — R fesi ,
na R prave tehdy, kdyz © € AC).(R), y € BPVio.(R) je zleva spojita a pro kazdy
omezeny uzavieny interval [a,b] C R plati

2'(t) = c1(H)x(t) + co(t)y(t) + g(t) pro s.v. t € [a, b],
Dy(t) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt + dv(t) na B([a,b)).

Diky Veéte |§| vidime, 7ze pokud jsou ¢ € R a (x.,y.) € R? libovolné, tak
existuje pravé jedno feSeni (z,y) soustavy (5.1)), na R spliujici podminku
(z(c),y(c)) = (2 ye). Existenci dostaneme tak, ze vezmeme feseni na intervalu
[c—1, ¢+ 1] spliujici (z(c), y(c)) = (2, y.) a poté ho jako v Lemmatu [30| postup-
nym lepenim rozsitime na intervaly [c — n, ¢ + n| pro n € N. Jednoznac¢nost pak
plyne z jednoznacnosti feSeni na intervalech [¢ — n,c+ n], n € N.

Jako prvni nds budou zajimat T-periodicka feseni soustavy , ,
k jejichz zkoumani nam pomiize nasledujici lemma.

Lemma 40. Necht (z,y) je reseni soustavy (5.1)), (5.2) na R. Potom

(i) dvojice (z(t),y(t)) == (x(t +T),y(t + 1)), t € R 7esi (5.1), (5.2) na R,

(ii) resent (x,y) je T-periodické prave tehdy, kdyz (x(0),y(0)) = (z(T), y(T)).
Diikaz. (i) Necht N € N. Ozna¢me [ = (—NT,NT)a J = ((-N+1)T,(N+1)T).
JelikoZ (z,y) fesi (5.1), (6.2) na R, tak jde specidlné o feSeni na J (uzdvér J).

Z toho plyne, ze x € AC(J), y € BV (J), a tedy zfejmé T € AC(I) ay € BV (I).
Necht t € I. Diky T-periodi¢nosti funkci ¢;, ¢z, g a vété o substituci plati

T(t)=z(t+T)= /t;Z+T [01(8)35(3) + co(8)y(s) + g(s)] ds —
_ t;;T {61(8 —T)a(s) + co(s — T)y(s) + g(s — T)} ds —

- [01( Ja <r+T>+CQ(r>y(r+T)+g<r)] dr —

- / )+ c2(r)(r) + g(r)] dr. (5.3)

Polozme A = [-NT,t), B =[(-N +1)T,t+7T) a Iy = [kT,(k + 1)T) pro
kazdé k € {—N,—N+1,...,N}. Potom diky Lemmatu[J|a vztahu fi(px) = ftrsa
plati

/, #(s)d Z ], O e =
-5 /I e )X () das(r) =

= X} /1 (r+T)Xal )dﬂk(r):[qf<r)dﬂ(r)'
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Analogicky jako vyse ovérime, ze

/Bdi/(s):/Adu(T), /t+T c

t
i(u(s)ds = [ elng(r)dr,
—~NT+T —NT
a tedy

y(t) = y(t+T) = /

s) dp(s +/ ds+/ du(s
= [NTt —l—/ ca(r dr+/

(5.4)
Diky platnosti (5.3)), (5.4) vidime, ze (z,7) resi (5.1)), .
kazdé N € N, a tedy i pro kazdy omezeny interval [a,b] C

[-NT,NT] pro
(ii) = : Ziejmé.

7<:v v:/Poloime (T(t),7(t)) =

=(x(t+7T),y(t+1T)), t € R. Dle bodu (i) dvojice
(z,y) tesi (B.1)), (5.2) na R a navic (z(0),(0))

= («(T),y(T)) = (x(0),9(0)).
7 jednoznacnosti feseni tak pro kazdé t € R plati
(z(t), y(t)) =

coz jsme chtéli ukazat

(@(1),5(1) = (x(t + T),y(t +T)),

O
Neni prilis tézké si rozmyslet, Zze i pro feseni na celém R plati analogicka
=

tvrzeni ze sekce 2.2, coz budeme déle vyuzivat. Nésledujici véta 1ika, za kterych
podminek existuje praveé jedno T-periodické feseni

Véta 18. Necht F : R — R?*? je fundamentdlni matice homogenni soustavy

: (5.5)
Dy(t) = x(t) du(t) + ca(t)y(t) dt

(5.6)
na R. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni

(i) Existuje prave jedno T-periodické reseni soustavy . -
(ii) 1 neni vlastnim ¢islem matice F(T)F~1(0)

(7ii) Jedingm T-periodickym resenim homogenni soustavy . . je
identicky nulové resent.

Dukaz.

(i) < (i) :

Podle bodu (ii) Lemmatu [40| je ¥ = (x,y) T-periodické
fesen{ soustavy (5.1), (5.2) na R pravé tehdy, kdyz #(T) = Z(0). Diky variaci
konstant (Véta toto nastane pravé tehdy, kdyz

F(T)F~(0)%(0) + F(T)I(T),
kde [(T) =

WD) = [ E s ds s [ B



pficemz F;;'(s) znaéi prvek na misté (i,5) v matici F~*(s). Ekvivalentné

—

(T = F(T)F~'(0))#(0) = F(T)I(T).

Tato soustava pro neznamy vektor Z(0) ma pravé jedno Feseni pravé tehdy,
kdyz je T — F(T)F~1(0) reguldrni, coZ nastane pravé tehdy, kdyZ 1 neni vlastnim
¢islem matice F(T)F~1(0).

(17) <= (i) : Jelikoz pro homogenni soustavu plati ﬂ(T ) = 0, tak si podobné
jako v predchozim rozmyslime, ze homogenni soustava ma T-periodické feseni ¥
pravé tehdy, kdyz

(1= F(T)F~(0))#(0) = 0.

Tato soustava ma jako jediné feseni nulovy vektor pravé tehdy, kdyz je ma-
tice I—F(T)F~1(0) regularni, tj. pravé tehdy, kdyz 1 neni vlastnim ¢islem matice
F(T)F~1(0).

O

Posledni véta a jeji ditkaz dobte ilustruji techniky pouzivané ve Floquetové
teorii. Casto jde o kombinaci variace konstant, Lemmatu [40| a znalosti z linedrni
algebry. Pokud méame k dispozici tato fakta, muzeme mnohdy doslova opsat ¢i
jen lehce pozménit dikazy z klasické teorie, a tak se u nasledujicich tvrzeni pouze
odkézeme na anglicky psany zdroj [I] a pfipadné fekneme, co je v dukazu potieba
zménit. Nejprve vsak okomentujme znaceni a pojmy pouzivané v uvedené knize.

Rovnici (2.27), resp. (2.35), se v knize mysli nase soustavy (5.5)), (5.6), resp.
, . Jelikoz fundamentalni matice se zna¢i ®, tak se toho nadéle budeme
drzet i my. Misto naseho znaceni ¥ se pro Teseni pouziva x bez Sipky. Maticovym
resenim se mini to, ze jednotlivé sloupce prislusné matice jsou resenim. Vektorova
funkce 7 : R — C?*2 je komplexni resend, pokud po rozepsani Z = Re(Z)+i Im(Z)
plati, ze Re(Z) a Im(Z) jsou feseni.

Nasledujici tzv. Floquetova véta se zabyva vlastnostmi fundamentalnich ma-
tic, coz je klicovy nastroj pro studium feseni homogenni soustavy. Nebude-li hrozit
nedorozumeéni, tak misto ,fundamentalni matice soustavy , “ budeme
dale zkracené tikat jen ,fundamentalni matice.

Véta 19. (Floquetova véta). Necht ® : R — R?**? je fundamentdlni matice.
Potom pro kaZdé t € R plati

Ot +T)=o(t)d 1 (0)®(T).
Dile existuji komplexni matice B € C**? takovd, Ze
P = o7 H0)®(T),
a T-periodickd funkce P : R — C**? splriujici ®(t) = P(t)e'? pro kaZdé t € R.

Navic existuji redlnd matice R € R?**? a 2T -periodickd funkce Q : R — R**2
splriujici ®(t) = Q(t)e!f pro kaZdé t € R.

Diikaz. Plyne z [1), str. 189, Theorem 2.83| s tim, ze v prvni ¢asti dukazu az do
definice matice C' je potfeba argumentovat lehce jinak. Existenci feseni soustavy
(5.5), (5.6) na R jsme si rozmysleli jiz diive v tomto textu. Funkeci ¥ definovanou
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v dikazu sice nyni nelze takto jednoduse zderivovat, ale skutecnost, ze jde o
maticové Teseni, plyne z bodu (i) Lemmatu . Ve zbytku dikazu se pouzivaji
pouze znalosti z linedrn{ algebry, jednoznacnost feseni a Véta [7, a tak ho lze
provést zcela stejné.

O

Definice 22. Necht ® : R — R?*2 je fundamentdlni matice.

o KaZdy rozpis ®(t) = P(t)e!?, kde P a B jsou jako ve Floquetové vété, se
nazyvd Flogquetova normdlni forma.

o Matice ®(T)®~1(0) se nazjvd operdtor monodromie a jeji viastni cisla
se nazyvaji charakteristické multiplikdtory soustavy (5.5)), (5.6).

o Pokud ®(0) = I, tak ® nazveme hlavni fundamentdlni matici v case
= 0 (anglicky principal fundamental matriz).

Definice [22|ihned vybizi k otdzce, zda charakteristické multiplikatory soustavy
(5.5), (5.6)) zavisi na volbé fundamentalni matice. Odpovédi je, ze nikoliv.

Lemma 41. Vsechny operdtory monodromie jsou si podobné (ve smyslu podob-
nosti matic), tudiz maji stejnd vlastni cisla se stejnou algebraickou i geometrickou
nasobnosti. Vcetné nasobnosti tak existuji praveé dva komplexni charakteristické
multiplikdtory a cislo 0 neni ani jednim z nich.

Je-li navic ® fundamentdlni matice, tak

o« O(T)D1(0) a @ 1(0)P(T) jsou si podobné,

o pokud ®(t) = P(t)e'? je Floquetova normdlni forma, tak e™® a ®(T)D~1(0)
jsou si podobné.

Diikaz. Plyne z dukazu [, str. 191, Proposition 2.84] (ackoliv samotné tvrzeni
je zformulovano lehce jinak) a diskuse ihned za timto dikazem az do zacatku
Example 2.85. Dukaz lze provést zcela stejné, jelikoz se v ném pouzije jednoznac-
nost feseni, Véta [7] a Floquetova véta.

m

Vsimnéme si, ze podminku (ii) z Véty (18] lze nyni zformulovat tak, Ze 1 neni
charakteristicky multiplikdtor soustavy ({5.5)), (5.6)).

Definice 23. Komplexni cislo p € C se nazyvd charakteristicky exponent
(nekdy také Floquetiv exponent) soustavy (5.5)), (5.6)), pokud existuje charak-
teristicky multiplikdtor p € C takovy, Ze e*T = p.

Snadno nahlédneme, ze pokud u je charakteristicky exponent, tak je pro kazdé
k € Z také p+(2mik) /T charakteristicky exponent. Tedy zatimco charakteristické
multiplikatory jsou dva, charakteristickych exponentii je nekonec¢né mnoho.

Nyni ukdzeme, jak lze z absolutni hodnoty charakteristickych multiplikatori
odvodit (ne)stabilitu identicky nulového Feseni homogenni soustavy. Za tim tce-
lem vsak nejprve vyslovime jedno pomocné lemma z linearni algebry. Ptipo-
menme, ze vlastni ¢islo matice A € C"" n € N se nazyva polojednoduché,
pokud je jeho algebraickd nasobnost rovna geometrické nasobnosti. Vsimnéme
si, ze A je diagonalizovatelna pravée tehdy, kdyz jsou vSechna jeji vlastni cisla
polojednoduché.
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Lemma 42. Necht A € C**2. Potom

a) A je diagonalizovatelnd => A* je diagonalizovatelnd,
J g J g

(b) € je diagonalizovatelnd = A je diagonalizovatelnd.

Diikaz. (a) Necht Aj, A2 jsou vlastni ¢isla matice A véetné nasobnosti. Jelikoz A
je diagonalizovatelnd, existuje regularni matice J € C?*2 takovd, ze

(M 0 ~1
A—J(O )\2>J = JDJ .

Potom ale

2
A*=JDJ YJDJ ' =JD* ) = (Aol A%) J
2

a tedy A? je diagonalizovatelnd.

(b) Dokézeme obménénou implikaci. Necht A neni diagonalizovatelna. Potom
méa A nutné pravé jedno vlastni ¢islo A, algebraickd nésobnost A je 2 a jeho
geometricka ndsobnost je 1. Existuje tak reguldrni matice J € C?*2 takovd, ze

o )\ 1 -1 . -1
A—J(O A)J = JEJ .

Podle vlastnosti maticové exponencialy pak plati

XA
A=l = gy = <e €A> J L.
0 e
Protoze podobnost matic zachovava vlastni ¢isla i oba typy jejich nasobnosti, tak
odsud plyne, Ze e mé jediné vlastni ¢islo e*, jeho algebraickd nasobnost je 2 a
jeho geometrickd nasobnosti je 1, a tedy e? neni diagonalizovatelna.

]

Pravé dokazané lemma sice plati ve vétsi obecnosti, ale pro nase ucely staci
uvazovat dimenzi 2 a uvedené implikace. Uzitecnost tohoto lemmatu nahlédneme
v nasledujici véte.

Véta 20. Necht @ je hlavni fundamentdlni matice v caset = 0 a pro kaZdét € R
je ®(t) = Q(t)e'E, kde Q a R jsou jako ve Vété . Necht Z je reseni soustavy
(-9), a polozme i(t) = e'f7(0). Potom @ € C'(R,R?) a pro kaZdé t € R
plati Z(t) = Q(t)u(t) a (u(t)) = Ru(t). Navic

o je-li absolutni hodnota obou charakteristickych multiplikdtori mensi nez 1,

tak je nulové Tesent soustavy (5.5)), (5.6) asymptoticky stabilni,

o pokud je absolutni hodnota obou charakteristickych multiplikdatori mensi
nebo rovna 1 a ty multiplikdatory, které maji absolutni hodnotu rovnou 1,
jsou polojednoduché, tak je nulové reseni soustavy (5.5)), (5.6) stabilni,

o md-li néjaky z charakteristickych multiplikdtori absolutni hodnotu vetsi
nez 1, tak je nulové reseni soustavy (5.5)), (5.6)) nestabilni.
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Diikaz. Jednd se o [1I, str. 194, Theorem 2.89]), ale uvedeny dukaz je misty dosti
strucény, a tak vétu dokédzeme podrobnéji a z ditkazu v knize si jen vypujcime
nékteré poznatky. Poznamenejme, ze misto @ se v knize pouziva znaceni y.

Pro kazdé t € R ziejmé Z(t) = ®(¢)F(0) = Q(¢)e'®Z(0), a tudiz skutecné
Z(t) = Q(t)u(t). Ze vztahu u(t) = e®7(0) potom plyne 4 € C(R,R?) a také
(@(t)) = Rii(t), a tudiz 4 € C1(R, R?).

Nyni ukdzeme, Ze t — [|Q(t)|| je omezend funkce na R, kde

|A|| == sup{|A7| : T € R? |§| < 1}, A € R¥2

Diky 2T-periodi¢nosti staci ukdzat, ze t — |[|Q(t)|| je omezend na [0,27]. Ze
vztahu ®(t) = Q(t)e'? snadno plyne Q(t) = ®(t)e 'F. Jelikoz slozky maticové
funkce @ jsou bud tiidy AC([0,27]), nebo BPV([0,2T1]), tak jsou na [0, 27
omezené. Diky ekvivalenci norem na prostorech konecné dimenze pak

sup ||®(1)]] < K,
t€[0,27]

kde K > 0 je pevna konstanta. Déle pro ¢t € [0,27] mame

et < ell =Rl — IRl < 2IIRI

a tak je skutecné t — ||Q(t)|| omezena na [0, 27, tudiz i na R.

Vsimnéme si, ze diky vztahu Q(t) = ®(t)e ™ je Q(t) pro kazdé t € R inver-
tibilni jakoZto soucin dvou reguldrnich matic. Z omezenosti funkce t — [|Q(t)]],
vztahu Z(t) = Q(t)u(t) a invertibility Q(t) tak plyne, Ze pokud je nulové Feseni
soustavy (u(t))" = Ru(t) asymptoticky stabilni ¢i stabilni, tak ma tutéz vlastnost
i nulové Teseni soustavy , .

Stejné jako v knize odvodime, Ze existuje B € C?*? takova, Ze charakteristické
multiplikdtory jsou piesné vlastni ¢isla matice ®(T) = eT? a plati €278 = T,
V dalsim budeme soubor vSech vlastnich ¢isel dané matice A véetné nasobnosti
znacit jako o(A).

Oznac¢ime-li o(e?P) = {\;, 2} a o(R) = {1, 2}, tak podle Theorem 2.88 z
knihy je

{)\%’ Ag} — U<€2TB) — U<€2TR) — {€2T‘u1, eZTﬂQ}'

Prechodem k absolutnim hodnotam pak ziskame
{|/\1|27 |)\2|2} _ {62T-Re(p1)7 62T-Re(,u,2)}' (57)

Maji-li oba charakteristické multiplikdtory (tj. A; a Ay) absolutni hodnotu
mensi nez 1, tak diky rovnosti ziejmé Re(uy) < 0 a Re(uz) < 0. Podle
klasické teorie je pak nulové Feseni soustavy (i(t)) = Riu(t) asymptoticky stabilni,
coz dle predchoziho pozorovani implikuje asymptotickou stabilitu nulového reseni
soustavy , .

Existuje-li charakteristicky multiplikdtor s absolutni hodnotou vétsi nez 1 (bez
tijmy na obecnosti necht je to A;), tak existuje nenulovy vektor 7 € C? takovy,
ze ®(T)U = \U. Z Véty (19 plyne ®(nT) = ®(T)" pro kazdé n € N, a tak kdyz
uvdzime komplexni Fesen{ Z(t) = ®(¢)7 soustavy (5.5), (5.6)), plati Z(nT) = A\}7.
Tedy lim,, . |Z(nT")| = oo, tudiz totéz plati i pro alespon jedno z Re(Z), Im(Z),
coz znamend, ze nulové feseni , je nestabilni.
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Nyni necht oba charakteristické multiplikdtory maji absolutni hodnotu nej-
vyse 1 a navic plati, Zze pokud je absolutni hodnota néjakého multiplikatoru 1,
tak je to polojednoduché vlastni éislo matice e?”. Je-li absolutni hodnota obou
multiplikdtortt mensi nez 1, tak uz z predchoziho vime, ze nulové feseni soustavy
, je dokonce asymptoticky stabilni. Mzeme tedy predpokladat, Ze exis-
tuje alesponi jeden multiplikdtor s absolutni hodnotou rovnou 1 (necht je to A;),
jenz je pak dle predpokladu polojednoduchy. Potom uz ale snadno nahlédneme, ze
el'’B je diagonalizovatelnd (jedind moznost, kterd by mohla diagonalizovatelnost
spokazit“, je o(eTP) = {\}, kde A m4 algebraickou ndsobnost 2 a geometrickou
nasobnost 1, jenze pak nutné A\ = A, coz je spor s polojednoduchosti A;).

Podle bodu (a) Lemmatu 42| je pak e*I8 = *I' diagonalizovatelnd, z ¢ehoz
diky bodu (b) téhoz lemmatu plyne diagonalizovatelnost matice 2T'R, tedy i R.
Odsud dostavame, ze kazdé vlastni ¢islo matice R je polojednoduché, specidlné
ta vlastni ¢isla, jejichz redlnd ¢ast je 0. Diky |[A] <1, [Xo| < 1a navic plati
Re(u1) < 0 a Re(uz) < 0, a tedy nulové feseni soustavy (4(t)) = Ri(t) je dle
klasické teorie stabilni, coz implikuje stabilitu nulového Teseni , (15.6)).

0

Nyni bude nasledovat série tii uzitecnych tvrzeni.

Lemma 43. Necht ® je hlavni fundamentdlni matice v case t = 0 a p je cha-
rakteristicky exponent soustavy (5.5)), (5.6). Potom existuje Floquetova normdlni
forma ®(t) = P(t)e'P takovd, Ze p je vlastni éislo matice B.

Diikaz. Dukaz je zcela stejny jako v [I], str. 197, Lemma 2.94], protoze je potfeba
pouzit pouze Floquetovu vétu a znalosti o maticich.
[

Nésledujici véta mj. ukazuje, pro¢ se pouziva zrovna pojem ,multiplikator*.

Véta 21. Necht )\ je charakteristicky multiplikator soustavy (5.5), (5.6) a u je
charakteristicky exponent takovy, Ze e = X\. Potom ezistuje netrividlni kom-

plexnd 1eseni ¥ soustavy (5.5)), (5.6) ve tvaru
7(t) = e"p(t),

kde p je komplexni T -periodickd funkce. Navic Z(t +T) = MZ(t) pro kaZdé t € R.

Diikaz. Diukaz je zcela stejny jako v [I) str. 198, Theorem 2.95], ponévadz vyuziva
pouze predchozi lemma a praci s maticemi.

]

Véta 22. Necht A\, \y jsou charakteristické multiplikdtory soustavy (5.5)), (5.6
a fu1, fe jsou charakteristické exponenty takové, Ze e’™ = X\ a eT*2 = \,. Pokud
A1 # Ao, tak existuji komplexni T -periodické funkce p,, Py takové, Ze

Ti(t) == e'Pi(t) a Ta(t) = e'Py(t)
jsou linedrné nezavisla komplexni reseni soustavy (5.5)), (5.6)).
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Diikaz. Dikaz je zcela stejny jako v [I, str. 198, Theorem 2.96], jelikoz k nému

stac¢i pouzit predchozi dvé tvrzeni a znalosti z linearni algebry.
O

V posledni vété této kapitoly se vratime k soustavé (5.1)), (5.2) a dokazeme
postacujici podminku pro existenci T-periodického teSeni.

Véta 23. Pokud md soustava (5.1), (5.2) na R omezené reseni, tak md také
T'-periodické resent.

Diikaz. Jde o [Il, str. 211, Theorem 2.121], ale prvni ¢ast dikazu je potieba
upravit a druhou ¢ast udélame podrobnéji.

Necht @ je hlavni fundamentalni matice soustavy , v case t = 0. Po-
tom ®~1(0) ="' =1, a tak pro FeSenf Z soustavy (5.1), splitujici podminku
7(0) = £ € R? dle variace konstant (Véta plati

T(t) = ®()E + D(2)I(t), 1 € [0,00),

kde I(t) = (11 (), 5(t)) a pro kazdé t € [0, 00)

_/ Cbn s)ds + (1)12( ) dv(s),
[0,t)

/ <I>21 s)ds + @22 (s)dv(s).
[0,t)

Definujme (tzv. Poincarého) zobrazeni P : R? — R predpisem

-, —

P() := ®(T)E 4+ &(T)I(T).

Cheeme ukézat, ze P2(€) := P(P(£)) = ®(2T)€ + ®(27){(2T). Poviimnéme
si, ze z Véty (19| plati ®(27T") = ®(T)P(T) a také pro kazdé r € [0, T

(19_1(7“) =(T)d ' (r + 7). (5.8)

Tudiz

-, — — — —

P*(€) = ®(T)((T)E+S(T)UT) ) +@(T)(T) = D(2T)E+@(2T)I(T) +(T)I(T).

Staci tak ukézat, ze ®(2T)(T)+®(T)I(T) = ®(2T)I(2T), neboli ekvivalentnd
27 (1(2T) — I(T)) = ®(T)I(T). Necht i € {1;2}. Potom diky periodi¢nosti g a
Lemmatu [9] plat{



S pomoci vztahu ([5.8)) vidime, ze pro j =1, 2 je

@[T Y], = [ @50l dr + [ 85 ) dv(r) = ().

[0,T)

Odsud

-

®(27)(I(27) = [(T)) = ®(T)(T)(I(2T) — [(T)) = S(T)(T),
a tedy skutecné P2(€) = ®(27)€ + ®(27)I(27). Indukef nyni snadno odvodime,
ze pro kazdé j € N plati
PI(§) = @(JT)E + D(T)T) = F(JT), (5.9)

kde Z je FeSeni 5.2)) spliujici Z(0) = 3

Necht 7 je omezené treseni soustavy . . které existuje diky predpo-
kladu véty, a ozna¢me Z(0 ) 50 Diky (5.9) je Pi( 50) = Z(jT) pro kazdé j € N,
a tak je posloupnost {P’ (60)}J€N omezena.

Daéle pro kazdé & € R? pisme P(§) = LE + i, kde L = ®(T) a @ = ®(T)I(T).
Necht pro spor neexistuje T-perlodlcke reseni soustavy ., . Potom diky
bodu (ii) Lemmatu {0 a (5.9) plati, Ze neexistuje 5 € R? takové, Ze

— —,

LE+ii=PE)=E

Jinymi slovy, soustava (I — L)E = @ pro nezndmy vektor € nem4 feden.

Ozacme R := {(I— L)€ : £ € R?} a H necht je Hilbertitv prostor R? se stan-
dardnim skaldrnim sou¢inem, ktery budeme znacit (-, ). Jelikoz R je podprostor
H a ma konec¢nou dimenzi, tak je uzavieny ([9, str. 6, Disledek 1.25]). Podle véty
[9] str. 28, Véta 1.100] lze pak kazdé @ € R? rozepsat pravé jednim zpiisobem
jako W = W + Wy, kde @; € R a Wy € R+ (ortogonalni doplnék).

Tudiz @ = @) + U, kde @ € R a @l € R*. JelikoZ 4 je vektor nepatiici do R,
tak zfejmé ¥ := iy # 0 a navic

<v,u> = </L_[2a7~_[1> + <627ﬁ2> = <ﬁ27ﬁ2> = |ﬁ2|2 7£ 0.

Z definice ortogonalniho doplnku pro kazdé E € R? plati (T — L)g V) =
neboli . .
(€, v) = (L&, 7). (5.10)
ley vztahu P(E) LE + @ snadno nahlédneme, Ze pro kazdé j € N je
P (f y=1LJ f + i;_o LFii pii konvenci L° = 1. S pomoci této skutecnosti a rovnosti

5.10]) tak pro kazdé j € N
(PI(&,), ) = (€0, V) + j {1, V).

Vzhledem k omezenosti posloupnosti { P (EO)} jen je leva strana predchozi rov-
nosti omezend, jenze absolutni hodnota pravé strany jde diky faktu (i, ¥) # 0 pro
7 — oo do nekonecna, coz je spor.

O
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