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zajimavé, zasahujici i mimo matematiku, modelujici obecny systém schopny syn-
chronizace, ¢i dokonce vyuzitelné v praxi pti vyuce. Cilem préce je synchronizacni
jevy popsat a predstavit jejich matematické modely. Ty jsou feseny numericky, je
zkouméan vliv vstupnich parametrii, vysledky jsou graficky zpracovany a podro-
beny kvantitativnimu a kvalitativnimu rozboru. Prace je doplnéna o interaktivni
aplikace/animace, vytvorené v programu Wolfram Mathematica, coz usnadnuje
nahlédnuti do fesené problematiky a napomaha i pochopeni diskutovanych reseni.
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Uvod

Druhy termodynamicky zakon zjednodusené rika, ze kazda udélost ve vesmiru,
od vybuchu supernovy, pres pad meteoru, zemétieseni, vilny tsunami, az po oto-
¢eni hodinovych rucic¢ek ¢i mavnuti kiidélek malé svétlusky, nevyhnutelné prispiva
k nartstu chaosu. Z jeho tvrzeni se muze zdat, ze neusporadanost a chaoti¢nost
je ve svété okolo nas néjakym zpusobem zakédovana. O to zajimavéjsi se pak
jevi situace, kde hlavni roli zastava néjaky systém, v némz spontanné vyvstane
organizované chovani, néjaky rad. Situace, kdy jednotlivé komponenty systému,
a¢ do ur¢ité miry rtzné, jednaji shodné, jednotnym tempem, v jednotném rytmu.
Rikdme, 7e jsou komponenty synchronizovany.

Pro nékteré nemusi byt takové chovani prekvapivé. Napriklad hraci orchestru musi
byt pri hrani skladby synchronizovani, sportovni veslari musi pro nejvétsi efekti-
vitu udrzovat shodné tempo apod. Hudebnici i sportovci, a nejen oni, se s timto
fenoménem mohou setkat pomérné casto. Nutno ale tici, ze takova synchronizace
je méné spontanni, jako spise naucena postupem casu, odehranim stovek skladeb
a provedenim tisicii a tisicti veslarskych temp. Jak lze ale vysvétlit synchronni
blikani hejna svétlusek, ¢itajiciho stovky jedinci, sedicich v korunéach stromu, ¢i
na brezich feky? Tito nemyslici broucci se tézko mohou takové dovednosti primo
naudit. Lze si vSak predstavit (a to spravné), ze spolu instinktivné komunikuji a
vzajemné se Tidi. OvSem je mozné zajit také naprosto mimo organicky svét a ptat
se, co stoji za tim, ze sada podobné tikajicich metronomii posazenych na po-
hyblivé desce, nebo pouze dvojice stejnych kyvadlovych hodin, visicich z jednoho
tramu, po case vzdy prejde do tikani jednotného a synchronizovaného? Dokonce
se muze stat, ze sjednoceni neni tplné, ale kyvadla metronomii/hodin kmitaji
presné proti sobé. Takové situace, a¢ neobvyklé, skuteéné nastavaji a pro toho,
kdo se s nimi setka, mohou predstavovat zajimavy fenomén.

Synchronizace se vyskytuje napii¢ riznymi védeckymi a prirodnimi odvétvimi,
jak ukazuji i knihy Stevena Strogatze: SYNC (Strogatz [13]) a Nonlinear Dyna-
mic and Chaos (Strogatz [14]). Mimo vSechny zajimavé pfipady synchronizace
v téchto knihach zminéné se jejich autor zabyva hlavné otazkou, co by o synchro-
niza¢ni tendenci mohla fici matematika a v pribéhu let zkoumané matematické
modely, kterymi se jejich autofi pokouseji rozklicovat jemné podminky, vedouci
k jednotnému chovani.

V zasadé lze modely pro synchronizaci nejsnaze vystavét v systémech vykazujicich
néjakou periodicitu, pricemz je c¢astou podminkou, ze jednotlivé casti systému,
které se synchronizuji, maji velmi podobné parametry (geometrii, ptusobici po-
honné a brzdné sily, zivo¢isny druh, shodny typ bunky apod.). Aby byla synchro-
nizace mozna, musi nutné jednotlivé casti ,komunikovat®, tedy musi existovat
néjaké vazby, pomoci nichz dochazi ke vzdjemnému ovliviiovani. Tyto vazby ne-
smi byt ani prilis silné, aby vzajemné ovliviiovani neptispélo k celkovému zastaveni
systému — soucasti se pak brzdi — ani prilis slabé, nebot poté je vlastni chovani
jednotlivych c¢asti systému dominantni proti vzajemnym vliviim a k synchroni-
zaci nedochazi. Vazbou mohou byt mechanické a elektrické sily, elektromagnetické
vlnéni, pfipadné feromony, vizualni ¢i jinak smyslovy kontakt (je uvazovin v mo-
delech hejn ptéku, ryb a hmyzu) a jiné organické zpusoby komunikace (systémy
bunék v orgénech apod.).



V této praci jsou zvoleny nékteré vzajemné odlisné modely, jednak vhodné pro
ruzné konkrétni situace (svétlusky a metronomy), jednak jeden velmi tspésny
obecny model, Kuramotiv. Predmétem prace je prozkoumani vlastnosti téchto
modeltl a vyvozeni dusledkt pro jejich vstupni parametry a limitni chovani za po-
moci numerickych feseni a naprogramovanych simulaci v jazyce Wolfram Mathe-
matica. Proto je svym obsahem prace cilena predevsim pro absolventy alespon
bakalarského studia matematicky zaméreného oboru, ale animace a nékteré vy-
sledky (schopnost synchronizace metronomi) jsou pouzitelné i pro zpestreni vy-
uky matematiky a fyziky na stfedni skole.



1. Svétlusky

V prirodé existuje fenomén, kdy se tisice svétlusek usadi v korunach stromu
a spolecné vytvori tzasnou podivanou ve formé jednotného, synchronizovaného
blikénﬂ jak popisuje Strogatz [13]. Tim nemusi byt nutné synchronizace tplné,
tj. vsichni jedinci v dany okamzik probliknou, ale mohou vzajemné vici sobé pri
jednotlivych bliknutich udrzovat konstantni casovy rozdil. Jinak feceno, v takovy
moment udrzuji konstantni rozdil své vlastni faze oproti fazi svych sousedii a vy-
sledny efekt mtze nabyvat formy viny svétla, nesouci se napri¢ stromy.
Tento jew] je zndm dokonce jiz nékolik stoleti, ovsem historicky se jeho vysvét-
leni prisuzovalo spise nahodé, ¢i pomatenému smyslovému vnimani pozorovatele.
Zdanliveé neprekonatelnou potizi pii hledani podstaty a potvrzeni existence jevu
viibec totiz byla otazka, jak by mohl hmyz dosahnout prirozené takové miry uspo-
radani, kdyz napriklad ¢lovék se musi néco podobného naucit (rytmus v hudbé,
v tanci, pochodovani apod.). Dvere k provérovani otevielo ptijeti predpokladu, ze
spolu jedinci v synchronizovaném hejnu dokézi néjakym zptisobem komunikovat,
vzajemneé se ovliviiovat a souCasné prizpusobovat vlastni blikani svému okoli. To
samo s sebou nese — potvrzeny — predpoklad, totiz ze kazda svétluska, izolovana
od ostatnich, dokaze drzet urcity (pro ni charakteristicky) rytmus blikénﬂ Oba
predpoklady 1ze zkombinovat a nahlizet na hejno svétlusek jako na soubor vza-
jemné propojenych oscilatort, které komunikuji mezi sebou] a maji schopnost
uzpusobovani vlastni frekvence — prizplisobuji se svému okoli. Kazda svétluska
tak funguje jako ,vysilac“ a ,prijimac* signala a takovéto ovlivnéni ma za nasle-
dek vyslednou synchronizaci — hejno se organizuje samo, bez néjakého zjevného
vidce. Zde vsak vyvstava otazka, zdali tyto predpoklady k uskutecnéni synchro-
nizace staci. Je-li mozné, aby néjaka forma komunikace a schopnost se prizptusobit
sama o sobé vyvolala jednotné, rytmické chovani v systému nemyslicich objekt?
Tato otazka byla jednim z divodi, ktery privedl matematiky ke studiu synchro-
niza¢niho fenoménu, aby se ukézalo, Ze pfi spravnych podminkéach je odpovéd
pozitivni. Soucasné se ukazalo, Ze vysledny typ synchronizace a mechanismus,
jakého svétlusky k dosazeni jednotnosti vyuzivaji, zavisi také na tom, o jaky druh
se jedné. Existuji druhy, které umi (skokové) upravovat, v jaké ¢asti (fazi) vlast-
niho cyklu se zrovna nachézi — takovy model podle Mirolla a Strogatze (Mirollo
a Strogatz [9]) uvazuje bliknuti jedné svétlusky jako impuls, ktery ostatnim oka-
mzité posune jejich fazi, o urcitou hodnotu. A to vpred, aby se samy priblizily
k vlastnimu bliknuti. Pokud impuls navysi fazi tak, ze by svétluska preskocila mo-
ment bliknuti, namisto toho okamzité blikne a jeji faze je resetovana. V takovy
moment vsak dochazi ke sjednoceni faze s fazi zdroje impulsu, a pokud jsou frek-
vence obou svétlusek stejné (coz je vhodny predpoklad v ramci jednoho druhu),

1Odkaz na video s timto fenoménem: https://www.youtube.com/watch?v=ZGvtnE1Wy6U.

2Ptedpokladem, pro¢ se néco takového déje, mize podle Kingsburryho a kol. (Kingsburry
a kol. [6]) byt napiiklad usnadnéni pro samicky p¥i namlouvacich ritudlech rozpoznat jedince
vlastniho druhu, nebo za stejnych okolnosti jde o vysledek vzajemného soutézeni mezi samecky.

3Znamend to, Ze svétluska musi mit tento rytmus néjak zakédovany, coz je opét vzhledem
k urcité obtiznosti, s jakou lze rytmus udrzet, velice zajimavé.

4Jak ke komunikaci mezi svétluskami dochazi, nemusi byt zcela jednoznacné. Existuji vSak
experimenty, které prokazuji, Ze jednim ze zpusobu jsou svételné signaly, tedy Ze svétluska
pi{mo reaguje na svétlo svych sousedu, viz prace Hansona (Hanson [4]) nebo Bucka (Buck [2]).


https://www.youtube.com/watch?v=ZGvtnE1Wy6U

pak nutné budou nadéle synchronizovany, vice viz Strogatz [13].

Naproti tomu existuji i druhy, které mohou primo ovliviiovat vlastni frekvenci
blikéni, a dokazi zrychlit i zpomalit. Vysledné sjednoceni (kde bud existuji pro-
dlevy mezi bliknutimi, nebo se jednd o tplnou synchronizaci) zévisi na néjaké
prirozené schopnosti se prizplisobit vnéjsim podnéttim a odviji se druh od druhu.
Jsou druhy s vysokou toleranci, které vlastni frekvenci postupné upravuji a nako-
nec vzajemné dokonale prizpusobi, az blikaji opravdu jednotné. Pravé diky této
rozli¢nosti se pro rizné druhy vytvarely riizné matematické modely, které k tikazu
pristupuji s odlisnymi predpoklady a riznymi celkovymi pohledy.

Dalsim divodem, pro¢ se zabyvat synchronizaci svétlusek, je podobnost se stu-
diem jinych synchroniza¢nich tkaz, at uz v biologickém svété — prikladem mo-
hou byt srde¢ni butiky, zajistujici rytmicky tlukotf’) neurony, butiky ve svalech,
které zajisti pohyb ruky ¢i dychani. Nebo trochu blize svétluskam schopnost ci-
kad a cvrcki sjednotit svij cvrkot, pripadné i jednotné chovani hejn ptaka a ryb
pri utoku predatora. Synchronizaci je mozné ale nalézt i v dalsich oblastech, na-
priklad ve fyzice supravodi¢ti je patrné synchronizace zodpovédna za prichod
proudu latkou s nulovym odporem, nebo v oblasti elektromagnetického pole musi
atomy uvnitr laseru ,,spolupracovat®, aby doslo k vyzareni koherentniho paprsku.
Ackoliv se zdé, ze veskeré uvedené priklady jsou ze znacné odlisnych obort,
jednodussi uvahy a matematické modely sviticich svétlusek, podlozené experi-
menty.

1.1 Matematicky model

V této sekci uvazujeme model prevzaty od Strogatze (Strogatz [14]), jehoz

autory jsou Ermentrout a Rinzel (1984). Oproti kapitole 3] kde je uvazovdno kon-
stantni vzajemné pusobeni dvou oscilatori, které se ovliviiuji, v . modelu v této
sekci je jeden oscilator predstavujici svétlusku, ktery je vystaven pusobeni vnéj-
stho zdroje a ma schopnost se tomuto zdroji prizptisobovat. Zajima nas, jak se
frekvence svétlusky prizpusobuje frekvenci signalu. V tomto pripadé se tedy ne-
jednd o princip skokové tupravy faze.
Uvazujme funkei 0(t), popisujici fazi periodického blikani, pficemz 6 = 0 pred-
stavuje moment, kdy svétluska blikne. Protoze je blikani periodické, je vhodné
klast takovy pozadavek i na tuto funkci, proto je moment bliknuti nikoliv pouze
pri 0 = 0, ale také pti § = 27n, kde n € Z. Pro svétlusku, na kterou neptisobi
vneéjsi zdroje, plati

0'(t) = w, (1.1)

kde ¢’ predstavuje derivaci faze podle ¢asu t a w je vlastni (ptirozend) frekvence
rytmu sveétlusky bez vnéjsiho ptsobeni.

Pridejme nyni vnéjsi zdroj signalu, jehoz faze bude popsana funkei v (t), pficemz
také splnuje pozadavek na periodicitu, tedy bliknuti zdroje probiha vzdy ve ¢ =
21k, k € Z. Vlastni frekvence €2 je dana vztahem

P'(t) =Q, (1.2)

5Tzv. sinoatridlni uzel jsou buiiky, které maji samy v sobé ,zakédovan“ rytmus bijictho
srdce, nebot i v pripadé odpojeni od nervového systému lze v téchto bunkach naméfit narust a
pokles elektrického napéti, kterym jsou dalsi bunky srdce rizeny.




kde v’ predstavuje derivaci faze podle casu t a 2 je pravé vlastni frekvence vnéj-
stho zdroje. Pro sestaveni tidici rovnice predpokladejme, ze pokud vnéjsi zdroj
blikne v predstihu pred svétluskou, ta zvysi svoji frekvenci, je-li naopak zdroj po-
malejsi, snizi frekvenci i svétluska. V matematické formeé je tato iivaha zachycena
napriklad rovnici

0/(t) = w + Asin(y — 6), (1.3)

kde A > 0 je parametr, ktery urcuje schopnost svétlusky prizpisobit svoji oka-
mzitou frekvenci. Ve Strogatzové knize [14] se A nazyva resetovaci sila svétlusky.
Tento nazev ma vsak vyznam spise v modelech, které uvazuji skokové zmény faze
svétlusky (resetovaci sila tikd, jak velky fazovy skok svétluska po pfijeti signdlu
dokaze provést — jak dobte dokéaze ,resetovat® svuj cyklus, viz [13]).

Z rovnice je patrné, ze nastava jedna ze dvou nasledujicich situaci. Pokud

2km < — 60 < (2k + 1), kel

pak zdroj predbiha svétlusku a plati 6'(t) > w, tedy svétluska zvysuje svoji frek-
venci. Pokud naopak

(2k — 1)m < — 6 < 2km, keZ

zdroj se opozduje a 0'(t) < w, svétluska zpomaluje svij rytmus. Pro dalsi rozbor
je vhodné jesté zavést fazovy rozdil ¢, definovany jednoduchym vztahem

¢ =1 —0. (1.4)

Vyvoj systému svétluska-signal pak bude popsan pravé timto fazovym rozdilem.
Pokud fazovy rozdil v ¢ase konverguje k urc¢ité limitni hodnoté, dochéazi k jevu,
ktery se nazyva strhcivcimﬂ V takové situaci je svétluska schopna upravit vlastni
frekvenci na frekvenci zdroje, ovSem tak, ze se opozduje (nebo predbihd) o néjaky
konstantn{ af} V piipadé ¢ = k, kde k € R\ {0} se limitni chovani nazyvé fézové
uzamknuti. Specialni limitni situaci je hodnota konvergence k = 27, kde i € Z,
v takovy moment svétluska blika jednotné se zdrojem signélu.

Jestlize fazovy rozdil v ¢ase diverguje, svétluska se nedokaze prizpusobit frekvenci
zdroje, fazovy rozdil nebude mit konecnou limitu. Zajimavé je, ze vsak neroste
linedrnd, coz potvrzuje vizkum Hansona (Hanson [4]). Svétluska se totiz v urcité
casti kazdého svého cyklu snazi o synchronizaci, coz ma za nasledek zpomaleni
vyvoje fazového rozdilu a ,schodovity“ tvar graficky zobrazené zavislosti — po-
drobnéjsi rozbor viz nize. Tento jev je podobny tzv. raztim v oscilacich alespon
dvou nezavislych oscilatori s podobnou frekvenci.

Zbyva uvést rovnici vyvoje fazového rozdilu ¢(t), tedy rovnici s ¢/(t), kterou lze
odvodit pomoci véty o derivaci souctu. S vyuzitim a dostavame

¢'(t) ='(t) = 0'(2)
¢(t) = Q —w— Asin(e(t)). (1.5)

6 Anglicky termin je ,entrainment*.

"Podobné, jako se ne zcela pravidelné, ale v pevném rozdilu stiidaji nékterd varovna svétla
na zelezni¢nich prejezdech.

80proti napiiklad metronoméim v dalsi kapitole.




Protoze se zde priklanime spise ke kvalitativnimu rozboru vyvoje systému popsa-
ného rovnici a konkrétni pfesné hodnoty frekvenci a parametru A v takovém
ptipadé nejsou zasadni, 1ze predchozi rovnici zjednodusit podle [14] na bezrozmér-
nou zavedenim bezrozmérného ¢asu 7 a parametru p

T = At,

_Q—w

S vyuzitim véty o derivaci slozené funkce pak lze (1.5)) pfevést do tvaru

(1) = p— sin(¢(7)), (1.6)

kde ¢ vyjadfuje derivaci podle 7. Parametr u je uréen rozdilem frekvenci vzta-
zenym vuci parametru A — pokud je p malé, pak je bud rozdil mezi frekvencemi
maly, nebo je resetovaci sila viici nému velkd. V takovy moment by mohlo byt
opodstatnéné ocekavat synchronizacni tendenci, at jiz plnou, nebo formou fazo-
vého uzamknuti.

Nésleduji numericka feSen{ a prozkoumani systému, daného rovnici (L.6).

1.2 Numericka reseni a analyza vysledku

Rovnice byla fesena numerickou metodou implementovanou v programu
Wolfram Mathematica. Uvedené grafické interpretace vysledkii byly zpracovany
v tomtéz programu.

Diky bezrozmérnosti lze vyvoj systému proméfovat jen v zavislosti na veli-
kosti parametru p a poc¢atecni podmince ve formé fazového rozdilu ¢(0), pricemz
diky periodicité lze predpokladat, ze pro poc¢atecni podminku plati

#(0) € (0,27).

P1i zvoleném p = 0.5 zachycuje zavislost na pocateénim fazovém rozdilu graf na
obrazku [L11

7 grafu lze vycist, ze pro fazové uzamknuti nehraje pocatecni podminka fazo-
vého rozdilu s uzitym parametrem p zadnou roli. V zadném ptipadé nedochéazi
sice k plné synchronizaci — vSechny vyvoje konverguji k urc¢itym hodnotam, které
nejsou nasobky 27 — soucasné vsak ani zadna podminka neodpovida situaci, kdy
fazovy rozdil diverguje. Pro kiivky, jejichz limitni hodnota je blizka nule, plati, ze
svetluska zrychli a signal svou frekvenci dozene. Naopak krivky, které maji limitu
blizkou hodnoté 27, znamenaji, ze svétluska v frekvenci zpomaluje tak, aby se
nechala signdlem predbéhnout o jeden cyklus, nez se ji podaii srovnat rytmus.
Dalsi promérovani souvisi s upravou parametru p. Pocatecni podminka pro fa-
zovy rozdil byla stanovena na ¢(0) = 7/4.

Obrazek [I.2) vizudlné i prakticky rozdéluje grafy do dvou sekei — je vidét, ze urcité
hodnoty pu zajistuji fazové uzamknuti, naopak existuji hodnoty tohoto parame-
tru, pro které je synchronizace nedosazitelna. To se pak projevuje nekonecnym,
jiz diive zminénym, nelinedrnim ristem, nebo poklesem fazového rozdilu. Pro fa-
zovy rozdil (2k + 1)m > |¢| > 2km, kde k € Z, je jeho zména mald, svétluska se

7
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Obrézek 1.1: Vyvoje systému svétluska-signdl v zavislosti na pocateénim fazovém
rozdilu

zde v kazdém cyklu snazi upravovat svoji frekvenci, ackoliv ji stale zdroj unika.
Pro pfipad (2k + 1)7 < |¢| < 2(k + 1)7 je zména fazového rozdilu daleko vétsi,
coz odpovida skutecnosti, ze svétluska dosdhla své limity z hlediska schopnosti
prizptsobeni své frekvence, fazovy rozdil tak rychle preskoci bod 2k7 a proces se
opakuje.

Zajimava je situace pro ¢(0) = w. Tato pocéatecni podminka mé specificky vy-
sledek pro p = 0, kdy jsou shodné frekvence svétlusky i zdroje signalu a oba
zacinaji v protifazi — pak vici sobé blikaji v protifazi i nadédle. Toto pozorovani
podporuje prozkoumani stability stacionarnich bodt této konfigurace, kde prave
hodnota ¢ = 7 je tzv. nestabilnim stacionarnim bodenﬂ

Dal$im krokem je hleddni stacionarnich bodu d)(T), tedy

¢(r) =0, (1.7)

jinak feceno: hledani bodt, kde je fazovy rozdil konstantni. Nebof plati rovnice
(L.6), 1ze tak podle [14] graficky vyjadrit ¢ v zavislosti na ¢, tedy vyuzit tzv.
fdzovy prostor — rovinu, kterd odpovidd viem moznym konfiguracim ¢ a ¢.

Pro 1 = 0 nabyva rovnice tvaru

¢ = —sin ¢, (1.8)

a tedy je krivka ve fazovém prostoru obracena sinusoida, viz obrazek Podle
ﬂEﬂEl je v bodé ¢ = 0 stabilni stacionarni bod, nebof derivace funkce na pravé

9Stacionarnim bodem se rozumi konstantni feseni. Konkrétné staciondrnim bodem rovnice
2'(t) = f(x(t)) je bod xq splijici f(zg) = 0. Pokud f'(x0) < 0, jednd se o stabilni bod — FeSeni
za¢inajici v blizkosti zo se v limité blizi k xo. Pokud f’(xg) > 0, jedné se o nestabilni bod —
feSeni zacinajici v blizkosti zg se od ¢ vzdaluji.

0Kapitola 2.4 Linear stability analysis
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Obréazek 1.3: Stacionarni body a jejich stabilita pro g =0

strané rovnice je v tomto bodé zaporna. Ze stejného duvodu je stabilnim bodem
i ¢ = 21 a dalsi celoc¢iselné nasobky 27. Znamend to, Ze systém ma pro témér
libovolny pocatecni fazovy rozdil tendenci spét k iplné synchronizaci. Vyjimkou
jsou body ¢(0) = 7 a jeho celo¢iselné nasobky, pro néz je splnéna rovnice , ale
derivace zobrazené funkce je v téchto bodech kladna, proto se jedna o nestabilni
stacionarni body a pokud neni ni¢im narusena, pak o synchronizaci v protifazi.
Zménou parametru g pro fazovy prostor dochdzi k posunu této sinusoidy po ose ¢.
Z toho vyplyva, Ze nestabilni staciondrni bod existuje i pro jina u (ackoliv se jiz ne-
jednd o ptimou protifazi). To ostatné dokazuje i obrazek , kde se nestacionarni
bod posunul od hodnoty 7 doprava. Zde je vidét i nemoznost dosazeni iplné syn-
chronizace, protoze systém od jakékoliv poc¢atecni podminky, s vyjimkou pripadu,
kdy zacina v nestabilnim stacionarnim bodé, konverguje k nékterému stabilnimu
stacionarnimu stavu, pro néhoz plati ¢ # 2kw, kde k € Z a dosazitelné je tak
pouze fazové uzamknuti.

Z rovnic ([1.6) a (1.7)) plyne pro hledani stacionarnich bodu nasledujici vztah:

0=p—sing
(= sin ¢. (1.9)

Protoze plati —1 < sin¢ < 1, plati tato podminka i pro p a s vyuzitim vztahu,
kterym je pu definovan, lze ziskat podminku pro synchronizacéni schopnost svétlu-

10
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Obrézek 1.4: Stacionarni body a jejich stabilita pro p = —0.5
sky v zavislosti na parametrech A, () a w:
-1<p<l1
1< Q—w <1
—A<Q-w<A
w—-—A<Q<w+ A (1.10)

Interval pro Q se podle [14] nazyva rozsah strhdavini a v této formé klade pod-
minku na vnéjsi zdroj signalu v souvislosti se schopnostmi svétlusky, aby byla
synchronizace moinéﬂ. Z postupného odvozeni je také patrnd synchro-
niza¢ni podminka primo pro bezrozmérny parametr p, coz je potvrzeno pravé
i rozborem stability stacionarnich bodii.

Pokud je napriklad p = 1, pak se krivka ve fazovém prostoru pouze dotyka osy
¢. Stabilni a nestabilni stacionarni body splynuly vzdy v jeden polostabilni bod,
ktery se chova jako pritazlivy pro pocatecni stavy nalevo od néj a jako odpuzu-
jici pro pocatecni podminky fazového rozdilu, které se nachazi napravo. Situaci
zachycuje obrazek [1.5]

Prekroci-li parametr p hodnotu 1 (pfipadné je nizsi nez —1), sinusoida jiz vo-
dorovnou osu neprotind a stacionarni body zcela zaniknou. V takovy moment se
jiz frekvence svétlusky a vnéjsiho stimulu prilis rozchazi, ekvivalentné lze fici, ze
parametr A je nedostacujici.

Diky grafu na obrézku [I.6]1ze nyni vysvétlit schodovité vyvoje pro uré¢ité hodnoty
(4 na obrazku , napiiklad g = 1.1 — pfi fdzovém rozdilu blizkém ¢ = 7/2 je

1 Soucasné se Ize na tuto podminku podivat i z hlediska schopnosti svétlusky, jak je uvedeno
v préci Hopa (Hope [A]), tj. parametru A. Aby byla néjakd forma synchronizace moznd, musi
byt A dostatecné velké. Vétsi, nez je rozdil prislusnych frekvenci.

11
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Obréazek 1.5: Stacionarni body a jejich stabilita pro =1

hodnota ¢ velmi mald, coz zna¢i pomalou zménu fazového rozdilu ¢, a to odpo-
vidd mirné zméné ve zminéném grafu. Naopak pro okoli ¢ = 37/2 je ¢ v okoli
svého maxima — rychlost zmény fazového rozdilu je nejvyssi, coz naopak odpo-
vida strmé casti v daném vyvoji fazového rozdilu. Diky periodicité se tento déj
neustale opakuje.

Rozbor stacionarnich bodt v zavislosti na p také napovidd, Zze synchronizace,
blizici se fazovym rozdilem ¢ k nule, dokazi pro rizné frekvence vnéjsich zdroju
dosahnout mnohem snaze druhy, které disponuji velkou hodnotou parametru A,
nebot pro A > Q—w plati x — 0. Mimo to obrazky [1.3]-[1.6 potvrzuji diive zkou-
manou zavislost na poc¢atecnim fazovém rozdilu — tedy ze pocatecni podminka
¢(0) v tomto modelu neovliviuje, zdali systém dosahne fazového uzamknuti, ale
pouze urcuje, ke kterému stacionarnimu bodu reseni konverguje.

1.3 Vice zdrojt signalu

Matematicky model by slo pouzit i na situaci jednoho pevného zdroje a hejna
shodnych svétlusek (stejné w a A pro kazdou svétlusku), které se vzajemné neo-
vliviuji a kazda zacind s néjakym fazovym rozdilem oproti zdroji — vice v sekci
[1.4] Mimo to vSak jednoduchost modelu uzitého v predchozi sekci nenabizi dalsi
moznosti k prozkoumani, a navic s sebou nese jisté nedostatky — realné neni
svetluska ovlivnéna jedinym zdrojem s pevnou frekvenci, ale celou fadou svych
sousedt, které navic sama ovliviiuje a které se ovliviuji vzajemné. Takovy model
by vsak oproti predchozimu skokové nabyl na slozitosti a presahoval by obsah
této kapitoly. Preci jen je vSak mozné urcité zobecnéni a rozsiteni modelu pridat.
Stéle nebereme v potaz vzdjemné ovliviiovani zdroje a svétlusky (potencidlné

12



Obréazek 1.6: Stacionarni body a jejich stabilita pro pu = 1.1

zdroje a mnoha svétlusek). Lze vSak uvazovat rozsifeni modelu pro pripad, kdy
na svétlusku ptisobi vice vnéjsich zdroju. V zachovani jednoduchosti budeme uva-
zovat zdroje dva, kazdy s vlastni funkei popisujici jeho fazi ¢;(t), kde i = 1,2
a prislusnymi vlastnimi frekvencemi

%it) = .

Pak je mozné, v souladu s modelem jednoho zdroje, zavést fazové rozdily mezi
svétluskou a i-tym zdrojem

Nyni je tfeba pristoupit k upravé rovnice (|1.3]), aby zahrnovala oba zdroje. Jed-
nim ze zpusob muze byt rozsiteni v duchu tzv. Kuramotova modelu, jehoz popis
lze nalézt v ¢lanku Strogatze [12], ktery se v prubéhu let prokédzal jako spoleh-
livy model synchronizace v mnoha rozlicnych oblastech a ktery ma se zde uzitym
modelem jistou podobnost (napf. prizpusobeni faze zavisi na sinu fazového roz-
dilu). Podrobnéjsimu rozboru se budeme vénovat v kapitole . Je vSak vhodné
poznamenat, ze standardné je tento model pouzivan pro velké mnozstvi vzajemné
vazanych oscilatori, proto zde hovorime pouze o modelu inspirovaném Kuramo-
tovym.

Na zakladé tohoto modelu muze byt prislusna ridici rovnice pro svétlusku a dva
zdroje nésledujici:

A A
0'(t) =w+ 3 sin(¢y) + 3 sin(¢s), (1.11)

kde podle vzoru Kuramotova modelu vystupuje nyni A/2, tedy dojde k rozdéleni
resetovact sily (sily vazby mezi svétluskou a zdrojem) rovnomérné mezi oba zdroje

13



signalu.
Hope ve svém clanku [5] voli jesté dva jiné pristupy — pfedné lehce odlisnou verzi
(T.11)

0'(t) = w + Asin(¢1) + Asin(es), (1.12)

kde svétluska na oba zdroje reaguje plnou resetovaci silou. Dalsi zptisob uzity
v [5] pak uvazuje prumérovani fazovych rozdilu:

o1+ P2
5 )

o' (t) :w—i—Asin< (1.13)
Pti téchto moznostech je prvni vhodnou otazkou, ktery z modelt by mél byt
pouzity a dava presvédcivejsi vysledky? Nespornym soudcem by byl experiment,
zde pro kvalitativni rozbor vysta¢ime jen se zachovanim konzistence vii¢i modelu
jednoho zdroje. Proto je tieba, jako v pripadé jednoho zdroje, vyvoj systému zkou-
mat pomoci rovnic pro fazové rozdily. Pak pro model vychazejici z Kuramotova
plati

/ A . .
ot) =0 —w— 5 (sin(¢) + sin(¢2)) , (1.14a)
/ A . .
dh(t) =Qy —w — 5 (sin(¢q) + sin(¢2)), (1.14b)
pro model uvazujici plnou resetovaci silu u obou zdrojt
¢ (t) = —w — A(sin(¢y) + sin(gq)) , (1.15a)
Oh(t) = Qo —w — A(sin(¢y) + sin(¢z)), (1.15Db)
a pro prumérovani fazovych rozdili dostaneme
¢ (t) =0 —w— Asin <¢1;¢2>, (1.16a)
@h(t) = Qy —w — Asin <¢1;¢2>. (1.16h)

Jak je podotknuto v [5], uvazujme nyni, Ze jsou oba zdroje shodné. Plati tedy
U1 (t) = Pa(t) = (t) pro viechna t a soucasné ¢ (t) = ¢o(t) = ¢(t2 Rozsirend
rovnice pro fazi svétlusky by méla prejit do tvaru rovnice pro model jednoho
zdroje. To je splnéno pro modely a , nebot s uvazenim zminénych
podminek v obou pripadech po tupravach plati

' (t) = Q —w — Asin(g),

zatimco v modelu uvazujicim plnou resetovaci silu u obou zdroji dostavame po
upravach

P'(t) = Q—w—2Asin(¢),

127 téchto podminek vyplyvaji i dalsi podminky, napifklad soustavy rovnic pro ¢; prejdou
pouze na jednu rovnici, pro vlastni frekvence zdroju bude platit ; = Q.
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coz s modelem jednoho typu zdroje nekoresponduje. Proto se timto modelem na-
dale zabyvat nebudeme. Ke zkoumani situace vyuzijeme ostatni dva modely.
Soustavy rovnic a byly numericky feseny v programu Wolfram
Mathematica. Pro oba modely byly klicové parametry zvoleny pti prvnim vypoctu
takto: w =6, 2y = 6,5, 2y = 6,2, A = 3. Pokud by kazdy zdroj pisobil na svétlu-
sku samostatné, tyto parametry zarucuji, ze by synchronizace byla dosazena. Po-
¢atecni fazové rozdily byly ve vsech ptipadech shodné, plati ¢1(0) = ¢2(0) = 7 /4.
Vysledky zachycuji v grafech obrazky a[l.g

Model priameérovani fazovych rozdili ma vcelku primocare interpretovatelné re-
seni. Zrejmeé oba fazové rozdily diverguji. To znamend, ze se svétluska neni schop-
na drzet svym rytmem ani jednoho zdroje, ale jeji frekvence se ustali na hodnoté,
ktera odpovida praméru €; a . Ukazalo se, ze pti dané konfiguraci parametri
nemaji zmény pocatecniho fazového rozdilu vliv na limitni chovani. Nadale bylo
prostudovano, ze zmény parametru ovliviiuji jednak strmost, s jakou se oba fazové
rozdily méni, ale maji také vliv na to, zdali se svétluska ustali na jedné frekvenci,
¢i zdali jeji frekvence diverguje, presnéji osciluje. To je zachyceno v obrazku (1.9
kde byly parametry zvoleny nasledovné: w = 6, €2y = 10, 2, =9,7a A = 3.

7 uvedenych poznatku je mozné vyvozovat, ze tento model predpovidda nemoznost
synchronizace svétlusky se zdroji, je-li pod vlivem nékolika rozdilnych signali. Sa-
mozrejmeé je treba si uvédomit, ze vyvozeny vysledek je za predpokladu, kdy neni
brano v potaz vzajemné ovliviiovani mezi jednotlivymi ¢astmi systému.

Jak se vsak divat na situaci s ustdlenou frekvenci je otdazka — nedochézi sice k syn-
chronizaci se zdroji, ale pokud by bylo pod vlivem téchto zdroji nékolik shodnych
svetlusek, které by se nanejvyse lisily v pocatecnich fazovych rozdilech oproti
zdrojim, pak by vsSechny dospély ke shodnému limitnimu chovani a vlastné by
byly synchronizovany mezi sebouH. Protoze vsak tato synchronizace nevyvstava
na zakladé vzajemného ovliviiovani mezi svétluskami, narazi na smysl, pod kte-
rym je v této praci chapana a je pouhym disledkem zjednodusujicich tivah.

Model podle Kuramota vykazuje na obrazku [I.§ v mnoha ohledech také zaji-
mavé chovani, ackoliv na prvni pohled je patrné, ze pri zadanych parametrech ani
zde k synchronizaci nedojde. Hlavnim rozdilem je oscila¢ni chovani v pripadé ¢s.
Pro fazovy rozdil ¢, je vyvoj obdobny jako v modelu jednoho zdroje, kdyz byly
brany hodnoty p > 1 — schodovity tvar napovida, ze se svétluska snazi s timto
zdrojem drzet rytmus, v urcitych fazich se ji to dafi 1épe, ale synchronizace ni-
kdy nedosahne. Lze Tici, ze svétluska je timto zdrojem neupiné strhdvina, coz by
meélo mit za nasledek oscila¢ni tendenci pro druhy fazovy rozdil. V situaci, kdyz
se svétluska snazi udrzet rytmus s rychlejsim zdrojem 1 dokonce na kratky cas
predbéhne pomalejsi zdroj 2, ktery ji ale zpétné brzdi, takze ji zdroj 1 stale unika.
Ve strmé casti schodu svétluska zpomaluje, zdroj 2 ji opét prudce predbiha, nez
se svétluska v dalsim cyklu pokusi chytit zdroje 1, coz se neustdle opakuje.

Pri Upravach parametru dochazi k zajimavym zméndm vyvoju. Asi neprekvapi,
ze pri symetrické zameéné frekvenci €2y a 29, dojde pouze k symetrickému zameéné
grafii a) a b) v obrazku [1.§

Ve specifictejsi situaci, kdy se vlastni frekvence svétlusky rovna praméru frek-

BLepsi vhled do problematiky vnasi prilozend simulace Fireflies-simulation-Interactive-
TwoStimuli- BothModels
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Obrézek 1.7: Vyvoj fazovych rozdili ¢, a ¢o pro model primérovani
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Obrézek 1.8: Vyvoj fazovych rozdili ¢; a ¢2 pro model inspirovany Kuramotovym
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venci obou zdroji, kazdy z fazovych rozdili roste ¢i klesd neomezené, jak ukazuje
obrazek kde byly parametry zvoleny nasledovné: w = 6, €21 = 6,6, {2y =54
a A = 3. Ackoliv plati, Ze bez pritomnosti druhého zdroje by se svétluska s kaz-
dym z nich byla schopna synchronizovat (vi¢i obéma zdrojum spliiuje podminku
na parametr |u| < 1), vysledek zachyceny na obrazku [L.10] potvrzuje skutecnost,
ze oba zdroje soucasné pusobi proti sobé. V intervalech, kde je sklon funkce mir-
néjsi pro oba vyvoje, se snazi svétluska nalézt néjaky kompromis, coz se vsak
nedaii a jeden ze zdroju vzdy se svoji fazi utece (at uz predbihd, ¢i se zpomaluje).
Toho vyuzije druhy zdroj, jehoz fazovy rozdil se v tomto okamziku rychle zmensi,
nez opét vzroste vliv zdroje, ktery odskocil o jeden cyklus. Tento proces se stii-
davé pro oba zdroje opakuje. V realné situaci by to mohlo vizualné znamenat,
ze pokud by interval, kdy dojde ke snizeni fazového rozdilu mezi jednim, nebo
druhym zdrojem, vysel ¢asové na okamzik bliknuti, mohl by tento prudky posun
faze donutit svétlusku bliknout v rychlém sledu jesté jednou.

Pro porovnani s modelem priumeérovanych fazovych rozdila je prilozen obrazek
[[.11] Ten ukazuje, ze v Zaddném ¢ase neni zadny ze zdroju pro svétlusku prioritni.
Diky podmince, Ze w je rovna prumeéru frekvenci zdroji, je jasné, ze se ustali na
w =64

P1i zachovani frekvenci €2;,7 = 1,2 jako v predchozim proméreni a snizeni hod-
noty parametru A dojde, jiz diky roli, kterou A mé, v modelu podle Kuramotova,
ke snizeni vlivu kazdého zdroje, coz se ve vyvoji fazovych rozdilii promitne oproti
jako pozvolnéji se ménici kiivka zachycend na obrazku Pro tyto funkce
plati A = 0,5, z ¢ehoz plyne Ze zdroje jsou mimo synchronizac¢ni schopnost svét-
lusky, i kdyby kazdy pusobil sam. Schodovity tvar pro |u| < 1 z obrézku
vsak neni tolik znatelny. ,Ostré“ schody jsou totiz vyhlazeny ptisobenim druhého
zdroje. Tento vyvoj se vice blizi k vyvoji podle modelu prumérovanych fazovych
rozdili.

Pokud je vlastni frekvence svétlusky w pouze velmi blizkd priméru frekvenci €2y
a )y, symetrie vyvoju obou fazovych rozdili je narusena, ale strhavani svétlusky
obéma zdroji je stale patrné, mozna i 1épe ¢itelné, jak naznacuje graf na obrazku
[1.13] kde byly parametry nastaveny ndsledovné: w = 6, Q; = 6,3, Qs = 5,6999
a A = 3. Jesté komplikovanéjsi priubeh téchto funkel mé za néasledek chaotic¢téjsi
blikani svétlusky.

I v modelu podle Kuramota by mohla vzniknout kontroverzni otézka, kdy by
bylo dvéma zdrojium vystaveno hejno shodnych svétlusek a v limitni situaci by
se vSechny chovaly stejné, zdali se jedna o hledanou synchronizaci. Odpovéd na
Urcité nastaveni parametri totiz miize vyvolat jednotné chovani vsech takovych
svetlusek, aniz by byly synchronizovany s kterymkoliv zdrojem — pak je odpovéd
takova, ze tento stav neodpovidad hledané synchronizaci, nebot do néj svétlusky
nedospély vzajemnym vlivem a synchronizace je v modelu brana jen jako vysledny
stav mezi svétluskou a zdrojem. Pti feseni nasledujici ivahy se vSak ukazuje, ze
pro jisté konfigurace parametri v tomto modelu svétluska (a tedy potencidlné
i hejno shodnych svétlusek) dosdhne stavu, ktery se blizi jednotnému chovéani se
zdrojem. V takovém pripadé by bylo mozné o synchronizaci hovorit, nebot jde
o vztah mezi svétluskami a zdrojem.

14Tato skutecnost viak neznamend, Ze svétluska neprojde uréitym vyvojem. Pokud ¢; = ¢y #
0, pak je rytmus svétlusky v uréity moment naruseny, nez se opét ustdli na pocatecni frekvenci.
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Kuramota

Uvazujme jesté nasledujici: jak by se chovala svétluska, pokud by jeden ze
zdroju blikal se znatelné vyssi frekvenci, nez je jeji vlastni frekvence, zatimco
druhy zdroj by mél frekvenci podobnou? Jinak feceno, pro parametr p svétlu-
sky vuéi rychlému zdroji by platilo ¢ > 1. Pak by se svétluska prakticky ani
o synchronizaci neméla vyraznéji pokouset. Bylo by mozné tvrdit, Ze tento zdroj
signalu ignoruje. To potvrzuje i chovani v modelu jednoho zdroje.

Necht je tedy €; > w a soucasné Qy &~ w, pak by se (pfi rozumném A vzhle-
dem k podmince , kde by Qs = Q) méla svétluska se zdrojem o frekvenci
()9 synchronizovat a rychlejsi zdroj prakticky ignorovat.

Zadame-li tyto parametry do modelu podle Kuramotova, vysledek zachycuje ob-
razek [1.14] kde Q; = 50, Q25 = 6,1, w = 6 a A = 3. Ackoliv je pro vyvoj ¢o patrna
oscilace okolo urcité limitni hodnoty, je zfejmé, zZe vyse uvedeny predpoklad, kdy
svétluska bude smérovat prakticky pouze ke zdroji, ktery je ji parametricky blizky,
tento model potvrzuje[”]

Naproti tomu, model primérovaného fazového rozdilu podle [5] po zadéani identic-
kych hodnot dava vysledek zachyceny v grafu na obrazku [I.15] I zde se projevuje
oscilace, avSak nikoliv okolo limitni hodnoty, ale okolo klesajici pifmky. Slo by
tici, ze toto chovani také naznacuje nekonzistentnost s modelem jednoho zdroje.

Jeden shodny poznatek vsak lze vyvodit z obou modell. Pokud existuji dva
vnéjsi zdroje neochotné prizplsobit svoji frekvenci svétlusce, ta se neni schopna
synchronizovat ani s jednim z nich. Neni pro ni dokonce mozné ani najit néjaky
vhodny kompromis — fazové uzamknuti vyhovujici obéma zdrojum, kdy by vaci
obéma drzela konstantni fazovy rozdil. V redlné situaci by to podle [5] mohlo
znamenat, ze pokud se v hejnu svétlusek vyskytne jedna, ktera by blikala vlastni

5Tendence ignorovat zdroj byla zjisténa i pii velkém g v modelu jednoho zdroje.
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Kuramota

frekvenci nezavisle na ostatnich, zbytek hejna by se za vhodnych podminek byl
schopen této jedné tidici svétlusce prizplisobit. Pokud se ale v hejnu vyskytnou
dvé takovéto neprizpisobivé svétlusky, hejno neméa sanci dospét do néjakého sta-
bilntho bodu vyvoje. Tato tvaha v sobé také nese myslenku, pro¢ je dosazeni
synchronizace vcelku obtizné — staci jeden prvek navic, ktery zajisti neexistenci
stacionarnich bodu ve vyvoji systému hejna.

Jak vsak bylo naznaceno drive, jednotné blikdni vSech svétlusek by bylo dosazi-
telné i pro dva zdroje, pokud by se jim za spravnych podminek vsechny svétlusky
podridily, avsak nebyly by synchronizovany s témito zdroji.

Oproti modelu jednoho zdroje zde neni mozné jednoduse zobrazit fazovy prostor
a hledat staciondrni body jako pruseciky s vodorovnou osou — viz obrazky [1.3]
- Divergentni tendence funkci ¢; a ¢y pro libovolné parametry (at se jednd
o oscilace, ¢i rust a klesani nade vSechny meze) vsak davaji dobry divod domni-
vat se, ze uplné synchronizace pro dva vnéjsi zdroje nelze v pouzitych modelech
dosahnout.

1.4 Simulace

V préci Hopa [5] je, kromé samotného Teseni a studia matematického modelu
, navrzen model simulace, ktery by ¢tenafi pomohl snaze nahlédnout vyvoj
systému svétluska-signal, respektive, simulace je vytvorena pro sadu svétlusek.
Disledkem je efektnéjsi zobrazeni.

Vzhledem k tomu, Ze v ¢lanku je vytvoreni simulace pouze popsano, a to na-
vic pro programovaci prosttedi MATLAB a zadna priloha ve formé animace neni
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Obrazek 1.15: Vyvoj fazového rozdilu ¢, pro 2; > w a {2y = w — model pramé-
rovani fazovych rozdilt

k dispozici, slouzila tato cast jako inspirace pro sestaveni vlastni simulace, jakozto
prilohy k této praci.

Simulace byla vytvorena v prostredi Wolfram Mathematica. Zakladni princip je
nahodné rozmisténi ndhodného poctu svétlusek na miizce 11 x 11, pricemz pro-
stfedni bod o soufadnicich [5,5] je vyhrazen vnéjsimu zdroji a kazdd svétluska
obsadi pravé jeden bod. Nahodny vybér bodu mtizky spociva v jejim pokryti
vygenerovanymi hodnotami v rozsahu (0, 1) a nasledném vyfiltrovani mist s hod-
notou vetsi nez jista zvolend mezni hodnota@. Tento proces je v simulaci imple-
mentovan prakticky cisté z estetického hlediska, nebot kazdé svétlusce je v dalSich
krocich prifazena jista pocatecni faze a timto postupem je dosazeno zdanlivé vétsi
nahodilosti a nejednotnosti blikani v ivodu simulace. Pocatecni faze pred syn-
chronizaci je totiz jedinym rozdilem mezi svétluskami, vSechny maji jinak stejnou
frekvenci w a kazda je vi¢i vnéjsimu zdroji fizena prislusnou rovnici . V si-
mulaci tedy neni uvazovano, ze by se svétlusky ovliviiovaly navzajem.

V modelu je na funkci odpovidajici fazi 6(t) kladen predpoklad 27-periodicity
a moment bliknuti je stanoven na okamzik 6 = 27n, kde n € N. Tento pozadavek
vsak nelze plné v simulaci uplatnit, tedy reprezentovat bliknuti jednim jedinym
okamzikem, nebot by nebylo mozné jej zobrazit. Kazdy bod reprezentujici kom-
ponentu systému je tak viditelny po vétsinu své periody (ne po celou), méni se
vsak jeho prithlednost, kterd je zavisla pravé na jeho fazi a konkrétné moment
bliknuti odpovida situaci, kdy je dany bod zcela neprithledny. Pokud je tedy né-
ktery bod viditelny, ale ¢astecné prithledny, realné by v takovy moment nemusel
svitit. Pri spravné konfiguraci parametri je diky tomuto principu blikani lépe
patrny vyvoj faze nékterych svétlusek, které napriklad v urcitém casovém useku

167volend hodnota zalezi na pozadovaném pramérném podétu svétlusek, pro vétsi pocet je
tfeba volit filtra¢ni hodnotu nizsi, napriklad 0.85.
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viitbec ,,nepohasnou”, nebot v takovy moment vyrazné upravuji svoji fazi, aby se
1épe priblizily zdroji'’} Zvoleny piistup dobie vizualné odpovida blikani.

Aby byl kontrast mezi neovlivnénym a poté jednotné blikajicim hejnem viditel-
nejsi, je nejdiive vnéjsi zdroj vypnuty a kazda svétluska uvazovana jako nezavisla
a svitici jen podle vlastni frekvence, ovSem s rozdilnou pocatecni fazi — to je prvni
cast simulace, ktera trva do urcitého casu ty. V tento moment dojde ke spusténi
zdroje a tidici rovnici pro svétlusky se stava rovnice . Souhrnné 1ze obé ¢ésti

simulace popsat pomoci funkci

o(t) = w, t <0,
0 Yw+ Asin(y — 0;()), >0,

pro j-tou svétlusku a

0, t<O0
/t: ) )
o) {Q,

pro zdroj signalu.

Simulace napoméha pochopeni vlivu parametru g v rovnici (L.6). K posouzeni
jeho vlivu jsou brany piilohy FirefliesMu002 (kde p = 0,02) a FirefliesMu08
(kde u = 0,8). Pri porovnani zobrazeného vyvoje dojde v pripadé p = 0,02 k syn-
chronizaci prakticky ihned, jakmile se prida urcujici signal — rozdil frekvenci je
dostatecné maly, nebo svétlusky maji velkou schopnost prizptisobeni frekvence.
Sekundéarnim ucinkem je, ze zdroj-svétlusky blikaji s témér neznatelnym fazovym
posunem.

Naproti tomu v ptipadé p = 0,8 je velice dobre pozorovatelnd dlouhéd prodleva
mezi prvnim sepnutim zdroje a vyslednou synchronizaci, u niz je navic ve vy-
sledku patrné vétsi fazova prodleva.

Vzhledem k ndhodnému prifazeni pocatecnich fazi jednotlivym svétluskam obé
simulace dobte ukazuji, ze limitni chovani na téchto podminkach nezélezi, nebot
se veskeré body (samoziejmé za vhodného parametru u) bud zcela zjevné s do-
statecnym casem sjednoti, nebo zustavaji prakticky neovlivnény.

Mize vyvstat otazka, jak se v simulaci projevi konfigurace, pro niz plati fazovy
vyvoj na obrazku [I.2] kdy p = 1,1, tedy jak se systém vizudlné chovd v piipadé
téchto ,,schodt“. Vétsi mnozstvi svétlusek v animaci mize byt v tomto pripadé
spise na skodu, nebot nelze fazovy vyvoj jednoduse sledovat. Proto byla simulace
upravena jen pro jednu svétlusku — priloha FirefliesMul03. Simulace ukazuje,
jak se pri sepnuti zdroje svétluska pokousi udrzet s nim rytmus, coz se nedari
a v urcité chvili (asi okolo 16 sekundy) dojde k naprostému rozpadu soudrznosti
— to odpovida strméjsi ¢asti schodu v prislusném grafu. Thned poté se vsak cyklus
opakuje a svétlusce se urcity cas opét dari udrzovat svoji fazi blizko faze zdroje
(asi do 28 sekundy), nez se projevi rychlejsi skok atd.

1.4.1 Interaktivni aplikace

Soucasti priloh je také soubor Fireflies-simulation-Interactive.nb, coz je primo
kéd naprogramované simulace v jazyce Mathematica. Pomoci prikazu Manipu-
late je pro uzivatele pripravena interaktivni verze, kde je mozné v redlném case

1"Naptiklad pro velmi malé frekvence w = 1/40,Q =1/8 A =1/8.
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sledovat zavislost vyvoje systému na uzivatelem nastavenych parametrech, které
Ize pfimo v pritbéhu animace upravovat{s} a to pomoci posuvniki. Mimo posuv-
niky lze primo v kédu upravovat také parametry mag — urcuje rozméry mrizky,
na niz svétlusky sedi, tOffset — cas, po ktery je signdl vypnuty, filtr — kritérium,
urcujici usazeni svétlusky na daném misté mrizky. Parametr ¢asu mé animacni
roli, tj. pres pripravené tlacitko Play se animace spusti, ale samoziejmé je mozné
jej upravovat i ptimo vlastnim posuvnikem. Nadale je mozné u tohoto parametru
upravovat tlacitky Slower a Faster rychlost prubéhu animace (to se hodi v pii-
padé prilis velkych ¢i malych frekvenc).

Jednotlivé posuvniky jsou oznaceny okamzitymi hodnotami parametri. Soucasné
lze misto posuvniku vyuzit moznosti ptimého zadani hodnot, a to po kliknuti na
symbol + u kteréhokoliv parametru. Stejné tak se v pravé ¢asti animace nachazi
udaje o case a hodnoté parametru p, ktery je definovan v sekci v rovnici
a jehoz hodnota vypovida o schopnosti synchronizace. To pri nastavovani
parametru usnadnuje udrzet prehled o tom, jak se systém ma vyvijet, coz je tedy
hlavnim cilem celé simulace.

Soubor Fireflies-simulation-Interactive- TwoStimuli- BothModels.nb je modifi-
kaci aplikace, ukazujici simulaci pro dva zdroje o riznych frekvencich. Pro snadné
porovnani chovani svétlusek v nékterém ze dvou pouzitych modeli (podle Kura-
motova modelu a model pramérovani fazovych rozdili1) je rozhrani aplikace roz-
vrzeno do dvou shodnych grafickych ¢asti, pricemz kazda z nich obsahuje i shodné
rozmisténi svétlusek a zdroju. I ty jsou pro oba modely v aplikaci shodné.
Parametry systému lze upravovat pomoci posuvniki. Ty jsou spolecné pro oba
modely a jejich hodnoty jsou mezi nimi sdilené, coz opét usnadnuje primé porov-
nani vyvoje kazdého modelu. Chod simulace je zajistén tak, ze kazda svétluska
v Casti Kuramoto je Fizena vlastni rovnici (kazda ma jinou pocatecni fazi)
a rovnici v casti Average, ktera se zabyva vyvojem podle modelu praméro-
vani fazovych rozdili. Stejné jako v interaktivni aplikaci (animaci) s jednim zdro-
jem jsou nejprve vnéjsi signaly vypnuty a kazda svétluska blika vlastni frekvenci,
nezavisle na ostatnich, az do néjakého casu ty. Tento Cas je urCeny parametrem
tOffset.

Vhodnym nastavenim parametri, které prokazuje rozdilnost modelti je napriklad
w=26,Q =6,3, Q2 =12 a A = 10, kde se svétlusky v modelu podle Kuramota
priblizi svym rytmem ke zdroji €2y, zatimco v modelu priamérovanych fazi jsou
sice ve vysledku také jednotné, ale blikaji rozdilné od obou zdrojt, jak odpovida

obrazkum [[.14] a .15l

Aby si mohl simulace vyzkouset i uzivatel bez Mathematiky ¢i Wolfram Pla-
yeru, jsou obé k dispozici na Wolfram Cloud a to na nasledujicich adresach:
Simulace s jednim zdrojem: https://www.wolframcloud.com/obj/adlibor/P
ublished/Fireflies simulation Interactive.nb
Simulace se dvéma zdroji: https://www.wolframcloud.com/obj/adlibor/Pub
lished/Fireflies simulation Interactive TwoStimuli BothModels.nb

18Vzhledem ke stavbé kédu znamend kazdé zména nékterého parametru w, 2 nebo A piepodi-
tani fidicich funkci. Nedochézi tedy primo k dynamické a navazujici ipravé systému — dospéje-li
systém do Casu t; s parametry wi, 2y, A; a dojde ke zméné parametri na wsy, 29, Ao, bude nyni
systém v Case to < t; odpovidat novym parametrim. Vyvoj nezdvisi na historii parametra.
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2. Kuramotuv model

Oproti predchozi a nasledujici kapitole, kde jsou uzivany specifické priklady
synchronizacnich jevi, abstrahujeme nyni pojem oscilator od konkrétni predstavy
a v této kapitole se zaméfime na obecny model, dostatecné osvétlujici princip
synchronizace v mnoha rtiznych oborech — Kuramottv model.

2.1 Dva vazané oscilatory

Myslenkovy postup zapoc¢neme nejjednodussim prikladem. Uvazujme volny
oscilator, ktery se bude (obdobné jako v sekci i{dit rovnici

_do

0=—=
dt

w, (2.1)
kde 6 je fazi periodického déje a w je vlastni thlova frekvence.

Nyni uvazujme dva takové oscildtory spojené urcitou vazbou (mechanickou, elek-
tromagnetickou, biologickou apod.). V knize S. Strogatze [14] v kapitole 8.6 lze
nalézt soustavu diferencialnich rovnic popisujici pravé takové chovani dvou osci-
latori:

Qll =w; + Kl sin(QQ — 01), (22&)

9/2 = Wy + KQ SiIl(Ql — 92) (22]:))

Ciselny index vyjadfuje piislusnost parametrii k danému oscilatoru a K;,7 = 1, 2
jsou tzv. vazebné konstanty vyjadiujici, jak velky vliv na sebe oscilatory maji.
V [14] je také popséan intuitivni ndhled na situaci, ktery vsak presahuje i do Ku-
ramotova modelu.

Diky popisu pres faze si lze predstavit oba oscilatory jako dva body pohybu-
jici se po kruznici. Analogicky lze uvazovat dva bézce po kruhové trati. Pritom
01(t), 62(t) urcuji jejich pozici na trati a wy, wy jsou veli¢iny imérné jejich prefero-
vanym rychlostem (ale v této analogii je lze primo i jako tempo béhu uvazovat).
Pokud by se jednalo o dva cizi lidi, pak by kazdy z nich béhal svym tempem
bez vlivu toho druhého a rychlejsi by pravidelné pomalejsiho predbihal — situace
volnych oscilatorti. Pokud by se vsak jednalo o dva pratele, ktefi by chtéli bé-
zet spolu, pak by museli nalézt kompromis mezi svymi rychlostmi, coz odpovida
situaci vazanych oscilatorii, které se synchronizuji. Pokud by jejich ,prirozené
rychlosti® byly vSak prilis rozdilné, nemuselo by se podarit zadny kompromis na-
jit a jejich tempa by se opét rozchazela — k synchronizaci nedoslo.

Kvalitativneé lze tedy vysledné chovani systému popsaném rovnicemi rozdé-
lit na tri moznosti: oscilatory se neovliviuji (plati K; = Ky = 0), oscildtory se
synchronizuji (i s ur¢itym fazovym rozdilem), oscilatory se nesynchronizuji (a to
i pro Kl,KQ > 0)

I prvnf ze zminénych moznosti stoji za kratké prozkoumani. Ridici rovnice se pii
podmince K; = Ky = 0 zredukuji na pro kazdy z oscilatorti. K synchroni-
zaci sice dojit nemuze (pokud plati w; # wsy), nicméné i tento vyvoj systému dvou
oscilatort vykazuje zajimavy vysledek. K jeho prozkoumani je vSak nutné vyuzit
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fazovou rovinu, souradny systém, jehoz osy odpovidaji #;, ke kterému je pridana
hranicni podminka periodicity. Protoze faze jsou 2m-periodické, tato podminka
zajistuje, ze ve fazové roviné dostavame ¢tverec o délce hrany 27, a navic ztotoz-
nujeme jeho protilehlé strany. Jinak feceno, dosdhne-li fazova trajektorie horni
¢i pravé strany tohoto ¢tverce (pravé hodnoty 27), pokracuje na opacné strané.
Tuto fazovou rovinu i s konkrétni fazovou trajektorii ukazujici vyvoj systému
zachycuje obrazek . Hrot sipky v bodé [0;0] oznacuje pocateéni bod v case
t = 0. Nasledovanim sméru dalsich sipek pak sledujeme pribéh vyvoje v cCase.
Teckované cary nejsou realné ¢asti vyvoje, odpovidaji pouze skoktim pii dosazeni
hrani¢ni podminky a vedou ¢tendare spravné po trajektorii.

P1i nasledovani fazové trajektorie na obrazku vidime, Ze se jedna o trajek-
torii uzavienou, tj. po urc¢itém case dospéjeme do pocateéniho bodu. Vyvoj se
poté opakuje. Tim padem oba oscilatory, ackoliv nezavislé, tvori néjaky spolec¢ny
periodicky dé&j. Aby tohoto vysledku bylo dosazeno, musi platit, Ze w; /wy je raci-
onalni ¢islo.

Pokud vsak plati, ze podil frekvenci w; je iraciondlni, dochézi k jevu tzv. kvazi-
periodicity. Takovy systém ¢i déj vykazuje urcity vzor opakovani, ktery ale nelze
charakterizovat pevnou periodou. Obrazek ukazuje, jak se ve fazové roviné
utvari jisty vzor, oproti situaci na obrazku zde vSak fazova trajektorie neni
uzavrena. A nikdy se neuzavre ani pti dalsim vyvojiﬂ

Naddle uvazujme situaci, kdy jiz plati K;, Ky > 0 a oscilatory na sebe pt-
sobi. Misto zkouméni jednotlivych fazi prejdeme ke zkoumani fazového rozdilu,

definovaného vztahem

Derivovanim (2.3 a vyuzitim (2.2]) dostaneme vztah:
(I)/ = 0/1 — 95 = W1 — Wy — (Kl + Kz) sin((I)). (24)

Funkce na pravé strané je vlastné pouze transformovanou funkci sinus s amplitu-
dou (K3 + K3), pricemz vysledek wy — wy urcuje jeji posunuti po svislé ose. Jedna
se tak o identicky vztah jako ten, jehoz rozboru, hledani a analyze stacionarnich
je vénovana ¢ast sekce
Pokud v tomto pripadé plati |w; —ws| > K7+ K, pak funkce na pravé strané
nema zadné nulové body a tudiz systém nema zadné stacionarni body — k syn-
chronizaci nikdy dojit nemuze. V opa¢ném piipadé, tedy |w; — ws| < Ky + Ko,
existuji dva stacionarni body (kladna derivace v tomto bodé vyjadiuje jeho sta-
bilitu, zaporna nestabilitu) a v situaci, kdy je nerovnost nahrazena rovnosti ma
systém jeden stacionarni bod.
Uvazujme, Ze je splnéna podminka stacionarnich bodu, pricemz budeme uvazo-
vat pouze stabilni stacionarni bod (viz sekci , ktery oznac¢ime ®(. Takovy bod
splni rovnici:

0= W], — Wy — (Kl + KQ) sin(CI)O). (25)

'Pro parametry oscildtorii na obrazku plati w; = 4,ws = 3 a pocateéni podminky 60;(0) =
62(0) = 0.

2Pro obrazek byly parametry oscildtoru nastaveny nasledovné: w; = v/17,wy = 3 a pocateéni
podminky 6, (0) = 65(0) = 0.

3Pro uzavienou trajektorii plati, ze p¥i ndvratu do poc¢atku musela projit celo¢iselnym po-
¢tem otoceni jak pro 01, tak pro 6. A toho dosdhne pravé tehdy, kdyz je pomér wy /ws raciondlni.
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Obrézek 2.1: Periodicky ,uzavieny“ pribéh mezi fazemi pro dva volné oscilatory

Po upravé dostaneme pro @, vztah:

W1 — W2
K+ Ky

Vyvoj fazového rozdilu spéje tedy do tohoto stabilniho stacionarniho bodu. Pro
faze oscilatorti to znamenad, ze se vyviji shodné, posunuty vici sobé o &y — doslo
k fazovému uzamknuti. Shodny vyvoj znamen4, ze se oba oscilatory sdileji stejnou
uhlovou frekvenci €2, pro niz plati vztah:

sin @y = (2.6)

Q= ‘9/1 = 95 = wy + K2 sin (I)Q. (27)
Dosazenim (2.6 do (2.7) dostaneme vztah
_ Kywy + Kaw, (2.8)
Ki+K, ‘

Z rovnice (2.8)) je vidét, Ze € je vaZzenym priumérem vlastnich frekvenci oscilator,
kde vahami jsou vazebné konstanty:.
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Obrézek 2.2: Kvaziperiodicky pritbéh mezi fazemi pro dva volné oscilatory

Mize vyvstat otazka, jak se veskeré uvedené postupy projevi na prubéhu tra-
jektorie ve fazové roviné diskutované diive oproti situaci, kdy se jedna o volné
oscilatory. Jeden konkrétni vyvoj ukazuje obrazek — plna cervena cara od-
povida stabilnimu stacionarnimu bodu vyvoje, prerusovana nestabilnimu. Oproti
volnym oscildtorim je vidét, ze trajektorie jiz neni slozena z usecek, ale kiivek,
které se v prubéhu vyvoje priblizuji stabilnimu feSeni. Pohybujeme-li se pravé po
trajektoriich odpovidajicich stacionarnim resenim, jsou tyto trajektorie uzaviené
(a tudiz periodické) jako pfi raciondlnim poméru vlastnich frekvenci u volnych
oscilatoru. Pripady raznych fazovych trajektorii odpovidajicich riznym poca-
tecnim nastavenim systému jsou zachyceny na obrdzku 2.4 V pifpadé (a)f] jsou
pocatecni podminky voleny tak, Ze se fazovy rozdil nachézi blize nestabilnimu
reseni, od kterého se v prvnich ¢asovych tsecich rychle oddaluje a blizi se stabil-
nimu feseni.

4Parametry byly zvoleny nasledovné: wy = 5,wy = 3, K1 = 0,9, Ko = 1,15,0,(0) = 62(0) =0
SParametry: w; = 5,ws = 3, K1 = 0,9, Ky = 1,15,6,(0) = 5/67,6,(0) = 0
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Obrazek 2.3: Fazova trajektorie ve fazové roviné pro vazané oscilatory

Pripad (b)ﬁ ukazuje, jak systém setrvava v nestabilnim stacionarnim bodé, pokud
neni jeho vyvoj narusen.

Pripad (c)[z] dopliuje pravé situaci (b), kdy se systém nejprve drzi blizko nesta-
bilntho staciondrniho bodu (Ze zde setrvava lze poznat i diky tomu, Ze vodici
carkované linky vyznacujici skoky nespojitosti na hranicich zde splyvaji v plnou
¢aru), ovsem drobné odchylky jej z ného nakonec ,,vypudi“ a systém rychle prejde
do stabilniho bodu.

V pripadé (d)ﬂ je zachycena situace, kdy stabilni feseni odpovida nulovému fazo-
vému rozdilu, a tedy uplné synchronizaci. Fazova trajektorie zde splyva s ¢ervenou
useckou stabilniho feseni.

SParametry: wy = 5, ws = 3, K1 = 0,9, Ko = 1,15, 0;(0) = m—arcsin ((w; — w2) /(K1 + K32)),
62(0) = 0. Volba 61(0) vyplyva z rovnice ({2.6]).

"Parametry: w; = 5,ws = 3, K1 = 2, Ky = 2,0,(0) = 5/6m,05(0) = 0.

8Parametry: w; = 3,ws = 3, K1 = 2, Ky = 2,01(0) = 5/67,05(0) = 0.
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Obréazek 2.4: Fazové trajektorie a stacionarni feseni:(a) — vyvoj se stabilnimu
bodu; (b) — staciondrni nestabilni feseni; (c¢) — naruseni staciondrniho nestabilniho
feseni; (d) — synchronizace; (e) a (f) — neexistujici stacionarni body (periodicky
a kvaziperiodicky vyvoj) 31



Obrazky (ef|a (£ ukazuji situace, kdy jsou vlastni frekvence oscildtorti natolik
vzdalené, ze jiz zadné stacionarni body neexistuji. Oscilatory se pak chovaji po-
dobné jako v pripadé nevazanych, tedy pribéh mezi fazemi je bud periodicky —
ptipad (e) — nebo kvaziperiodicky — piipad (f). I zde je rozdil ve tvaru (kfivosti)
trajektorii oproti pripadu volnych oscilatorii.

2.2 Inspirace

V konferenénim sborniku mezindrodniho matematického symposia v Japonsku
z roku 1975 byl predstaven matematicky model synchronizace vytvoreny mate-
matikem Yoshiki Kuramotem, viz Kuramoto [7].
Zakladni myslenky modelu vychazeji z o par let starsi prace A. Winfreeho, ktery
ve svém clanku k tématu (Winfree [16]) uvazuje velkou skupinu vzdjemné va-
zanych oscilatorti. Snaha o naprostou obecnost popisu vyvoje takového systému
by vsak vedla k enormni slozitosti a praktické neresitelnosti. Proto Winfree na
zakladé provedenych experimenti a pozorovani zavedl do svych tvah zjednodu-
sujici predpoklady: v prvé radé, pri nezavislych oscilacich kazdy oscilator dospéje
do néjakého izolovaného periodického feseni své tidici rovnicelﬂ, vSechny uvazo-
vané oscilatory jsou znacné podobné, co se frekvenci tyce a vzajemné vazby mezi
oscilatory jsou slabéﬂ. Dodrzenim ptredpokladil je poté zajisténo, ze pri vyvoji
systému se kazdy oscilator nachazi pobliz svého limitniho cyklu, Ze se od ného
prilis nelisi. To pak umoznuje zavést pravé pojem fdze, jakozto skalarni veli¢iny
prislusné vyvoji kazdého z oscilatoru na jeho limitnim cyklu (a chovani pobliz
tohoto cyklu). Provizanost oscilatoru se projevi pravé v dpravach jejich fazi vli-
vem slabych vazeb a rozdilnosti v jejich vlastnich frekvenci. Winfree dale uvazoval
existenci jistého spole¢ného rytmu, k némuz kazdy oscilator v populaci prispiva.
Soucasné je také kazdy z oscilatorti vybaven citlivostni® funkci, ktera urcuje,
jak dobre na tento spolecny rytmus odpovida.
Model, ktery Winfree ke zkoumdani synchronizace pouzival, lze pfepsat (podle
Strogatz [12]) do tvaru

N
0;:(«01"’ ZX(HJ) Z(@,), ZZl,,N,
j=1

kde 6; je faze i-tého oscilatoru, 6 vyjadiuje jeji derivaci podle casu, w; jeho
vlastni frekvence. Navic j-ty oscilator ptisobi na -ty pres vazbu, coz popisuje
funkce X (6;). Na toto ptisobeni naopak reaguje i-ty oscilator s citlivosti Z (6;).
Velice zajimavym vysledkem bylo nalezeni podminek pro synchronizaci oscila-
torti. Pokud je rozsah vlastnich frekvenci prilis velky a jejich zastoupeni vice ¢i

YParametry: w; = 3,ws = 8, K1 = 2, Ky = 2,01(0) = 5/67,05(0) = 0.

OParametry: wy = 3,ws = V63, K1 = 2, Ko = 2,6,(0) = 5/67,0,(0) = 0.

HTzolované periodické feseni je pifpad limitniho chovani systému, obdobné jako stacionarni
bod. Ten vSak reprezentuje misto ve fazovém prostoru, kdy se systém bez vnéjsich zasahu
dale nevyviji, zatimco periodické TeSeni je reprezentaci periodického chovani. A podobné jako
stacionarni bod muze byt stabilni i nestabilni. Izolované pak znamend, ze v okoli tohoto Teseni
ve fazovém prostoru zadna dalsi periodicka reseni nejsou.

2Dfivodem tohoto pfedpokladu je, Ze p¥i piilis silnych vazbach by i pojem fize, s niz se
v rozborech pracuje, ztracel smysl. Respektive, pokud je okamzitd faze v kazdém okamziku
ystrhavana“ prilis silné, pak neni vhodnym popisujicim atributem.
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méné rovnomérné, pak k synchronizaci nedochazi. Pokud se vSak rozsah frekvenci
zacne zmensovat, mize dojit k prekroceni urcité hranice, za niz se nahle skupina
oscilatort s frekvencemi blizkymi té nejvice zastoupené synchronizuje. Winfree
tuto skutec¢nost pripodobnoval k fazovému prechodu pii tuhnuti ve fyzice pev-

nych latek™]

2.3 Model upraveny Kuramotem

Konstrukce modelu

Kuramoto spolecné se svym zakem Nishikawou navéazal na praci Winfreeho
a jak bylo zminéno, své myslenky predstavil v roce 1975 (Kuramoto [7]). Zkouma-
nim svého modelu, analyzovanim stability limitnich chovani a dalsimi tpravami
se Kuramoto nadéle zabyval po fadu let.
V pripadé jim odvozeného modelu se jedna o soustavu N diferencidlnich rovnic
pro N vazanych oscilatori, které lze zapsat v obecnéjsSim tvaru:

N
0, =w; + > _ (0, — 6;), i=1,..,N, (2.9)
j=1
kde 0; a w; jsou stejné jako v piedchozim piipadé a I';; jsou 2m-periodické funkce
popisujici interakci mezi i-tym a j-tym oscilatorem v zavislosti na rozdilu jejich
faz{]
Ackoliv je popis kazdého oscilatoru odvozeny pouze od faze periodického déje,
kterym prochazi (coz je znaéné zjednoduseni problému), bylo tfeba i tento tvar
pro studium jesté zjednodusit, nebot interakéni funkce I';; mohou byt slozité
diky vzajemnému rozestaveni a provazani oscilatort, ale i diky jejich odliSnostem.
Proto se celkové plisobeni vSech oscilatort na kazdy z nich vezme jako primér
a 2m-periodicita bude zajisténa nejjednodussi takovou funkei — sinus. Diky tomu
lze psat

K
Lij(6; — 0;) = N sin(0; — 0;), (2.10)

kde K je vazebna konstanta, kterd je brana jako nezdpornd. Dosazenim do ([2.9))
dostaneme model, s nimz se 1ze nejcastéji setkat v literature:

K N
eg:wﬁNZsm(ej—ei), i=1,..,N. (2.11)
j=1

Uvedeny postup vyuziva tedy myslenky, ze oscilatory jsou vSechny vazany rovno-
mérné, a to kazdy s kazdym nehledé na jejich vzajemné rozestavéni.

Ve vsech predeslych pripadech bylo vyhodné studovat systém sledovanim néja-
kého jednotného parametru, konkrétné fazového rozdilu, namisto iplného reseni
soustavy diferencidlnich rovnic. Uz v pripadé tii oscilatort vsak zac¢ind byt fazovy
rozdil nedostacujici. Proto se zavadi tzv. parametr usporddadni.

13P¥i prechodu z kapalné do pevné faze neztuhne razem cel4 latka, ale krystalizuje postupné.
Navic se krystalické zarodky vytvari v okoli tzv. krystaliza¢nich jader — v prezentovaném pripadé
frekvenci by krystaliza¢nimu jadru odpovidala ta nejvice zastoupend v populaci oscildtort.

MKuramoto tento model odvodil z obecného systému vazanych diferencidlnich rovnic s vyu-
Zitim poruchové teorie — viz Kuramoto a Nishikawa [3].
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Parametr usporadani

K zavedeni parametru je vhodné vratit se k myslence zminéné v sekci
o oscilatorech jakozto bézcich na kruznici. Tuto myslenku zde zobecnime pro
vsech N oscilatori a zpresnime tak, ze se body reprezentujici oscilatory pohybuji
po jednotkové kruznici v komplexni roviné. Pak lze podle [8] (ale s vyuzitim
symboliky z [12]) definovat parametr usporadani jako komplexni ¢islo

r(£)e® — Z ¢ (2.12)

I parametr si mtizeme predstavit jako bod v komplexni roviné, ktery se bude po-
hybovat nékde uvnitt jednotkového kruhu, a to v okamzité vzdalenosti r(t) od
stfedu (pficemz 0 < r(t) < 1) a s thlem (t).

Parametr usporadani je makroskopickym reprezentantem systému oscilatorti a vy-
povida o poctu oscilatort, které jsou vici sobé koherentni. Tuto vlastnost ukazuje
velikost r(t), zatimco 1(t) 1ze chapat jako prumérnou fazi v daném case ¢. Na ob-
razku [2.5] jsou oscilatory reprezentovany ¢ernymi body na kruznici a parametr
usporadani je ¢erveny bod, ktery urcuje spojnici se stredem kruznice, jejiz délka
je r(t). Jinak lze také fici, Ze ukazuje, jak oscilatory pfispivaji k néjakému spo-
leénému rytmu, jak si predstavoval Winfree ([16]).

V dalsim kroku k analyze modelu Kuramoto ([8]) zakomponoval parametr uspo-
radani do modelu . Pokud nejdrive vynasobime obé strany rovnice

¢lenem e~ dostaneme vztah

r(t) WW=0:) — 26 (05=0)

a porovname-li pouze imaginarni slozky z tohoto vztahu, dostaneme rovnost

r(t) sin(y — 6;) Zsm@ — ;)

a diky ni lze pak ([2.11]) prepsat do tvaru
0, = w; + Krsin(y — 6;), i=1,..,N. (2.13)

Dilezitost spoc¢iva v tom, ze takto zapsana rovnice predstavuje kazdy os-
cilator jako nezavisly na ostatnich, jeho faze je upravovana pouze vici parametru
usporadani (v ném je samoziejmé interakce mezi oscilatory ukryta). Presnéji fe-
¢eno rovnice popisuje, jak kazdy oscilator interaguje s makroskopickym rytmem.
Soucin Kr zde hraje roli jakési efektivni vazby. Pokud se alespon par oscilatort
synchronizuje (fazové uzamkne), pak vzroste r a tim i Kr, které muze narust tak,
ze jsou dalsi oscilatory zachyceny v synchronizaci, pricemz opét vzroste r atd.

Kuramoto si diky rovnici vsiml, Ze oscilatory se rozdéli na dvé skupiny
(viz [8]). Ty, které spliuji podminku |w;/Kr| < 1, jsou vzadjemné synchronizo-
vany, zatimco oscilatory s podminkou |w;/Kr| > 1 sice jsou vzajemnymi vazbami
ovliviiovany, ale ne natolik, aby se synchronizovaly. Toto rozdéleni na dvé sku-
piny oscilatort je v Kuramotové analyze velice podstatné — v nékterych ohledech
lze totiz prispévky nesynchronizované skupiny zanedbat a usnadnit tak celkovou

34



Obrazek 2.5: Parametr usporadani v kontextu oscilatoru reprezentovanych body
na kruznici

analyzu.

Vyvoj parametru usporadani muze napovédét, zdali k synchronizaci dojde, ¢i
nikoliv. Proto byly fidici rovnice numericky feSeny v programu Wolfram
Mathematica. Bez vétsich slozitosti a obtizi bylo mozné najit feseni pro 200 os-
cilatort, coz v uvedenych grafech dava dostatecné presvédcivé vysledky.

Na obrazku[2.6]je zachycen ¢asovy pribéh parametru usporadani, kdy je K mensi
nez jista kritickd hodnota K. (o které uvazoval jiz Winfree [16]), od niz jiz do-
jde k synchronizaci. Je vidét, ze v tomto pripadé velikost r velice rychle klesne
na hodnotu blizkou nule, coz odpovida nemoznosti synchronizace. Poté oc¢ividné
parametr prochéazi fluktuacemi, ale ty maji pouze statisticky charakter a s vétsim
poctem oscilatori se zmensuji.

Dojde-li ke zvétseni vazby a prekroceni kritické hodnoty K., ¢ast oscilatort, je-
jichz vlastni frekvence je dostateéné blizko néjaké stredni frekvenci mezi vSemi
oscilatory, se fazové uzamkne. Na obrazku tomu odpovidd narust r(t) na
hodnotu blizkou 0,6, okolo niz poté opét dochazi k fluktuacim diky ptisobeni ne-
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Obrézek 2.6: Vyvoj velikosti parametru usporadani v ¢ase, je-li vazba mezi osci-
latory mensi nez kriticka K.

synchronizovaného zbytku™l Pokud je uvazovand vazba jesté silnéjsi, je mozné
obdrzet fazovy vyvoj jako na obrazku 2.8 kdy jsou prakticky vSechny oscilatory
fazové uzamknuty. Velikost r(¢) nedosahuje hodnoty 1, nebot mezi oscilatory exis-
tujf fazové rozdily, které na parametr usporddan{ majf vliv, jak je vidét v (2.12).
Vzhledem k tomu, ze vlastni frekvence byly v numerickych fesenich urceny nor-
malnim rozdélenim a pocatecni faze kazdého oscilatoru byla pro kazdy vypocet
nahodna, je mozné z tohoto vyvodit, ze limitni chovani parametru usporadani by
na téchto pocatecnich podminkach nemuselo zalezet a jedina zavislost r(t) pro
t — oo by byla na sile vazby K, jak naznacuje graf na obrazku . Velikosti
r na svislé ose jsou zde pro kazdé K brany jako stfedni hodnota, aby se odstra-
nily fluktuacd™] V grafu je vidét, Ze pro mensi hodnoty vazebného koeficientu je
zména velikosti 7 pomérné mala. Nahlé fluktuace okolo hodnot K = 1 naznacuji,
ze se vyvoj blizi ke kritické hodnoté K., pti niz r skokové roste, nez dojde k jeho
yhasyceni® a velikosti zmén se opét zmensi. Pti dalsim nartstu K se r prakticky
jiz nemeéni.

Je ale nutné brat v potaz, Ze predchozi uvedené myslenky a grafy jsou vyvo-
zené pouze na zakladé numerickych vysledki. Diky tomu zde nelze jednoznacné
rozhodnout, zdali jsou nalezené vyvoje jedinymi moznymi limitnimi pripady pti
dané konfiguraci, jestli plati, ze pod kritickou hodnotu vazebného koeficientu K.
se nesynchronizovanost jevi jako stabilni stav, nebo naopak nad kritickou hodno-

15V piiloZenych animacich je tento stav zietelny, pokud éast bodii na kruznici udrzuje kon-
stantni fazové posuny vici sobé, zatimco nékteré body, ackoliv v urcitych fazich pod ziejmym
vlivem ostatnich, se pohybuji nezavisle na synchronizovaném hloucku.

16Pocet oscildtortt pro kazdy bod byl 100, poéateéni faze byly ndhodné.

177 tohoto diivodu bylo numerické feseni hleddno pro 80 < ¢ < 100.
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Obrazek 2.7: Vyvoj velikosti parametru usporadani v case, je-li vazba mezi osci-
latory vétsi nez kritickda K. — velkd ¢ast stale nesynchronizovana

tou se stabilnim stavem zda ¢astecna synchronizace. Otazkou pak muiize byt, jestli
lze nalézt vztah pro K, (viz nasledujici sekce) a vyvojovou krivku r(K), ¢i jestli
lze viibec dosdhnout néjakého stabilniho feseni v pripadé, ze N — oco. A ackoliv
teoretickd vychodiska pro nékteré zminéné problémy existuji a jsou rozebrana
v ¢lanku Strogatze [12], jejich analyza znacné presahuje troven této prace.

Interaktivni animace

Obdobné jako v kapitole v sekci je 1 pro Kuramotuv model

naprogramovana aplikace, ¢i spiSe interaktivni animace, v programu Mathema-
tica. V prilohéach je to soubor KuramotoAnimation.nb.

Jedna se spiS o kvalitativni predstaveni matematického modelu . Jak jiz
bylo uvedeno diive, oscilatory jsou reprezentovany body na jednotkové kruznici.
Uzivatel ma moznost ménit silu vazby a pocet oscilatorta primo za béhu aplikace.
V¥voj viech oscilatorti je uréen paramtrem Cas, ktery mé i animacéni roli.
Bodtim na kruznici je pritazeno zabarveni na zakladé jejich vlastni frekvence w.
Cervendjsi barva vyjadiuje vyssi rychlost oproti modré. Bylo by mozné upravo-
vat ,teplotu barvy“ na zakladé okamzité rychlosti, nicméné takto zvoleny zptisob
dava nahlédnout tomu, jak se oscilatory pri synchronizaci na kruznici seradi —
rychlejsi oscildtory (Cervené) jsou pii synchronizovaném stavu fazové posunuté
vpred, oproti pomalej$im (modrym). To lze jednoduse zdtavodnit tim, Ze rych-
lejsi oscilatory jsou jednak brzdény pomalejsimi, jednak se je vlivem vazby snazi
urychlit. Dalsim dilezitym tkazem, ktery lze v animaci diky takto zvolenym za-
barvenim nahlédnout je, ze pri dostatecném K dojde k ¢astecné synchronizaci
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Obrazek 2.8: Vyvoj velikosti parametru usporadani v case, je-li vazba mezi osci-
latory vétsi nez kriticka K. — vSechny oscilatory jsou fazové uzamknuty

téch oscilatort, které maji podobnou barvu.

K tomu je v animaci primo vidét i priubéh parametru usporadani, ktery je re-
prezentovan ¢ervenym bodem a spojnice se stfedem kruznice vyjadiuje jeho veli-
kost 7. Pti vhodném nastaveni parametri (pocet oscilatoru, vazba) lze pozorovat
castecné fazové uzamknuti skupiny oscilatori, zatimco ostatni se pohybuji volné.
Tim je dosazeno fluktuaci velikosti  zobrazenych v grafech na obréazcich [2.6]-[2.8

Aby si mohl animaci vyzkouset i uzivatel bez Mathematiky ¢i Wolfram Pla-
yeru, je k dispozici na Wolfram Cloud a to na nasledujici adrese: https://www.
wolframcloud.com/obj/adlibor/Published/KuramotoAnimation.nb

2.3.1 Kriticka hodnota K.

V praci Kuramota [§] je uveden vztah 2.34b

2

K. ()’ (2.14)
ktery explicitné vyjadiuje kritickou hodnotu K, pro pocet oscilatori N — oo.
Funkce g(w) je hustotou pravdépodobnosti rozlozeni vlastnich frekvenci mezi os-
cilatory. Tato hustota pravdépodobnosti mtuze byt obecna, ale v pripadé Kuramo-
tova modelu je uvazovana unimodalni a symetrickd okolo néjaké sttedni hodnoty
), coz splnuje naptiklad i norméalni rozdéleni. V odvozenich Kuramota je cely
systém oscilatoru nastaveny tak, ze {2 = 0, a proto ¢g(0) znaci hustotu pravdépo-
dobnosti pravé v této stredni hodnoté.
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Obrazek 2.9: Vyvoj velikosti fddového parametru v zavislosti na koeficientu
vazby K

Zajimavou otazkou je, jestli by vzorec bylo mozné pouzit pro uvedend nu-
merickd feseni, presnéji pro vyvoj r(K) na obrazku kde byla kazd4 hodnota
r spo¢tena pro 100 oscilatorti. V prvni radé je vSak nutné urcit, jakou hodnotu K
uvazovat jako kritickou. Pro K =~ 0,9 dochazi totiz zretelné k naruseni jednoznac-
ného trendu, kterého se r od poc¢atku drzi. Ovsem zda se, ze jde pouze o fluktuace
okolo tohoto trendu. Pro K > 1,7 vsak jiz dochéazi k prudkému nértstu r, coz vice
odpovida definici kritické hodnoty. Proto budeme pti dalsich ivahéch povazovat
pravé hodnotu 1,7 za kritickou.

Jako hustota pravdépodobnosti g(w) bylo v TeSeni na obrazku pouzito nor-
malni rozdéleni se stfedni hodnotou {2 = 1,5 a smérodatnou odchylkou o = 1,2.
Predpis rozdéleni s témito parametry byl nalezen pomoci Wolfram Mathematiky.

S timto se (2.14]) upravi na
2
K, = . 2.15
mg(1,5) (219

Hodnota ¢(1,5) vychazi priblizné 0,3325. Po dosazeni do ([2.15]) vychézi

K. =1,92.

Srovname-li tento vysledek s diive diskutovanou kritickou hodnotou v grafu na
obrazku , lisi se o priblizné 0,22. Pripomenme, ze vzorec plati presné
jen pro limitni pripad nekonec¢né mnoha oscilatorti a k rozdilim tak patrné muze
prispivat skutecnost, ze ¢etnost frekvenci v koneéném (a neprilis velkém) poctu
oscilatort neodpovida zcela presné normalnimu rozlozeni. Patrné také k chybé
mezi vypoctenou hodnotou a hodnotou uréenou z grafii prispiva nepresnost nu-
merickych feseni.
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K ovéreni této domnénky byla nalezena numericka feseni pro vyssi pocty oscila-
tort. Shrnuta jsou v sadé obrazki [2.10] Na nich je mozné pozorovat, jak s narts-
tajicim poctem oscilatori roste hodnota K., od niz uz zietelné dochézi k naruseni
uvodniho trendu nesynchronizovanosti. Ten je ve vSech pripadech zatizen fluktua-
cemi, které ale za synchroniza¢ni tendenci, ktera nastava pri prekroceni K., nelze
povazovat. Hodnoty K. jsou tedy urceny v oblasti, kde jednoznacné dochazi ke
skokovému nértistu r. Ze v ur¢eni K, hraje roli rozlozeni koneéného poétu frek-
venci lze pozorovat napiiklad pfi porovnani pripadu (a) s obrdzkem kde je
sice v obou pripadech pocet oscilatori roven 100, ale hodnoty K. jsou rozdilné.
Co tedy grafy 2.10| naznacuji, je statisticky presnéjsi urceni kritické hodnoty s na-
ristem oscilatort.

Vliv na hodnotu K, ve vzorci ma pouze smérodatna odchylkam. Proto
byl jesté proces porovnani numericky ziskanych kritickych hodnot a spocitané
proveden pro normalni rozdéleni s parametry: Q2 = 1,5, ¢ = 0,5. Mensi
odchylka v hustoté pravdépodobnosti zajistuje vétsi g(2) a tedy by K. méla byt
niz$]

Hodnota K. podle pro uvedené hodnoty dava:

K, = 0,79.

Numerické Teseni je na obrazku [2.11]| Ztejmé je kritickd hodnota v okoli K = 1.
Nedostatecné rozliseni celého vyvoje je kompenzovano detailnéjsim propocitanim
na tomto okoli. Vysledek je zachycen na obrdzku 2.12] kde N = 200 a vyvoj
vykazuje jasny skok v hodnoté K = 0.8, coz velmi dobre odpovida spoctené
hodnoteé.

V poslednim proméreném pripadé byla smérodatna odchylka o rovna 3,5. Stfedni
hodnota ziistala zachovana. Spoctena kriticky hodnota K, podle ([2.15]) vychézi

K, = 5,58,

a vysledek numerického FeSeni je na obrézku [2.13] kde nastupuje trend rychlého
rustu od hodnoty K ~ 5,6. Ukazuje se tak, ze i pro vyssi rozptyl muze byt K.
urcend pomoci spolehliva.

V souhrnu se tedy zd4, ze hlavni vliv na rozdil mezi numericky nalezenymi hodno-
tami a hodnotou spocitanou pro danou hustotu pravdépodobnosti méa konecnost
poctu oscilator a navic nemoznost s technikou dostupnou pri psané této prace
spocitat alespon hodnoty N > 200. Do urcéovani kritickych hodnot se také pode-
pisuji fluktuace, které znesnadnuji jeji presnéjsi odecet. Celkové je ale nepfesnost
v promérovanych konfiguracich pomérné mala, pro nizsi o dokonce vzajemné ve-

lice blizka.

8Diky tomu mohl Kuramoto uvazovat stiedni hodnotu nulovou.
K tomu lze dojit i s myslenkou, Ze se snze synchronizuje vétsi pocet hodné podobnych
oscilatort, nebot snadno nartsta jejich efektivni vazba Kr diskutovana pro (2.13)).
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Obréazek 2.10: Vyvojové kiivky r(K) podle poc¢tu oscilatori pro porovnani kritic-
kych hodnot K.
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Obréazek 2.11: Vyvoj velikosti fadového parametru v zavislosti na koeficientu
vazby K pro smérodatnou odchylku ¢ = 0,5, N = 100
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Obrazek 2.12: Vyvojova krivka r(K) pobliz K = 0,79, plati N =200 a K.~ 0,8
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Obrazek 2.13: Vyvoj velikosti fddového parametru v zavislosti na koeficientu
vazby K pro smérodatnou odchylku o = 3,5, N = 140
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3. Metronomy

Prikladem synchronizace, se kterym by bylo mozné se setkat i v ramci vyu-
covaci hodiny fyziky na stiedni skole, je synchronizace dvou metronomii. Takovy
experiment s cilem priblizit a demonstrovat tento fenomén zakim by byl vy-
hodny, podle Pantaleona v jeho praci (Pantaleone [10]) jednak v jednoduchosti
jeho stavby, jednak v relativné vysoké rychlosti, s jakou se systém pfi vhodné
volbé komponent ustali.

Nejjednodussi takova soustava se skldda ze dvou metronomi, s minimalnimi para-
metrickymi rozdily (primarné hmotnost zavazi na kyvadélku a vlastni frekvence),
které jsou umistény na lehké pohyblivé desce. Ta zajistuje nutnou vazbu, bez
které by k synchronizaci dojit nemohlo. Je vhodné pro snizeni odporu jejiho po-
hybu vyuzit napriklad valivého tfeni, ¢i zavéseni do prostoru.

Je ovSem dtlezité zduraznit, ze pravdépodobné praveé diky rozdilnym paramet-
rum nedojde k dokonalé synchronizaci, ale k tzv. ,fazovému uzamknuti“, kdy je
systém ustaleny, ale kyvadla metronomi se vii¢i sobé pohybuji s urc¢itym rozdilem
mezi jejich fazemi. Uplna synchronizace nastavé pravé ve chvili, kdy je fazovy po-
sun v ustaleném stavu nulovy. Pro zjednoduseni popisu bude vSak v této kapitole
synchronizace chapana at uz jako iplna, ¢i jako forma fazového uzamknuti.
Studium problému poté spociva ve zkoumani, za jakych vstupnich podminek lze
synchronizaci ocekavat a jaké faktory ovlivni jeji dosazeni (zdali vibec, ¢i jak
dlouho trva, nez se takovy stav ustéli). Tyto faktory, potazmo primo vstupni pa-
rametry, jsou rozebrany v nasledujici ¢asti. Metronomy lze totiz (opét ve jménu
zjednoduseni) povazovat v dobrém priblizeni za fyzikalni kyvadla a pouzit tak
pro popis jejich chovani rovnice s touto problematikou spojené.

3.1 Pohybové rovnice

Pohybova rovnice pro jeden metronom a nasledné i z ni plynouci soustava na
sebe plisobicich metronomi je odvozena ze zakladni rovnice pro pohyb matema-
tického kyvadla (napriklad [3])

d*0 g

w‘i‘?SiDe:O,

kde [ je délka zavésu kyvadla, g je gravitacni zrychleni a 6 je ihlova odchylka ky-
vadla od svislého sméru, viz obrazek [3.1] Prvni ¢len sou¢tu na levé strané rovnice
je thlové zrychleni a druhy clen zachycuje pusobeni gravitac¢ni sily na kyvadlo
a vytvoreni prislusného silového momentu.

Protoze se vSak jedna o matematické kyvadlo, u néjz se ¢ini nékolik predpokladi,
je treba rovnici trochu poupravit. U metronomu lze uvazovat ,zavés* tuhy, ovsem
ne nehmotny. Kmitajici zadvazi navic neni bodové — proto je nutné uvazovat fyzi-
kalni kyvadlo (viz [I5]). Tento pfistup je do rovnice zahrnut jako rotacni pohyb
zavésu s kyvadlem

*9  mryg
ﬁ J 1n9 = O,
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Obrézek 3.1: Schéma modelované situace s metronomy na pohyblivé podlozce

vV

vvvvvvvv

celého kyvadla. Tyto dva ¢leny samy popisuji chovani kyvadla v tithovém poli bez
dalsiho silového ptisobeni. Z fyzikalniho hlediska se hodi nésledujici zapis

mrg

J ?

W =

pricemz w je tzv. vlastni frekvence oscilatoru — tthlova frekvence, s niz oscilator
kmita pri malych vychylkach (kdy plati sin€ ~ 6).

Kromé vyse uvedenych ¢lenti je vsak nutné do pohybové rovnice zahrnout volny
pohyb podlozky s nenulovym zrychlenim ve vodorovném sméru. Diky této sku-
tec¢nosti se metronom nachazi v neinercialni vztazné soustave — na kyvadlo v jeho
vlastni soustavé pusobi sila F, ve vodorovném sméru a proti sméru pohybu pod-
lozky (jednd se o setrvacnou silu), jak naznacuje Obrazek , pricemz

dx

Fo=mZt
e

Pro kyvadlo je dulezita jeji slozka tecnd k trajektorii pohybu kyvadla. Ta vytvari

Vviev

M, = F,cos6 -ry.
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Obrézek 3.2: Moment setrvacné sily od podlozky

Tento moment sily je téz zahrnut do pohybové rovnice

@ L g o cos 6 dix
dt? J B J

de?’

zde x je vodorovna vychylka podstavy. Znaménko minus pak vyjadiuje, ze sila na
kyvadlo pusobi v opac¢ném smyslu, nez je pohyb podlozky. Clen na pravé strané
lze pro prehlednost prevést na levou stranu

d?6 LG <mrtk cos 9) d’z

arr

de? J J

Finalni podoba rovnice, ktera popisuje pohyb jednoho metronomu na pohyblivé
desce pak muze nabyvat tvaru

<9>2 = 1] n <m”k COS@) Cr o s
o dt J dt?

V rovnici ptibyl velmi zajimavy élen, vyraz s thlovou rychlosti % a parametr
0o, ktery specifikuje maximdlni vychylku kyvadla (viz nize). Hranatd zavorka
obsahuje tzv. van der Polav ¢len (viz Strogatz [14])E], ktery v rovnici soucasné
modeluje brzdné sily okoli (vzduch, tfeci sily v ose otdceni) a soucasné i sily,
které kmitavému pohybu dodévaji energii (v situaci s metronomy se miize jednat
naptiklad o stlacenou pruzinu uvniti strojku, ktera skrze ozubené soukoli dodava
konstantni ,davky“ energie). Pokud je 6 > 6y, pak je vyraz uvnitt hranaté za-
vorky v rovnici zaporny a kyvadlo tak brzdi. Je-li naopak 6 < 6, zavorka
je kladna a v takovy moment dodava kmitavému pohybu energii. Jinak feceno
funguje jako brzdna sila pro thlové vychylky vétsi nez 6y a naopak rozhybava
kyvadlo pro vychylky mensi. Lze dokazat, Zze pro ¢ < 1 amplituda kmiti met-
ronomu s parametrem 6 odpovida priblizné thlu 26, (podle [14])P} UzZiti tohoto

d*o
w m,':]tkg Sin@ + €

IKapitola 7.1 Examples, ptiklad 7.6.1
2Kapitola 7.6 Weakly Nonlinear Oscillators, piiklad 7.6.2.
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zjednodusujiciho ¢lenu, ktery shrnuje oba druhy sil dohromady, vsak mtize mit
za nasledek nedosazitelnost nékterych realnych reseni — tivaha je vice rozvedena
v sekci [3.2.3

Pro dalsi popis je nyni treba urc¢it vhodnou souradnou soustavu. Kandidatem je
souradnicova soustava vztazena k tézisti celého systému (podlozky a obou metro-

nomt). Souradnice z;, kterd popisuje z-ovou soutadnici tohoto tézisté, by v blize
nespecifikované soustavé méla tvar

Mxo+ mxi + mxs
T = ,
! M +2m

(3.2)

kde M je hmotnost podlozky a z je jeji z-ova souradnice. Jednd se tedy o vazeny
prumeér z-ovych souradnic vSech komponent systému, kde vahami jsou hmotnosti

x; = + l; + rysin 6, (3.3)
zde [;, 0; jsou po fadé vzdalenost metronomu vuci podlozce a thlova vychylka

daného kyvadla. Pti tvaze, Ze na systém neptsobi zadné vnéjsi sﬂyEL pak pro

vV

dQZEt
dt?

=0.

Pokud se k této podmince doda také podminka, ze poc¢atecni rychlost tézisté je
nulova, pak nutné x; je nezavisla na case.

P1i dosazeni (3.3]) do (3.2)) a dpravé lze dospét ke tvaru

m(l1+lg) m
M +2m M +2m

Ty — T (sin 6y + sin 6y). (3.4)
Vyraz na levé strané (3.4)) je konstantou a lze zvolit systém souradnic tak, aby se
rovnal nule, presnéji

m(ll + lg)

= M +2m

Diky tomu lze vychylku podlozky urcit ve tvaru

m ) .
T = —mnk(sm 0, + sin 6y). (3.5)

Protoze je podlozka ovlivnéna obéma metronomy, jeji vychylka je jednak na po-
hybu obou zavisla, jednak se vyskytuje v rovnicich kazdého z metronomt. V di-
sledku je vazebnym c¢lenem v nasledujici soustavé rovnic.

3Kmity kyvadel metronomii, kterd rozhybavaji desku, nejsou vné&jsimi silami. Plati-li k tomu
M > 2m je pohyb podlozky a jeho zména oproti pohybu kyvadel pomalejsi, odpor vzduchu lze
pak pro pohyb desky zanedbat. Tten{ také, jednd-li se o valivé, nebo tfeni v zavésu (pokud je
podlozka zavésena).
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Vztah (3.5)) 1ze nyni dosadit do (3.1]) a pomoci prislusnych indexu ziskat soustavu
pro dva metronomy

d*0,  mrug . db,
e Ty st (gh) — 1 o
6a
_ (mrtk}zos 91) (Mm—:t;m> 5 (sinf; +sin ) = 0,
d*0y,  mryg | dby
@ Ty smbetel (gn) —1 )
0 e '
_ (mr”“;OS 2) (Mm:t§m> e (sinfy + sin6y) = 0.

Vyse uvedena soustava rovnic uvazuje oba metronomy zcela identické. Pak se
shoduji i jejich frekvence, coz neni ve skutecnosti plné dosazitelné. K tomu navic
muze byt vhodnou otézkou, jak tispéch synchronizace zavisi na rozdilnosti téchto
frekvenci — hleddni odpovédi je zaclenéno v sekei [3.2] Presto jsou pro usnadnéni
popisu nékteré parametry ponechany pro oba metronomy bez rozdilu — hmotnost
m, koeficient €. Mnozstvi ostatnich parametri, které se v rovnicich vyskytuje,
vsak komplikuje analyzu celé soustavy.

Problém s identickymi frekvencemi lze odstranit prostym zavedenim parametri

wp = [T g,
J

coz jsou modifikované vlastni frekvence jednotlivych metronomi, které se od sebe
vzajemné mohou lisit. V ptipadé skuteénych metronomii jsou tyto vlastni frek-
vence upravovany posunutim mensiho zavazicka po hornim rameni kyvadla metro-
nomu, tedy dochézi ke zméné jak JZ, tak i 744, COZ je po fadé moment setrvaénosti
se wy a wy (a tedy 1 ryq, Tw2) od sebe lisi jen Velml maloﬂ Diky tomu lze na-
déle uvazovat pro oba metronomy shodny moment setrvacnosti J a v poslednich
¢lenech obou rovnic jeden shodny parametr ry, ktery zde kvuli zminénym
predpokladim ma roli priméru mezi obéma metronomy. Vyse uvedené podminky
se do rovnic promitnou nasledovneé:

26, o0\ | dby
pr +wisinf) + ¢ (00> —1] o .
Ta
0 d?
B <m7“tkjos 1) (Mm—:t;cm> s (sin@; +sinfy) =0,
26, 6:\" | dbs
pr + wisin By + € <90> —1] o
(3.7b)

0 d?
B <m7‘tkjos 2) (Mm—:t;m> o (sinf; + sinfy) = 0.

2 . 10—5
Ttk — Tth2| &~ 10
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Problém s mnozstvim parametri lze poté vytesit zavedenim bezrozmérného
(viz [14]) ¢asu T = wt, pricemz je vhodné, aby platilo
w1+ w
w= 12 (3.8)
2
Zde je tedy w primérem obou frekvenci, coz ma opodstatnéni v ivahach o malych
rozdilech w;, rozebiranych vyse. Z toho ale také plyne radovy odhad pro w:

2 Mrug

J )
nebot ry a J na pravé strané této aproximace maji téz roli priameéru.
Rovnice (3.7) pak lze pouzitim véty o derivaci slozené funkceﬂ

d d

(91)2 B 1] dy
% dr (3.10a)
2

d
— [ cos Qlﬁ (sinfy + sinfy) = 0,

a parametri w; prevést na tvar

d291 w1 2 .
d72+<w) sin i+ p

2 2 2
Cfle;—i- (a&) sin 0y + u (?) —1] Cff?
g . 0 g (3.10Db)
d2
— B cosbty—— (sinfy + sinfy) = 0.

dr?
Zapis se jesté zjednodusil zavedenim bezrozmérného parametru 3, pro ktery plati

B . mri mrie
- J M+2m’

Tento parametr v modelu predstavuje citlivost vzajemného ptisobeni metronom,
resp. se podle Pantaleona (Pantaleone [10]) jedné o vazbovy parametr. Realné jej
lze pro nastavené metronomy upravovat pomoci M. Je-li podlozka kuptikladu
prilis hmotné, pak ji metronomy nejsou schopny prtilis rozhybat a vazba tak miize
zaniknout.

Podil dhlovych frekvenci, kterym nasobime ¢len sin 6; v prislusné rovnici, lze také
prevést na dalsi bezrozmérny parametr. Diky predpokladu, zZe se vlastni frekvence
w; kazdého metronomu lisi od w jen malo, tento rozdil lze napsat jako

Aw; = w; —w

a pomoci néj prepsat pomér frekvenci nasledovneé:

\ 2 Aw: )2 Aw: )2 Aw;
<wl> — <M> - <1+ wl) ~ <1+2 wl) =1+ A,
w w w w

. . . ye v 7 2 2
5 Analogicky pro derivaci druhého Fadu ;? = w2ddﬁ
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kde bezrozmérné je pravé A;. V situaci, kdy se jednd o dva metronomy a w je
aritmetickym primeérem thlovych frekvenci plati, ze

Awl = _AWQ
a poté

A=A =—-A,.

S posledni Gvahou lze jiz rovnice (3.10) finalizovat do tvaru

(%)2 . 1} )
o dr (3.11a)
2

— B cos Hld— (sin + sinfy) = 0,

dr?
ORIk
bo dr (3.11Db)
2

— B cos 02dd72 (sin# +sinfy) = 0,

d?0,

d?0, .
W+(1 — A)sinty + u

jejichz fesenim jsou funkce 6;(7),7i = 1,2.

3.2 Numericka reseni

Reseni rovnic byla numericky spoc¢itana pomoci programu Wolfram
Mathematica. Pro ivodni vypoéty byly hodnoty parametrit A ~ 1073, 8 = 0,011,
= 0,010, w = 10,9 s71, 6y = 0,39 rad prebrany z [10]. Parametry metronomi
byly odhadnuty na zakladé skutecného metronomu tak, aby spliovaly podminky
v predchozi vété: m =43 -1072 kg, 7, = 2,72-1072 m, J = 9,5-107° kg - m?.
Pro zkoumani synchronizac¢ni tendence je vyhodnéjsi prejit od tthlovych vychylek
0;(7), které mohou byt z definice kladné i zaporné, k funkeim popisujicim, v jaké
fazi se dany periodicky déj nachazi. Co je pod pojmem faze mysleno naznacuje
obrazek [3.3] kde faze odpovid4 ¢islu @; € R. Diky tomu lze zavést vztah

(I) == (I)l - (I)Q, (312)

ktery vyjadiuje fazovy rozdil metronomu. Je-li & = 0, tj. je-li fazovy rozdil nu-
lovy, nebo konstantni, pak lze tici, Ze jsou metronomy synchronizovany. Pro roz-
poznani synchroniza¢ni tendence by bylo vyhodné zobrazit graf ®(t), tj. zavislost
fazového rozdilu primo na case. Vzhledem k implicitni definici faze jej vSak nelze
nalézt pro kazdy cas t. Tuto komplikaci lze obejit tak, Zze nebude zkoumén cely
casovy pribéh fazového rozdilu (3.12)), ale pouze prichody nulovou fazi. Presnéji
reCeno, misto fazového rozdilu v konkrétnim case se méri ¢asovy rozdil prichodu
konkrétni fazi

AT; = Ty; — Ty, (3.13)

kde pro T;; plati ®;(7T;;) = 0 a AT} lze nazvat casovy rozdil nulové faze.

Prakticky je rozdil urcen tak, ze pri numerickém vypoctu odchylek 6; z rov-
nic jsou pro oba metronomy hlidany situace, kdy se kyvadla nachézi v nu-
lové fazi. Proto je nutné sledovat jak 6; = 0, tak 6, > 0, pficemz jsou zaznamenany
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Obrazek 3.3: Faze metronomu ve fazovém prostoru

prislusné casy T;;. Do grafii je pak vynasena zavislost AT /T na case t, pficemz T
je prumeérna perioda jednoho kmitu, urc¢ena pomoci prumérné frekvence w dané

vztahem (3.8)).

Podle modelu (3.11)) mohou v principu nastat dvé situace synchronizace ve fazi,
zachycené v grafech na obrazcich [3.4] a

Pro vysledek zachyceny v grafu na obr. byly stanoveny nasledujici pocatecni
podminky: 6, = 7/7, 0] =0, 0 = —x/6, 0, = 0. Vyvoji na obrdazku odpovi-
daji pocatecni podminky: ; = —7/6, 0] = 0, 5 = 7/6, 05, = 0. Z obou grafi Ize
vycist, ze casovy rozdil AT je pro t = 0 asi 0,5 primérné periody, coz odpovida
skutecnosti, ze poc¢atecni thlové vychylky kyvadel jsou vzajemné opacné oriento-
vané — stejné velikosti jsou vSak jen na obrazku [3.5]

Pti porovnani obou pripadt je patrny hlavni rozdil v limitnim chovani metro-
nomt. Zda se, Ze na obr. [3.4] posloupnost konverguje k nule, zatimco na ob-
razku k hodnoté 1. Prvni situace naznacuje, Zze pomalejsi metronom nakonec
,dozene“ druhy, rychlejsi a nadale jejich kyvadla kmitaji shodné, zatimco v dru-
hém pripadé utece rychlejsi metronom o celou jednu periodu, nez jej pomale;jsi
zbrzdi, takze se jejich fazovy rozdil bude konstantné rovnat jednomu cyklu (tedy
vlastné 27), coz ovSem diky periodicité déju stale znamend synchronizaci ve fazi.
Ve skutecnosti nejsou limitni hodnoty presné 0 a 1. Situace zachycené v grafech
ukazuji, ze se faze metronomu budou po ustdleni drobné lisit o néjakou kon-
stantni hodnotu. To by mél byt dusledek hlavné rozdilnych vlastnich frekvenci,
nebot jsou-li do rovnic vlozeny identické parametry pro oba metronomy, synchro-
nizace odpovidéd presné hodnotdm AT /T = 0, resp. AT /T = 1.
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Obrazek 3.4: Synchronizace metronomu ve fazi - fazovy rozdil ~ 0

Pocatek posloupnosti AT /T umistény v hodnoté blizké 0,5 muze vyvolat otazku,
zdali by vysledny fazovy posun pfi synchronizaci mohl dosahnout praveé speci-
alni hodnoty ® = m — ekvivalentné vyjadreno, jestli mize AT/T — 0,5 pro
t — 00? To by znamenalo, 7ze kyvadla kyvaji pfesné proti sobé. Ze by se mohlo
jednat o realizovatelny vysledek, ¢i dokonce v urcitych podminkach o stabilni
stav, do kterého systém dospéje vzdy, napovida hned nékolik zdrojfﬂ o kterych
je vice pojedndno v ¢asti[3.2.3] V obou grafech [3.4] a [3.5] metronomy totiz zacinaji
témér v protifazi, ¢asovy vyvoj vsak ukazuje, ze se nakonec situace prevrati do
synchronizace ve fazi.

Tuto skutecnost 1ze vysvétlit v zdsadé dvéma zpisoby. Jednak miize platit, ze
ustalena protifaze, ackoliv oznacitelna jako synchronizované chovani, by neméla
byt ani udrzitelna, ani dosazitelna. Pri vyvoji systému by neexistovaly podminky,
které by zajistily kmitani kyvadel presné proti sobé. V terminologii zkoumani ne-
linearnich dynamickych systému se tudiz nejedna o tzv. stacionarni bod vyvoje
systému, do kterého by bylo mozno stabilné dospét a v némz by se systém usadil
a dalsimi zménami neprochéazel.

Naopak se sice muze jednat o stacionarni stav, ktery je ale nestabilni. Pokud
v takovém stacionarnim bodé systém zacne a neni narusovan vnéjsimi vlivy, pak
v tomto stavu setrvava navzdy. Jakakoliv drobna odchylka, kterd systém , postréi®
z tohoto stavu pry¢, zajisti jeho zménu, kterd mize spét k néjakému stabilnimu
stacionarnimu stavu, nebo se vyvoj nikdy nezastavi (zadny stacionarni bod nee-
Xistuje)ﬂ Do nestabilniho stacionarniho stavu se systém nikdy sam nevrati.

SDemonstraéni video: https://www.youtube.com/watch?v=5JFTfcqk-6w. Nelze sice jisté
hovorit o synchronizaci v protifazi, nebot je video prilis kratké a k preklopeni do synchronizace
ve fazi by mohlo dojit pozdéji. Jako ukazka, co si pod tim predstavit, je vSak vhodné.

"Vibornym pifkladem je prevricené kyvadlo. Existuje jediny bod, v némz kyvadlo udrzi
rovnovahu — pokud je jeho rameno rovnobézné se smérem piisobici gravitacni sily — nestabilni
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Obréazek 3.5: Synchronizace metronomu ve fazi - fazovy rozdil ~ 27

To vypovida o citlivosti takového stavu a mohlo by platit, Ze numerickym fesSe-
nim jej nelze v nastaveni s uvedenymi pocatecnimi podminkami nalézt. I drobné
chyby, které jsou do TeSeni vneseny pouzitymi numerickymi metodami, mohou
synchronizaci v protifizi narusit. Ze vsak ma situace ® = 7 pro synchronizaci
néjaky vyznam totiz napovidaji praveé jina nastaveni pocatecnich podminek. Na-
priklad volba shodné velkych pocatecnich vychylek v protifazi, pricemz jsou oba
metronomy nastaveny jako identické (maji shodnou vlastni frekvenci). Vyvoj si-
tuace je na obrazku [3.6]
Z grafu na obr. lze vycist, ze urcity Cas se protifaze drzi a zda se stabilnim
stavem, coz je vSak okolo 140 sekund vyvraceno. Zde dojde k nahlé rychlé zméneé
fazového rozdilu a nésledné ustéleni fazového zamku pobliz hodnoty AT /T = 1.
Predchozi tvaha ukazuje, ze synchronizaci v protifazi nelze v modelu doséh-
nout ani s identickymi metronomy. Lze si tak klast otazku, zdali vyznamnou
roli v tomto problému nehraji jiné parametry, kuptikladu sila vazby (5. Presnéji
feceno je mozné se ptat, jak na tomto parametru zavisi vyvoj celého systému?

3.2.1 Zavislost na sile vazby

V prvni fadé je tfeba zminit, ze parametr 3, ktery ma roli sily vazby, ma

diky svému zavedeni v rovnicich (3.10)) urcity horni odhad. Staéi brat hmotnost
M = 2m, coz je dolni odhad hmotnosti M, pri némz lze jesté predpokladat plat-

stacionarni bod. Pti drobném naruseni vSak spadne a dospéje do stabilniho stacionarniho stavu —
opét rovnobézné se smérem gravitace, nyni vSak kyvadlo visi doli. Pokud by kyvadlo naptiklad
viselo na néjakém vibrujicim zavésu, mohlo by dojit k tomu, Ze se nikdy v zaddném misté

nezastavi — pak stacionarni bod neexistuje.

93



1.2 Sy
L : v' 7
0.8F . 1

AT/T
o
o

0.4r
0.21 i
OO ;1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 7
0 50 100 150 200
t[s]

Obrézek 3.6: Vyvoj fazového rozdilu identickych metronomt zacinajicich v proti-

fazi

nost podminek na zvoleny systém soufadni(ﬂ Tim plati pro horni odhad, za uziti

hodnot stanovenych pro metronomy na zacatku sekce, 5 ~ 0.083.
Vyssi hodnota [ pri stalych parametrech metronomt je dosazitelna snizenim

hmotnosti podlozky. Lehka podlozka je snédze uvedena do pohybu, jak je vsak
patrné z nasledujicich rozbort, nutné to nemusi znamenat silnéjsi vazbu zajis-
tujici synchronizaci. Stejné tak snizeni hodnoty 8 znamena riist hmotnosti pod-
lozky, coz v prvnim pohledu miiZe snizovat vazebnou schopnost. Pro g = 0, tedy
M > 2m, vazba totiz zanika. Obecné by toto tvrzeni vSak bylo unahlené, o ¢emz
vypovidaji i grafy na obrazku [3.7 Ukazuji, jak souvisi vysledny casovy vyvoj
a rozdilné hodnoty parametru /5.

Pro ptehlednost jednotlivych vysledkta jsou vybrany jen urcité hodnoty (5. Po-
¢ateéni podminky jsou ve vSech situacich stejné a jsou shodné s podminkami

v situaci na obr. 3.4 Vysledky ihned potvrzuji, Ze limitn{ chovan{ systému na

tomto parametru znacné zalezi.
Vyvoj s hodnotou = 0 diverguje. V takové situaci vymizi ¢len s vyrazem

sin(f;) + sin(fy) v rovnicich a jednd se o pripad nezavislych kyvadel. Li-
bovolné malé rozdily ve vlastnich frekvencich w; pak nutné zptsobi narust ¢aso-
vého, a tedy i fazového rozdilu mezi kyvadly. Prvotni pokles posloupnosti znadi,
ze rychlejsi metronom dohani tempo pomalejsiho (zac¢inaji témér proti sobé), nez
jej nakonec predbéhne. To urcuji jednak frekvence metronomi, jednak pocatecéni
vychylky. Pti této konfiguraci metronomy nejsou schopny s podlozkou vitbec hy-

bat.
Pro hodnoty v rozmezi 0 < 8 < 0,06 podle gratii dochazi k jedné ze synchro-

8Pro zanedbani odporu vzduchu pii pohybu desky je tfeba aby M > 2m — viz pozndmka

pod éarou @
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nizaci, které byly diskutovany na obrazcich a [3.5] Ukazuje to, ze podlozka,
ackoliv velmi hmotné, zde jiz roli vazby plni. Dokonce v porovnani s dalsimi grafy
vykazuje i rychlejsi dosazeni synchronizace, asi okolo 100 s. Nadale se projevuje
pro hodnotu g = 0,071 zajimavy jev. Synchronizace se dosdhne pro ¢asovy rozdil
AT/T = 2, tedy rychlejsi metronom staci ,utéct“ pomalejsimu o dvé periody,
nez se projevi ucinek vazby, nebo nez je pomalejsi metronom urychlen pohonnym
mechanismem tak, aby viibec druhy metronom stacil ovlivnit. Této skutec¢nosti
lze dosdhnout pro vice hodnot 3, nez ukazuje graf na obrazku (3.7, coz bylo zjis-
téno jemnéjSimi zménami parametru.

Pro hodnoty 0,075 < 3, coz by odpovidalo desce leh¢i, nez v predchozich pri-
padech, dochazi ke zméné limitniho chovani. Relativni ¢asovy rozdil zac¢ina osci-
lovat v uréitém rozsahu a k synchronizaci viibec nedochéazi. Oproti f = 0, kdy
také nedojde ke sjednoceni chovani metronomt, se vSak metronomy stale ovliv-
nuji. Zajimavé je pozorovani, ze k oscilaci dochazi okolo néjaké hodnoty blizké
hodnoté AT /T = 0.5, coz je hodnota odpovidajici pfipadné synchronizaci v pro-
tifazi. Také lze z poslednich dvou grafi na obrazku vycist, Ze se rozsah oscilace
se zvétsujicim se [ zmensuje. Vyvstava otazka, zdali toto neni cesta k dosazeni
synchronizace v protifazi, ovSem je tfeba opét pripomenout omezenost 3 shora
hodnotou 0,0827

Podrobnéjsi rozbor vyvoje systému v zavislosti na g a jeho jemnéjsi déleni v ur-
¢ené horni hranici neodhalil pro zminéné pocatecni podminky zadné dalsi zaji-
mavé vysledky. Ackoliv tedy parametr S v modelu ovliviuje, zda dojde k syn-
chronizaci a s jakym fazovym rozdilem, synchronizace v protifazi s jeho zménou
a uzitymi podminkami pro numericka reseni dosazitelnd neni.

3.2.2 Zavislost na rozdilu frekvenci

Nadale byla promérovana zavislost na parametru A. Ten popisuje, jak moc
rozdilné jsou frekvence metronomii. Vypocet by v prvnim priblizeni slo provést
¢isté pres posloupnost ruznych hodnot A. Problémem je, ze v realné situaci do-
chazi k upravé frekvence kmitani metronomu pomoci posunu zavazicka na del-
rueist = {1,2}, ale i momentu setrvacnosti kazdého kyvadla. Vzhledem k tomu,
Ze jsou v rovnicich uvazovany momenty setrvacnosti pro oba metronomy
shodné, coz se také projevuje v definici parametru [, je tato skutecnost pri zméné
A reflektovana nasledovné: pozice zavazicka na jednom metronomu zustava kon-
stantni — tedy je konstantni i w; — méni se pouze 14 2, z niZ je wy uréena pomoci

MTk2g
Wy = (| ——.

To je dfﬂeéﬁé prave také pro parametr (3, ktery pti povolenych rozdilech frekvenci
prochézi nezanedbatelnou zménou AB ~ 1073 (z4visi na primérné frekvenci w
a ry) a jak bylo vidét v sekci , ovliviiuje vyslednou synchronizaci. Proto
je ve vypoctech kazdého casového vyvoje zahrnuta pro danou hodnotu A pravé
i prislusna hodnota j3.

9Pokud se v modelu ignoruje dolni odhad hmotnosti M a parametr 3 se pii uvazované
konfiguraci zvétsuje nad hodnotu 0,083, ukazuje se, Ze by oscilace vymizely a hodnota AT /T
se ustdlila na hodnoté 0,5.
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Vzhledem k tomu, ze parametr A je zaveden pro dostatecné malé odchylky vlast-
nich frekvenci w; od primérné frekvence, je nutné tento fakt také zohlednit —
presnéji byl parametr A bran v takovém rozsahu, aby platilo

14+ A
1 LQ) <1073,
“1
()
coz odpovida hornimu odhadu frekven¢niho rozdilu
|w1 - CUQ| S 0.5.

Vysledek pro podminky uvedené na pocatku kapitoly je zachycen v grafu |3.8
(vodici linky odpovidaji hodnotam AT/T € {1,2,3,4}). Zde je vidét, ze k syn-
chronizaci dochézi pouze pro vzajemné blizké frekvence. Ukazuje to interval okolo
A = 0, kde v zavislosti na parametru dojde k synchronizaci ve fazi odpovidajici
kladnému celoc¢iselnému nasobku 27. To je ddano pravé rozdilnymi frekvencemi
a jak bylo zminéno dfive, zalezi na tom, kdy se metronomy dozenou. Pro A do-
stateéné vzdélené od 0 jiz ¢asové rozdily AT /T diverguji.

To, ze neni interval, v némz k synchronizaci dochéazi, soumérny podle A = 0, lze
vysveétlit pravé popsanou souvislosti parametri 5, w a hodnoty A. Je-li A < 0,
znamena to, ze wo > wy a vzhledem ke konstantni hodnoté w; je primérna frek-
vence vyssi nez pro A > 0. Tedy pro A < 0 je hodnota [ vyssi nez pro A > 0.
Tyto rozdily S mohou ovlivnit limitni chovani a mit za nasledek pravé nesymet-
ri¢nost intervalu.

Vzhledem k tomu, ze parametr 5 1ze nezavisle na frekvencich upravovat hmotnosti
podlozky, naskyta se otazka, jak se rizné pocatecni podminky pro S promitnou
do promérovani vyvoje v zavislosti na A.

Pokud plati

M = 2m,

pak je v zavislosti na A vysledny graf typové stejny, jako na obrazku 3.8 a k zad-
nym prekvapivym situacim nedochézﬂ. Co je vsak zajimavé, ze pri studovani
zavislosti na parametru ( se pri zadanych podminkach zdala synchronizace snaze
dosazitelnd pro mensi hodnoty 3, vétsi hodnoty M. Metronomy se sjednotily
s mensim fazovym rozdilem. Jak ale ukazuje obrazek s vétsi hmotnosti M,
tedy mensi hodnotou [ se zmensuje interval okolo A = 0, na némz dochéazi k syn-
chronizaci.

Ve vysledku se dostavame k zajimavé vzajemné zavislosti. Je-li § prilis velka,
nemusi k synchronizaci viibec dojit ani pti malych frekvenc¢nich rozdilech. Pokud
vsak k synchronizaci dospét 1ze, vétsi 5 ji umoznuje pro vétsi frekvencéni rozdily.
Na druhou stranu ptili§ mald [ interval synchronizace okolo A = 0 zna¢né ome-
zuje. Tato vzajemna souvislost mezi parametry a vliv jejich kombinace na limitni
chovani by tak mohla napovidat o kiehkosti synchronizacni tendence.

0Qpaénou tpravu hmotnosti, tedy volbu M < 2m, nelze uvazovat kvili piedpokladiim uzité
soustavy soufadnic v éasti @
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3.2.3 Synchronizace v protifazi

P1i promérovani zavislosti vyvoje systému na sile vazby se pro hodnoty para-
metru 8 > 0.75 projevovala oscilace ¢asového (fazového) rozdilu okolo hodnoty
0.5, poloviny jedné periody (protifdzi). Pro dané podminky byl parametr 5 ome-
zen shora kvili pozadavku na hmotnost podlozky M.

Jiny zpiisob, jak ménit hodnotu 3, byl diskutovan diive v souvislosti s parametrem
A — priimérnou frekvenci metronomt. Pokud se napiiklad vezme w = 12.8 s71,
¢ehoz by bylo mozné v realité dosdhnout napriklad odstranénim posuvného za-
vazicka z horniho ramene metronomu, vzroste pti hmotnosti podlozky M = 2m
parametr $ na hodnotu 0.13, coz je znacné vyssi hodnota, nez nejvyssi promeé-
fovana v sekci Dalsi parametry ménény nebyly, pocatecni podminky jsou
stejné jako v situaci na obrazku [3.4] vysledek vypoctu zachycuje obrazek [3.10]
Experimentalni ovéreni dosazeni synchronizace v protifazi pii odstranéni zava-
zicek z ramen metronomu je kratce diskutovano naptiklad i v praci Pantaleona
(Pantaleone [10]). Zde je téZ naznaceno, Ze zvySovani § prili§ neodpovida pozoro-
vanym situacim, kdy k protifazi doslo — prvotni ivaha totiz vede spise ke snizovani
hodnoty . Inspiraci této myslenky lze najit i ve studiich Huygensovych hodin,
napiiklad v ¢lanku Bennetta a kol. (Bennett a kol. [I]), nebo Ramireze a kol.
(Ramirez a kol. [11]), kde je synchronizace v protifdzi hlavnim predmétem dis-
kuze. V jednoduchosti, Huygensovy hodiny jsou brany jako kyvadla zavésenad na
silném tramu velké hmotnosti. V takovém nastaveni by pak parametr g mél byt
spise mensi.

Ackoliv jsou zkoumané modely v [I] a [II] znacné odlisné oproti modelu uvazo-
vanému v této praci, velkou roli zde pro limitni chovani hraje pomér hmotnosti
kyvadel a celého systému, coZ je ovSem obsazeno pravé i v parametru 3. Podle [I]
by tedy méla k synchronizaci v protifazi vést mensi hodnota parametru 3, tedy
vétsi hmotnost podlozky oproti hmotnosti kyvadel, coz si odporuje s poznatkem
na zacatku této sekce. Naproti tomu v [II] jsou FeSeny obé zdanlivé paradoxni
situace — k protifazi vede za urc¢itych podminek jak mala hodnota, tak velka hod-
nota (. Vysvétleni tohoto jevu je v [I1] pfisouzeno nikoliv piimo sile vazby, ale
tomu, jaké brzdné sily v systému piisobi.

To by mohl byt pripad i modelu pouzitém pro metronomy. Jednim ze zakladnich
predpokladii, na kterém je vystavén souradny systém, v némz rovnice nabyvaji
tvaru (3.11)), je zanedbani pohybu podlozky vii¢i pohybu metronomii. Vyssi frek-
vence metronomi v kombinaci s nizsi hmotnosti podlozky mtize predstavovat
zesileni tohoto predpokladu. Lehéi podlozka sice snaze podléha pohybu kyva-
del, vysoka frekvence vsak zptisobi, ze podlozka nestiha ,reagovat®, coz by bylo
mozné analogicky popsat silnéjsimi vnéjsimi brzdnymi mechanismy, ptsobicimi
na podlozku. Tento efekt je zminovan i v [I0], kdy je mozné synchronizace v pro-
tifdzi dosdhnout pravé zvySenim vnéjsich brzdnych efekti (pohyb podlozky na
plechovkach na mokrém podkladu). Pouhou tpravou hmotnosti podlozky, jak
bylo ukazano pti zménach [, tohoto efektu v uzitém modelu dosdhnout nelze.
To je logické i vzhledem k tomu, ze parametr § je vystavén na pozadavcich uve-
podlozku) zadné vnéjsi sily nepisobily.

Synchronizace v protifazi tedy je pro jednotné limitni chovani vyznamna i ve zde
pouzitém modelu. Jak je vsak vidét, ze podminky jejiho dosazeni neodpovidaji
béznému nastaveni metronomt a jeji vysvétleni mize byt skryto za usuzovanymi
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podminkami pfi analyze rovnic v modelu pouzitych.
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Z.aver

Diplomova prace je rozdélena do ti primarnich kapitol. Kazda kapitola pred-
stavuje néjaky matematicky model synchronizace, at s konkrétnim zamérenim
(svétlusky a metronomy), nebo obecny (Kuramotiv). Usporadéani kapitol je podle
obtiznosti modelu, jimz se kapitola zabyva, respektive slozitosti numerickych te-
seni, nebot teoretické ¢asti nejsou z divodu zameéreni a narocnosti prace probrany
prilis do detailii. Veskeré obrazky a grafy v praci obsazené jsou vytvoreny pre-
vazné v programu Wolfram Mathematica a v programu GeoGebra.

Prvni ¢ast se tyka nejjednodussiho modelu predstavovaného blikajici svétluskou
a vnejsim zdrojem, kterému se svétluska snazi prizptsobovat. Model je prevzaty
ze Strogatzovy knihy [14]. Predstavena jsou numerické feseni, pro rizné poc¢ateéni
parametry systému svétluska-zdroj. V této kapitole je také vysvétlen termin sta-
cionarniho bodu (stabilniho i nestabilniho) pomoci prislusnych grafi. Rozsireni
kterych je, na zakladé prace Pantaleona [10], navrzeno nékolik moznych. Vysledky
modelt byly porovnavany s vysledky situace jednoho zdroje a posuzovana jejich
konzistentnost. Pravé zde dochazi ke zmince o Kuramotové modelu, ktery je pred-
métem druhé kapitoly.

Ta navazuje zobecnénim situace dvou vzajemné vazanych oscilatort. 1 zde je
proveden rozbor modelu a predstavena numericka reseni. Obdobné jako v knize
Strogatze [14] je pro grafické vyobrazeni feSeni zvolen ¢tverec o délce hrany 27 ve
fazovém prostoru dvou oscilatort, pricemz z davodu periodicity jsou ztotoznény
protilehlé strany. Ukazany jsou zde rtizné vyvoje na zakladé volenych pocatecnich
podminek (napfiklad, jak se chova nestabilni stacionarni bod, jak vypadd dplna
synchronizace, k jakému vyvoji lze dospét, pokud jsou oscilatory prilis rozdilné
ve vlastnich frekvencich).

Cast tykajici se myslenek A. Winfreeho je jakymsi mostem k obecnému Kura-
motovu modelu, nebof obsahuje myslenky, na kterych Kuramoto svoji praci sta-
vél. Dilezité zde jsou predpoklady podobnosti oscilatort, pouze slabé vazby mezi
nimi a pro kazdy oscilator, je-li volny, dospéni do jednoho stabilniho periodického
stavu. Nadale pak také vyvozeny vysledek, ze ve velkém mmnozstvi vazanych os-
cilatort vznika pri prekroceni urcité hodnoty vazebné sily, tzv. kritické hodnoty,
castecnd synchronizace, a to mezi oscilatory, které maji nejpodobnéjsi vlastni
frekvence. Oscilatory s vlastnimi frekvencemi prilis odlisnymi se s touto skupinou
nesynchronizuji.

Jak na téchto ivahdch Kuramoto vystavél sviij model je rozebrano v dalsi sekci.
Zde je uveden obecny model, nastinéni jeho zjednodusenti a velice dulezity prvek —
parametr usporadani, ktery je vlastné zobecnénim fazového rozdilu uzivaného v si-
tuaci dvou oscilatori, a ktery se dale pouziva pro analyzu vyvoje skupiny oscila-
tortd. Opét jsou vysledky numerickych vypocti zaznamenany prevazné v grafech.
Ty ukazuji, ze takovyto matematicky konstrukt opravdu dospéje pti vhodnych
podminkach do stavu jednotného chovani pro vsechny komponenty.

Posledni ¢ast druhé kapitoly se zabyva porovnanim kritické hodnoty vazebné sily
nalezené v numerickych resenich a teoreticky urc¢ené pomoci vzorce odvozeného
primo Kuramotem. Diskutovana zde je vcelku dobréd shoda, a to pro rtizné kon-
figurace systému. Zadné dalsi teoretické podklady zde vSak uvedeny nejsou kvili
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jejich prilisné slozitosti.

Treti kapitola se tyka nejkomplexnéjsi soustavy — dvou mechanickych metronomt.
Tato cast byla volena hlavné z divodu jeji vhodné prezentace, bez obtizi lze do-
hledat ruznd videa tohoto fenoménu (i s vice nez dvéma metronomy), nékteré
odkazy jsou uvedeny piimo v textu. S trochou sikovnosti a s vhodnymi pomrtic-
kami by bylo mozné pravé tuto ¢ast zaradit a predvést jako zajimavy priklad pti
vyuce fyziky ¢i matematiky. Pritom lze zminit, Ze podobné se synchronizuji na-
priklad bunky v zivych organismech (napft. srdce) a zavést tak presah do dalsich
predméti.

V této kapitole je popsano odvozeni pohybovych (vyvojovych) rovnic metronom,
zdivodnéno uziti jednotlivych parametri a opét nalezena numericka reseni a ana-
lyzovana jejich zavislost na téchto parametrech. Grafické zpracovani vysledkt je
zde doplnéno o trojrozmérné grafy v situacich, kdy to bylo vyhodné. Zajimavym
vysledkem zde bylo nalezeni specidlnich podminek, pfi kterych by metronomy
mély kmitat proti sobé, tedy v protifazi.

Pro prvni dvé kapitoly byly vyrobeny interaktivni aplikace/animace, které mohou
usnadnit pochopeni diskutovanych situaci a které jsou soucasti priloh, pripadné
dohledatelné na Wolfram Cloudu na adresach uvedenych v zavéru kazdé jednot-
livé kapitoly.
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