
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Úvod

V živote, tak ako v matematike sa často stretávame s rôznymi druhmi od-
hadov. Niekedy sa jednoducho k presnej odpovedi nevieme dostat’, inokedy nás
presná odpoved’ ani nezauj́ıma. Špeciálnym pŕıpadom odhadov sú matematické
nerovnosti, do ktorých patria aj pravdepodobnostné nerovnosti.

Nech (Ω,A, P) je pravdepodobnostný priestor a X je reálna náhodná veličina
s konečnou strednou hodnotou E X a nenulovým rozptylom σ2. Označme F dis-
tribučnú funkciu náhodnej veličiny X. Pre a > 0 dostávame

E |X|r =
Z ∞

−∞
|x|r dF (x) ≥

Z
|x|≥a

|x|r dF (x) ≥ ar
Z
|x|≥a

dF (x) = ar P(|X| ≥ a).

Podeleńım pravej strany výrazom ar dostávame nerovnost’ v následujúcom
tvare

P(|X| ≥ a) ≤ E |X|r

ar
,

ktorá je známa ako zobecnená Markovova nerovnost’. Vol’bou r = 1 dostávame

P(|X| ≥ a) ≤ E |X|
a

.

Tento špeciálny pŕıpad je známy ako klasická Markovova nerovnost’. Ak zvoĺıme
r = 2, namiesto X uvažujeme X−E X a pre k > 0 uvažujeme a = kσ, dostávame
nerovnost’

P(|X − E X| ≥ kσ) ≤ 1

k2
,

známu ako klasická Čebyševova nerovnost’, ktorá prakticky uzatvára základný
baĺık pravdepodobnostných nerovnost́ı, ktorými sa bežné kurzy pravdepodobnosti
zaoberajú. Ich popularita je spôsobená najmä ich všeobecnost’ou - na náhodnú
veličinu X kladú iba minimálne nároky. Prinćıp niečoho za niečo sa uplatňuje aj
tu, kde kvôli univerzálnosti trṕı sila. Skutočne, odhady źıskané ako z Markovovej,
tak aj z Čebyševovej nerovnosti často silno prestrelujú pravdepodobnost’ na l’avej
strane. Ak však budeme na náhodnú veličinu X klást’ väčšie nároky, bude sa aj
daný odhad pravdepodobosti zlepšovat’.
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Kapitola 1

Teoretická čast’

1.1 Chernoffove medze

Chernoffove medze pre náhodnú veličinu X sa źıskajú aplikovańım Marko-
vovej nerovnosti na etX pre vhodne zvolené t. Pre t > 0 odvod́ıme následujúce
nerovnosti:

P (X ≥ a) = P (etX ≥ eta) ≤ E (etX)

eta
.

alebo

P (X ≥ a) ≤ mint>0
E (etX)

eta
.

Podobne pre t < 0,

P (X ≤ a) = P (etX ≥ eta) ≤ E (etX)

eta
.

teda

P (X ≤ a) ≤ mint<0
E (etX)

eta
.

Pretože tieto nerovnosti dávajú exponenciálne klesajúce medze na chvosty
rozdeleńı, sú silneǰsie ako medze zakladajúce sa na prvom či druhom momente.
Najvhodneǰsia hodnota t je zrejme taká, ktorá minimalizuje E (etX)/eta avšak
často voĺıme takú hodnotu t, ktorá dáva nami požadovaný tvar. Medze odvodené
týmto spôsobom nesú spoločný názov Chernoffove medze.

1.2 Hoeffdingova nerovnost’

V tejto podkapitole formulujeme a dokážeme Hoeffdingovu nerovnost’. Bu-
deme k tomu potrebovat’ následujúce lemma.

Lemma 1.1. [2] Nech X je náhodná veličina taká, že a ≤ X ≤ b skoro iste, t.j.
s pravdepodobnost’ou 1. Potom pre každé s reálne plat́ı
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E (es(X−E X)) ≤ exp
s2(b− a)2

8
.

(1.1)

Dôkaz. Podl’a [2]. Bez újmy na obecnosti nahradeńımX výrazomX−E X môžme
predpokladat’, že E X = 0 tak, aby a ≤ 0 ≤ b. Využit́ım konvexity esx ako funkcie
premennej x dostaneme, že pre každé a ≤ x ≤ b plat́ı

esx ≤ b− x

b− a
esa +

x− a

b− a
esb .

Ďalej aplikovańım strednej hodnoty dostaneme

E (esX) ≤ b− E (X)

b− a
esa +

E (X)− a

b− a
esb

=
b

b− a
esa +

−a
b− a

esb

= eT (s(b−a)).

kde prvá nerovnost’ plynie z toho, že aplikovańım strednej hodnoty na obe
strany nerovnice zachováme nerovnost’ a druhú rovnost’ sme źıskali vd’aka pred-
pokladu E X = 0. Tretiu rovnost’ dostaneme ako zjednodušenie výrazu v druhom
riadku správnou vol’bou funkcie T :

T (h) =
ha

b− a
+ log 1 +

a− eha

b− a

Derivovańım funkcie T podl’a premennej h dostávame

T (0) = T ′(0) = 0 a T ′′(h) ≤ 1

4
pre každé h.

Podl’a Taylorovej vety je pre nejaké 0 ≤ λ ≤ 1

T (h) = T (0) + hT ′(0) +
1

2
h2T ′′(hλ) ≤ 1

8
h2

a teda

E (esX) ≤ e
1
8
s2(b−a)2 .

k

Veta 1.2 (Hoeffdingova nerovnost’). [2] Nech X1,...,Xn je postupnost’ nezávislých
náhodných velič́ın takých, že ai ≤ Xi ≤ bi skoro iste pre každé i ≤ n. Označme

Sn =
Pn

i=1Xi.

Potom pre každé t > 0 plat́ı:
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P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ exp − 2t2Pn
i=1(bi − ai)2

.

Dôkaz. Podl’a [2]. Použijeme lemma (1.1), nezávislost’ Xi a Markovovu nerovnost’.
Pre t,s > 0 plat́ı

P ((Sn − E Sn) ≥ t) = P exp s(Sn − E Sn) ≥ exp(st)

≤ exp(−st)E exp s(Sn − E Sn)

= exp(−st)
nY

i=1

E exp s(Xi − E Xi)

≤ exp(−st)
nY

i=1

exp
s2(bi − ai)

2

8

= exp −st+ s2
Pn

i=i(bi − ai)
2

8
.

Minimalizáciou výrazu vo vnútri exponenciály podl’a premennej s dostávame

s =
4tPn

i=1(bi − ai)2

Aplikovańım tejto hodnoty s dostávame

P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ exp − 2t2Pn
i=1(bi − ai)2

.

k

Jednoducho povedané, Hoeffdingova nerovnost’ nám dáva hornú medzu prav-
depodobnosti, že súčet ohraničených náhodných velič́ın sa nevzd’aluje od svojej
strednej hodnoty o viac ako nejaké predom dané množstvo. Využ́ıva však pomerne
hrubého faktu, a to

V ar(X) ≤ (b− a)2

4
kedykol’vek a ≤ X ≤ b

To však vie byt’ pesimistické ak má náhodná veličina X iba malú pravde-
podobnost’ toho, že sa jej hodnoty budú nachádzat’ na okrajoch intervalu [a,b].
Vylepšenie ponúka Bennettova nerovnost’, avšak predtým, ako ju zavedieme,
pribĺıžime jednu z aplikácíı Chernoffových nerovnost́ı, na ktorú sa v d’aľsej časti
budeme odkazovat’.

Majme náhodnú veličinu X. Potom z Markovovej nerovnosti pre s > 0 plat́ı:

P (X > t) ≤ E (esX)

est
.

Definujme funkciu ϕX predpisom
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ϕX(s) = log (E (e(sX)))

a po dosadeńı źıskame

P (X > t) ≤ e−st+ϕX(s)

d’alej ak polož́ıme

ϕ∗
X(t) = supt≥0(st− ϕX(t))

máme výsledok

P (X > t) ≤ e−ϕ∗
X(t) (1.2)

1.3 Bennettova nerovnost’

Veta 1.3 (Bennettova nerovnost’). [1][3] Nech X1,...,Xn je postupnost’ nezávislých
náhodných velič́ın s konečným rozptylom. Nech Xi ≤ b pre každé i ≤ n. Označme

Sn =
Pn

i=1Xi

a

σ =
Pn

i=1 E X
2
i .

Pre u ∈ R položme ψ(u) = eu − u − 1 a pre u ≥ −1 položme H(u) =
(1 + u) log (1 + u)− u. Potom pre l’ubovol’né t > 0 plat́ı:

P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ exp − σ

b2
H

bt

σ
. (1.3)

Dôkaz. Bez újmy na obecnosti predpokladajme b = 1. Ďalej si uvedomme, že

funkcia
ψ(u)

u2
je rastúcou funkciou premennej u a pretože Xi ≤ 1, pre s > 0

dostávame

ψ(sXi) = esXi − sXi − 1 ≤ s2X2
i ψ(s)

s2
= X2

i (e
s − s− 1)

z toho

e(sXi) ≤ sXi + 1 +X2
i (e

s − s− 1)

Spoč́ıtańım funkcie ϕ(Sn−E Sn)(s) zavedenej vyššie a použit́ım nerovnosti na
predošlom riadku máme
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ϕ(Sn−E Sn)(s) =
nX

i=1

log E es(Xi−E Xi)

=
nX

i=1

log E e(sXi) − sE (Xi)

≤
nX

i=1

log 1 + sE (Xi) + E (X2
i )(e

s − s− 1) − sE (Xi)

Z konkavity funkcie log(1 + u) d’alej dostávame

ϕ(Sn−E Sn)(s) ≤ n log 1 +

Pn
i=i E (Xi)

n
+
σ

n
(es − s− 1) − s

Pn
i=i E (Xi)

n

≤ σ(es − s− 1)

Na tomto mieste už vid́ıme dôvod zavedenia 1.2 pretože

P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ e−st+ϕ(Sn−E Sn)(s)

≤ e−st+σ(es−s−1)

Výraz v poslednom riadku je minimálny pre vol’bu s = log 1 +
t

σ
. Dosa-

deńım dostaneme

P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ e− log 1+
t
σ

t+σ
t
σ
−log 1+

t
σ

≤ e−σ 1+
t
σ

log 1+
t
σ

− t
σ

Č́ım je nerovnost’ dokázaná.
k

Ako sme už spomı́nali vyššie, veta (1.3) je v niektorých pŕıpadoch vylepšeńım
vety (1.1), no kladie navyše podmienku konečnosti rozptylu danej náhodnej veličiny.
Naviac vyjadrenie pravej strany obsahuje pomerne neintuit́ıvnu funkciu H, ktorej
vol’ba je ozrejmená až po dôkladneǰsom prezret́ı dôkazu.

1.4 Bernsteinova nerovnost’

Veta 1.4 (Bernsteinova nerovnost’). Za platnosti predpokladov vety (1.3) plat́ı
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P ((Sn − E Sn) ≥ t) ≤ exp

 
− t2

2 σ + bt
3

!
. (1.4)

Dôkaz. Uvažujme funkciu

G(u) = H(u)− u2

2 1 +
u

3

pre u > 0,

kde H(u) = (1 + u) log (1 + u) − u z nerovnosti 1.3. Použit́ım niektorých
znalost́ı matematickej analýzy ukážeme, že

H(u) ≥ u2

2 1 +
u

3

pre u > 0

Funkcia G je spojitá na svojom definičnom obore. Predtým, ako začneme
poč́ıtat’ derivácie, uprav́ıme funkciu G do následujúceho tvaru

G(u) = (1 + u) log(1 + u)− 5

2
u+

9

2

u

u+ 3
.

Potom

G′(u) = log (1 + u)− 3

2
+

27

2(u+ 3)2

G′′(u) =
u2(u+ 9)

(u+ 1)(u+ 3)3
≥ 0

Pretože G je rastúca funkcia premennej u > 0 a limu−>0+G
′(u) = 0, je G′ > 0

a teda G je rastúca. Zároveň je tiež limu−>0+G(u) = 0, takže G > 0 pre u > 0.

Výsledný vzt’ah 1.4 potom dostaneme dosadeńım H(u) = u2

2(1+u
3 )

do vzt’ahu

1.3.

k

Bernsteinove nerovnosti tvoria celý súbor podobných tvrdeńı, my sme si vy-
brali jeden konkrétny tvar. Poznamenajme, že nerovnosti vznikali opačným sme-
rom, teda (1.3) vznikla postupnost’ou vylepšeńı vety (1.4), ktoré možno dohl’adat’

v [1]. Je zrejmé, že odhad źıskaný pomocou vety (1.3) je lepš́ı ako odhad z (1.4).
Prečo by sme potom takýto odhad použili? Prirodzenou odpoved’ou je, že tvar
pravej strany (1.4) je jednoduchš́ı a v niektorých pŕıpadoch nám môže stačit’.
Zauj́ımavou odpoved’ou je, že podobný vzt’ah ako ten z vety (1.4) plat́ı aj za
slabš́ıch predpokladov.

Poznámka. [4] Ak by sme uvažovali postupnost’ nezávislých náhodných velič́ın
X1,...,Xn s označeńım rovnakým ako v (1.3) takých, že existujú č́ısla σ,b > 0 pre
ktoré plat́ı Pn

i=1 E (X2
i ) ≤ b

8



a pre každé k ≥ 3 prirodzené

Pn
i=1 E [(Xi)

k
+] ≤

k!

2
σbk−2

potom pre l’ubovol’né t > 0 plat́ı

P ((Sn − E (Sn)) ≥ t) ≤ exp − t2

2(σ + bt)
.
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Kapitola 2

Porovnanie nerovnost́ı

V tejto kapitole porovnáme vyššie spomı́nané nerovnosti ako medzi sebou, tak
aj s odhadom zostrojeným použit́ım centrálnej limitnej vety. Našou úlohou bude
nájst’ rozdelenia splňujúce predpoklady viet, kde najväčš́ım obmedzeńım bude
ohraničenost’ náhodnej veličiny.

2.1 Rovnomerné rozdelenie

Hovoŕıme, že náhodná veličina X má Rovnomerné rozdelenie na intervale
(a,b), −∞ < a < b < ∞, znač́ıme X ∼ R(a,b), ak jej distribučná funkcia FX

splňuje

FX(t) =


0 , t ≤ a
t− a

b− a
, a < t < b

1 , t ≥ b.

Ak X ∼ R −1
2
,1
2
, potom

E (X) = 0, V ar(X) = E (X2) =
1

12
.

Nech X1,...,Xn je postupnost’ nezávislých náhodných velič́ın takých, že Xi ∼
R −1

2
,1
2
. Poč́ıtajme presné hodnoty P ((Sn − E Sn) ≥ t) pre t > 0, kde stále

Sn =
Pn

i=1Xi.

Pre n = 1 prebieha výpočet dosadeńım:

P (X1 ≥ t) = 1− FX1(t) = 1− t+
1

2
=

1

2
− t, t ∈ −1

2
,
1

2

Podobný postup budeme chciet’ použit’ pre S2 = X1+X2. Otázkou však ostáva
rozdelenie náhodnej veličiny S2.
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Poznámka (Rozdelenie súčtu dvoch spojitých náhodných velič́ın). Ak X1,X2 sú
nezávislé a spojité náhodné veličiny s pŕıslušnými hustotami fX1 ,fX2 , potom
náhodná veličina S2 = X1 +X2 má hustotu

fS2(t) =

Z ∞

−∞
fX1(x)fX2(t− x)dx.

V našom pŕıpade pre X1,X2 ∼ R −1
2
,1
2

nezávislé a t ≥ 0 dostávame

fS2(t) =

Z ∞

−∞
fX1(x)fX2(t− x)dx =

Z 1
2

t− 1
2

1dx = 1− t, t ∈ [0,1]

S využit́ım toho, že P(S2 ≥ 0) = 1
2
máme

FS2(t) =

Z t

−∞
fS2(x)dx =

Z t

0

(1− x)dx =
1

2
+ t− t2

2
, t ∈ [0,1] .

Môžme teda poč́ıtat’ pre n = 2:

P (S2 ≥ t) = 1− FS2(t) = 1− 1

2
+ t− t2

2
=

1

2
− t+

t2

2
, t ∈ [0,1]

Analogicky pre n = 3:

P (S3 ≥ t) = 1− FS3(t) =
1

2
− 3

4
t+

1

3
t3, t ∈ 0,

1

2

=
1

6

3

2
− t

3

, t ∈ 1

2
,
3

2

Spôsobov, akými možno porovnat’ skutočnú pravdepodobnost’ s hornými me-
dzami odvodenými z jednotlivých nerovnost́ı je niekol’ko. Na obrázku 2.1 sa
nachádza priamočiare porovnanie skutočných pravdepodobnost́ı spoč́ıtaných vyššie
s hornými medzami jednotlivých pravdepodobnostných nerovnost́ı, kde postup-
nost’ nezávislých náhodných velič́ın X1,...,Xn má rozdelenie rovnaké ako v celej
tejto podkapitole. Všimnime si, že so zväčšujúcim sa t sú už jednotlivé medze
bĺızko skutočnej pravdepodobnosti, najlepšou sa jav́ı Mbenn.

Iným spôsobom by mohlo byt’ porovnanie rozdielu. Ak by sme uvažovali
napŕıklad n = 2, potom z Hoeffdingovej nerovnosti dostaneme odhad

P (S2 ≥ t) ≤ exp −2t2

2
,

pravá strana d’alej iba Mhoeff , a môžme uvažovat’ rozdiel

Mhoeff − 1
2
+ t− t2

2
, t ∈ [0,1] .

V tomto duchu sa nesie obrázok 2.2 - pre n ∈ {1,2,3} porovnáva rozdiel medźı
určenými nerovnost’ami a skutočnej pravdepodobnosti javu Sn ≥ t.
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Obr. 2.1: Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti označenej PP a odhadov jed-
notlivých nerovnost́ı pre rôzne n

Ak by sme uvažovali n dostatočne vel’ké, to znamená, aby odhad zostrojený
pomocou centrálnej limitnej vety bol platný, dostaneme následujúci odhad

P (Sn ≥ t) = P

 
Snp

n
12

≥ tp
n
12

!
≈ 1− Φ

 
tp
n
12

!
= 1− Φ

 
2
√
3t√
n

!
,

kde Φ označuje distribučnú funkciu normovaného normálneho rozdeleniaN (0,1).
Vo výpočte sme zároveň využili fakt, že rozptyl náhodnej veličiny Sn je rovný n

12
.

Tento odhad je graficky znázornený a porovnaný na 2.3, kde ukážeme iba jeden
graf, pretože pre iné n vel’ké sú grafy takmer zhodné. V tomto pŕıpade Mbenn a
Mbern splývajú.

2.1.1 Diskrétne rovnomerné rozdelenie

Uvažujme postupnost’ nezávislých náhodných velič́ın X1,...,Xn takých, že Xi

má rovnomerné rozdelenie na množine {−1
2
,1
2
}, teda P Xi = −1

2
= 1

2
= P Xi =

1
2

pre každé i ∈ {1,...,n}. V tomto pŕıpade sme teda celú pravdepodobnostnú masu
nahrnuli na kraje intervalu −1

2
,1
2
.
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Obr. 2.2: Porovnanie rozdielu skutočnej pravdepodobnosti a odhadov jednotlivých
nerovnost́ı pre rôzne n
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Obr. 2.3: Porovnanie odhadu zostrojeného pomocou centrálnej limitnej vety a
horných odhadov jednotlivých nerovnost́ı pre n = 300

Náhodná veličina Sn =
Pn

i=1Xi má rozdelenie rovnaké ako Y − n
2
, kde Y má

binomické rozdelenie Bi(n,1
2
), ktoré je zavedené v 2.2, teda

P (Sn = k) = P Y = k +
n

2
=

n

k + n
2

1

2

n

, k ∈
n
−n
2
,− n

2
+ 1,...,

n

2
− 1,

n

2

o
A teda
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P (Sn ≥ t) =
X
k≥t

P (Sn = k) =
1

2

n X
k≥t

k∈{−n
2
,...,n

2}

n

k + n
2

(2.1)

V tejto podkapitole sme si zvolili zástupcu diskrétnych rozdeleńı, takže funkcia
na pravej strane výrazu 2.1 je skokovitá. Ďaľśım dôvodom vol’by tohoto pŕıkladu
je tvarMHoeff , ktorý je zhodný ako v pŕıpade spojitého rovnomerného rozdelenia.
Dôvodom je fakt, žeMHoeff neberie do úvahy rozptyl ani druhý moment náhodnej
veličiny na rozdiel od ostatných nerovnost́ı, ako aj následujúceho odhadu použit́ım
centrálnej limitnej vety

P (Sn ≥ t) = P
2Sn√
n

≥ 2t√
n

≈ 1− Φ
2t√
n

,

kde Φ opät’ označuje distribučnú funkciu normovaného normálneho rozdelenia
N (0,1). Na grafe 2.4 môžme vidiet’ porovnanie ak Xi ∼ R{−1

2
,1
2
}.

Mhoeff

Mbenn

Mbern

Mnorm

PP
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Obr. 2.4: Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti označenej PP, odhadu zostro-
jeného pomocou centrálnej limitnej vety a horných odhadov jednotlivých nerov-
nost́ı pre n = 50 a n = 500

Taktiež si všimnime niekol’ko skutočnost́ı. Prvou je tá, že MHoeff sa v tomto
pŕıpade jav́ı ako najlepš́ı z horných odhadov. Dôvodom je už spomı́naný fakt,
že neberie do úvahy informáciu o druhom momente. Druhou je sila centrálnej
limitnej vety. Ak máme dostatočne vel’ké n, jej presnost’ v našich horných me-
dziach nemá konkurenciu. Nezabúdajme však, že sa nejedná o horný odhad, ale
o približnú pravdepodobnost’.

2.2 Binomické rozdelenie

Náhodná veličina X má Binomické rozdelenie s parametrami n ∈ N a p ∈
[0,1], znač́ıme X ∼ Bi(n,p), práve vtedy ked’

14



P (X = k) =
n

k
pk(1− p)n−k, k = 0,1,...,n. (2.2)

Jedná sa o pravdepodobnost’ toho, že v n nezávislých realizácíı náhodnej
veličiny, ktorej výsledok je bud’ úspech alebo neúspech dostaneme práve k úspechov.
Ak takúto náhodnú veličinu označ́ıme Xi, potom Xi ∼ Alt(p). Binomické rozde-
lenie je prvým pŕıkladom necentrovaného rozdelenia.

Pretože X ∼ Bi(np), jednoduchým dosadeńım E X = np obdrž́ıme z Hoeff-
dingovej nerovnosti

P ((Sn − E Sn) ≥ t) = P (Sn ≥ np+ t) ≤ exp −2t2

n
=:Mhoeff

Z Bennettovej nerovnosti podobným spôsobom plynie odhad

P ((Sn − E Sn) ≥ t) = P (Sn ≥ np+ t) ≤ exp −npH t

np
=:Mbenn

A nakoniec Bernsteinova ponúka

P ((Sn − E Sn) ≥ t) = P (Sn ≥ np+ t) ≤ exp

 
− t2

2 np+ t
3

!
=:Mbern.

Skúmajme výrazy na pravej strane. Vezmime napŕıkladMhoeff . Záporná expo-

nenciála je klesajúcou funkciou, a teda č́ım je hodnota výrazu 2t2

n
väčšia, tým je

výsledná hodnota Mhoeff menšia a nerovnost’ je tesneǰsia. Pre p = 1
4
porovnajme

výrazy 2t2

n
a t2

2 np+
t
3

2t2

n

?

≥ t2

2 np+ t
3

4

n

?

≥ 1

np+ t
3

4

n
≥ 12

3n+ 4t
.

Nakol’ko uvažujeme v celom texte iba t kladné, je pre p = 1
4
z predošlého

výpočtu užMhoeff vždy tesneǰsia akoMbern. Na obrázkoch 2.5 a 2.6 môžme vidiet’

porovnanie jednotlivých medźı a skutočnej pravdepodobnosti pre rôzne hodnoty
parametrov n a p. Všimnime si, ako reagujú Bennettova a Bernsteinova nerovnost’

na nerovnost’ na zmenu druhého momentu, resp. rozptylu. Zatial’ čo Hoeffdingova
nerovnost’ dáva zrejme vždy rovnaký odhad,Mbenn aMbern sa s rastúcou hodnotou
parametru p zhoršujú a tento trend pokračuje aj pre hodnoty p väčšie ako 0.5.
Taktiež na niektorých grafoch nemožno vidiet’ Mbenn, čo je spôsobené tým, že
Mbenn a Mbern sú takmer zhodné a prekrývajú sa.
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Obr. 2.5: Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti a jednotlivých medźı pre n = 50
a rôzne hodnoty p

10 20 30 40 50
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n = 500 p = 0.01

10 20 30 40 50
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n = 500 p = 0.25

10 20 30 40 50
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n = 500 p = 0.5

PP

Mhoeff

Mbenn

Mbern

Mnorm

Obr. 2.6: Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti, odhadu zostrojeného pomocou
CLV a jednotlivých medźı pre n = 500 a rôzne hodnoty p
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2.3 Beta rozdelenie

Povieme, že náhodná veličina X má Beta rozdelenie s parametrami α, β,
znač́ıme X ∼ Beta (α,β), ak jej hustota pre x ∈ (0,1) splňuje

f (x;α,β) =
1

B (α,β)
xα−1 (1− x)β−1 ,

Kde B (α,β) je Beta funkcia s parametrami α > 0,β > 0.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

α=β=0.5

α=β=2

α=1 β=5

α=5 β=1

α=2 β=5

Obr. 2.7: Hustoty Beta rozdelenia pre rôzne hodnoty parametrov α a β

Ekvivalentne možno Beta rozdelenie zadefinovat’ pomocou distribučnej fun-
kcie. Náhodná veličina X ∼ Beta (α,β), ak jej distribučná funkcia pre x ∈ (0,1)
splňuje

F (x;α,β) =
B (x;α,β)

B (α,β)
= Ix (α,β) ,

Kde Ix (α,β) je regularizovaná nekompletná Beta funkcia. S týmto tvarom
distribučnej funkcie nechceme pracovat’, no problém je možno vyriešit’ vol’bou
α = 1 alebo β = 1. Pre β = 1 je napŕıklad

Ix (α,1) = xα.

Väčš́ım problémom však je, že pre α, β obecné nie je triviálne spoč́ıtat’ roz-
delenie súčtu nezávislých a rovnako rozdelených náhodných velič́ın. Pre n = 2
označme S2 = X1 + X2, kde X1 ∼ Beta(α,β) a X2 ∼ Beta(α,β). Potom z
poznámky 2.1 o konvolúcii môžme vyjadrit’ hustotu S2 ako

fS2(t) =

Z ∞

−∞
fX1(x)fX2(t− x)dx

=
1

B (α,β)

2 Z s

0

xα−1 (1− x)β−1 (t− x)α−1(1− (t− x))β−1dx
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Ak by sme zvolili konkrétne hodnoty parametrov, napŕıklad α = β = 2, dostali
by sme následujúcu hustotu

fS2(t) =


6
5
t3(t2 − 5t+ 5), 0 < t ≤ 1

−6
5
(t− 2)3(t2 + t− 1), 1 < t < 2

0 , inak.

Porovnanie pre n = 2 vid́ıme na obrázku 2.8. Parametre α a β voĺıme tak,
aby zodpovedali rôznym tvarom hustôt beta rozdelenia. Pre n tak malé je ešte
možné vidiet’ rozdiel medzi Mbenn a Mbern, ktoré, ako sme už videli, sa pre n
väčšie prekrývajú. Na obrázku 2.7 si všimnime rozloženie pravdepodobnostnej
masy pre rôzne parametre α,β. Odhady jednotlivých nerovnost́ı v tomto pŕıpade
totiž súvisia s odhadmi pri binomickom rozdeleńı a to tak, že ak koncentru-
jeme pravdepodobnostnú masu bĺızko 0, sú Mbenn a Mbern lepš́ımi odhadmi ako v
pŕıpade, kde koncentrujeme pravdepodobnost’ bĺızko 1. Pri binomickom rozdeleńı
to odpovedá hodnote parametru p - č́ım je väčšia, tým väčšia pravdepodobnost’

nálež́ı 1.

Niečo podobné môžme vidiet’ aj na obrázku 2.9, kde namiesto presnej prav-
depodobnosti použ́ıvame odhad zostrojený pomocou CLV.
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Obr. 2.8: Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti a jednotlivých medźı pre n = 2
a rôzne hodnoty parametrov α a β
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Obr. 2.9: Porovnanie pravdepodobnosti odhadnutej pomocou CLV a jednotlivých
medźı pre n = 100 a rôzne hodnoty parametrov α a β
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Záver

V kapitole 1 sme sa zaoberali odhadmi pre ohraničené náhodné veličiny. Boli
tu formulované a podrobne dokázané Hoeffdingova 1.2, Bennettova 1.3 a Berns-
teinova 1.4 nerovnost’ a zmienené aj Chernoffove medze.

V kapitole 2 sme potom tieto nerovnosti aplikovali na jednotlivé rozdelenia.
Začali sme s rovnomerným rozdeleńım ako zástupcom jednoduchého spojitého
rozdelenia, kde bol odhad daný Bennettovou nerovnost’ou najlepš́ı. V d’aľsej časti
sme uvažovali diskrétne rovnomerné rozdelenie ako zástupcu diskrétneho rozdele-
nia. V tomto pŕıpade sme nahrnuli pravdepodobnostnú masu na kraje intervalu,
pričom sa odhady jednotlivých nerovnost́ı zdali približne rovnocenné. Nasledo-
valo binomické rozdelenie, kde presnost’ odhadu závisela na hodnote parametru
p a to tak, že s jeho rastom sa odhady dané Bennettovou a Bernsteinovou nerov-
nost’ou zhoršovali. Zástupcom obecneǰsieho rozdelenia bolo Beta rozdelenie, pre
ktoré sme manipuláciou s parametrami α,β sústredili pravdepodobnostnú masu
na rôzne časti intervalu (0,1). Pre väčšie hodnoty parametru β sa javili lepšie
Bennettova a Bernsteinova nerovnost’, zatial’ čo pre väčšie hodnoty parametru α
dominovala Hoeffdingova nerovnost’.
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2.5 Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti a jednotlivých medźı pre
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2.8 Porovnanie skutočnej pravdepodobnosti a jednotlivých medźı pre
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