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Uvod

V zivote, tak ako v matematike sa Casto stretdvame s roznymi druhmi od-
hadov. Niekedy sa jednoducho k presnej odpovedi nevieme dostat, inokedy nés
presnd odpoved ani nezaujima. Specidlnym pripadom odhadov si matematické
nerovnosti, do ktorych patria aj pravdepodobnostné nerovnosti.

Nech (€2, A, P) je pravdepodobnostny priestor a X je redlna ndhodné veli¢ina
s kone¢nou strednou hodnotou E X a nenulovym rozptylom 2. Oznac¢me F dis-
tribu¢nt funkciu ndhodnej veliciny X. Pre a > 0 dostavame

E | X]| :/ |z|" dF (z) > / |z|" dF (z) > ar/ dF (z) = a"P(|X| > a).
—00 |z|>a |z|>a

Podelenim pravej strany vyrazom a” dostdvame nerovnost v nasledujicom
tvare

E | XT

a'r

P(IX[ > a) <

)

ktord je zndma ako zobecnena Markovova nerovnost. Volbou r = 1 dostdvame

E|X
P(IX]| > a) < XL
a

Tento specidlny pripad je zndmy ako klasicka Markovova nerovnost. Ak zvolime
r = 2, namiesto X uvazujeme X —E X a pre k > 0 uvazujeme a = ko, dostavame
nerovnost

1
P(IX ~E X| > ko) < 5.

znamu ako klasickd Cebysevova nerovnost, ktors prakticky uzatvéra zakladny
balik pravdepodobnostnych nerovnosti, ktorymi sa bezné kurzy pravdepodobnosti
zaoberaji. Ich popularita je sposobend najmé ich vSeobecnostou - na nidhodnt
velicinu X kladu iba minimélne naroky. Princip nie¢oho za nieco sa uplatinuje aj
tu, kde kvoli univerzalnosti trpi sila. Skutocne, odhady ziskané ako z Markovovej,
tak aj z Cebysevovej nerovnosti ¢asto silno prestreluji pravdepodobnost na lavej
strane. Ak vSak budeme na ndhodnu veli¢inu X kldst vicsie naroky, bude sa aj
dany odhad pravdepodobosti zlepsovat.



Kapitola 1

° L~ 9
Teoreticka cast

1.1 Chernoffove medze

Chernoffove medze pre nahodnt velicinu X sa ziskaju aplikovanim Marko-
vovej nerovnosti na e pre vhodne zvolené t. Pre t > 0 odvodime ndsledujtice
nerovnosti:

E <€tX)
_ X a
P(X>a)=P(e* >e) < cta
alebo
E 6tX
P(X >a) <mingg—- )
Podobne pre t < 0,
E <€tX)
_ X a
P(X <a)=P(e >¢) < e
teda
E tX
P(X <a) < min (et )
e a

Pretoze tieto nerovnosti davaji exponencidlne klesajice medze na chvosty
rozdeleni, su silnejsie ako medze zakladajice sa na prvom ¢i druhom momente.
Najvhodnejsia hodnota ¢ je zrejme taka, ktord minimalizuje E (e/X)/e!® avsak
¢asto volime taku hodnotu ¢, ktora dava nami pozadovany tvar. Medze odvodené
tymto sposobom nesu spoloény néazov Chernoffove medze.

1.2 Hoeffdingova nerovnost

V tejto podkapitole formulujeme a dokéZeme Hoeffdingovu nerovnost. Bu-
deme k tomu potrebovat nésledujtice lemma.

Lemma 1.1. [2] Nech X je ndhodnd veli¢ina takd, Ze a < X < b skoro iste, t.j.
s pravdepodobnostou 1. Potom pre kazdé s redlne plati
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(1.1)

Dékaz. Podla [2]. Bez ijmy na obecnosti nahradenim X vyrazom X —E X mozme
predpokladat, ze E X = 0 tak, aby a < 0 < b. Vyuzitim konvexity e** ako funkcie
premennej x dostaneme, ze pre kazdé a < x < b plati

ST b_xsa + x_asb
e’ < b—a,e b—ae .

Dalej aplikovanim strednej hodnoty dostaneme

boEC0) 4 (EXe0)

=€

kde prva nerovnost plynie z toho, Ze aplikovanim strednej hodnoty na obe
strany nerovnice zachovdme nerovnost a druhtd rovnost sme ziskali vd'aka pred-
pokladu E X = 0. Tretiu rovnost dostaneme ako zjednodusenie vyrazu v druhom
riadku spravnou volbou funkcie 7T':

T(h) = (bh_—aa> +log (1 + (ab—_e:a>>

Derivovanim funkcie 7" podla premennej h dostédvame

T(0)=T'(0) =0aT"(h) < — pre kazdé h.

1 =

Podla Taylorovej vety je pre nejaké 0 < A\ <1
1 1
T(h) = T(0) + hT'(0) + §h2T”(h)\) < §h2

a teda

E(esX) < eész(bfa)Q'

J

Veta 1.2 (Hoeffdingova nerovnost). [2] Nech X1i,...,X,, je postupnost nezdvislyjch
nahodnych velicin takych, Ze a; < X; < b; skoro iste pre kazdé + < n. Oznacme

Sp = Z?:l Xi.

Potom pre kazdé t > 0 plati:



P((Sn—E S,) >t) <exp (_ Z@_l(Qbi - ai)Z) .

Dékaz. Podla [2]. Pouzijeme lemma (1.1]), nezavislost X; a Markovovu nerovnost.
Pre t,s > 0 plati

P(S,.—ES,) >t)=P <exp(s(5n -ES,)) > eXP(St))

< exp(—st) E (exp(8<5n -k S"))>

s e i€ )

< exp(—st) ﬁexp (M)

(2

2 ”bl_ i2
= exp (—st+$ 2zl @) )

8

Minimalizdciou vyrazu vo vnutri exponencidly podla premennej s dostdvame
4t
n 2
> i (bi — ai)

Aplikovanim tejto hodnoty s dostavame

S =

P((Sn—E S,) >t) <exp (_ Zﬂl(Qbi - ai)Q) '

4

Jednoducho povedané, Hoeffdingova nerovnost ndm ddva horni medzu prav-
depodobnosti, Ze sicet ohrani¢enych ndhodnych veli¢in sa nevzdaluje od svojej
strednej hodnoty o viac ako nejaké predom dané mnozstvo. Vyuziva vSak pomerne
hrubého faktu, a to

(b—a)’

X) <
Var(X) < 1

kedykolvek a < X <b

To vsak vie byt pesimistické ak mé ndhodnd velicina X iba mald pravde-
podobnost toho, Ze sa jej hodnoty budii nachadzaf na okrajoch intervalu [a,b].
Vylepsenie pontka Bennettova nerovnost, avsak predtym, ako ju zavedieme,
priblizime jednu z aplikdcii Chernoffovych nerovnosti, na ktort sa v dalsej casti
budeme odkazovat.

Majme nahodnu veli¢cinu X. Potom z Markovovej nerovnosti pre s > 0 plati:

E (esX)'

est

P(X>t)<

Definujme funkciu ¢ x predpisom



¢x(s) = log (E (e*Y)))
a po dosadeni ziskame

P(X >t) <esttex(s)
dalej ak poloZime

Px (1) = suppso(st — ¢x(t))

mame vysledok
P(X >t)<e ¢k (1.2)

1.3 Bennettova nerovnost

Veta 1.3 (Bennettova nerovnost). [1/[3] Nech X1,...,X,, je postupnost nezdvislyjch
nahodnych velicin s koneénym rozptylom. Nech X; < b pre kazdé i < n. Oznacme

Sp = Z?:l Xi

o=, EX}

Pre uw € R polozme Y(u) = €* —u —1 a pre u > —1 polozme H(u) =
(1+u)log (1 +u) — u. Potom pre lubovolné t > 0 plati:

w
~—

P((Sn—E S,) 2 1) < exp (—%H (@» - (1

o

Dékaz  Bez tjmy na obecnosti predpokladajme b = 1. Dalej si uvedomme, ze

funkcia &7;) je rastiucou funkciou premennej u a pretoze X; < 1, pre s > 0
u
dostavame
2X2
P(sX;) =eXi —sX; — 1< sl—;ﬂ(s) = X?(e* —s—1)
s

z toho
el XD < s X+ 1+ X2(e* —s—1)

Spocitanim funkcie ¢s,_ s,)(s) zavedenej vyssie a pouzitim nerovnosti na
predoslom riadku mame



n

(s, 5,)(5) = Y _log (E [ EXIT)

=1
n

=Y (log (E [*X9]) — sE (X))

=1

<> (log (14 sE (X;)+E (X7)(e—5—1)) — sE (X))

i=1

Z konkavity funkcie log(1 + u) d'alej dostdvame

- > iz B (X)

n

+

319

n

P(s,—E s)(s) < (log ( (€ —s— 1)> B SZ?:Z' E (Xi)>

<o(e*—s—1)

Na tomto mieste uz vidime dovod zavedenia [1.2] pretoze

P ((STL - E Sn) Z t) _St+¢(sn*E Sn)(s)

<e
< e—st—l—a(es—s—l)
, . . C e, t
Vyraz v poslednom riadku je minimalny pre volbu s = log <1 + —) . Dosa-
o

denim dostaneme

P (S —E Su) > 1) < e ol o (Gros(10))
< e—a[(1+§) log (1+1) -]

Nz . ) , 7
Cim je nerovnost dokézana.

J

Ako sme uz spominali vyssie, veta je v niektorych pripadoch vylepsenim
vety , no kladie navyse podmienku konec¢nosti rozptylu danej nahodnej velic¢iny.
Naviac vyjadrenie pravej strany obsahuje pomerne neintuitivnu funkciu H, ktorej
volba je ozrejmend aZ po dokladnejsom prezreti dokazu.

1.4 Bernsteinova nerovnost

Veta 1.4 (Bernsteinova nerovnost). Za platnosti predpokladov vety (1.3)) plati



P((Sy— ES,) > 1) < exp &ﬁ) . (1.4)

Doékaz. Uvazujme funkciu

2

kde H(u) = (1 + u)log (14 u) — u z nerovnosti [1.3] Pouzitim niektorych
znalosti matematickej analyzy ukazeme, ze

pre u > 0,

u2

H(u)zm pre u > 0

Funkcia G je spojitd na svojom definicnom obore. Predtym, ako zacneme
pocitat derivécie, upravime funkciu G do nésledujiceho tvaru

5 9
G(u) = (1+u)log(1+u)—§u+§uj_3.

Potom 3 -
') =log (1 +u) — 24+ —1
G'(u) = log (1 4+ u) 2+2(u+3)2
2
u?(u+9) _

G'(u) = (u+1)(u+3)3 —

Pretoze G je rastica funkcia premennej u > 0 a lim,_~oy G'(u) =0, je G > 0
a teda G je rastica. Zaroven je tiez lim,_~oy G(u) = 0, takze G > 0 pre u > 0.

Vysledny vztah potom dostaneme dosadenim H(u) = - (fi do vztahu
Lol

wle
S—|

3

Bernsteinove nerovnosti tvoria cely subor podobnych tvrdeni, my sme si vy-
brali jeden konkrétny tvar. Poznamenajme, ze nerovnosti vznikali opacnym sme-
rom, teda vznikla postupnostou vylepSeni vety , ktoré mozno dohladat
v [1]. Je zrejmé, ze odhad ziskany pomocou vety je lepsi ako odhad z ((1.4)).
Preco by sme potom takyto odhad pouzili? Prirodzenou odpovedou je, Ze tvar
pravej strany je jednoduchsi a v niektorych pripadoch ndm moze stacit.
Zaujimavou odpovedou je, Ze podobny vztah ako ten z vety plati aj za
slabsich predpokladov.

Pozndmka. [4] Ak by sme uvazovali postupnost nezavislych ndhodnych veli¢in
X1,...,X, s ozna¢enim rovnakym ako v ([1.3) takych, ze existujui ¢isla o,b > 0 pre
ktoré plati

Y BE(XP) <b

8



a pre kazdé k > 3 prirodzené
n k Kl
> E [(XZ>+] < Eab
potom pre Iubovolné ¢ > 0 plati

P ((Sy —E(Sn)) > £) < exp (—%t—_ibt))



Kapitola 2

Porovnanie nerovnosti

V tejto kapitole porovname vyssie spominané nerovnosti ako medzi sebou, tak
aj s odhadom zostrojenym pouzitim centralnej limitnej vety. Nasou tlohou bude
néjst rozdelenia spliiujice predpoklady viet, kde najviésim obmedzenim bude
ohranic¢enost ndhodnej veliciny.

2.1 Rovnomerné rozdelenie

Hovorime, ze nahodna velicina X ma Rovnomerné rozdelenie na intervale
(a,b), —o00 < a < b < 00, znac¢ime X ~ R(a,b), ak jej distribuéna funkcia Fx
splnuje

0, t<a
t_
Fx(t) = ¢ a<t<b
b—a
1, t>b.
AkXNR(—%,%), potom
9 1
E(X)=0, Var(X):E(X):E.

Nech Xji,...,X,, je postupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in takych, 7ze X; ~
R (—%,%) Pocitajme presné hodnoty P ((S, —E S,) >t) pre t > 0, kde stéle
Sp = Z?:l X;.

Pre n = 1 prebieha vypocet dosadenim:

1 1 11
PX>t—1—1Xt—]_— t+-=-)=—=-——1t¢. 1t —_
(X ) ) ( 2) 2 ’ E{ 2’2}

Podobny postup budeme chciet pouzit pre So = X+ X,. Otdzkou vsak ostdva
rozdelenie ndhodnej veli¢iny S,.

10



Pozndamka (Rozdelenie sic¢tu dvoch spojitych nahodnych velicin). Ak X7,X5 sd
nezavislé a spojité ndhodné velic¢iny s prislusSnymi hustotami fx,,fx,, potom
nahodnd veli¢cina Sy, = X; + X, ma hustotu

fs,(t) = /_00 Ifx, (@) fx,(t — x)dx.

V nasom pripade pre X;,Xs ~ R (—%,%) nezavislé a t > 0 dostavame

1
2

fs, () = /_OO fx, (@) fx,(t — x)dx = /t ldv =1—t, te€][0,1]

1
2

S vyuzitim toho, ze P(S, > 0) = 3 méame

FS2(t):/_t fSQ(:c)d:c:/Ot(l—:z:)d:z::%+t—§, te 0],

Mozme teda pocitat pre n = 2:

P(Sy>t)=1-Fs,(t)=1 1+t £y _ 1 t+t2 t € [0,1]
2=0 7 S2A*) = 2 2] 2 97 ’

Analogicky pre n = 3:

3 1 1
P(ngt)zl—ng(t): —Zt—ths, t e |:0,§:|

> t3t6 L9
2 ’ 2’2

Sposobov, akymi mozno porovnat skutoént pravdepodobnost s hornymi me-
dzami odvodenymi z jednotlivych nerovnost{ je niekolko. Na obrazku sa
nachadza priamociare porovnanie skuto¢nych pravdepodobnosti spoc¢itanych vyssie
s hornymi medzami jednotlivych pravdepodobnostnych nerovnosti, kde postup-
nost nezavislych ndhodnych velicin X;,...,X,, ma rozdelenie rovnaké ako v celej
tejto podkapitole. VSimnime si, ze so zvac¢Sujicim sa ¢ su uz jednotlivé medze
blizko skutocnej pravdepodobnosti, najlepsou sa javi Mpe,.

1
2
1
6

Inym sposobom by mohlo byt porovnanie rozdielu. Ak by sme uvazovali
napriklad n = 2, potom z Hoeffdingovej nerovnosti dostaneme odhad

2
P(Sy>1t) <exp (—%),
prava strana d'alej iba Mpeerr, a mozme uvazovat rozdiel
Mhoeff — % +t— %, t e [0,1] .

V tomto duchu sa nesie obrézok - pre n € {1,2,3} porovnava rozdiel medzi
urcenymi nerovnostami a skuto¢nej pravdepodobnosti javu S,, > t.

11



0.8 0.8}

1.0

0.8 [ = Mhoeff
| Mbenn

Moemn
— PP

02 04 06 08 10 12 14

Obr. 2.1: Porovnanie skutoénej pravdepodobnosti oznacenej PP a odhadov jed-
notlivych nerovnosti pre rozne n

Ak by sme uvazovali n dostatocne velké, to znamend, aby odhad zostrojeny
pomocou centralnej limitnej vety bol platny, dostaneme nésledujuci odhad

P(Snzt):P<5” > tﬂ)zl—@( tn>:1—@<2—‘/§t>,
12 12 12 \/ﬁ

kde ® oznacuje distribu¢ni funkciu normovaného normélneho rozdelenia N (0,1).
Vo vypocte sme zdroveii vyuzili fakt, Ze rozptyl ndhodnej veliciny S, je rovny 5.
Tento odhad je graficky znazorneny a porovnany na kde ukazeme iba jeden
graf, pretoze pre iné n velké st grafy takmer zhodné. V tomto pripade M, a
Myern splyvaju.

2.1.1 Diskrétne rovnomerné rozdelenie

Uvazujme postupnost nezavislych ndhodnych veliéin X,...,X,, takych, ze X
m4 rovnomerné rozdelenie na mnozine {—1,1} tedaP (X; = —1) =1 =P (X; = 1)

pre kazdé i € {1,....,n}. V tomto pripade sme teda celi pravdepodobnostni masu

nahrnuli na kraje intervalu (—%,%)

12



0.1¢ 0.1F

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

— Mhoeff - PP
— Mpenn - PP
~— Mpem - PP

02 04 06 08 10 12 14

Obr. 2.2: Porovnanie rozdielu skutoénej pravdepodobnosti a odhadov jednotlivych
nerovnosti pre rozne n

n =300

= Mhoeff
~ Mbenn
— Mbem

Mnorm

30

Obr. 2.3: Porovnanie odhadu zostrojeného pomocou centrélnej limitnej vety a
hornych odhadov jednotlivych nerovnosti pre n = 300

Nahodna veli¢ina S,, = Z?:l X; ma rozdelenie rovnaké ako Y — g, kde Y ma
binomické rozdelenie B@'(n,%), ktoré je zavedené v teda

s (r—re )= (1) () ke {htend o)

A teda

13



P(S.>t)=Y P(S, (%)n 3 (kig) (2.1)

k>t k>t

ke{—g,...,g}

V tejto podkapitole sme si zvolili zastupcu diskrétnych rozdeleni, takze funkcia
na pravej strane vyrazu je skokovité. Dalsim dévodom volby tohoto prikladu
je tvar Mpoeyys, ktory je zhodny ako v pripade spojitého rovnomerného rozdelenia.
Dovodom je fakt, ze M, r5 neberie do ivahy rozptyl ani druhy moment ndhodne;
veli¢iny na rozdiel od ostatnych nerovnosti, ako aj nasledujiceho odhadu pouzitim
centrdlnej limitnej vety

-2 ) ie ()

kde ® opit oznacuje distribuéni funkciu normovaného normalneho rozdelenia
N (0,1). Na grafe . modzme vidiet porovnanie ak X; ~ R{—

2’2
n=>50 n =500
1.0F 1.0k
0.8 0.8 A
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
t t
5 10 15 20 25 30 35

Obr. 2.4: Porovnanie skuto¢nej pravdepodobnosti oznacenej PP, odhadu zostro-
jeného pomocou centralnej limitnej vety a hornych odhadov jednotlivych nerov-
nosti pre n = 50 a n = 500

Taktiez si véimnime niekolko skutoénosti. Prvou je t&, ze M Hoeff Sa V tomto
pripade javi ako najlepsi z hornych odhadov. Dovodom je uz spominany fakt,
ze neberie do uvahy informéaciu o druhom momente. Druhou je sila centralnej
limitnej vety. Ak mdme dostatocne velké n, jej presnost v nasich hornych me-
dziach nema konkurenciu. Nezabidajme vsak, Ze sa nejedna o horny odhad, ale
o pribliznt pravdepodobnost.

2.2 Binomické rozdelenie

Néhodna velicina X ma Binomické rozdelenie s parametrami n € N a p €
[0,1], znacime X ~ Bi(n,p), prave vtedy ked
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P(X =k)= (Z)pk(l )" k=01,..n. (2.2)

Jedné sa o pravdepodobnost toho, Ze v n nezdvislych realizdcii nahodnej
veli¢iny, ktorej vysledok je bud tispech alebo netspech dostaneme prave k tispechov.
Ak takidto ndhodnu veli¢inu ozna¢ime X;, potom X; ~ Alt(p). Binomické rozde-
lenie je prvym prikladom necentrovaného rozdelenia.

Pretoze X ~ Bi(np), jednoduchym dosadenim E X = np obdrzime z Hoeff-
dingovej nerovnosti

2
P ((Sn —E Sﬂ) > t) = P(Sn > np—i_t) < exp (_2%) = Mhoeff

7 Bennettovej nerovnosti podobnym sposobom plynie odhad

P((Sy — E S,) > 1) = P (S, > np+ 1) < exp (—an (i)) . My
np

A nakoniec Bernsteinova pontika

t2
P((S,—ES,) >t)=P(S,>np+1t) < ———— | = Mpern-
(50 —E ) 2 ) =P (S, 2 np+1 exp< Q(np+§)> :

Skimajme vyrazy na pravej strane. Vezmime napriklad Mp,cs¢. Zadpornd expo-

o . . S , 2 i, .
nencidla je klesajucou funkciou, a teda ¢im je hodnota vyrazu 2% vicsia, tym je

vyslednd hodnota Mj,.;; mensia a nerovnost je tesnejsia. Pre p = i porovnajme

. 2t2 t2
vyrazy < a
YY" 2(np+§)
2% 2 t2
- > -
n—2(np+3)
4 7 1
— Z 7
n np + 3
4 12
n ~ 3n+4t
Nakolko uvazujeme v celom texte iba t kladné, je pre p = 1 z predoslého

VYPOCtu Uz M, vdy tesnejsia ako Mye,,. Na obrazkoch 2.5 a [2.6) mozme vidiet
porovnanie jednotlivych medzi a skutocnej pravdepodobnosti pre rozne hodnoty
parametrov n a p. VSimnime si, ako reaguji Bennettova a Bernsteinova nerovnost
na nerovnost na zmenu druhého momentu, resp. rozptylu. Zatial ¢o Hoeffdingova
nerovnost déva zrejme vidy rovnaky odhad, Myen, & Mpern sa s rasticou hodnotou
parametru p zhorsuju a tento trend pokracuje aj pre hodnoty p vécsie ako 0.5.
Taktiez na niektorych grafoch nemozno vidiet Mpe,,, ¢o je sposobené tym, Ze
Mypenn & Mpern, st takmer zhodné a prekryvaju sa.
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n=50 p=0.01 n=50 p=0.25

— PP

Mhoeft

Mpenn

Moem

2 4 6 8 10 12 14

Obr. 2.5: Porovnanie skutocnej pravdepodobnosti a jednotlivych medzi pre n = 50
a rozne hodnoty p

n=500 p=0.01 n=500 p=0.25

40 50 50

n=500 p=0.5

— PP

— Mhoeff
" Mbenn
— Moem

Mnorm

. * ¢
10 20 30 40 50

Obr. 2.6: Porovnanie skutoc¢nej pravdepodobnosti, odhadu zostrojeného pomocou
CLV a jednotlivych medzi pre n = 500 a rozne hodnoty p
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2.3 Beta rozdelenie

Povieme, ze nahodna velicina X m&a Beta rozdelenie s parametrami «, 3,
znacime X ~ Beta (a,3), ak jej hustota pre x € (0,1) splauje

1
B (a,5)

Kde B(a,3) je Beta funkcia s parametrami a > 0,5 > 0.

(1 — x)ﬁ_l ,

f(z0.8) =

— a=p=0.5
b a=p=2
. — a=1p6=5

[ — a=5 p=1
' a=2 B=5

05
0.0k t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 2.7: Hustoty Beta rozdelenia pre rozne hodnoty parametrov a a (3

Ekvivalentne mozno Beta rozdelenie zadefinovat pomocou distribuénej fun-
kcie. Nahodna velicina X ~ Beta («,f3), ak jej distribuéna funkcia pre z € (0,1)
splnuje

B (x; o,3)
B (,5)
Kde Z, (a,5) je regularizovand nekompletna Beta funkcia. S tymto tvarom

distribuénej funkcie nechceme pracovat, no problém je mozno vyriesit volbou
a =1 alebo f = 1. Pre f =1 je napriklad

F(z;a,p) = =7, (a,B),

T, (a,1) = z“.
Vicesim problémom vsak je, Ze pre «, 3 obecné nie je trividlne spocitat roz-
delenie suctu nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych velicin. Pre n = 2

oznatme Sy = X; + Xs, kde Xy ~ Beta(a,5) a Xy ~ Beta(a,f). Potom z
poznamky [2.1 o konvoliicii mézme vyjadrit hustotu Sy ako

farlt) = / " @) ot — 2)de

- (B (clv,m)z / 1 =2 =) (1 - (- )P e
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Ak by sme zvolili konkrétne hodnoty parametrov, napriklad o = g = 2, dostali
by sme nasledujicu hustotu

S 3(¢* — 5t + 5), 0<t<1
fo,() =9 =2 (t =2+t —-1), 1<t<2
0, mak.

Porovnanie pre n = 2 vidime na obrézku 2.8, Parametre o a 3 volime tak,
aby zodpovedali roznym tvarom hustot beta rozdelenia. Pre n tak malé je eSte
mozné vidiet rozdiel medzi Myep, a Mpern, ktoré, ako sme uz videli, sa pre n
vécsie prekryvaju. Na obrazku si vSimnime rozlozenie pravdepodobnostne;j
masy pre rozne parametre a,3. Odhady jednotlivych nerovnosti v tomto pripade
totiz suvisia s odhadmi pri binomickom rozdeleni a to tak, ze ak koncentru-
jeme pravdepodobnostni masu blizko 0, si My, a My, lepsimi odhadmi ako v
pripade, kde koncentrujeme pravdepodobnost blizko 1. Pri binomickom rozdeleni
to odpovedd hodnote parametru p - ¢im je vicsia, tym vicsia pravdepodobnost
nalezi 1.

Nie¢o podobné mézme vidiet aj na obrazku kde namiesto presnej prav-
depodobnosti pouzivame odhad zostrojeny pomocou CLV.

a=2 B=5 a=1 B=5

Obr. 2.8: Porovnanie skuto¢nej pravdepodobnosti a jednotlivych medzi pre n = 2
a rozne hodnoty parametrov a a 3
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a=2 B=5 a=2 p=2

5 10 15 20

a=05 B=05

t

- t
5 10 15 20 5 10 15 20

Obr. 2.9: Porovnanie pravdepodobnosti odhadnutej pomocou CLV a jednotlivych
medzi pre n = 100 a rozne hodnoty parametrov « a [3
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Zaver

V kapitole 1 sme sa zaoberali odhadmi pre ohrani¢ené nahodné velic¢iny. Boli
tu formulované a podrobne dokdzané Hoeffdingova [I.2] Bennettova [1.3] a Berns-
teinova [1.4| nerovnost a zmienené aj Chernoffove medze.

V kapitole 2 sme potom tieto nerovnosti aplikovali na jednotlivé rozdelenia.
Zacali sme s rovnomernym rozdelenim ako zastupcom jednoduchého spojitého
rozdelenia, kde bol odhad dany Bennettovou nerovnostou najlepsi. V d'alsej ¢asti
sme uvazovali diskrétne rovnomerné rozdelenie ako zastupcu diskrétneho rozdele-
nia. V tomto pripade sme nahrnuli pravdepodobnostni masu na kraje intervalu,
pricom sa odhady jednotlivych nerovnosti zdali priblizne rovnocenné. Nasledo-
valo binomické rozdelenie, kde presnost odhadu zavisela na hodnote parametru
p a to tak, ze s jeho rastom sa odhady dané Bennettovou a Bernsteinovou nerov-
nostou zhorsovali. Zastupcom obecnejsicho rozdelenia bolo Beta rozdelenie, pre
ktoré sme manipulaciou s parametrami «,f sustredili pravdepodobnostni masu
na rozne casti intervalu (0,1). Pre vicsie hodnoty parametru § sa javili lepsie
Bennettova a Bernsteinova nerovnost, zatial ¢o pre viésie hodnoty parametru o
dominovala Hoeffdingova nerovnost.
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