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obdélnik na pékny d-rozmérny uzavieny interval. Nasledné dokazeme hlavni vétu
(uzavieny interval vydlazdény péknymi uzavienymi intervaly je také pékny) pro
d dimenzi. Poté zavedeme pojem harmonicky interval a podrobné dokazeme né-
kolik dilezitych tvrzeni o dlazdéni harmonickymi intervaly. Jejich predpoklady
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Uvod

Tato préce je inspirovand knihou |[Robins| (2021) z niZ je prevzat problém
o pékném obdélniku, ktery je motivaci nasi prace. Jeho znéni je nasledujici: Je
obdélnik, ktery 1ze vyplnit mensimi péknymi obdélniky, také pékny?

Kli¢ovym pojmem nasi prace je pékny obdélnik (preklad z anglického analo-
gického pojmu nice rectangle), ktery je definovany jako obdélnik s alespon jednou
celo¢iselnou stranou. V roce 1903 se podarilo matematikovi M. Dehnovi doka-
zat, ze lze-1i vyplnit velky obdélnik mensimi obdélniky, které jsou pékné, pak je
alespon jedna strana velkého obdélniku raciondlni (Dehn| (1903))). De Bruijn pak
dokézal, ze racionalni strana obdélniku je dokonce celociselnd (de Bruijn| (1969)).
Poté doslo k zobecnéni do d dimenzi.

Ackoli tento problém spada do kombinatoriky, budeme ho prekvapivé resit po-
moci analytickych metod. Zakladnim néstrojem, ktery vyuzijeme pro dikaz na-
seho hlavniho tvrzeni, je Fourierova transformace. Pouzivame Fourierovu trans-
formaci obdélniku, ¢imz myslime Fourierovu transformaci jeho charakteristické
funkce. Jiné zplisoby Teseni jsou zalozeny na teorii grafii a dalsich diskrétnich me-
todach. Je mozné uvazovat také reseni tohoto problému zobecnéné do d dimenzi.

Nejprve je treba zobecnit pojem pékny obdélnik. Obdélnik v roviné je dvoudi-
menzionalni uzavieny interval. Tudiz v pripadé dimenze d > 2 budeme uvazovat
d-dimenzionalni uzavieny interval. Za tcelem formalnosti budeme radéji hovorit
o d-dimenzionalnim uzavieném intervalu, nez o d-rozmérném kvadru. Kvadr nema
zavislost na mezich, ale pouze na rozmérech hran. OvSem Fourierova transformace
je pro rizné meze riizna, tedy na mezich zavisi. Uzavieny interval v R¢ nazveme
pékny, ma-li alespon jednu hranu celo¢iselné délky. Ukazuje se, ze analogie vyse
uvedeného platii v d dimenzich. Tedy d-dimenzionédlni uzavieny interval je pékny,
pokud ho lze vyplnit mensimi péknymi d-dimenzionalnimi uzavienymi intervaly.
Postup diikazu je analogicky, vyuziti Fourierovy transformace je podobné, jen zde
uvazujeme charakteristickou funkci d-dimenzionalniho intervalu misto obdélniku.

Préce je ¢lenéna do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola obsahuje definici Fourierovy
transformace a nékteré jeji zakladni vlastnosti. Dokazujeme také jisté elementarni
vlastnosti exponencidly, které brzy vyuzijeme v ditkazu tvrzeni 5| v druhé kapitole
a tvrzeni [8 v kapitole treti. Ve druhé kapitole uvedeme definici pékného obdél-
niku a tvrzeni ], ve kterém je uvedena charakterizace pékného obdélniku pomoci
Fourierovy transformace. Na zékladé tohoto tvrzeni dokdzeme vétu [0l o dldzdéni
obdélniku. Tret{ kapitola se zabyva zobecnénim této véty (véta @ do d dimenzi.
Od obdélniku prejdeme k d-dimenzionalnim uzavienym intervalim a dokizeme
hlavni vétu (véta[J) této prace. Dikazu predchdzi diléf tvrzen{ (tvrzeni [ a tvr-
zeni , kterd samotny diikaz zpfehlednuji. Ctvrta kapitola se zabyva podrobnéji
vlastnostmi dlazdéni d-rozmérného intervalu. Navic zavadime pojem harmonicky
interval a nasledné prozkouméavame dusledky dlazdéni harmonickymi intervaly.
Dikazy jsou rozdéleny do nékolika lemmat a kazdé podrobné dokazano. V za-
véru kapitoly odvodime vétu [18|jako alternativni definici harmonického intervalu,
kterd dava do souvislosti vlastnost byt harmonickym intervalem a vlastnost byt
nasobkem intervalu.

Hlavnim prinosem této prace je podrobné zpracovani dikazu hlavni véty
(vétald) v d dimenzich. V knize Robins| (2021)) je dokdzéna jen véta[6] ale v ¢lanku



de Bruijn (1969) je uvedena véta |§| véetné dikazu, ovsem v této praci je detailné
rozpracovan a rozdélen do dvou tvrzeni. Podobné i vlastnosti harmonickych in-
tervali, které jsou reprezentovany prevzatym tvrzenim [0 tvrzenim [11] a tvrze-
nim , jsou zpracovany v ¢lanku de Bruijn| (1969)), ale v praci jsou podrobné&ji
dokazovany - dikazy jsme rozdélili do nékolika lemmat, kazdé podrobné zpraco-
vali. Dalsim pfinosem jsou poznamky s priklady, které osvétluji podstatu predpo-
kladi v tvrzeni [LO] a v tvrzeni 16| ve ¢tvrté kapitole. V literatute se nevyskytuji,
ale autor je doplnil.



1. Fourierova transformace

Po zbytek prace budeme pouZivat znaceni: ). ..Lebesgueova mira na RY,
int S...vnitfek mnoziny S, dS...hranice mnoziny S.

Definice. Fourierovou transformaci funkce f € L;(RY) rozumime funkci 7
R? — C definovanou jako

}(f) _ /Rd f(x)e—%ri(oc,@dx’

kde ¢ € R% Necht S C R? je mnoZina koneéné d-rozmérné Lebesgueovy miry.
Fourierovou transformaci mnoziny S myslime Fourierovu transformaci jeji cha-
rakteristické funkce.

Nez zacneme pouzivat Fourierovu transformaci, pripomeneme si nékteré vlast-
nosti exponencialni funkce.

Lemma 1. Komplexni funkce e*™* komplexni proménné x € C spliuje e*™* = 1

prave tehdy, kdyz x € Z.
Diikaz. Bud z = a + ib, kde a,b € R. Pak plati

M = rilatbi) — =2 (og(27a) + isin(2ma)).
Tim jsme vyjadrili komplexni ¢islo €*™* v goniometrickém tvaru.
(=) Pfedpoklddame e?™ = 1. Cislo €™ je realné pravé tehdy, kdyZ je jeho
imaginarni ¢ast rovna nule. Tedy

Im(e*™) = e=2™ sin(27a) = 0.

Protoze exponencialni funkce nikdy nenabyva nuly, muzeme podminku ekviva-
lentné vyjadiit jako sin(2ma) = 0. Z vlastnosti redlné funkce sinus je a = £,
kde k € Z. Realna cast ¢isla €™ je kladnd pravé tehdy, kdyZ cos(2mwa) > 0,
nebof exponencidla je nezdpornd na celém R. Pokud £ je liché celé ¢islo, pak
cos(mk) = —1. Tudiz k musi byt sudé celé cislo, tedy a € Z a cos(2ma) = 1.
Dokézali jsme e*™@ = ¢=2™_ Rovnost e 2™ = 1 je splnéna prave tehdy, kdyz
b = 0. Dokazali jsme x = a +ib = a € Z.
(<) Platnost obracené implikace plyne ihned dosazenim libovolného x € Z.
O

V nasledujicim tvrzeni vypocteme Fourierovu transformaci dvourozmérného
intervalu, kterou budeme vyuzivat v dikazech v druhé kapitole.

Tvrzeni 2. Necht I = [ay,b1] X [az, bs] je uzavieny interval v R*. Pak pro kaZdé
£ = (&1,62) € R? takové, Ze &1, & # 0 plati

/6—27ri<a:,§)dx _ 1 . 1 (6—2b17ri£1 _ 6—2(117ri£1> . (6—2b27ri£2 _ e—2a27ri§2) .
I (2m)" &i1&2



Diikaz. Oznacme x = (x1,72) , kde x1 € [ay,b1], 22 € [ag, bo], & = (£1,62), kde

51752 eR \ {0}
Zadany integral [, e

—271

(@.8) upravime na vyraz
/ e~ 2mi@18) | o= 2mil@2g) gy o
[a1,b1] x[az2,b2]

kde jsme vyuzili definici skalarniho soucinu pro vektory x, £. Z Fubiniho véty
plyne, ze posledni integral je roven

/ / e 2mi(@161) | o=2mi(@2€2) (0l
[a1,b1] J[az,b]

Mnozina I je méritelnd vzhledem k mite Ay, nebot I je dvourozmérny interval.
Funkce f(z1,25) = e~ 2m@181) . e=2mi(2282) je meFitelnd vzhledem k mife )y, neb je
na I spojitd. Funkce f je omezend, integral [; f(z)dz mé tedy smysl. Tim jsme
ovérili, ze jsou splnény predpoklady Fubiniho véty.

Posledni integral upravime na soucin

/ 6—27ri(:1:1§1)dx1 X / e—27ri(x2§2)dl'2’
[Cbl,bl] [CLQ,bQ]

nebof vyraz e 22£2) nezdvisi na proménné x, a zaroven vyraz e #181) pezavisi
na promeénné xs. Tim jsme rozdélili zadany dvourozmérny integral na soucin dvou
jednorozmérnych.

Funkce e=2(*:i%) 5 € {1,2}, m4 primitivn{ funkci %ﬁje—?mjj&j. Dosazenim
mezi intervalii, pres které integrujeme, ziskame rovnost

—27i( —27i(

(6—2m'b1§1 i e—27r7la1€1> (6—2mb2§2 i e—27ria2§2)

—2mi&, . —2mi&y

/6—27ri<ac,§>dl, _
I

]

PiestoZe pii Fourierové transformaci vychazime z funkce v L;(R?), vznikla
transformovand funkce nemusi lezet v L;(RY), jak osvétluje lemma [3| OvSem
transformace funkce z Lo(R?) jiz v Lo(R?) vidy lezd.

Lemma 3. Oznacme 1; charakteristickou funkci intervalu I = {—%, %} Fourie-
rova transformace intervalu I splnuje

~ . sin(7w€)
pro & € R\ {0}. Polozme
sinc(z) = sin(mx)
ey

pro x € R\ {0} a v bodé¢ 0 dodefinujme funkci limitou. Potom integrdl

/R | sinc(x)|dx

diverguje, a tedy sinc ¢ L'(R).



Diikaz. Charakteristicka funkce intervalu I lezi v prostoru L;(R), tedy

T(g) = [* e

Posledni integral upravime na

627ri2?§ B eimﬁ _ e—i7r§ _ Sin(ﬂf)
—omiE|  2imé W&

Tim jsme dokazali prvni ¢ast lemmatu. Dale mame

sin & siny

lim = lim

=1,
=0 mé y—=0 gy

kde jsme pouzili substituci y = 7. Kdyz polozime sinc(0) = 1, je funkce sinc
definovand a spojita na R a integral z formulovaného tvrzeni ma smysl.
Stadéi dokézat [ |22 ”5 ‘df +00. Protoze sin(w€) € [—1,1], plati nerovnost

- s (1.1)

sin(m&) ‘ > sin?(m&)

kde ¢ € (0,00). Uvazme rovnost

/00 sin?(m§) SIATS) ge /OO Mdg /Oo —dE — /OO cos 27r£) a¢.  (1.2)
1

7T

Prvni integral diverguje. Pouzitim per partes dostavame

o cos(2r€) . [sin(2m€) 117 o gin(2m¢)
/1 € dﬁ—l 2 511 +/1 2(#5)2 ad

Pro zobecnény prirtstek plati
sin(27€) 1% — im sin(2r§) 1)  sin(27) _o,
27 7r§ £—00 2r  w€ 272

% cos(27¢) % gin(27€) 1
/1 m€ de = / 2w

Integrovanou funkci miizeme odhadnout

tedy

52

sin(2m¢) 1
2 752

1
— 2m2€2

Dle limitniho srovnavaciho kritéria integral konverguje. Tim je dokazano, ze druhy
integral na pravé strané (|1.2)) konverguje a integréal na levé strané ((1.2)) diverguje.
Podle ([L.1]) diverguje také ptivodni integral. ]



2. Dlazdéni obdélniku

Definice. Necht S C R? je mnozina. Systém mnozin S = {5, ..., S,} nazveme
dlazdenim S, jestlize plati

o S=U, S5, tedy systém S je pokrytim S,
e Proid,j€{l,...,n}, i # j plati int S; Nint S; = 0.

Fakt. Konvexni kompaktni mnozina K C R? m4 hranici Lebesgueovy miry 0,
tedy A\g(OK) = 0.

Lemma 4. Necht S C R? je méritelnd mnoZina a S = {Si,...,S,} je dldzdéni
S. Predpokladejme, Ze mnozZiny S; jsou navic konvexrni a kompaktni. Pak pro
meritelnou funkci f S — C plati

[qfdAd:[qlfdAd+...+[qnfdAd,

pokud ma alespon jedna strana smysl.

Diikaz. Podle predpokladu je S dlazdéni mnoziny S a podle definice dlazdéni je
S=Ur,S;akazdéi e {1,...,n} spliuje S; = int S; UJS;. Dale pro kazdé i, j €
{1,...,n}, i # j plati int S;NIS; = 0, nebot int S; Nint S; = O a vnitFek mnoziny
je oteviend mnozina. Zduvodnéni. Mnozina int .S; je oteviena, tudiz jeji doplnék
R4\ (int S;) je uzaviend mnozina a obsahuje int S;. Tedy uzavér mnoZiny int S; je
obsazen v R?\ (int S;). ProtoZe 0S; je podmnoZina uzavéru, dostavadme int S;N9.S;
je prdzdna mnozina. Pfedchozi tvrzeni implikuje rovnost U?_; int S;NUL, 9.5; = 0,
z které dostavame

[fdna= [ g+ fd (2.1)
S im1 int S; Ui:l 0S;

Mnozina S; je konvexni a kompaktni, tedy jeji hranice je miry 0. Protoze Le-
besgueova mira je subaditivni a Vi € {1,...,n} plati \4(9S;) = 0, UL, 95; je
mnozinou miry 0.

Integral pres mnozinu miry 0 je roven 0, tedy

/U” o Ja=0 (2.2)

=1

Z rovnic (2.1)) a (2.2) plyne
= [ . 2.3
/Sf ) T fdXa (2.3)

Integrujeme pres sjednoceni disjunktnich mnozin int 5;, tedy

L s FM =X [ S 2.4)

i=1 int S;

Protoze 05; je miry 0, mame

/ Fdr, = / Fdh + / fd= [ fdr,.
Si int S; aS; int S;

7



Dosazenim do ([2.4) ziskdme

AN, = / A\,
/U?_lintsif d ; Sif d

Konecné z (2.3)) dostavame

/SfdAd _ é/g Fd\,.

Nyni zavadime klicovy pojem nasi prace, pékny obdélnik.

Definice. Obdélnik R nazveme pékny (nice rectangle), jestlize délka alespon
jedné jeho strany je celé cislo.

Pozndmka. Obdélnik v nasem pojeti je jen jiny ndzev pro uzavieny interval v R2.

Tvrzeni 5. Necht R = [ay, b1] X [ag, be] je uzavreny dvourozmérny interval. Potom
ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni.

i) R je pékny obdélnik.
ii) Fourierova transformace R spliuje 15(€) = 0 pro viechna & = (&1,&), kde
1,62 € Z\ {0}.
iii) Plati 1x(1,1) = 0.

Diikaz. (i) = (ii): Necht R je pékny obdélnik, pak existuje k& € {1,2} takové, ze
(by — ax) € Z. Déle necht &,& € Z \ {0}. Podle tvrzeni

A 1 1 . . . .

1 — _ - 672b17rz£1 o 672a17m£1 . 672b27m£2 . 672a27m£2 . 25
Oznatme Vj(a;b;.6;) = =< pro j = 1,2. Rovnost 1; piejde do
tvaru 1

iR(f) = 7.2‘/1(6117171751)‘/2(6127172752)' (2.6)
(—2mi)
Pro vyraz Vi plati
e—27riak§k

Vi(ak, bi, &) = (et — 1) = 0.

&k

Tud{Z pravé strana rovnosti (2.6)) je rovna nule a 15(€) = 0.
(ii) = (iii): Volbou & = (1,1) v (ii) dostavame 15(1,1) = 0.
(iii) = (i): Necht 1z(1,1) = 0. Dosazenim & = (1,1) v rovnosti (2.6) dostavame

1
0= 7%(&1,[)1,1)%(&2,[)2,1). (27)

(—2mi)?
Tedy existuje k € {1,2} splnujici Vi (ag,bg,1) = 0. Vyraz V; vyjadiime v tvaru

67271'1'11;C . (6727ri(bkfak) . 1) )

8



Exponencidlni funkce nikdy nenabyva nuly, proto z definice vyrazu V) plyne
e~2milbi—ar) _ 1 = (. Z lemmatu [1] plyne, ze pro z € C plati e 2™ — 1 = 0
pravé tehdy, kdyz z € Z. Tedy dostavame (by — ay) € Z.

Dokézali jsme, ze 1g(1,1) = 0 implikuje (by — ax) € Z pro néjaké k = 1,2.
Obdélnik R je tedy pékny. m

Nyni, kdyz méame charakterizované pékné obdélniky, mizeme uvést a dokazat
hlavni vétu této kapitoly, kterd je prevzata z ¢lanku de Bruijn| (1969).

Véta 6. Necht R je obdélnik a {Ry,...,R,} je dldizdéni R. Pokud R; je péekny
obdélnik prov=1,...,n, pak R je pekny.

Diikaz. Definujme f(x) = e 27@8 ¢ ¢ R2. Podle lemmatu [4f funkce f spliiuje

(€)= [ Jax =3 [ fan=>1a(o) (2.8)

Predpoklad je splnén, protoze obdélniky R; jsou konvexni a kompaktni mnoziny.

Predpokldadéame, ze pro kazdé i € {1...n} je R; pékny obdélnik. Podle impli-
kace (i) = (iii) v tvrzeni [5| plati 1x,(1,1) = 0. Z rovnosti plyne 1z(¢) = 0.
S vyuzitim implikace (iii)=(i) v tvrzeni 5| dostavame, Ze R je pékny obdélnik. [



3. Dlazdéni vicerozmeéerného
intervalu

V nasledujicim tvrzeni vypocteme Fourierovu transformaci vicerozmérného
uzavieného intervalu.

Tvrzeni 7. Necht I = [ay,b1] X [az,bo] X -+ X [ag, bg] je uzavreny interval v RZ.
Fourierova transformace I splnuje

—27r7ibj§j o e—?m’ajfj

d
11(5 ]:[ gj )

27m

kde £ € RY je takové, Ze & € R\ {0} proi € {1,...,n}.

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukei podle d. Uvazme ptipad d = 1.
Plati

. by .
1
[e—Qwiw1£1‘|bl 1 e—2mibi& _ p—2miar&y

—27Ti€1 a N (—27'('2) 51 ’

kde v predposlednim kroku jsme vyuzili & # 0. Nyni provedeme indukéni krok.
Predpokladame, ze tvrzeni plati pro d — 1 a dokazeme ho pro d.

Zavedeme znaceni I = [a1,b1] X -+ X [ag,bg] = I' X [ag,bq], kde I' je (d — 1)-
rozmérny interval. Podobné x = (2/,24) a £ = (£, &q), kde & a 2’ jsou vektory
z R9~1. Skalarni sou¢in pak vyjadiime jako

d -1
&) = x;& =Y ;& + xaly = (2.&) + zala.
=1 =1

Fourierovu transformaci I piseme ve tvaru
/e—%im{)d)\d(x) :/ 6_27ri(<55,7§/>+5’3dfd)d)\d(x)7
I "*lad,bd]
Po aplikaci Fubiniho véty dostaneme, ze posledni integral je roven

/ / e 2mi((2",€) +waga) d)\l(xd)d)\d 1( )
! Jag,bd]

Protoze skaldrni soucin (2/,¢’) nezavisi na x4, lze predchozi vyraz rozdélit na
souc¢in dvou integralt

/ 6_27ri<$,’£,>d)\d_l(l’,) / 6_2ﬂ—i$d§dd)\1(l‘d)' (31)
i [ad7bd]

Podle pripadu d =1 je
1 B*Qﬂ'ibdéd _ e*Qﬂ'iadfd

(—2mi) &1

10

(3.2)

/ e—27ri:rd§dd)\1 («rd) —
[aq,ba]



Podle indukéniho predpokladu je

d—1 —27rzb i€ e—2mia;&;

// 6—271'1 ! d/\d 1( ( 27” H gj . (33)

Dosazenim (3.2) a (3.3 do (3.1]) je dikaz dokoncen. O
Nyni rozsifime pojem pékny obdélnik do vice dimenzi.

Definice. Uzavieny interval I = [a1,b1] X [ag, ba] X -+ X [ag, bg] C RY nazveme
pékny, pokud b; — a; € Z pro alespoii jedno j € {1,...,d}.

V nasledujicim tvrzeni charakterizujeme pékné intervaly pomoci Fourierovy
transformace.

Tvrzeni 8. Necht I = [ay,b1] X [ag, by] X - -+ X [ag, by] je uzavieny interval v RY.
Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

i) Interval I je pékny.

i) Fourierova transformace I spliuje 1;(€) = 0, kde & = (£1,&,, ..., &4) je libo-
volny vektor takovy, zZe & € Z\ {0} proj=1,....d.

ii) Plati 1;(1,1,...,1) = 0.

Diikaz. (i) = (ii) Necht I je pékny, pak podle definice existuje k € {1,...,d}
takové, ze by — ay, je celé ¢islo. Podle tvrzeni [7] je

. SR
(—271'2) j=1
kde . .
672Tl’lb]'£j _ 6727rmj§j

Vila;j,b;.&;) = 3

Pro vyraz Vj, plati

efZﬁiakék

Vi(ak, be, &) = T (672’”((”“7“’“)5’“ — 1) = 0.
7 toho dostavame 1;(€) = 0.
(i1) = (i41) V (ii) polozme & = (1,1,...,1). Pak 1;(1,1,...,1) = 0, coz jsme chtéli
dokazat.
(#41) = (i) Necht 1;(1,1,...,1) = 0. Dosazenim vektoru & = (1,1,...,1) do vzorce
pro Fourierovu transformaci 1 v tvrzeni [7] ziskdvame

A 1 A

1[(1,1,...,1) = ~d H‘/}(aj,bj) :O, (34)

(=2mi)" j=

kde

—2mib; —2mia; —27ia; —2mi(bj—a;
Vi(aj,bj) =e =™ —e "™ =¢ J~(e b ])—1).

Existuje k € {1,... n} spliujici Vi(ay,bx) = 0 diky (3.4). Pak e=2m(®s—a) —1 = 0,
nebo ekvivalentné e~27(b¢=%) = 1 a podle lemmatu |1 je (by — az) celé &islo. Dle
definice pékného intervalu je I pékny. O
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Dochéazime k hlavni vété této prace, jez je prevzata z ¢lanku de Bruijn| (1969).

Véta 9. (Hlavni véta) Necht I je interval vR® a {Iy,...,I,} je dldzdéni I. Pokud
I; je pékny pro kazdé i € {1,...,n}, pak I je pékny.

Diikaz. Definujme f(x) = e 2@8 ¢ ¢ R? Podle lemmatu [4 funkce f spliiuje

e) = [[fir=3" [ fa=3 11 (6) (35

Predpoklad je splnén, protoze intervaly I; jsou omezené a uzaviené podmnoziny
R?, tedy jsou kompaktnimi a konvexnimi mnozinami.

Predpokladdme, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je I; pékny interval. Podle im-
plikace (i) = (iii) v tvrzeni [§] plati 1;,(1,1,...,1) = 0. Z rovnosti (3.5) plyne
1;(6) = 0. S vyuzitim implikace (iii)=(i) v tvrzenf |8] dostavame, Ze I je pékny
interval. O
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4. Dusledky hlavni véty a
harmonické intervaly

4.1 Zavedeni pojmiu

Definice. Necht I = [a1,b1] X [ag, bo] X - -+ X [ag, bg] & J = [a], b]] X [ab, D] x ... X
[, b]}] jsou uzaviené intervaly v R?. Interval J nazveme kopii intervalu I, jestlize
existuje permutace m mnoziny indexu {1,2,...,d} takovd, ze plati

/ / o
br(iy = Gni) = bi — a
pro kazdé i =1,...,d.

Definice. Necht I = [aj,bi] X -+ X [ag,bq] je interval v R? a t € R, t > 0. Pak
definujeme mnozinu tI predpisem tI = {tx | x € I} = [ta;,thy] X - -+ X [tag,tby].

Definice. Necht I = [A},By] X -+ X [A4,B4], Io = [a1,b1] X -+ X [ag,bg] jsou
intervaly v R?. Rekneme, Ze interval I je ndsobkem intervalu Iy, pokud existuji
celd ¢isla kq, ..., kg a permutace 7 mnoziny {1, ..., d} spliujici

Br(j) = Ax(j) = k(b — a;)
proj=1,....d.
Definice. Uzavieny interval I = [a1,b] X -+ - X [ag, bg] C R? nazveme harmonicky,
pokud existuje permutace 7 a posloupnost celych ¢isel {k;}4=! spliwjic
br(jtr) = m(irr) = K;(bn(g) — an()

proj=1,...,d—1.

4.2 Harmonické intervaly

Tvrzeni 10. Necht I = [Ay, By] X -+ X [Ag, Ba| a Iy = [a1,b1] X -+ X [ag, by
jsou uzavrené intervaly v RY. Predpoklddejme, Ze existuje dldzdeéni {1, I, ..., I,}
intervalu I kopiemi intervalu Iy. Potom pro kazZdy index i existuje index j takovy,
Ze Bj — Aj je celociselnym ndsobkem b; — a;.

Diikaz. Fixujeme i € {1,... n} a ozna¢ime ¢ = b; — a;. Pak definujeme intervaly
I = %]0 al = %I . Tvrdime, Ze mnozina {Ij,..., I}, kde I} = %]j pro j =
1,...,n je dlazdénim I'. Ovérime predpoklady z definice dlazdéni.

i) Interval I' je sjednocenim intervali Ij: I' = {%| x € I} = {%| z € UL, ;} =
ULi{slze Ly =UL I}

ii) Vnitiky intervalii I a I} jsou disjunktni:

1 1
int I; Nint [} = <int]i) N ( intlj> = {$| T € int]i} N {
C & C

—_

— {Z| z € int [ ﬂintlj} = —(int [; Nint I;) = 0.
c

o
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Tim jsou predpoklady ovéreny. Interval I je pékny, protoze %(ai —b;) =1 je celé
¢islo. Jeho kopie I7, ... I}, jsou také pékné intervaly. Podle véty [9] je I’ pékny in-
terval, tudiz jedna jeho hrana je celociselné. Tedy existuje j € {1,...,n} spliujic
L(B; — Aj) =k, k € Z a tim dostavéme B; — A; = k(a; — b;). O

Pozndmka. Za predpokadt tvrzeni nemusi platit, ze interval I je nasobkem
intervalu Iy. Tedy index j mize byt stejny pro rtzna i, jak ukazuji nasledujici
priklady.

Priklad 1. Bud [ = [0,5] x [0,6] a Iy = [0,2] x [0,3]. Podle vyse uvedené definice
I neni nasobkem intervalu I, nebot hrana délky 5 neni celo¢iselnym nasobkem 2
ani 3. Pritom existuje dlazdéni I kopiemi intervalu /. Oznac¢me

S =1{0.2] x [0,3,[0,2] x [3.6].[2,5] x [0,2].[2,5] x [2,4],[2.5] x [4.,6]}.

Potom kazdy prvek mnoziny S je kopii intervalu /y, U;cs J = I a navic pro kazdé
dva rtzné prvky mnoziny S plati, ze prunik jejich vnittki je prazdny. Tedy S je
hledanym dlazdénim.

Priklad 2. Bud I = [0,7] x [0,11] x [0,30] a Iy = [0,2] x [0,3] x [0,5]. Pak I neni
nasobkem intervalu I, ale hrana [0,30] je ndsobkem vsSech hran intervalu I.

Hrana délky 7 neni celoé¢iselnym nasobkem 2, 3 ani 5, tudiz I neni nadsobkem
intervalu [y. Pro f # 0 definujme J([a,b],[c,d],e) = [a,b] x [c,d] x [(1 — e)%?,e%],
kde f =10 — (b —a) — (d — ¢). Pak

S= {J([075]’[072]761>’ J([075]7[2’5]762)7 ‘]([0’5}7[578]762)7 ‘]([O’5]7[8711]762>,
T(5,71,[0,5],e1), J([5,71,[5:8],¢3), J(5,7],[8,11],e3) | e1 € {1,...,10},
€y € {1, .. ,15},63 S {1, .. ,6}}

je systém tridimenzionalnich intervalti, kazdy z nich je kopii intervalu Iy. Systém
S tvori pokryti intervalu /. Pritom prinikem vnittkt libovolnych dvou rtznych
prvkl z S je prazdnd mnozina, tedy S je hledané dlazdéni intervalu I.

Pridanim ptredpokladu, Ze interval I je harmonicky, dostaneme silnéjsi zavér.

Tvrzeni 11. Necht [ = [Ay, By| X -+ X [Ag, Ba] a In = [a1,b1] X -+ X [ag, bg] jsou
uzavrené intervaly v R%. Predpoklddejme, Ze interval Iy je harmonicky a existuje
dlazdeni {1, ..., I,} intervalu I kopiemi Iy. Pak I je ndsobkem intervalu Iy.

Pred samotnym dikazem si dokdzeme nékolik dil¢ich lemmat, ktera jej zpre-
hledni.

Lemma 12. Necht I = [Al, Bl} X... X [Ad, Bd] = I'x [Ad,Bd] a [0 = [Cll, bl] X... X
[ag, ba] jsou uzaviené intervaly v R, kde I' je (d —1)-rozmérngj uzavieny interval.
Predpoklddejme, Ze existuje dlazdéni CC = {Iy,I5,...,I,} intervalu I kopiemi
intervalu Iy. Oznacme C' = {J € C | JN(I' x {A4}) # 0} = {J1,...,Jx}.
Pro kazdé i = 1,....k pisme J; ve tvaru J, x [Aqg.e;], kde e; € [Aq,By]. Potom
D={Ji,...,Ji.} je dldizdénim intervalu I'.

Diikaz. i) D je pokrytim I'. Bud 2’ € I a uvazme x = (2/,44) € I’ X [A4,B4] =
I. Protoze C je dle predpokladu pokrytim intervalu I, existuje j € {1...n},
pro které x € I;. Dale 2’ € I', tedy existuje ¢ € {1,...,k} takové, ze x €
J; = J! x [Ag,ei]. Tudiz (2/,A4) = (v/,Aq) pro néjaké y' € J!. Tim dostavame
' =y’ € J]. Protoze 2’ byl libovolny prvek intervalu I’, je tvrzeni dokazané.
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ii) Oznacme Aj; = (int J{) N (int J5). UkdZeme, ze pak Aj; = () pro kazdé 4,j €
{1,...,k},i # j. Pro spor piedpokladejme existenci prvku = € Aj; pro n&jaké
i,j. Pak bod = = (2/,x4), kde x4 € (A4;,e;) N (Aj,e;), nalezi (int J;) N (int J;).
Protoze J;,J; jsou prvky C' C C, dochazime ke sporu s predpokladem, ze C je
dlazdéni intervalu I.

]

Lemma 13. Budte I; C R® a I, C R%® uzavrené intervaly. Ddle budte
S ={J1,. I}, So ={K1,...,K,,}
dlazdend intervalu I, Iy. Potom
D={J;xKy|j=1,...n:k=1...n}
je dlazdénim intervalu I, x Iy C RN+dz,

Driikaz. 1. D je pokrytim I} x I5. Bud = € I} x I libovolny. Uvazme projekce
bodu z na intervaly [y, [5. Pak lze x vyjadrit jednoznacné ve tvaru x =
(x1,m2), kde x1 € I) a x9 € I,. Tedy existuje néjaké i = 1,...,n; a né&jaké
k = 1,...,ny takové, ze (z1,23) € (J; x Ki) € D. Mnozina D je tudiz
pokrytim Iy x Is.

2. Budte (ji1,k1),(j2,k2) dvé ruzné dvojice z
M ={(my,ms) | my =1,...,n1;ma=1,... n2}.

Ozna¢me A = int(J;, X Ki,)Nint(J;, x K},). UkdZeme, ze pak plati A = 0.

Tvrzeni dokdzeme sporem. Necht existuje x € A. Pak lze psat © = (x1,25) €
I; x I,. Upravime A do tvaru

A =int(J;, x Kj,) Nint(J;, x Kj,) = (int J;, x int K}, ) N (int J;, x int Ky, ).

Protoze (j1,k1),(j2,k2) jsou razné dvojice, plati j; # js nebo ky # ko. V prv-
nim piipadé x; € intJ; NintJ;, = 0, nebot S; je dlazdéni. V druhém
pripadé 5 € int Ky, Nint K, = (), nebot S, je dlazdéni. V obou piipadech
dochazime ke sporu.

]

Lemma 14. Necht I = [a1,by] X - - - X [ag,bq] je uzavieny interval v R a predpokld-
dejme, Ze pro kazdéi = 1,...,d—1 existuje k; € Z spliujici b 1—a;11 = ki(bi—a;).
Bud j € {1,...,d} pevné. Definujeme uzavieny interval J v R4 predpisem

J = [al,bl] X X [aj—17bj—1] X [aj+1,bj+1] X+ X [ad,bd].
Oznacme Iy = [a1,by] X -+ X [ag_1,bq_1]. Potom
i) J je harmonicky interval v R

it) existuje dlazdént intervalu J kopiemi intervalu .
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Diikaz. i) Podle predpokladu existuje pro kazdé ¢ = 1,...,d — 1 celé ¢islo k;

ii)

splnujici (bjy1 — air1) = ki(b; — a;). Tato rovnost specidlné plati pro i €
{1,...,J—2,j+1,...,d— 1}. Navic ziskdvame

(bjr1 — aj1) = kj(by — a;) = kjkj_1(bj—1 — a;1),
tedy interval J je harmonicky.

Oznacme Jy = [a1,b1] X -+ X [aj_1,bj—1]. Staci dokazat, ze interval J, =
Jo X [aj1,bj41] X -+ X [aj1p,bj1k] 1ze vydlazdit kopiemi I}, = Jy X [a;,b;] X

- X [aj4k-1,bj45-1] pro kazdé k € {1,...,d — j}, nebot ptvodni tvrzeni je
jen specidlni pripad, kdy & = d — j.

Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei podle k. Nejprve uvazujme k£ = 1.
Vime (bj+1 — aj41) = k;(bj — a;) pro néjaké celé ¢islo k;. Definujme

Ly = Jo x [aj41 + U(bj — aj),aj41 + (L +1)(b; — a;)]

pro l = 0,...,k; — 1. Pak systém intervala {Ilﬁl}fial je pokrytim J;. Dale
(int I1;,) N (int I;5,) = 0 pro kazdé Iy,ly € {0,....k; — 1},11 # lo, nebot
vnitiky intervald [a;j11 + [(b; — a;),a;41 + (I + 1)(b; — a;)] jsou disjunktni
pro kazdé . Dostévame, Ze {[u}lgj_l je dlazdénim Jy. Protoze (a;+1 + (I +
1)(bj —a;)) — (aj1 + U(bj — a;)) = (bj —a;) pro kazdé I =0...k; — 1 a ve
zbyvajicich 7 — 1 rozmérech se intervaly I;; a interval I; shoduji, intervaly
I jsou kopiemi intervalu I;. Tedy podle lemmatu {]175}2281 je dlazdéni
kopiemi intervalu I.

Nyni provedeme indukéni krok. Predpokladdme platnost tvrzeni pro k <
d — j. Dokézeme ho pro k + 1. Necht existuje dlazdéni intervalu J; kopiemi
Ii.. Bud {J; }7-, timto dlazdénim. Protoze existuje m celé, pro které (b, 4+1—
ajtrk+1) = m(bjsr — ajyx), MUzeme psat

m—1

(ajsni1:b0e 1] = U lagenen + 105 — ajun), ajnpn + (D) (bjx — ajip)]-
=0

Jedna se o pokryti intervalu [a;4+x+1,0j+k+1]. Dosazenim do definice intervalu
Ji+1 a s vyuzitim indukéniho predpokladu dostéavame

n m—1

Jeri = U Iy,

i=1 [=0

kde
Iy = T X [@jap1 +1(0jar — @jg)s Gjgpgr + (0 1) (bjpr — ajir)]-

Bud D mnozina intervalt I; pro ! = 0,...,m — 1 v rovnosti vyse. Z lem-
matu [I3] dostédvame, ze D je dlazdénim intervalu Ji ;. Protoze D je mnozina
kopii Ix41, zkonstruovali jsme dldzdéni intervalu Jy, 1 kopiemi Iy ;.

O
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Lemma 15. Necht I = [ay,bi] X - - x [aq,bg] je uzavieny harmonicky interval v RY,
tedy existuje permutace © spliiugici br(it1y — r@v1) = ki(bre) — An()), kde k; € Z
pro kazdé i =1,...,d — 1. Definujeme uzavreny interval J v R predpisem

J = [al,bﬂ X oo X [aj_l,bj_l] X [aj+1,bj+1] X X [ad,bd]
jako v lemmatu [} Potom J je harmonicky interval. Ddle oznacme

[0 = [a‘ﬂ'(l)7bﬂ'(1)] X X [aﬁ(d—l)abﬂ”(d—l)]-
Pak ezistuje dlazdéni intervalu J kopiemi intervalu Iy.

Diikaz. Definujeme interval I = [ar(1),br)) X -+ X [@r(a),bra)], tedy I je kopii
intervalu I. Ozna¢me k = 7~1(j). Dosazenim I’ do lemmatu [14] zfskdvame interval

J' = [az(1),br)] X - X [Ar(i—1)Dn(k—1)] X [r(ir1)Dngirn)] X -+ X [Qr(a),br(a)),

ktery je harmonicky. Protoze J je kopii J', interval J je také harmonicky. Déale
podle lemmatu existuje dlazdéni intervalu J' kopiemi Iy. Protoze J je kopii
J', existuje také dlazdéni intervalu J kopiemi Ij.

O

Nyni jsme pripraveni dokazat tvrzeni 11}

Diikaz tvrzeni[11. Dikaz provedeme matematickou indukei podle d. Pro d = 1
mame [ = [Ay, By}, Iy = [a1,b1] a podle tvrzeni je By — A; celociselnym
nasobkem b; —aq, tedy I je nasobkem I,. Necht tvrzeni plati pro d — 1. Dokazeme
ho pro d.

Interval Iy je harmonicky, tedy existuje permutace 7 spliujic by (i11)—ar(it1) =
ki(brs) — ax@y), kde k; € Z pro kazdé i = 1,...,d — 1. Definujme

JO = [aﬂ-(l),bﬂ-(l)] X X [aﬂ-(d),bﬂ-(d)]‘

Podle tvrzeni |10| existuje j € {1,...,d}, pro které (B; — A;) = m(br@) — ra)),
kde m je celé. Fixujme dané ¢islo j. Bez Gjmy na obecnosti j = d.

Zavedeme znaceni [ = I' x [Ag,Bq| a Jo = Jj X [ar(a),br(a)], kde I" a J§ jsou
(d — 1)-rozmérné uzavriené intervaly.

Bud K mnozina indexti definovana jako K = {i € {1...n} | ,N(I'x{A4}) #
0}. Definujme J;, := I pro kazdé k € K. Pak muzeme zavést znaceni J, =
‘]l/c X [Ad,ek], kde ¢, € [Ad,Bd].

Podle lemmatu [12] je {J, | ¥ € K} dlazdénim intervalu I’. Déale pro kazdé
k € K podle lemmatu je Ji. harmonicky interval a navic existuje mnozina
Sy, kopii J|, kterd je dlazdénim J;.. Pak Upcx Sk je dlazdéni I’ kopiemi J).

Interval Jj je harmonicky a zaroven J§, I’ jsou podmnoziny R?~!, tedy podle
indukéniho predpokladu je I’ nasobkem Jj. Protoze (Bq — Ag) = m(bx(a) — @r(a)),
I je nasobkem Jy, tedy i Iy, nebot Jy je kopii 1. ]

Pokud by interval [y nebyl harmonicky, interval I uz nemusi byt nasobkem
Iy, o ¢emz nas presveédci nasledujici tvrzendi.

Tvrzeni 16. Bud Iy = [a;,b1] x -+ x [ag,bs] uzavieny interval v R?, ktery nenf
harmonicky. Predpokldadejme, Ze pro kaZdé i plati ¢; = b; — a; € Z. Pak existuje
uzavreny interval I C R?, pro ktery existuje dlazdéni kopiemi Iy, ale pritom I nend
ndsobkem I.
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Drive, nez tvrzeni dokazeme, si uvedeme pomocné lemma.

Lemma 17. Necht interval Iy = [ay,b1] X [as,b2] C R? nend harmonicky. Oznacéme
c; = b; —a; pro i € {1,2}. Predpoklddejme, Ze c1 a ¢y jsou celd ¢isla. Pak I C R?
o rozmeérech (c1 + ¢c2) X (c1¢2) lze vydlazdit kopiemi Iy, ale neni ndsobkem I.

Diikaz. Podily £, jsou necelociselné, nebot Iy neni harmonicky. Tudiz podily
%,% nemohou byt celo¢iselné, tedy I neni ndsobkem I,. Ovsem dlazdéni
kopiemi I existuje. Interval I 1ze rozdélit na dva podintervaly I;,Is C R? o rozmé-
rech (c1)x(c1¢2), (c2) X (c1¢2), jejichz sjednocenim ziskame I, ale jejich vnittky jsou
disjunktni. Nejprve vydlazdime I;. Ozna¢me I} = [Ay, A1 + ¢1] X [Ag, Ay + c1¢4],
kde Al = a] a Ag = bl. Pak

S:{Il7l|l:1,...,01},

kde I; = [A1, A1 + 1] x [Ag + (I — 1)co, Ag + lc], je systém intervald, jejichz
sjednocenim je interval I;. Navic pro kazdé dva intervaly z S plati, Zze prunik
jejich vnittka je prazdny. Tedy systém S je dlazdéni. Protoze rozméry intervala
I ; a I se shoduji, prvky systému S jsou kopiemi /. Zkonstruovali jsme hledané
dlazdéni. Déle ozna¢me Iy = [A1, A1 + 3] X [Ag, A + c1¢o], kde Ay = a1 +¢1 a
AQ = bl. Pak

Sl = {[275 | l= 1, ce ,CQ},

kde I, = [A1, A1 + 1] x [As + (I — 1)e1, As + ley], je systém intervald, jejichz
sjednocenim je interval I5. Navic pro kazdé dva intervaly z S plati, Ze prunik
jejich vnittka je prazdny. Tedy systém S’ je dlazdéni. Protoze rozméry intervali
I, a Ij se shoduji, prvky systému S’ jsou kopiemi /. Zkonstruovali jsme hledané
dlazdeéni. O

Diikaz tvrzeni[16. Pro d = 1 je kazdy uzavieny interval v R? harmonicky. Pro
d = 2 tvrzeni plati podle lemmatu [I7] Pfedpokldddme, Ze tvrzeni plati pro d = 2
a dokazeme ho pro libovolné d > 2.

Definujme ¢; = b; — a; pro vSechna ¢ € {1,....,d}. Bez ijmy na obecnosti
uvazujme ¢; < ¢;11 proi = 1,...,d—1. Existuje k € {2,...,d} spliujic o ¢ 7,

protoze Iy neni harmonicky. Necht k je nejvétsi takové. Uvazme interval
I =[0,c1] X -+ x [0,¢52] X [0,ch_1 + cx] X [0,ch_1¢x] X [0,c541] X - -+ X [0,¢4] € R?
o rozmérech

€1 X o+ X Cpg X (o1 + ) X (Ch_10r) X Chp1 X +++ X Cq.

Oznac¢me j nejmensi index spliujici ¢; = c,—1. Tvrdime, Ze zZadné z cisel

Cly-++4,Cj—1,Ck—1 + ¢k
neni celo¢iselnym nasobkem zadného z ¢isel ¢;, . . . ,cq.
a) Uvazujme disla ¢, ..., cx—1. Ta spliuji ¢; = ¢j41 = -+ = ¢;—1. Pak ani jedno
z ¢isel c1, ... ,cj_1,c6—1 + ¢ neni délitelné c,_;.
Odivodnéni. Vime, Ze ¢;—1 nedéli ¢, tedy ani c;_1 + ¢. Déle ¢isla ¢q, ... ,cj_1

jsou ostie mensi nez c,_1, tedy nejsou délitelna c;_1.
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b) Uvazujme cy, ... ,cq. Protoze k je nejvétsi ¢islo splnujici ckc: ¢ 7, plati

ck|ck+1|---|cd.

Protoze c¢p_1 < ¢, ¢ nedéli ¢,_1 + ¢ a tedy ani zadny nasobek c¢; nedéli
Ck—1 + Ck. Dale
<< < <<y,

tudiz cisla ¢y, ... ,cj—1 nemizou byt nasobkem zadného z ¢isel ¢y, . . . ,cq.

Pokud néjaky interval J = [A,B1] X - -+ X [A4,Bq| je ndsobkem I, pak existuje
nejvyse 7 — 1 indext i takovych, ze B; — A; neni celoc¢iselnym ndsobkem zadného
z Cisel ¢j, ..., cq. Kdyby existovalo alespon j takovych indexii ¢, pak by nejvyse
d — j indext i splnovalo, ze B; — A; je nasobkem nékterého z d — j 4+ 1 Cisel
Cj, .. -,¢q4- Tudiz by pro alespon jedno z cisel ¢j, . .. ,cq neexistoval ndsobek tvaru
B; — A; pro néjaky index i. Tedy J neni nasobkem I, ¢imz dochazime ke sporu.

V nasem pifpadé j cisel ¢y, ... ,cj_1,ck—1 + ¢ spliluje, Ze neni ndsobkem zad-
ného z cisel ¢j, ... ,cq. Tedy interval I neni nasobkem Iy. Zbyva ukézat existenci
netrivialniho dlazdéni I kopiemi I;.

Ozna¢me Jy = [0,¢,—1] % [0,¢,). Bud {J1,...,J,} dlazdéni intervalu J =
[0,cx—1 + cx] X [0,ck_1¢x] kopiemi Jy. Definujme

]i = [0701] X oo X [07Ck_2] X Jz X [O,Ck_H] X oo X [O,Cd].
Potom {I3,...,I,} je dlazdéni I. O

Pozndmka. Bez predpokladu ¢; = b; — a; € Z tvrzeni neplati. Napiiklad v R? pro
Iy = [0,1] x [0,v/2] neexistuje interval I C R?, ktery by nebyl nasobkem I a za-
roven by existovalo dlazdéni kopiemi .

Diikaz. Pro spor nechf takovy interval I existuje a k nému existuje i dlazdéni
S = {I;}, kopiemi I,. Pfedpokladejme, ze pocet prvki systému S je nejmensi
mozny. Ozna¢me ho k. Interval Iy neni harmonicky, ale je pékny, tedy podle
véty @ je I také pékny. Oznacéme [a,b] néjakou celo¢iselnou hranu intervalu I.
Bud {I;}?;, C S mnozina téch kopii Iy, které nemaji prazdny prunik s hranou
[a,b]. Protoze S je dlazdéni, prinikem I; a [a,b] je hrana délky 1 nebo v/2 pro
kazdé i. Tyto priniky musi tvoiit pokryti hrany [a,b], tedy b — a = k(1) + I(v/2)
pro néjaka cela ¢isla k,l, kde k + [ = n. Protoze celé ¢islo nelze vyjadrit jako
nenulovy celo¢iselny nasobek /2, ziskavame rovnosti [ = 0 a k = n. Tedy {I;}7,
tvoii dldzdéni intervalu o rozmérech (b — a) x v/2. Oznaéme ho .J. Doplnék J do
I je interval, ktery nesmi byt nasobkem I, jinak by I byl nasobkem [, také.
Tudiz doplnék neni nésobkem a zaroven lze vydlazdit mensim poctem kopii Ij.
Dochazime tedy ke sporu, ze k byl nejmensi mozny pocet prvka S. n

V nasledujici vété dostavame spojenim zaveéra z tvrzeni|l1|a z tvrzeni [16|sou-
vislost mezi vlastnostmi byt ndsobkem intervalu a byt harmonickym intervalem.

Véta 18. Necht Iy je uzaviens interval v R?, jehoZ rozméry jsou celociselné.
Necht I je uzavieny interval v R%, pro ktery existuje dlazdéni kopiemi Iy. Pak
ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni.

i) Interval 1y je harmonicky.

ii) Pro kaZdy uzavieny interval I v R® plati: Pokud existuje dldZdéni I kopiemi
Iy, pak I je ndsobkem I.
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