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Znaceni

Tato sekce shrnuje znaceni pouzivané v této diplomové praci.

~
’

isla, vektory a matice

a Skalar
a Sloupcovy vektor
A Matice

diag(a)  Diagonalni matice obsahujici slozky vektoru a na
diagonéle

trace A Stopa matice A

det A Determinant matice A

rank A Hodnost matice A

vec A Po sloupcich vektorizovana matice A

a',AT  Transpozice vektoru a a matice A

a®2 aa’
AL Inverzni matice k matici A
0, n-slozkovy nulovy vektor
Orsem, Nulova matice o rozmérech n x m
1, n-slozkovy vektor jednicek
L, Jednotkova matice radu n

|lall, ||a|lz  ¢s norma vektoru a
lall, ¢, norma vektoru a

lallc  Maximova norma vektoru a

Mnoziny a grafy

A Mnozina

N Mnozina prirozenych ¢isel

Y/ Mnozina celych ¢isel

R Mnozina realnych c¢isel

R>o Nezapornd realna cisla

card A,|A| Mohutnost mnoziny A
G = (V,E) Grafs mnozinou vrcholi V' a hran F



Funkce

f:R—R  Skalarni funkce

f:R" =R  Funkce vice proménnych

f:R" = R™ Vektorova funkce vice proménnych

C(X,Y)
fog
Viz)
Jg(z)
log()
sgn(z)

Mnozina spojitych zobrazeni z X do Y
Slozeni funkei f a g

Gradient f v bodé @

Jakobiho matice f v bodé x
Indikatorova funkce

Ptrirozeny logaritmus x

Signum x

Aplikaci skalarni funkce f po slozkdch budeme znacit f(x). Tedy zépis
a = f(x) budeme chapat jako a; = f(z;) pro vSechna i.

(2, A,P)

Laplace
Unif

X

Pravdépodobnost a statistika

Pravdépodobnostni prostor s mnozinou jevua (2,
o-algebrou A a pravdépodobnostni mirou P

Borelovska o-algebra na R, resp. R”
Nahodna velic¢ina

Nahodny vektor

Konvergence v pravdépodobnosti
Konvergence v distribuci

X ma presné rozdéleni L

X méa asymptoticky rozdéleni L
Nulova hypotéza, alternativa
Stredni hodnota ndhodné veliciny X
Median ndhodné veli¢iny X

Rozptyl ndhodné velic¢iny X
Normalni rozdéleni

Laplaceovo rozdéleni

Spojité rovnomérné rozdéleni

x? rozdéleni s k stupni volnosti



Uvod

Neuronovym sitim se v posledni dobé dostava ¢im dal vétsi pozornosti diky
jejich nejmodernéjsim vysledkiim napri¢ mnoha rtiznorodymi obory. Jejich apli-
kace zahrnuji regresni problémy vcetné predikei ¢asovych rad, rozpoznani vzort
a ru¢né psaného textu, detekce objektt, strojovy preklad nebo napriklad reseni
parcialnich diferencialnich rovnic ve fyzice.

Tato prace se zabyva regresnimi tlohami, ve kterych zkoumame vztahy mezi
zavisle proménnou a jednou ¢i vice nezavisle proménnymi. Klasickym pristupem
je odhadovat regresni koeficienty metodou nejmensich ¢tverci, ktera je vsak cit-
livd na odlehla, resp. vzdalena pozorovani. Proto si robustni regrese klade za cil
navrhnout regresni odhady, které nejsou tak silné ovlivnény kontaminaci v da-
tech. Robustni metody jsou vsak casto neefektivni v ptipadé, kdy jsou vsSechny
predpoklady splnény. Cilem préce je predstavit nékolik robustnich odhadt v kon-
textu linearni regrese a diskutovat jejich zakladni vlastnosti, véetné adaptivnich
metod, které umi kombinovat vysokou robustnost (bod selhéni) spolu s vysokou
relativni eficienci pri splnéni vsech predpokladii.

Robustni regresni odhady jsou oblibené téma ve statistické literature, ale
nejsou tolik populdrni ve spojitosti s neuronovymi sitémi, které jsou vsak casto
trénovany na velkém mnozstvi automatizované ziskanych dat. Druhym cilem této
prace je tedy ukazat, ze i klasické neuronové sité jsou nachylné na kontaminaci
v trénovacich datech a pri vyssi kontaminaci mohou benefitovat z predstavenych
robustnich odhadt.

V prvni kapitole formulujeme tlohu statistického uceni a predstavime prin-
cip minimalizace rizika, pricemz se zaméiime na regresni problémy. Ve druhé
kapitole pripomeneme linedarni model a metodu nejmensich ¢tverctt spolu s kvan-
tilovou regresi. Tteti kapitola je vénovana robustnim regresnim odhadim a jejich
teoretickym vlastnostem, zejména konzistenci, asymptotické normalité a robust-
nosti ve smyslu bodu selhani. Ctvrta kapitola predstavi neuronové sité a bézné
pouzivany heuristicky pristup jejich trénovani. Také predstavime nékolik robust-
nich neuronovych siti a upozornime na nékteré praktické problémy. V posledni
kapitole prezentujeme vysledky simula¢ni studie a diskutujeme vhodnost predsta-
venych robustnich neuronovych siti pro rizné druhy kontaminace v trénovacich
datech.



1. Statistické uceni

V této kapitole formulujeme tlohu statistického uceni a predstavime princip
minimalizace rizika. Jedna se o obecny princip, ktery zahrnuje klasické statistické
metody, jako metodu nejmensich ¢tverclt nebo metodu maximélni vérohodnosti.
To je uzite¢né, nebot jak na regresni metody, které pribézné predstavime, tak na
neuronové sité se mizeme divat jako na minimalizaci (empirického) rizika. V na-
Sem vykladu se zamérime na regresni problémy, kterym se budeme dale vénovat.
Nastinime, jaka uskali s sebou nese minimalizace empirického rizika a disku-
tujeme, jak pomoci k¥izové validace zvolit optimalni hyperparametry. Nakonec
predstavime metodu stochastického gradientu, jejiz varianty patii v soucasnosti
mezi nejpouzivanéjsi optimalizac¢ni algoritmy ve strojovém uceni.

Problému minimalizace rizika se vénuji knihy Vapnik (2000), Shalev-Shwartz
a Ben-David (2014) a ¢lanek Vapnik (1991). Strucéné je diskutovan také v ¢lanku
Bottou a kol. (2018), ktery se zabyva predevsim metodou stochastického gra-
dientu a ze kterého vychézi i prace Janacek (2020). N&s vyklad stochastického
gradientu je doplnén knihami Goodfellow a kol. (2016) a Shalev-Shwartz a Ben-
David (2014).

1.1 Model

Uvazujme posloupnost n nezavislych ndhodnych vektort
D={v, X", Yo, X"},

definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (2,.4,P) s hodnotami v méfi-
telném prostoru (Y x X, Ay ® Ay), rozdélenych jako obecny ndhodny vektor
[V, X T]" s distribuéni funke! F(y,z). Nahodnému vybéru D ffkdme trénovaci
data. Pokud je veli¢ina Y diskrétni, mluvime o klasifikacnim problému. V této
praci se budeme vénovat regresnim problémum, ve kterych je velicina Y spojita.

Cilem uceni je zvolit funkci z predem stanovené rodiny méritelnych funkei
F ={f(x;0) : 0 € O}, kterd nejlépe modeluje zavislost veli¢iny Y na veli¢indch
X. Rodinu F nazyvdme modelem (prostorem hypotéz). Funkci f € F se rika
hypotéza (predikéni funkce), 8 € O je parametr modelu. O procesu volby
parametru 8 € © mluvime jako o trénovani modelu.

Terminologie. V regresnich tilohach nazyvame veli¢inu Y odezvou (zavisle pro-
ménnou). Predpokladdme, Ze ndhodny vektor X ma k < n slozek, kterym fikdme
regresory (prediktory, vysvétlujici proménné, nezavisle proménné). V tomto kon-
textu fikame funkci f € F také regresni funkce. Vektor odezev budeme znacit
Y =[Yy,...,Y,]" a regresni matici budeme rozumét X = [X,..., X[]".

Priklad. V linearni regresi se typicky snazime na zakladé trénovacich dat D
modelovat podminénou stfedni hodnotu E[Y| X | pomoci linedrniho modelu

F={f(z;8)=x"B:BcR".
Priklad. Prikladem nelinearniho modelu je neuronova sit. Pro pevnou architek-

turu definuje model F = {f(z;w) = fx o fx_10---0 fi(x) : w € W}, kde fi

jsou nelinearni funkce. V regresnich tlohach fx(x; wy) = =" w.
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Volba modelu

Volba modelu F je motivovana povahou problému, ktery se chystdme fesit.
Pokud je nasim cilem predikce odezvy pro nové hodnoty regresorti, je uzitecné
uvazovat bohaté a flexibilni modely, nebot interpretace parametrii pro nas vétsi-
nou neni tak duilezitd. Dulezitou roli hraje validace modelu.

Casto je ale nasfm cilem rozhodnout, které nezévisle proménné jsou asociované
s odezvou a odhadnout efekt daného prediktoru na odezvu. Potom je pro nés
konkrétni tvar regresni funkce f € F podstatny a parametry zajmu by mély mit
primocarou interpretaci.

1.2 Problém minimalizace rizika

Definice 1. Ztratovou funkci rozumime funkci ¢ : Y x Y — Rs, kterd pomoct
ztraty L(y, f(x; 0)) meri, jak se predikce f(a; ) lisi od skutecné odezvy y. Derivaci
ztratové funkce podle parametru 0 znacime 1 a nazyvime skérova funkce.

Priklad. Nejpouzivanéjsi ztratovou funkei v regresnich tlohach je ¢ ztrata
Uo(y. f(2;0)) = [y — [ (2 0)]".

Populéarni je také ¢ ztrata, definovana vztahem
Gy, f(x;0)) = |y — f(x;0)].

Poznamka. Podle kontextu budeme nékdy také uvazovat ztratovou funkci jako
funkci rezidui e(0) =y — f(x; 0).

Ztratova funkce je ndhodna velic¢ina, nebot je funkei trénovacich dat. Predpo-
kladame, ze je integrovatelna pro kazdou f € F.

Definice 2. Ocekavané riziko R : © — R definujeme jako
RO) = [y J(@:0))dF(y.x) = E[(Y. /(X:0))]

Ocekavané riziko posuzuje vhodnost dané hypotézy f(x;0) € F. Cilem je
tedy najit f(x; 6p), kde 8y = argming.g R(0). To vsak neni v praxi mozné, nebot
distribuc¢ni funkce F'(y, ) je neznamé a vSechna dostupnd informace je obsazena
v trénovacich datech D.

Priklad. V regresnim pripadé uvazujme, ze mnozina realnych funkci
F={f(@:p): B e R')

obsahuje skute¢nou regresni funkci
fl@:Bo) = [ yaF(yle).

Pak je zndmo, Ze regresni funkce minimalizuje ocekavané riziko s ¢y ztratou
R(B) = E[Y — f(X;B)]".
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Tudiz problém odhadu regresnich koeficienti odpovida problému minimali-
zace ocekavaného rizika s ¢y ztratou v situaci, kdy distribuéni funkci F(y,x)
nezname, ale mame k dispozici trénovaci data D.

Pokud skutecnd regresni funkce f(x) nelezi v F, potom f(x; ) minimali-
zujici ocekdvané riziko s 5 ztratovou funkei je nejblizsi k f(x) ve smyslu Lo(F)
metriky, kterd je definovana nasledovné

o(f(@), f(w: Bo)) = ¢ 1@~ f@s o)) dF (@)
Priklad. V tloze medidnové regrese necht F obsahuje skuteénou regresni funkci
f(x; Bo) = med[Y| X = x].
Potom vime, Ze regresni funkce minimalizuje oc¢ekavané riziko s ¢ ztratou

R(B) =EIY — f(X;B)].

Minimalizace empirického rizika

Cilem uceni je tedy minimalizovat ocekdvané riziko R(€) v situaci, kdy dis-
tribucni funkci F(y,x) = F(y|x)F () nezname. Hleddme tedy feseni problému,
ktery zahrnuje odhad oc¢ekavaného rizika.

Definice 3. Empirickym rizikem nazveme empiricky odhad ocekdvaného rizika
zaloZeny na trénovacich datech, tedy

Ro(6) = > ((Y;, f(X.;0)).

i=1

Empirické riziko je nestrannym odhadem ocekavaného rizika, nebot

1 n
ERp(6) = | zem,ﬂxi;e»] — € [((v, f(X:6))] =R().
i=1
kde jsme vyuzili, Ze pozorovani jsou nezavisla, stejné rozdélena.

V rdamci principu minimalizace empirického rizika (ERM) tedy nahra-
dime ocekdvané riziko R(6) empirickym rizikem Rp(6) a funkei f(;6p) minima-
lizujici R(@) aproximujeme funkci f(x;0), kde @ = argming g Rp(0).

Terminologie. Pro danou hypotézu f(x;0) € F, 8 € O pevné, budeme né-
kdy hodnotu empirického rizika Rp(0) nazyvat trénovaci chybou a hodnoté
ocekavaného rizika R(@) tikat generaliza¢ni chyba.

ERM je obecny princip zahrnujici klasické metody, jako metodu nejmensich
¢tvercli, metodu nejmensich absolutnich odchylek nebo naptiklad metodu maxi-
malni vérohodnosti.

Priklad. V regresni tloze dostaneme po substituci ¢, ztraty do empirického ri-

zika
n

Ro(B) = = SV~ /(X B

=1



Minimalizace potom vede k odhadu regresnich koeficientti metodou nejmensich
¢tverct .
B = argmin IV — f( X B
BERF =1
Priklad. Podobné, substituci ¢; ztraty do empirického rizika dostavame odhad
regresnich koeficienti metodou nejmensich absolutnich odchylek

BHAP = argminznz Y; = f(X5; B)].

BERF =1

Priklad. Nevyhodou ptredchozich ztratovych funkci je, Ze jsou nachylné na od-
lehld pozorovani, pripadné vzdélena pozorovani (leverage points). V této praci se
budeme zabyvat robustnimi odhady, které se snazi odhadnout regresni koeficienty
i pro vysoce kontaminovana data. Tuto schopnost muzeme kvantifikovat napti-
klad pomoci bodu selhani, jak uvidime ve tteti kapitole, kde soucasné podame
formélni definici. Prikladem robustniho odhadu s vysokym bodem selhani je me-
toda nejmensich ofezanych ¢tverci, ktera hleda odhad regresnich koeficientti jako
feseni optimaliza¢niho problému

5
. 2
BT = argmin}_ (Vi — f(X3;8))
BERF =1 ®
kde § < § < n. Tato metoda tedy odhaduje regresni koeficienty na zakladé &
trénovacich dat s nejmensim souctem c¢tvercti. Pozdéji uvidime, Ze pro vhodnou
volbu parametru ¢ dosahuje maximalniho mozného bodu selhéani.

Konzistentnost ERM

Princip minimalizace empirického rizika predpokladd, ze proces uceni vedouci
k minimalizaci empirického rizika vede k malé hodnoté oc¢ekdvaného rizika (¥i-
kéme, Ze je schopen zobectiovat). Jinymi slovy potfebujeme, aby metoda minima-
lizace empirického rizika byla konzistentni. Nutnym a postacujicim podminkam
pro (netrividlni) konzistenci ERM metody se podrobné vénuje naptiklad druhd
kapitola knihy Vapnik (2000).

Meze pro schopnost generalizace

S pomoci stejnomérného zdkona velkych ¢isel a konceptu kapacity dz' rodiny
funkci F? je mozné sestrojit horni mez pro generalizaéni chybu procesu uceni, viz
napiiklad treti kapitola knihy Vapnik (2000).

1Oblibend mira kapacity (slozitosti) F je VC dimenze (Vapnikova-Cervonénkisova di-
menze). VC dimenze rodiny indikdtorovych funkci F je definovdna jako maxim&lni pocet dr
vektortl, které miZzeme separovat do dvou skupin vSemi 297 zplisoby pouzitim funkci z F.
Nésledné se da zobecnit i pro mnozinu redlnych funkci. Naptriklad rodina linedrnich funkci
F={x—a'xz+b:acRbecR} mi VC dimenzi dr = k + 1.

2Technicky bychom méli uvazovat spiSe mnozinu ztratovych funkc

L={ly, f(x;0)): 0 € O}



Tyto meze ukazuji, ze pro malou generaliza¢ni chybu musime mit kapacitu
F pod kontrolou. Pokud je podil i velky, pak mald hodnota empirického rizika
garantuje malou hodnotu ocekavaného rizika. Pokud je vsak i malé, pak tuto
zaruku nemame. Situaci, kdy je f € F prili§ prizptsobena trénovacim datim,
ale nema schopnost generalizace a selhdva na datech novych, fikame preuceni.
7. diskuse vyse také vidime, ze zvyseni rozsahu vybéru n obvykle snizi riziko
preuceni, nebot relativni kapacita modelu se zmensi.

Minimalizace regularizované ztraty

Jednim z oblibenych pristupt, jak minimalizovat rizikovy funkcional na za-
kladé koneénych trénovacich dat a soucasné zabranit preuceni je minimalizace
regularizované ztraty (RLM), kdy soucasné minimalizujeme empirické riziko
a regularizacni funkci. Regularizacni funkci rozumime zobrazeni R : © — R
a predikéni funkci hledame na zakladé

0 = argmin Rp(0) + R(6).
9co
Regularizace se snazi zabranit preuceni tim, ze méri slozitost predikénich funkei
pomoci hodnoty regularizacni funkce.

Priklad (/, regularizace). Uvazujme regulariza¢ni funkci zalozenou na £ normé,
potom princip minimalizace regularizované ztraty odpovida optimalizacnimu pro-
blému
0 = argmin Rp(8) + A0]2, X > 0.
€

V kontextu linedrni regrese dostavime hfebenovou regresi (ang. ridge)

B = argmin | Y — XBII3 + Al BII3-
BERF

Efekt /5 regularizace je takovy, ze pro rostouci A se za¢nou odhady regresnich
koeficientu ¢im dal vice blizit nule, avsak na rozdil od ¢; regularizace jsou typicky
nenulové.

Priklad (/; regularizace). Pokud budeme uvazovat ¢; normu, dostaneme opti-
maliza¢ni problém
argmin Rp(0) + A||@]y, A > 0.
9o

V pripadé linearni regerese dostavame lasso

B = argmin |[Y — XB|3 + A8}
BERF
Pro dostatecné velka A dostavame tidké feseni, kdy nékteré koeficienty maji opti-
malni hodnotu 0. Proto se pouziva jako variable selection metoda. Hlavni vyhodou
je, ze lasso umoznuje odhadovat preparametrizované modely (k > n), nicméné
pocet nenulovych parametra ve vysledném modelu je nejvyse n.

Poznamka. Chovani regularizace je ovlivnéno volbou hyperparametru A. S ros-
touci hodnotou A se snizuje hodnota koeficientt a tim zabranuje preuceni. Po
ur¢ité hodnoté vsak zacne model ztracet dulezité vlastnosti, coz vede k nedou-
¢eni (ang. underfitting). Pozdéji uvidime, jak volit optimélni hodnotu A pomoci
k-nasobné krizové validace.
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1.3 Krizova validace

Horni mez pro generaliza¢ni chybu procesu uceni je teoreticky zajimava, ale
jelikoz plati pro vSechny funkce z F a vsechna pravdépodobnostni rozdéleni sou-
casné, muze byt prilis volnd, pesimisticka. V praxi se tedy pouziva zridkakdy,
nebof je typicky jednodussi odhadnout ocekavané riziko pomoci validace, kdy
rozdélime trénovaci data D na trénovaci a validacni sadu. Na trénovaci sadé
model natrénujeme a na valida¢ni sadé odhadneme jeho generalizac¢ni chybu.

P1i trénovani je nasim cilem najit hypotézu f € F s nejlepsi generalizacni
schopnosti. Bézna praxe je porovnavat funkce z dané rodiny F pomoci kfizové
validace, kdy jsou trénovaci data rozdélena na tti disjunktni podmnoziny. Proces
nalezeni predikéni funkce pomoci minimalizace empirického rizika je proveden na
trénovaci sadé a cilem je vybrat malou podmnozinu F vhodnych kandidati.
Schopnost generalizace téchto funkei je potom ovétena na validacéni sadé, pricemz
nejlepsi funkcee je zvolena. Testovaci sada potom slouzi k odhadnuti skute¢ného
rizika.

k-nasobna krizova validace

k-nasobna krizova validace se snazi odhadnout skutecné riziko a soucasné
usettit co nejvice dat pro trénovani modelu. Nejprve rozdélime trénovaci data na
k podmnozin Dy, . .., Dy o stejné velikosti, uvazujme card D; = 7 € N?. Pro kazdé
i€ {l,...,k} trénujeme model na datech

D;
JE{L,....k}\ {3}

a pomoci mnoziny D; odhadneme generaliza¢ni chybu R;. Vysledny odhad sku-
tecného rizika dostaneme zprimérovanim

k-nasobna krizova validace pro volbu hyperparametri

Trénovani modelu casto zavisi na volbé dalsich hyperparametrt, které bu-
deme znacit A. Mnozinu vsech pripustnych hodnot oznacme jako A. Prikladem
muze byt parametr A uvazovany pfti ¢, regularizaci. Jednim ze zpusobii, jak zvolit
optimalni hodnotu A je k-nasobna krizova validace.

Nejprve rozdélime trénovaci data D na k podmnozin Dy, . .., D;.. Néasledné pro
kazdou hodnotu A € A a pro kazdé i € {1,..., k} natrénujeme model na datech
D\ D;, coz vede k predikéni funkei f;(A), pro kterou odhadneme jeji ocekdvané
riziko na mnoziné D;, oznac¢me ﬁl()\) Vysledny odhad generalizacni chyby pro
volbu A dostaneme zprimérovanim

R(A) = Ri(N).

k
=1

| =

7

3Specialni piipad k = n se nazyva leave-one-out.
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Dostavame optimalni volbu hyperparametra

Ao = argmin R(A).
XeA

1.4 Optimalizacni metody

Uvazujme, Ze minimalizujeme diferencovatelnou tcelovou funkci F(0). V tlo-
hach strojového uceni se ucelova funkce vétsinou rozpadne na sumu pres trénovaci
data, F(0) = 13" | F;(0). Dale uvazujme pocatecéni volbu parametrt 6; € ©

T n
a posloupnost kladnych kroku {ay : k € N}.

K minimalizaci tcelové funkce F(0) muzeme pouzit metodu nejvétsiho
spadu (gradientni metoda), kterd je zalozena na pozorovani, ze ucelova funkce
klesa z daného bodu nejrychleji ve sméru zaporné vzatého gradientu,

-~ ~ ~ -~ Qy n —~
Oiy1 — 0, — i, VF(0) = 0, — . > VF(6;), keN
i=1
Optimalizacnim metodam, které vyuzivaji pro vypocet vSechna trénovaci data,
rikdme deterministické nebo davkové (ang. batch) gradientni metody.

Optimalizacni algoritmy pouzivané ve strojovém uceni vétsinou odhaduji gra-
dient ucelové funkce pouze na zakladé ndhodné zvolené podmnoziny m trénova-
cich dat,
ap

7 Y VE(6), keN,

i€},

041 — 0, —

kde I, C {1,...,n} jsou indexy prislusnych vzorktu. Parametru m = |I|, k € N,
fikame batch size. Pokud m = 1, mluvime o metodé stochastického gra-
dientu. V opacném piipadé (1 < m < n) se bavime o polo-davkovém (ang.
mini-batch) stochastickém gradientu. V tomto pripadé je {ék} stochasticky
proces, jehoz chovani je ovlivhéno ndhodné zvolenymi vzorky v kazdém kroku.
Kazda iterace této metody je vypocetné méné narocna nez v pripadé determinis-
tického pristupu, avsak lze ocekavat horsi krok, jak ilustruje obrazek 1.1.

=== Davkovy
=== Polo-davkovy

= Stochasticky

Je

Obrazek 1.1. Ilustrace konvergence metody nejvétsiho spaddu a metody stochastic-
kého gradientu, vcetné polo-davkové varianty.

Metoda stochastického gradientu

Metoda stochastického gradientu (SGD) a jeji varianty jsou nejpouzivanéjsi
optimalizacni algoritmy ve strojovém uceni, specialné v hlubokém uceni. Jako
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ucelovou funkci F': © — R muzeme uvazovat jak ocekavané riziko, tak empirické
riziko. Pokud budeme vzorky vybirat rovnomérné z konecné trénovaci sady a na-
sledné je pro kazdou iteraci do sady vratime, bude SGD minimalizovat empirické
riziko Rp(8). Pokud budeme vybirat vzorky v kazdé iteraci vzhledem k rozdéleni
P(y, ), budeme minimalizovat o¢ekévané riziko R(8).

Vétsinou je vsak vyhodné uvazovat vice epoch a v kazdé vybirat vzorky bez
vraceni, dokud trénovaci sadu nevycerpame. Potom SGD minimalizuje generali-
zacni chybu pouze u prvni epochy, nicméné mensi empirické riziko prevazi zvyseni
rozdilu mezi ocekdvanym a empirickym rizikem.

Algoritmus 1: Stochasticky gradient.

Vstup: Posloupnost kroku {ay : k € N}.

Vstup: Pocatecni volba parametru 0,.

Vstup: Batch size m.

for k=1, 2, ... do
N4hodné vyber m vzorkt [Y;, X,"|" z trénovacich dat D.
Spocitej odhad gradientu gy, < = > VA(Y;, f(X; 0:)).
Poloz §k+1 «— HA]C — akgk.

end

Stochasticky gradient vnasi do optimalizacni procedury zdroj Sumu (ndhodny
vybér m trénovacich vzorki), ktery nemizi ani po nalezeni minima. Postacu-
jici podminkou pro zaruceni konvergence SGD je mizejici posloupnost kroki
{ou, © k€ N} splnujici

[e.o] oo
Z ay, = 00, Z az < oo.
k=1 k=1

Vsimnéme si, ze posledni podminka implikuje oy — 0 pro k& — oo. Vysledky
v této oblasti shrnuje napiiklad préce Janacek (2020), kterda vychézi z ¢lanku
Bottou a kol. (2018). V praxi se posloupnost kroki ¢asto voli metodou pokus-
omyl. Uzitecné je pfi trénovani sledovat kiivku uceni — graf tcelové funkce jako
funkce casu.

Popularni varianty stochastického gradientu, jako RMSProp nebo Adam, jsou
podrobné diskutovany napriklad v osmé kapitole knihy Goodfellow a kol. (2016).

Poznamka. Technicky vzato metoda stochastického gradientu predpoklada di-
ferencovatelnou ucelovou funkci F. SGD vsak muzeme aplikovat i na nediferen-
covatelné ucelové funkce, pokud namisto gradientu budeme uvazovat subgradient
funkce F v bodé 6. Pripomenme, ze vektor g nazveme subgradientem funkce
F v bodé 6y, pokud pro viechny 8 plati

F(6) > F(6,)+g'(6—86,).

Jako priklad si ukadzeme, jak pouzit stochasticky gradient pro vypocet odhadu
regresnich koeficientii v linedrni regresi s ¢, regularizaci®.

4Poznamenejme viak, ze linedrni regrese s £y regularizaci ma vzdy explicitni Feseni

XTX+A)'XTY.
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Piiklad. Uéelovou funkci hiebenové regrese mizeme ekvivalentné prepsat jako
1 & 4
= 5 X0 - XTB) ¢ SIS
Uvazujme batch size m a indexy I C {1,...,n}, potom

A
~ T LS v x 8 + s8I,

el

a dostavame odhad gradientu

VF(B Z[Y X B)Xi| + 8.
Trs

Algoritmus 2: ReSeni hiebenové regrese pomoci SGD.

Vstup: Posloupnost kroku {ay : k € N}.

Vstup: Batch size m.

Vstup: Hyperparametr A € R.

Inicializace: Poloz ,81 < 0 nebo inicializuj ,81 nahodné.

for k=1, 2, ... do
Nahodné vyber m vzorkt [Y;, X,']" z trénovacich dat D.
Spocitej odhad gradientu g < % >y [(Y; — X;Ek)XZ} + ABy.

Poloz Bri1 + Br — g
end

Vsimnéme si, Ze matice XX 4+ Al je vzdy reguldrni pro A > 0. Tedy dalsi efekt ¢, regularizace
je, ze inverz vzdy existuje.
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2. Regresni analyza

Regresni analyza je oznaceni pro skupinu statistickych metod, které modeluji
zavislost néjaké veliciny na velicinach dalsich. V této kapitole si predstavime line-
arni regresni model a poté diskutujeme teoretické vlastnosti metody nejmensich
¢tvercli. Téchto poznatki vyuzijeme v dalsich kapitolach pro predstaveni robust-
néjsich odhadu regresnich koeficientt. Nasledné se budeme zabyvat kvantilovou
regresi, kde namisto podminéné stfedni hodnoty modelujeme podminéné kvantily.

Nas vyklad linearni regrese zalozime na knize Yan a Su (2009) a skriptech Ko-
marek (2021), Kulich (2021), kvantilové regrese na knize Koenker (2005) a skrip-
tech Omelka (2021).

2.1 Linearni regrese

V linearni regresi se snazime modelovat podminénou stiedni hodnotu odezvy
Y na zakladé predpokladaného linearniho vztahu s nékolika regresory X. Jako
v predchozi kapitole predpoklddame, Ze pozorujeme n nezavislych stejné rozdé-
lenych ndhodnych vektorit D = {[Yy, X[|",..., [V, X,/]"} s distribu¢ni funkef
F(y,x) = F(y|x)F(x). V regresni analyze nés zajima predevsim podminéné roz-
déleni Y pti daném X, zatimco marginalni rozdéleni X je blize nespecifikovano.
Budeme predpokladat model méfeni s aditivnim Sumem.

Definice 4. Rekneme, Ze data D spliuji linearni regresni model, pokud
Yi = X’LTIBO + Eiy

kde B, je vektor regresnich koeficientt a ¢4,..., &, jsou nezavislé chybové
Eleny', nezdvislé na regresorech X;*, rozdélené jako obecnd ndhodnd velicina e
spliujici Ec = 0 a vare = o2. Vektor chybovijch clenii budeme znacit € a jejich

distribucni funkci F.. Parametr 0 < 0? < oo nazgjvdme rezidualni rozptyl.

Terminologie. Casto predpokldadame X; = 1 skoro jisté. Parametr §; potom
nazyvame absolutnim ¢lenem a mluvime o linearnim modelu s absolutnim
¢lenem.

Definice 5. Hodnosti modelu rozumime cislo r < k takové, Ze rankX = r
skoro jisté. Pokud r = k, mluvime o modelu plné hodnosti (sloupce matice X
jsou skoro jisté linearné nezdvislé v R™).

Metoda nejmensich ctvercia

Skutecna regresni funkce E[Y|X] minimalizuje ofekdvané riziko s ¢y ztratou.
Regresni koeficienty By mizeme tedy odhadnout minimalizaci empirického rizika
s touto ztratovou funkei.

IN4hodn4 veli¢ina e (které se také nékdy ifka sum) zachycuje viechny ostatni faktory, které
ovliviiuji odezvu, kromé regresoru X.

20becné nemusime uvaZovat nezévislost chybovych ¢lenti a regresori, pro jednoduchost vsak
uvazujeme tento predpoklad napii¢ celou praci.
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Definice 6. Odhad regresnich koeficientii metodou nejmensich ctvercu (LS)
definujeme jako

n

~ 1
B> = argmin Rp(B) = argmin — > (V; — X' ).

BERK BeRrk TV

Pokud uvazujeme model o plné hodnosti, tak je matice XX reguldrni a exis-
tuje jednoznaéné uréené fefenf L5 = (X'X)"!XTY. Odhad metodou nejmensich
étverctli je nestrannym odhadem By a plati var B = o?(XTX) L.

Definice 7. Vektorem vyrovnanych hodnot (odhadnutych hodnot) rozumime
Y = X85 = x(X'X)"'XTY.

Odhad chybovych cleni € =Y — XB;S nazyvame vektorem rezidui. Nekdy
budeme uvazZovat rezidua jako funkci regresnich koeficienti, neboli

e(B) =Y —XB.
Inference a diagnostika linearniho regresniho modelu zavisi také na odhadu
parametru 2. Nestrannym odhadem rezidudlniho rozptylu je
’\Té\ 1 n

~ € -
52 = = M — X/ B

n—k n—-ki=H

Definice 8. Rekneme, Ze data D spliuji normalni lineadrni model, pokud pro
né plati linedrni model a chybové cleny maji normdlni rozdélent, € ~ N(0, 0?).

V normalnim linedrnim modelu ma odhad metodou nejmensich ¢tverct presné
normalni rozdéleni,

BES ~ Ni(Bo, o2(XTX)™),

na zékladé kterého lze zkonstruovat presné testy a konfidencni intervaly. Za nor-
mality je navic LS odhad BL° také maximalné vérohodnym odhadem?.

Odhad metodou nejmensich ¢tverct je konzistentni a asymptoticky normalni.
Statisticka inference je tedy asymptoticky platné i bez splnéni predpokladu nor-
mality.

Tvrzeni 1. Pokud plati linedrni model a matice V.=E XX je konecnd a requ-
larni, tak

. Bksgﬂopmn%oo,
« V(B — Bo) 2, N (0x, 0?V~1) pron — oco.
Poznamka. Matici V mizeme konzistentné odhadnout pomoci @'n = %XTX.

Poznamka. Predchozi véta plati i za poruseni predpokladu shody rozptyl, po-
kud predpokldddme, Ze rozptyl je funkci regresorti, var[Y| X | = o2(X).

$Maximélné vérohodnym odhadem 62 je za normality o2 = 1 3" (V; — XLT,En)2 MLE
rezidualniho rozptylu je tedy vychyleny, ale asymptoticky nestranny.
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2.2 Kvantilova regrese

Linearni kvantilova regrese souvisi s linearni regresi v tom smyslu, ze studuje
linearni vztah mezi odezvou a vysvétlujicimi proménnymi. Nicméné, na rozdil od
linearni regrese, ktera modeluje podminénou stfedni hodnotu odezvy, kvantilova
regrese modeluje podminény kvantil odezvy.

Nejprve pripomeneme pojem kvantilu a problém hledani vybérového kvantilu
formulujeme jako optimaliza¢ni tlohu. Téchto poznatku nasledné vyuzijeme pri
definici regresnich kvantild.

Kvantily a optimalizace

Definice 9. Pro redlnou ndhodnou velicinu Z s distribucni funkci Fz(z), z € R
definujeme kvantilovou funkci jako

F U (r)=inf{z € R: Fy(z) > 71}, 7€(0,1).
Pro pevné 7 € (0,1) nazjvdime F,'(7) T-kvantilem rozdéleni Fy. Speciding,
F;'(3) nazjvdme medidnem rozdéleni F.
Definice 10. Empiricky 7-kvantil redlné ndhodné veliciny Z definujeme jako
FYr)=inf{zeR: F,(2) >7}, 7€(0,1),
kde ﬁn(z) = % P 1{Z, <z}, 2z € R je empirickd distribucni funkce ndhodného
vybéru 2y, ..., 2, ~ Fy.
Konkrétni kvantily mtizeme hledat minimalizaci o¢ekavaného rizika s vhodnou

ztratovou funkei.

Definice 11. Pro 7 € (0,1) definujme kvantilovou ztratovou funkci ve tvaru
l-(u) = 1ul{u >0} + (1 — 7)(—u)1{u < 0}.
Potom je skorovd funkce tvaru
O (u) =71{u>0} — (1 —7)1{u < 0}
pro u nenulové a dodefinujeme ¢'.(0) = 0.

Lemma 2. Bud Z redlnd ndhodnd velicina s distribucni funkci Fy. Potom

F;Y (1) = argmin E4(Z — u).

u€eR

Diikaz. Podobné jako v Koenker (2005) vyuzijeme derivaci integralu podle horni
meze. Z definice kvantilové ztratové funkce

F;Y(7) = argmin E£(Z — u)

u€R

= argmin{ [T(Z —uw)I{Z >u}+ (71 - 1)(Z —uw)1{Z < “}}}

:arjger%in{T/oo (z—u)dFz(z) + (T—l)/_uoo(z—u)dFZ(z)}.

17



Derivaci integralu podle horni meze dostavame

d/OO(Z—U) dFy(2) = —d/ (2 —u) dFy(2)

du Ju
= / (z —u)dFz(2)
:/ dFy(2) = Fy(u) — 1.

Podobneé

i/_;& —u)dFz(z) = /_uoo 2 (2 —u)dFy(z) = —Fz(u),

a tedy dostavame
0=7Fz(u) —7—7Fz(u) + Fz(u) = Fz(u) — 7. (2.1)

Protoze je distribu¢ni funkce Fz monoténni, libovolny prvek {z : Fz(z) = 7}

minimalizuje oéekdvané riziko. Pokud je feSenf (2.1) jednoznacné, tak u = F; ' (7).

V opac¢ném pripadé dostavame interval 7-kvantili, z nichz volime ten nejmensi.
O

Nahradime-li v predchozim lemmatu distribu¢ni funkci Fz pomoci empirické
distribu¢ni funkce F},, dostaneme, ze vybérovy 7-kvantil miizeme hledat minima-
lizaci empirického rizika s kvantilovou ztratovou funkei,

FY(r) = argmin { /ET(z —u) dﬁn(z)} = argmin {le gET(Zi - u)}

ueR u€R

Pokud 7n € N, dostavame interval feSeni {z : ﬁn(z) = 7}, z nichZ opét volime to
nejmensi.

V této sekci jsme prevedli problém hledani vybérového 7-kvantilu na optima-
liza¢ni problém, coz motivuje definici regresnich kvantili.

Regresni kvantily

V linearni kvantilové regresi modelujeme podminény 7-kvantil odezvy na za-
kladé predpokladaného linearntho vztahu s regresory. Opét predpokladdme neza-
visla, stejné rozdélend trénovaci data D s distribucni funkei Fy x.

Definice 12. Trénovaci data spliuji model linearni kvantilové regrese, pokud

Yi=X,'Bo+ei, (2.2)
kde By € R* je vektor regresnich koeficientii a €1, ..., e, jsou nezdvislé, stejné
rozdélené nahodné veliciny s kvantilovou funkci spliujici F-' (1) =0, 7 € (0,1).

Navic predpokladame, Ze €; jsou nezdvislé na X;.

Po vzoru predchozi sekce miizeme regresni koeficienty By odhadnout minima-
lizaci empirického rizika s kvantilovou ztratovou funkci.
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Definice 13. Regresni T-kvantil definujeme jako
. 1
Bn(7) = argmin — > _(.(Y; — X,' B). (2.3)
BeRF T
Poznamka. Regresni kvantil identifikuje parametr

B(7) = argminE£, (Y — X ' B).
BERF

Diky lemmatu 2 plati
EC(Y - X'B)=E{E|-.(Y - X"B)|X]}
> E{E[6(Y = Fy)x(M)IX]} = EL(Y = Fyk(7)).
Pokud tedy plati model (2.2), neboli F;|1X(T) = X "By, pak regresni 7-kvantil
identifikuje spravny parametr B(7) = By.

Poznamka. V uvazovaném modelu (2.2) se dva rizné regresni kvantily lisi pouze
v absolutnich c¢lenech. Tedy efekty prediktori jsou stejné pro vsechny kvantily
odezvy. Regresni kvantily jsou vsak motivovany zejména v obecnéjsich situacich,
kdy efekt prediktoru muze byt jiny pro rizné kvantily odezvy.

Poznamka. Pro regresni kvantily nemame analytické vyjadreni jako v pripadé
metody nejmensich ¢tverci. Minimaliza¢ni dloha (2.3) je tlohou linedrniho pro-
gramovani a tedy je mozné pouzit feseni zalozend na simplexové metodeé.

Asymptotické vlastnosti regresnich kvantili shrnuje néasledujici véta.

Véta 3. Necht plati nasledujici predpoklady.

(i) Distribucni funkce F. je absolutné spojitd se spojitou hustotou f. spliujici
0 < f:(0) < o0.

(ii) Matice V.=EXX" je pozitivné¢ definitni.
(i1i) maxi<y || Xil|oo = 0p(n'/?), n — co.
Potom B, (7) je slabé konzistentnim odhadem B(t) a plati

\/E(BH(T) — 5(7')) 25N, (Ok, WW‘Q, n — oo.

Dikaz. V obecnéjsi podobé je véta dokdzana v Koenker (2005, véta 4.1). Pollard

(1991) dokazal tvrzeni pro ndhodné regresory a 7 = 3.

]

Poznamka. Slaba konzistence plati i za slabsich predpokladu, viz napriklad Ko-
enker (2005), kapitola 4.1.2.

Poznamka. Matici V mtzeme konzistentné odhadnout pomoci V, = %XTX.
Pro odhad f. Ize pouzit naptiklad jadrovy odhad hustoty. Nabizi se také pouziti
neparametrického bootstrapu.
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3. Robustni regrese

Statistickou proceduru casto nazyvame robustni, pokud je platna i pfi ne-
splnénych predpokladech, za kterych byla odvozena. Naproti tomu, v této praci
budeme v kontextu regrese nazyvat robustni procedurou metodu, ktera neni
prilis ovlivnéna odlehlymi pozorovanimi, pripadné vzdalenymi pozorova-
nimi (leverage points), tedy pozorovanimi s neobvyklou hodnotou odezvy, resp.
neobvyklymi hodnotami regresort. Takova pozorovani mohou byt chybnymi mé-
fenimi, mohou byt naméreny za vyjimecnych okolnosti nebo pattit do jiné po-
pulace. Pozorovani tohoto druhu mohou zasadnim zptsobem ovlivnit vysledny
model a je tedy dilezité odlehla pozorovani rozpoznat.

V praxi se obvykle snazime odlehla pozorovani detekovat na zdkladé diagnos-
tickych nastroju zalozenych na klasickych metodach, jako je metoda nejmensich
¢tverci. Nicméné, odlehld pozorovani mohou klasické metody ovlivnit natolik, ze
vysledny model neumoznuje odlehld pozorovani dobte rozpoznat (masking effect).
Navic, néktera spravna pozorovani mohou byt klasifikovana jako odlehla (swam-
ping). Robustni regrese si naopak klade za cil navrhnout regresni odhady, které
nejsou tak silné ovlivnény odlehlymi hodnotami. Ty nésledné miizeme identifi-
kovat jako pozorovani, ktera neodpovidaji nalezenému robustnimu fitu. Protoze
odezva muze byt méfena v libovolnych jednotkach, i-té pozorovani vétsinou po-
vazujeme za odlehlé, pokud je |&;/5,| velké, kde &, je robustni odhad rezidudlni
smérodatné odchylky.

Vsimnéme si, Ze diagnostika i robustni regrese maji stejné cile, jen v opa¢ném
poradi. Regresni diagnostika se snazi vyporadat s outliery a nésledné pouzit me-
todu nejmensich ¢tvercii. Robustni regrese se nejprve snazi prolozit majoritu dat
a poté identifikovat odlehla pozorovani, nasleduje jejich studium.

V této kapitole zavedeme bod selhani a predstavime nékolik robustnich od-
hadt v kontextu linearni regrese. Motivace vychéazi z knihy Rousseeuw a Leroy
(1987) a ¢lankt Hubert a kol. (2008), Rousseeuw a Hubert (2011). Vyklad M-
odhadu vychazi ze skript Omelka (2021) a knihy Maronna a kol. (2006). Nejmen-
Sim ofezanym Ctverciim se vénuje kniha Rousseeuw a Leroy (1987) a ¢lanky Rous-
seeuw a Driessen (2006), Visek (2006a), Visek (2006b), Kalina (2015). U metody
nejmensich vazenych ¢tverclt vychazime z Cizek (2007), Kalina (2012), Kalina
a Tichavsky (2020), Visek (2011) a Visek (2002). Teorii k nejmensim adaptivné
vazenym tverctim éerpame piedevdim z ¢lankd Cizek (2011) a Cizek (2007).

3.1 Bod selhani

Uzitecnou mirou robustnosti statistické metody je bod selhéni, ktery zavedeme
v kontextu linearni regrese. Predpokladejme tedy, Zze mame k dispozici nezavisla,
stejné rozdélend trénovaci data D o konecném rozsahu vybéru n. Oznac¢me jako
D,,, kontaminovana trénovaci data, kterd ziskame nahrazenim m pozorovani v D
pomoci libovolnych hodnot.
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Definice 14. Bod selhani odhadu regresnich koeficienti B,{D} v linedrni re-
gresi s konecnym rozsahem vybéru n definujeme jako

~

(B = i {2 s [P} - B, 1DY]| = o |

m>1

Intuitivné se jedna o nejmensi podil * kontaminace, ktery zpiisobi, Ze se od-
had stane tplné nespolehlivym a neinformativnim. Nejlepsi bod selhéni, kterého
1

muzeme dosdhnout je 5, nebot pti vyssi kontaminaci jiz nejsme schopni rozlisit,

kterd ¢ast pozorovani je ta spravna (viz vétu 4).

Definice 15. Asymptoticky bod selhani odhadu B,{D} potom definujeme
jako R R
e"(Bn) = lim er(Bn), pokud limita existuje.

Poznamka. Podobné miuzeme definovat i (asymptoticky) bod selhédni odhadu
rezidudlni smérodatné odchylky &,{D}, jen navic pozadujeme, aby byl odhad za
kontaminace zdola omezeny nulou.

Priklad. Jediné odlehlé pozorovani muze libovolné vychylit odhad metodou nej-
mensich ¢tverci, tedy € = % a asymptoticky bod selhdni LS odhadu je 0 %.

Véta 4. Pro libovolny odhad regresnich koeficienti Bn, ktery je ekvivariantni
vzhledem k regresi', plati

en(Bn) < (Ln—k)/2) + 1) /n.

Diikaz. Rousseeuw a Leroy (1987), kapitola 3, véta 4.
[l

Definice 16. Rekneme, e pozorovini jsou skoro jisté v obecné poloze, pokud
libovolnych k41 bodi nelezi na nadroviné skoro jiste. Tato podminka automaticky
plati, pokud data pochdazi ze spojitého rozdelend.

3.2 Metoda nejmensich absolutnich odchylek

Metoda nejmensich absolutnich odchylek je robustnéjsi alternativou k metodé
nejmensich ¢tverct, ktera modeluje podminény median odezvy. Predpokladame,
ze pro trénovaci data D plati model (2.2) s chybovymi ¢leny spliujicimi med e = 0.
Skutecnd regresni funkce med[Y'| X | minimalizuje oc¢ekévané riziko s ¢, ztratou,
coz motivuje nasledujici definici.

Definice 17. Odhad regresnich koeficienti metodou nejmensich absolutnich
odchylek (LAD) definujeme jako

~ 1™
BLAD — argmin — »_|Y; — X8|

n
BeRk TV

Viz definice 27 v dodatku.
2Proto mluvime také o Li-odhadu.
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Terminologie. Metoda nejmensich absolutnich odchylek je specidlnim pripadem
kvantilové regrese pro 7 = % Nékdy se bavime o medianové regresi a odhad
nazyvame regresnim medianem.

Poznamka. Regresni median identifikuje parametr

BAP = argminE|Y — X ']
BERE

Pokud tedy plati uvazovany model, neboli med[Y |X] = X " By, pak metoda iden-
tifikuje skuteény parametr B-AP = S,.

Pozorovani 5. Li-odhad je ekvivariantni vzhledem k regresi, meéritku i afinni
transformaci’.

Diukaz. Nahlédne se podobné, jako pozdéji v pozorovani 13 pro LWS odhad.
m

Tvrzeni 6. Uvazujme linedrni regresni model a navic predpoklddejme, Ze chy-
bové cleny maji Laplaceovo rozdéleni. Pak LAD odhad regresnich koeficientu je
soucasne mazrimalne verohodnym odhadem.

Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme. ProtoZe Y|X ~ Laplace(X 'f3,0?), je podminénd
hustota tvaru

ly—='8]

2 }, yeR xeX.

frix(lx) = 2}‘2 exp {

2

Fixujme o* a uvazujme vérohodnost pro parametr 8

L(B) = (o) "exp{ — 25 32V~ XTI} [ (X0,
tedy logaritmicka vérohodnost je tvaru
log L(B) = ~nlog(20%) — Z ¥i— X[ B + if;log fx(Xo).
Maximalizace log-vérohodnosti tedy odpovida optimaliza¢nimu problému

BML = argminz Y; — XZT,B|,

n
BERF =1

nebot ostatni ¢leny log L(3) nezavisi na parametru 8.

Véta 7. Necht plati ndsledujici predpoklady.

(i) Distribucni funkce F. je absolutné spojitd se spojitou hustotou f. splriujici
0 < f.(0) < 0.

3Viz piislusné definice v dodatku A.1.
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(ii) Matice V=EXX" je pozitivn¢ definitni.
(i4i) maxi<y || Xil|oo = 0p(n'/?), n — co.

Potom B,ELAD je slabé konzistentnim odhadem B“AP a plati

. 1
\/ﬁ(ﬁtAo B BLAD> PyN, <Ok, 172(0)

V1>, n — oQ.

Dikaz. Jedna se o dusledek véty 3. V této podobé vétu dokazal Pollard (1991).
O

Pozorovani 8. Metoda nejmensich absolutnich odchylek je robustni vzhledem k
odlehlym pozorovanim, avsak je ndchylnd na vzddlend pozorovani. Jeji asympto-
ticky bod selhdni je tedy 0 %.

3.3 M-odhady, Huberova regrese

Jednim z prvnich krokt smérem k robustnéjsim odhadim byly M-odhady.
Spocivaji v minimalizaci empirického rizika pro néjakou pomaleji rostouci ztra-
tovou funkei, nez je ¢y ztrata. Vhodna ztratova funkce by méla spliiovat £(e) > 0,
0(0) =0, l(e) = L(—e), £(e1) > l(e) pro |e1]| > |es| a byt diferencovatelna.

Definice 18. M-odhad regresnich koeficienti se ztratovou funkci ¢ : R — Rxq
definujeme jako
BM = argmin ! Sy - X, B). (3.1)
BeRk TV
Je-li ztrdatovd funkce diferencovatelnd s derivaci 1, odhad regresnich koeficientu
mauzeme hledat jako reseni nasledujici soustavy k rovnic

LSy - XX, = 0, (3.2
i=1

Poznamka. Pokud je ztratova funkce konvexni, jsou feseni (3.1) a (3.2) ekviva-
lentni. V opacném pripadé miize byt volba optimalniho feseni komplikovana.

Priklad (Huberova regrese). Hubertv odhad regresnich koeficientt je kom-
promisem mezi metodou nejmensich ¢tverci a metodou nejmensich absolutnich
odchylek. Huberova ztratova funkce je tvaru

{622, pokud |e| <4,

,g f—
() 5(le| — 2), pokud [e| > 4,

kde 0 € R je zvolena konstanta, ¢asto volime napiiklad o = 1.345. Tedy skorova
funkce ma tvar

e, pokud |e| <4,
Un(e) =
dsgn(e), pokud |e] > d.

Grafy téchto funkei jsou k dispozici na obrazku 3.1. Hubertiv odhad regresnich ko-
eficientii potom definujeme jako M-odhad s Huberovou ztratovou funkci. Obecné
je tézké Tici, co je modelovano, jednd se o néco mezi E[Y | X]| a med[Y|X].
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Vypocet

Uvazujme M-odhad se skérovou funkei ¢ diferencovatelnou v 0 a definujme
vahy @; = ¥(&)/&;, kde & = Y] — X" BM. resp. w; = v'(0) pokud &; je rovno nule.
Polozme W = diag(wy, . .., w,), potom muzeme pro odhadovaci rovnice psat

n

(Y - X BNX; = zn:@z(yz ~- X/ BNX; =0y

=1 =1
V maticovém zépisu XTWXAM = XTWY a tedy BM = (XTWX)'XTWY".
Protoze vahy zavisi na reziduich, ktera zavisi na odhadnutych koeficientech,
které zase zavisi na vahach, nemizeme odhad spocitat primo, ale potfebujeme

iterativni feseni — iterativné vazené nejmensi ¢tverce (IWLS), které mizeme
popsat nasledujicim pseudokdédem.

Algoritmus 3: IWLS pro vypocet M-odhadii.

Inicializace: Zvol pocatecni odhad BS), napriklad LAD.
for k=1, 2, ... do
Spocitej rez1dua 4 R X85 a véhy @(k)

jako vyse.

Poloz W « dlag(w1 B M),
Spocitej BFHD (XTW(k)X)flew(k)Y.
end

Tterujeme do konvergence odhadu, tedy napiiklad dokud [|B%*+D) — B#)|| < k,
kde k je predem specifikovana tolerance.

Priklad (Huberova regrese, pokr.). V pripadé Huberovy regrese dostavame vahy

- Yu(E) ), pokud |&;| <,
& |0sgn(&)/&, pokud || > 4.
Studentizace

Reseni (3.2) nemusi byt ekvivariantni vzhledem k méfitku’, tedy musime stan-
dardizovat rezidua vhodnym odhadem o a tesit

Sy (YXTﬂM> X, = 0. (3.3)

i=1 On
Parametr méfitka o miZeme robustné odhadnout napifklad pomoci®
MAD =c¢- medlgign ’61' — medlgign €Z‘|,

kde e; jsou rezidua ziskana Li-regresi.

4Viz definice 28 v dodatku.
SKonstanta ¢ zavisi na rozdéleni chybovych ¢lenti. Pro normalni rozdéleni ¢ = 1.483.
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Huber

N —

—— Ztratova funkce
Skorova funkce
- \/ahova funkce

-4 -2 0 2 4

Obrazek 3.1. Grafy ztratové, skérové a vahové funkce pro Huberovu regresi s volbou
0 = 1.345. Na horizontalni ose jsou hodnoty = a na vertikalni ose hodnoty prislusnych
funkei f(x).

Vlastnosti

Za urcitych piedpokladit regularity (Huber a Ronchetti (2009), sekce 6.3)
se d4 ukazat, Ze M-odhad regresnich koeficienttt 8™ (3.3) v linedrnim modelu
(definice 4) je slabé konzistentnim odhadem S, a plati

Jﬁ(éhﬂ - BO) Ly N, <ok, JZW[E XXT]1>, n — oo,

viz napiiklad kapitolu 5.4.3 v knize Maronna a kol. (2006).

M-odhady jsou robustni vici odlehlym pozorovanim, nicméné diky jejich na-
chylnosti na vzdalena pozorovani je jejich bod selhéni roven %, tedy asymptoticky
bod selhani je stale 0 %. Jako mozné feSeni byly predstaveny zobecnéné M-
odhady (GM-odhady), které se snazi omezit vliv vzdaleného pozorovani pomoci
vahové funkce w a hledaji odhad jako reseni

o

n

i=1

3.4 Nejmensi orezané ctverce

Nadale budeme uvazovat linedrni model, ale tentokrat v obecnéjsi podobé.

Definice 19. Rekneme, Ze obecnd data (Y ,X) spliuji linearni model, pokud
Y =XB + ¢,

kde Bo je vektor skutecnich regresnich koeficientu a € je vektor chybovijch cleni
splriujicich Ee = 0,, a vare = o°1,,.
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Uvazujme nyni rezidua jako funkci regresnich koeficientd, e(8) = Y — Xg.
Jako e%i)(ﬁ ) budeme znagcit i-tou nejmensich hodnotu mezi étverci rezidui, neboli

0 < ely(B) <+ < efy(B).

Definice 20. Odhad regresnich koeficienti metodou nejmensich orezanych
¢tvercu (LTS) definujeme jako

ﬁLTS = argmane = argmane 11{e2(B) < 6%5)(,3)},

BERF ;1 BERF =1

kde 5 < 0 < n kontroluje robustnost (bod selhdni), nebot z definice vypljvd, Ze

n — & pozorovdni s nejvétsimi ctverci rezidui nemd vliv na LTS odhad.

Poznamka. Problém z definice je ekvivalentni nalezeni d-podmnoziny trénova-
cich dat s nejmensim souc¢tem ctvercti. LTS odhad je potom odhadem metodou
nejmensich ¢tverctt na zakladé téchto 0 pozorovani. Vidime tedy, Zze pro d = n
dostavame metodu nejmensich ¢tverci. Naopak nejmensi ofezané c¢tverce jsou
specidlnim pripadem metody nejmensich vazenych c¢tverci, které se budeme vé-
novat pozdéji.

Poznamka. Volba § prirozené zavisi na rozsahu vybéru n. Proto kdyz zkoumame
asymptotické vlastnosti LTS odhadu, fixujeme % < a <1 a pro dané n polozime
o = lan].

Poznamka. Pri praktické aplikaci LTS odhadu se nabizi otazka, jak volit hod-
notu parametru . Mtizeme vyuzit dostupnou apriorni informaci, nebo napriklad
krizovou validaci, viz sekci 1.3. Subjektivni zptisob volby ¢ diskutuje také Kalina
(2015). Alternativou muze byt volba § na zdkladé néjakého robustniho pocated-
niho odhadu, jak uvidime pozdéji v kapitole 3.6.

Poznamka. Rousseeuw a Driessen (2006) navrhli rychly aproximativni algorit-
mus pro vypocet LTS odhadu, vhodny pro data o velkém rozsahu. Pro malé vy-
béry typicky nachazi presné reseni. Tento algoritmus je implementovan napiiklad
ve funkci 1tsReg ve vypocetnim prostfedni R.

Pozorovani 9. Odhad metodou nejmensich orezanych ctverci je ekvivariantni
vzhledem k regresi, méritku i afinni transformaci.

Véta 10. UvazZujme nezavisla, stejné rozdelend trénovaci data D, kterd jsou skoro
jisté v obecné poloze a § = |n/2| + | (k+1)/2]. Potom

62(555) _ L(”_kT)L/QJ +1 _ ;7

n — 0.

Dikaz. Rousseeuw a Leroy (1987), véta 6.
[

Poznamka. Kdyz pouzivame LTS regresi, mtizeme rezidualni rozptyl odhadnout
pomoci

'rz

Y 0 T LTS
52
=5 L0 - XA e

kde v je konstanta, diky které je odhad konzistentni za normalné rozdélenych
ndhodnych chyb.
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Asymptotické vlastnosti

Nejprve zjemnime predpoklady nutné pro odvozeni asymptotickych vysledki,
kdy budeme predpokladat jistou formu zavislosti v datech. Nasledné formulujeme
konzistenci a asymptotickou normalitu pro odhad regresnich koeficienti LTS me-
todou.

Zmaceni. Distribu¢ni funkce, resp. hustoty (pokud existuji) chybovych ¢lent ¢;
a €7 budeme znacit F. a G., resp. f. a g.. Piislusné kvantilové funkce budeme
znadit F.1a G2t

2

7

G.(e*) = {F.(e) — F.(—e)}1{e? > 0}.

Pozorovani 11. JelikoZ G, je distribucni funkce €;, dostavame

Tudiz, je-li F. absolutné spojita, je také G. absolutné spojita s hustotou

95(62) _ fE(e) + fE(_e)

1{e? > 0}.
5 {e }

Predpoklady, za kterych formulujeme asymptotické vysledky se opiraji o po-
jem absolutné regularni posloupnosti, viz dodatek A.3, predevsim definice 33.

Predpoklad 1.

(i) Ndhodné vektory {[X,",&;]" :i € N} tvori slabé staciondrni absolutné regu-
larni posloupnost s koeficienty {Bn} splnujicimi

m"/ "D (logm)?"=V/=25 0, m — oo

pro néjaké r > 2. Ddle necht maji tyto nahodné vektory konecné r-té mo-
menty. Navic, matice D = E X; X, je requldrni a
—1/4
w4 a1 X = O (1),
(i) Necht{e; : i € N} je posloupnost symetricky a stejné rozdélengch nahodnyjch
velicin s konecnymi druhgymi momenty, Ee; = 0 a vare; = o2. Ddle bud
g; a X; nezavislé. Distribucni funkce F. ndhodnijch velicin ; je absolutné
spojita s kladnou, omezenou a spojité diferencovatelnou hustotou na jejim
nosici.
Poznamka. Prvni ¢ast jsou standardni predpoklady (stejnomérné) centralni li-
mitni véty. Pro nezdvislé a stejné rozdélené [ X, ;] je postacujici existence dru-
hych momenti. Druhda éast jsou klasické predpoklady na chybové ¢leny ¢; a jejich
rozdéleni. Veli¢iny ¢; a X; nemusi byt nutné nezavislé, ale €; podminéné na Xj;
musi byt symetricky rozdélené.

Véta 12. Necht plati obecny linearni model a predpoklad 1. UvazZujme LTS odhad
regresnich koeficientu takovy, Ze %" — « pro n — 00, % <a<l.

Potom ﬂAT';TS je slabé konzistentnim odhadem By a plati

. b D~ [t 22 dF.(e)
V(BT — ) 2 (0, B LE =)

pron — 0o, kde u? = GZ1(«a), pokud je jmenovatel kladny.
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Dikaz. Vétu ukdzeme s vyuzitim véty 14, proto ¢tenari doporucujeme se k
diikazu vratit az po precteni nasledujici podkapitoly.

Uvazujme vahovou funkei ¥(t) = 1{t < a}, t € [0, 1], kterd zfejmé spliuje
predpoklad 2. Potom podle véty 14 tvrzeni plati a asymptoticka varianéni matice
je tvaru

B D~ var [Xlel@D{Ga(s%)HD’l
[faw{G€(€2)}fE’(5) dE}Q

pokud je jmenovatel kladny. Nejprve si vSimnéme, ze

1{G.(c3}) < a} = 1{—u, < &1 < uy} =: 1.

Tedy mtzeme psat

®2

var {Xlgl]la} =E [X1€1]la]®2 — [EXlz’:‘l]la}

Nyni vyuzijeme nezavislost X; a ;. Pro prvni élen dostavame
E[Xiei1.)” = E[X, X[ E[31.] =D 1; 2 dF.(e).
Podobné pro druhy clen plati
[EXlsl]loé}®2 = [EX1:|®2[E611{—UOC <g < uw}}2 =0,
nebot podle predpokladu 1 maji X; kone¢né druhé momenty a ¢; jsou symetricky

rozdélené. Zbyva spocitat integral ve jmenovateli. Integraci per partes dostavame

U U,

[ enEas=[o£0)" - [ fie)ae

= [tafe(ua) + tafe(—tta)] = [Fe(ua) = Fx(—uq))]
= 2uaf€(u01) -,

kde jsme vyuzili pozorovani 11 a ze hustota f. je podle predpokladu 1 symetricka.
O

Odhad asymptotické varian¢ni matice najdeme pozdéji pro obecnou vahovou
funkci, viz vétu 15.

Poznamka. Jako specidlni ptipad dostavame zobecnéni tvrzeni 1 pro metodu
nejmensich ¢tvercli. V tomto pripadé je jmenovatel asymptotické varianéni matice
roven jedné.

3.5 Nejmensi vazené ctverce

Nyni predstavime zobecnéni nejmensich ofezanych ¢tverclt pomoci implicit-
niho vazeni, kdy potencidlnim odlehlym pozorovanim pritadime mensi vahy.

Definice 21. Nerostouci deterministickou funkci v : [0,1] — R budeme nazy-
vat vdhovou funkci.
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Definice 22. Odhad regresnich koeficienti metodou nejmensich vazenych
¢tverca (LWS) s vdhovou funkci i) definujeme jako

BWS — argmin 711 gw(%nl) (YQ — X;ﬁ)i‘).

BERF

Na hodnoty w; = (2;1), i € {1,...,n} se muzeme divat jako na véhy.

Dostéavame alternativni definici LWS odhadu.

Definice 23. Uvazujme nerostouci posloupnost nezapornijch vah w, . .., w,.
Potom muzZeme definovat LWS odhad jako
~ 1 2
LWS . T
=argmin — » w; (¥; — X,
B i n; ( B
Poznamka. Metoda nejmensich ¢tverci a metoda nejmensich orezanych ¢tvercl
jsou specialnimi pripady LWS pro volby vahovych funkei v (t) = 1, respektive
Y(t) = 1{t < §/n}, t € [0,1]. Pro dosazeni asymptotického bodu selhéni 1 viak
musime zanedbat stejny pocet pozorovani jako v pifpadé LTS a polozit 1(t) = 0
pro t > %

Poznamka. Zésadnim rozdilem mezi LWS a WLS (vdZené nejmensi Ctverce)
je, ze vahy jsou pritazovany poradkovym statistikam c¢tverci rezidui, namisto
jednotlivym ¢tvercim rezidui.

Priklad. Nyni predstavime nékolik moznych vahovych funkei, jejichz grafy jsou
k dispozici na obrazku 3.2.

(i) Linearni vahy: ¢(t) =1—t, t € [0,1].

(ii) Logistické vahy: ¥ (t) = (1 + exp{—s/2})/(1 + exp{s(t — 1/2)}). V této
praci budeme uvazovat hodnotu parametru s = 10, ktera je kompromisem
mezi tim, ze vSechny pozorovani dostanou velké vahy (malé s) a tim, ze jsou
prifazeny velmi malé vahy velkym reziduim (velké s).

(iii) Ofezané linearni vihy: ¢(t) = (1 — £)1{t < a}, t € [0,1] pro pevné
% < a < 1. Vyznam parametru « je takovy, ze |an| pozorovani je zachovéano
a ostatni jsou ignorovany.

Poznamka. Rychly algoritmus pro vypocet LWS odhadu ziskdme vazenou ana-
logii FAST-LTS algoritmu (Rousseecuw a Driessen, 2006).

Pozorovani 13. Odhad metodou nejmensich vdZenych ctverci je ekvivariantni
vzhledem k regresi, méritku i afinni transformaci.

Dikaz. Pozorovani ukazeme, pro dalsi odhady by se postupovalo analogicky.
Uvazujme LWS odhad jako v definici 23, potom

n

S (% + X @)~ (X[ (8 + )], = Swi (¥~ X)B)

=1

2
@)’

STento fakt spolu s faktem, ze LTS ani LWS neumi kombinovat vysoky bod selhdni
a asymptotickou eficienci, motivuje pouziti adaptivnich vah, které predstavime v dalsi sekci.
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Vahové funkce

1.0 = Linearni

Logistické
——— Ofezané linearni

0.8

0.6

04

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 3.2. Ilustrace predstavenych vahovych funkci. Na horizontalni ose jsou hod-
noty ¢ € [0,1] a na vertikdlni ose hodnoty pfislusnych vadhovych funkei ¢(¢).

odkud plyne ekvivariance vzhledem k regresi a podobné vzhledem k méritku,

Zn:wi(aYi - aXZ-TB) = aQZwl(Yl XTB)
i=1

(@) (i)

Pro ekvivarianci vzhledem k afinni transformaci staci nahlédnout, ze

sz( (X[ A)(47'B)),, = Zw (- X78)

—

[]

Poznamka. Podobné jako u LTS mtzeme rezidualni rozptyl odhadnout pomoci

52 721/}(2@ 1)( XTIBLWS) o

ny -

kde v je konstanta, diky které je odhad konzistentni za daného rozdéleni’.

Asymptotické vlastnosti

Asymptotické vlastnosti LWS odhadu formulujeme za stejnych predpokladt
jako pro LTS odhad, budeme se tedy drzet znaceni zavedeného v predchozi sekci.
Nejprve vsak musime formulovat predpoklady kladené na vahovou funkci.

Predpoklad 2. Vihovd funkce v : [0,1] — Rsq je nezdpornd, omezend, zleva
spojitda funkce s omezenou derivaci skoro vsude, tedy aZ na konecnou mnoZinu
D ={d,...,d;} bodi nespojitosti. Tedy existuje rozklad 1 = s + 1., kde s je
schodovitd funkce (konecnd linearni kombinace indikdtorovijch funkci intervali)
a . je spojitd, diferencovatelna funkce.

"Viz napiiklad Vigek (2010).
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Véta 14. Necht plati obecny linedrni model, predpoklad 1 a predpoklad 2 s vahovou
funkci . Potom BYS je slabé konzistentnim odhadem By a plati

D~ !var {Xlglw{GE(ef)HD_l)
[féw{Gg(esQ)}fs’(e) da}2

\/E(B:?LWS - ﬁo) 25 N, (0k>
pro n — 0o, pokud je jmenovatel kladnyg.

Diikaz. Cizek (2007), véta 5.1.
O

Nyni predstavime konzistentni odhad asymptotické varianéni matice z pred-
chozi véty.

Znaceni. Pfipomenime naSe znaceni &; = ¢;(BV®). V kontextu nésledujici véty
budeme radéji vyuzivat znaceni &, ;, aby bylo zfejmé, ze {&,,} je trojuhelnikové
schéma nahodnych veli¢in.

Déle necht ¢2 j E(d ny znaci d;-ty empiricky kvantil ¢tverci reziduf (&2 i fie1
pro j € {1,...,J} a polozme d; ., = 1.

Véta 15. Necht plati predpoklad 1 a predpoklad 2 s rozkladem v = g + 1.
takovym, Ze schodovitd funkce spliuje 1s(1) = 0. Potom

D,'V.D,"/3;
je slabé konzistentni odhad asymptotické variancni matice z vety 1/, kde

B, -y, XX,

EFIVED & AL (EHCHEETS
T = A3 + 75, ke
T = S {va(dy) = valds ) H{d; — 2% ;3n(a5 )}
Fo =iy G — R+ 2, 8 i {GaEl) — £ 19aE2),

~

o (G, znaci stejnomérné konzistentni odhad distribucni funkce G,

e g, je stejnomerne konzistentni odhad hustoty g..

Diikaz. Podrobnéji rozepiseme nékteré kroky dikazu z clanku Cizek (2011).
Zakladnim néstrojem, ktery budeme vyuzivat je zdkon velkych éisel pro L1!-
mixingaly (véta 26, viz dodatek A.4) a jeho varianta pro trojihelnikové schéma
nahodnych veli¢in.

(i) Nejprve ukazeme, ze

1 n
-3 XX S EX X pron — .
nai3
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Podivejme se na prvky (j,1) matic vyse
- ZXinil N E X4, Xy pron — oo.

Oznacme Z;; = X;; Xq, 1 € N, pak {Z;;;—E Z;;;} je podle pfedpokladu 1 a-mixing
posloupnost s koneénymi r-tymi momenty, » > 2, nebot se jednd o méfitelnou
funkei a-mixing posloupnosti (viz tvrzeni 25). Podle prikladu z dodatku A.4 se
jedna o stejnomérné integrovatelny £'-mixingal. Aplikaci zédkona velkych ¢isel pro
L'-mixingaly dostavame

—ZZM 50 a tedy —ZX”Xl SN EX,; Xy, n— oo.

=1 21

(ii) Nyni potfebujeme ukazat
ZX X & 2 {GuE ) — &} o var [ X {G.(eD) }].

Zakladni myslenkou je, Ze {Xién,iw{én(éiﬂ')}}é_l formuje posloupnost martinga-

lovych diferenci s koneénymi r-tymi momenty, » > 2. Tedy podle prikladu z do-
datku A.4 se jednd o stejnomérné integrovatelny £!-mixingal. Aplikaci zdkona
velkych éisel pro trojihelnikové schéma ndhodnych veli¢in a lemmatu A.1 (Cizek,
2004) dostaneme

n 4 Z {@ (& nz) ﬁ} = E {leXuﬁfiﬁQ{Gg(e%)H pro n — 0o.

Pro podrobnosti viz dikaz véty 5.4 a véty 5.1, specidlné rozklad (23) — (24), v
¢lanku Cizek (2007).
(iii) Zbyva odhadnout jmenovatel varia¢ni matice,

—/52/1{G5(52)}f€’(8) de = — /5[¢S{G5(52)} + wC{GE(f:Q)HfE’(a) de = +° + 1+~

Nejprve se zamérime na odhad ¢lenu ~¢. Integraci per partes dostavame

¥ =[0G} de+ [ 200 de (34
= E 1] s<sl>}}+2E[elwc{ e<el>}g€<el>}, (3.5)

nebot ¢; maji koneéné druhé momenty (predpoklad 1) a funkce 1. je omezen4,
spojité diferencovatelna (predpoklad 2). Pfi integraci per partes (3.4) dostaneme
navic nasledujici clen, ktery ukazeme, zZe je roven nule,

~leve) o] = —20{Gua)} ).

—a

Budeme uvazovat rozdéleni s nosicem R. Podle predpokladu 1 je hustota f. spo-
jitd, omezend a kladna na R, tedy f.(¢) — 0, & — oo. Pro dostatecné velkd ¢ je
f:(¢) nerostouci, odkud

/: £-(u) du > //2 £-(u) du > //2 f(e) du = lefi() > 0
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kde integral na levé strané konverguje k nule pro ¢ — oo. Proto i ef.(¢) pro
€ — 0. Podle predpokladu 2 je vahova funkce 1. omezend, odkud dostavame

—QaQ/JC{GE(az)}fa(a) —0, a— oo.
(iv) Nyni konzistentné odhadneme prvni stfedni hodnotu v (3.5). Mdme k
dispozici G,, a g,, stejnomérné konzistentni odhady G,, resp g.. Z definice

Vo >0Ve>03dny e NVn >ng: P[sup]@n(z)—gg(z)|<5} >1—¢

a podobné

Vo >0Ve>03dnyg e NVn >ng: P[sup\én(z)—(}'g(z)\—i—% <(5} >1—e.
Funkce 1. je spojita na uzavieném intervalu [0, 1], odkud plyne jeji stejnomérna
spojitost, neboli

Ve >030>0Vt,t' €[0,1]:  sup |ve(t) — (¥ < e.

[t—t'|<6

Proto muzeme pro n — oo psat

Zm{\n,gu:iémﬁméw
+ifﬂm{wn» Lo pfea@)]
= :L éi/}c{(}s(éi’i)} + op(1).

Protoze &, ; LN g; pro n — oo z véty 14 a funkce 1. a G. jsou spojité, aplikaci
zakona velkych ¢isel pro trojihelnikové schéma nahodnych velic¢in dostavame

*Z%{ 20} 2 E[{GaeD)], n— .

Celkem -
2 2 te{GulEh) = 5} T E[p{C@D)] o e

coz jsme chtéli ukdzat. Druhd stfedni hodnota v (3.5) by se ukazala obdobné.

(v) Nakonec najdeme konzistentni odhad +*. Pro j = 1,...,J budeme znacit
q; = GZ'(d;). Podle pfedpokladu 2 je v, schodovita, zleva spojitd funkce se skoky
v bodech {dy,...,d;} a pripadné v d;;1 = 1, kterd navic splnuje ¢5(1) = 0. Tedy
muzeme psat
J

=3 [vald)) = buldy) | 1{t < d;}. (3.6)

J=1
Pocitejme

JERRCIVAE

||
M~

> [i(ds) — wsldsi)] [ efile) e

—qj

@
Il
i

I
M~

> [4s(dy) - wx@ﬂﬂ{kﬁ@ﬂif—/fjx@d@,

<.
Il
—
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kde jsme postupné vyuzili (3.6) a integraci per partes. Nyni

er@)", ~ [ o) de = 4 {£0) + (-0} ~ {Fla)) — Ful-q)

= 2¢79:(¢}) — dj,

45

nebot podle pozorovani 11 plati Fy(q;) — F.(—q;) = G<(q}) = G-(G'(d))) = d;

£

a f-(¢;)+ f-(—qj) = 2qjgs(q32»). Nezndmé kvantity jsou pouze hustota g. a kvantily
q;, které odhadneme pomoci gy, resp. pomoci ‘ﬁ,j = e%djn) (B,). Nyni wa LN A

pron — oo (Cizek, 2004, lemma A.2) a g, je stejnomérné konzistentni a omezena,
odkud plyne

A2~ N BN o P
s (@h;) — Co:() = (00 — ) an(@2y) + {an(@2 ) — 9:(a))} — 0,
pro n — oo. Celkem tedy dostavame, ze

J
o =3 [(dy) = woldsin)] [d5 — 223 ,0n(@5,)] = 7", n— o0

Jj=1

]

Poznamka. Pfedchozi véta nespecifikuje konkrétni odhady G, a G,. Distribu¢ni
funkci mizeme odhadnout napiiklad (vyhlazenou) empirickou distribuéni funkef.
Podobné, hustotu g miizeme odhadnout napiiklad jadrovym odhadem hustoty.

Také poznamenejme, ze navrzeny odhad varianéni matice nemusi byt presny
pro malé rozsahy vybéru, nebot se jedna o asymptotickou aproximaci a navic
zahrnuje neparametricky odhad hustoty.

Asymptoticka inference

Asymptotickd normalita (véta 14) spolu s konzistentnim odhadem asympto-
tické varian¢éni matice (véta 15) umoznuje prirozené zkonstruovat testy pro re-
gresni koeficienty zalozené na LWS metodé.

Mé&jme ¢ € R¥ nenulovy vektor a oznaéme A = ¢’ By a A\, = ¢' BWS. Podobné
uvazujme matici L € R™%* s m < k linedrné nezavislymi, nenulovymi fadky
a oznaéme 6 = LBy, resp. 6, = LBWS.

Tvrzeni 16. Necht plati predpoklady véty 15 a oznacme asymptotickou variancni
matici z vety 1/ jako 'V, jeji konzistentni odhad jako V,,. Potom

o T,=Yrlud D, N(0,1) pro n — oo,

vV cTi\/nc
« Q,=n(6,—60)T(LV,LT)"1(6, —0) N X2, pron — oo.
Dikaz. Tvrzeni dokazeme. Pro prvni ¢ast tvrzeni mame
T Vi, =\ | ¢TVe
" ve'Ve c'V,c’
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kde prvni ¢len konverguje v distribuci ke standardnimu norméalnimu rozdéleni pro
n — oo, nebot BYS je asymptoticky normaln{ (véta 14) a aplikaci Cramérovy-
Woldovy véty dostavame

Vi — A) 25 N(0,¢"Ve), n — oo.

Druhy clen konverguje v pravdépodobnosti k 1 pro n — oo z konzistence V,.
Aplikaci Cramérovy-Slutského véty dostavame prvni ¢ast tvrzeni.

Pro druhy bod mame

Qn = v/n(0, — 6)" (LV,L7)""/n(6, - 6),

kde prvni a tieti ¢len konverguji v distribuci k N,,(0,,,LVLT") pro n — oo opét
z Cramérovy-Woldovy véty. Prostiedni ¢len konverguje v pravdépodobnosti k
(LVL")"! z konzistence \ Tedy @, jakozto kvadraticka forma konverguje v
distribuci k x2, pro n — oo.

O

Inference pro regresni koeficienty

Piedpoklddejme, Ze chceme testovat nulovou hypotézu Hy : By ; = b proti al-
ternative H; : By ; # b. Pak mtzeme polozit ¢ = e; a uvazovat testovou statistiku

V(GRS — 1)

_ n,J
Iy=——"—"",

\/ Yij

kde v;; je j-ty diagonalni prvek matice V,.. Podle tvrzeni 16 zamitdme nulovou
hypotézu, pokud |T,,| > u,_a, kde u, je a-kvantil N(0, 1) rozdéleni. Dostévame
2

konfiden¢ni interval pro f ; s asymptotickym pokrytim 1 — « tvaru

~ Vs . Vs

LWS JJ LWS JJ
ng T U2\ T Py U2y ).

’ 2 n ’ 2 n

Simultanni inference pro vektor regresnich koeficienti
Uvazujme testovou statistiku
Qn=n(B" = )TV (B —b)

za Ucelem testovani nulové hypotézy Ho : By = b proti alternativé H; : By # b.
Pak podle tvrzen{ 16 zamitdme H, pokud Q,, > x2(1 —«), kde x3(«) je a-kvantil
x? rozdéleni s k stupni volnosti. Konfidenéni mnozina s asymptotickym pokrytim
1 — a pro vektor By je potom tvaru

{Bertin(BM— g V(B — B) < (1) .
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Test podmodelu

Uvazujme model Y = X8y + e = X 84 + XgBp + €, kde X, € R7x (k=m),
Xp € R™™ By € RF-™ a B € R™. Predpokladejme, ze chceme testovat plat-
nost podmodelu Y = X484 + &, neboli nulovou hypotézu Hy : Bg = 0,, proti
alternativé H, : B # 0,,,. Potom mizeme polozit L = (O, (k—m), L) & oznacme
LV, LT = Vp. Testova statistika z tvrzeni 16 ma tvar

Qn = nB;@ElB\Bv

kde B,LLWS = (BL BE)T je odhad metodou nejmensich vazenych ¢tvercti. Nulovou
hypotézu zamitdme, pokud Q,, > x2 (1 — a).

3.6 Adaptivni vahy

Nyni predstavime na datech zavislé adaptivni vahy pro odhad metodou nej-
mensich vazenych ¢tvercti. Vyhodou tohoto pristupu je, Zze vahy mohou zaviset na
neparametrickych odhadech neznamych funkci, jako je distribu¢ni nebo kvantilova
funkce chybovych ¢lent ¢;.

Uvazujme opét obecny linearni regresni model a pocatecni robustni odhady
regresnich koeficienttt 82 a rezidudlni smérodatné odchylky 5. Vektor pocétec-
nich rezidui je tedy € =Y — X3Y.

Definice 24. Definujme vihy w; = @n{(m — 1)/(2n)}, kde 1, je vihovd funkce,
kterd mizZe zdviset na Bg, 72 nebo €Y, ale predpokliddame, Ze konverguje k po
castech spojité funkei v : [0,1] — Rso, ¥,(t) — ©(t) pro n — oo a vSechna
t € [0, 1]. Potom definujeme odhad metodou nejmensich adaptivné vizenych
¢tvercu (AW) jako

_ R RN
B,/?W = argmin — Z wn(
BeRF TV

2321) (Y; N XZTB)?@')

n

~

= axgmin > 30, (Gu{(8)} - ) 4(8).

BeRE T4

Poznamka. Na rozdil od LWS, vahova funkce 1/7n zavisi na datech a miize byt
odhadem nezndmé funkce. Protoze AW odpovida LWS pro vahovou funkci @Zn =
nezavislou na datech, miize se zdat, ze neni asymptoticky zadny rozdil mezi AW
s vahovou funkef ¢, — 1 a LWS s vahovou funkef 9. Zasadnim rozdilem je, Ze
vahy 1Zn mohou konvergovat k neznamé funkci v, kterd muze zaviset naptiklad
na distribuc¢ni funkci €;. Naproti tomu, LWS lze pouzit pouze v pripadé, kdy je
vahova funkce ¢ znama.
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Vahové funkce

Nyni predstavime konkrétni vahové funkce pro AW odhad.

Binarni vahova funkce

Piedpokladejme, ze ¢; ~ N(0,0?). Potom |g;/o| maji slozené normaln{ roz-
déleni | N(0,1)|, oznac¢me jeho distribu¢ni funkci jako F, . Skutecnou distribucni
funkci chybovych ¢lent |e;/o| budeme znaéit F.F. Definujme

dy = sup { max {0, Fy'(t) — F:(t)}}’

t>c

kde ¢ je velky kvantil Fy. Pro nasi volbu | N(0, 1)| miiZeme uvaZovat napt. ¢ = 2.5.
Potom dy mé&i nejvétsi rozdil mezi Fy” a FF na chvostu rozdéleni a miZeme
definovat vahy

YR =1{t <1—do}, te]0,1]. (3.7)

V praxi vSak distribuéni funkci F.f nezndme a musime ji nahradit empiric-
kou distribu¢n{ funkei F absolutnich standardizovanych reziduf |e;(3%) /52|, kde
podobné jako u M-odhadi miizeme volit napiiklad

6'2 = 1.483 - medlgign ‘61(,3\2) - medlgign 61(,@2)’ (38)
Dostavame analogii vahové funkce (3.7).

Definice 25. Definujme vahovou funkci

YR =1{t <1—d,}, telo,1],

n

kde
d,, = sup { max {0, Fyf(t) — ﬁ:(t)}}

t>c

a ¢ reprezentuje velky kvantil |N(0,1)| rozdélent, volime napriklad ¢ = 2.5. Pri-
slusny odhad s touto vahovou funkci budeme znacit AWR.

Poznamka. Vsimnéme si, ze AWR odhad je vlastné LTS odhadem s adaptivné
zvolenym hyperparametrem

Tedy zanedbé pouze adaptivné zvoleny pocet pozorovani.

Poznamka. Jak uvidime v tvrzeni 20, za urcitych predpokladii by méla vdhova
funkce ¥R konvergovat k R (¢) = 1{t < 1 —dy}.
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Kvantilova vahova funkce

Nyni predstavime striktné kladné vahy, které garantuji vysoky bod selhani
a souasné vysokou relativn{ eficienci. Utelova funkce je zaloZzena na metodé
nejmensich ¢tvercil, kterd je eficientni za normalné rozdélenych chybovych clent
g;. Tohoto faktu nyni vyuzijeme k predstaveni vah takovych, ze vazena rezidua
budou normélné rozdélena (tzn. optimalné pro LS) v poc¢ate¢nim odhadu regres-
nich koeficienti Bg

Znaceni. Ozna¢me F), distribuéni funkei x? rozdéleni s jednim stupném volnosti.
Pfipomenime, 7e G,, znadi stejnomérné konzistentni odhad distribuc¢ni funkce G..
Podobné, G° bude znadit empirickou distribuén{ funkei e2(B82). Nakonec, Gz bude
znadit distribucni funkci ¢tverct rezidui e?(8). Pifslusné kvantily budeme znadcit

(G9)7", resp. G

Predpoklddejme nejprve, zZe rezidua e;(8) maji standardni normélni rozdéleni
pro néjaké B € R*. Potom ¢tverce rezidui e?(8) maji x? rozdéleni s 1 stupném vol-
nosti. Pro obecné rozdélend rezidua toho docilime transformaci ' (Gg(e7(8))).
Pro AW odhad tedy definujeme nasledujici vahy, viz definici 24.

Definice 26. Definujme vdhovou funkci tvaru

LQ(1) = (6°)2 Fgl(max{t’cn})
b (1) = (3,) (GO) = (max{t, c,})’

t €[0,1], (3.9)
kde waZujeme c, = min{% : ef (B°) > 0}, abychom se vyhnuli délent nulow a 5°
je pocdtecni odhad rezidudlni smérodatné odchylky, viz (5.8). Prislusny odhad s
touto vahovou funkci budeme znacit AWQ.

Vyhodou AWQ je, ze vahova funkce je vsude kladné a tedy nezanedbava zadné
pozorovani. Vahova funkce 1)Q navic nemusf zaviset na odhadu rozptylu, nebot v

(3.9) nemusime nutné uvazovat ¢len (52)2.

Poznamka. Za urc¢itych predpokladii by méla vahova funkce 1@(3 konvergovat k
PA(t) = 02]7>;1(t)/C¥EO1 (t), jak uvidime v tvrzeni 20.

Poznamka. Cizek (2007) diskutuje i alternativni vahové funkce. Vsechna tvr-
zeni, ktera postupné formulujeme, potom plati i pro tyto vahové funkce.

Poznamka. Predstavené vahové funkce miizeme dale kombinovat. Napriklad
miiZeme uvazovat soucinové vahy ¥Q(t) - YR(¢), t € (0,1).

Zakladni vlastnosti

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze za normalné rozdélenych chybovych ¢lenti kon-
verguji predstavené vahové funkce bodové ke konstantni funkci. Pro normélné
rozdélend data je tedy tucelova funkce asymptoticky ekvivalentni nejmensim ¢tver-
cuam, z ¢ehoz pozdéji vyplyne asymptoticka eficience AW odhadu za normality.

Tvrzeni 17. Necht {[ X, ,e1|",...,[X,],e.]"} je posloupnost nezdvislijch stejné
rozdélengch ndhodnych vektori a ; ~ N(0,02). Ddle uwvazujme slabé konzistentni
pocdtecni odhady B2 a 5°. Potom pro vsechna t € (0,1) plati

&5(t)i>1 a @g(t)L1 pPro n — 0.
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Diikaz. Uvazujme libovolné ¢t € (0,1). Podle lemmatu 4.1 v Gervini a Yohai
(2002) plati ﬁnR(t) LN YR(t). Pro normdlné rozdélené chybové ¢leny jsou vsak
distribuén{ funkce Fj a F© totoiné a tedy ¢R(t) — 1 pro n — oo.

Diitkaz pro kvantilovou védhovou funkci piebirdme z clanku Cizek (2007). Z
predpoklada B° L5 By a (69)2 L5 62, tedy i ei(BY) N ei(Bo) = €;. Navic

sup |G (t) — G5 ()] — 0
BEU(Bo,d)

na néjakém okoli U(By, d), 6 > 0 (Cizek, 2004, lemma A.2). Piedpoklad normality
nyni implikuje, ze

(69)2 o2 X
Odtud plyne ¥Q(t) 241 pron — oo.
[

Bod selhani predstavenych metod se rovna minimu bodii selhani pocatecnich
odhadti regresnich koeficientli a rezidualni smérodatné odchylky.

Tvrzeni 18. Uvazujme nezdvisld, stejné rozdélend” trénovacz” data D, kterd jsou
skoro jisté v obecné poloze pm n > k. Oznacme €% bod selhdni pro pocdtecni
odhad ( n,ﬁn) s limitou €% * pron — oo. Potom body selhdni pro AWR
a AWQ odhady jsou vétsi nebo rOUN0

min {52*7 [(n+1)/2] = (k+ 1)}

n

a asymptoticky konverguji k £°*

Diikaz. Cizek (2011), tvrzeni 2.

Asymptotické vlastnosti

Predstavené vahové funkce zavisi na odhadech distribucni, resp. kvantilové
funkce regresnich rezidui, a tedy konverguji ke konkrétni deterministické funkci,
zzn — 1) pro n — 0o. Za chvili uvidime, ze asymptotické vysledky pro AW odhad
s nahodnou vahovou funkci zZn jsou ekvivalentni asymptotickym vysledktim pro
LWS odhad s vahovou funkci 9, které jsme formulovali ve vété 14.

Predpoklady uvazované v predchozi sekci rozsitime o nékolik pozadavkl na
nahodnou vahovou funkci v,,.

Predpoklad 3. Necht plati predpoklad 2 s vihovou funkci ¢ a uvaZujme AW
odhad ,BAW s omezenou vahovou funkci wn zaloZenou na pocatecmch odhadech ,60

a 5°. Navic predpoklddejme, Ze ,(t) — (1) na [0,1] a n=|d,(t) — ()] — 0
stejnomerné na libovolné kompaktni podmnozine (0,1), o > O pPro n — 0.

8Bod selhani pro zévisld pozorovani obecné zévisi na volbé modelu.
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Véta 19. Necht plati obecny linedrni model, predpoklad 1 a predpoklad 5.

Potom BQW je slabé konzistentnim odhadem By a plati

\/ﬁ(gﬁw - ,30) 25 N, <0k,V)

pro n — 0o, kde V je asymptotickd variancni matice z véty 14.

Diikaz. Cizek (2007), diisledek 5.2.
O

Poznamka. Odhad regresnich koeficientit AW metodou ma tedy asymptoticky
normalni rozdéleni nezavislé na pocatecnich odhadech. Asymptotickd varian¢ni
matice se shoduje s LWS odhadem a tedy ji mizeme konzistentné odhadnout jako
ve vété 15. Testy hypotéz, které jsme zkonstruovali v kapitole 3.5 pro LWS, jsou
tedy platné i pro AW odhad.

Nyni uvedeme priklad jednoduchych podminek regularity, za kterych splnuji
predstavené vahové funkce predpoklady véty 19.

Tvrzeni 20. Necht {[ X, ,e1]",...,[X,],e.]"} je posloupnost nezdvislijch stejné
rozdeélengjch ndhodnych vektori, distribucni funkce F. wvelicin e; splnuje druhou
podminku z predpokladu 1 a 22f!(z) je omezend. Pokud je pocdtecni odhad (B2, 5°)
n®-konzistentni, a > 1/4, potom

sup [95(6) ~ R ()| = Op(n72) @ sup [58() — v2(1)| = Op (n2)

t€(a,b] t€la,b]

pro libovolny interval [a,b] C (0,1) a n — oo.

Diikaz. Cizek (2011), tvrzeni 4.
O
Nyni jsme pripraveni ukézat, ze za normality maji odhady regresnich koefici-
entt AW metodou a metodou nejmensich ¢tverct stejnd asymptotickd rozdéleni.

Disledek 21. Bud {[X|,&]",...,[X,],e.]"} posloupnost nezdvisljch stejné
rozdélengjch ndhodnych vektori s konecngmi druhgmi momenty a &; ~ N(0, c?).
Ddle necht jsou X; a &; nezdvislé, matice D = E X;X," je reguldrni a plati
n V4 maxi<icn | Xilloo = Op(1). Uvazujme n®-konzistentni pocdatecni odhady B°
a 6% pro néjaké o > %. Potom LS, AWR a AWQ maji asymptoticky stejnd roz-
deélen.

Diikaz. Dtsledek dokdzeme. Ozna¢me funkci”

h(z) = 22fl(2) = —\/12_7T<;)3exp{ - ;(j)z}, o€ (0,00)

a uvazujme jeji reparametrizaci h(zx) = —\/%:v?’ exp{—32?}.

Funkce 23 exp{—2%/2} je spojitd a plati

x3 3z _ 3

m - — lim - —— =0
a3tbo exp{z2/2} z=3ik00 exp{z?/2} etoo exp{z?/2}

IVyuzili jsme faktu, Ze pro hustotu N(iu, 0?) rozdélenf plati f/(z) = — f(z)(ZL).

o
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kde jsme opakované pouzili L’'Hospitalovo pravidlo. Tedy existuje K € R takové,
ze |3 exp{—%$2}| < K pro vSechna x € R. Dostavame, ze funkce h je omezena,
|h(z)| < (2m)~'2K, pro viechna x € R.

Tedy jsou splnény predpoklady tvrzeni 20, diky kterému plati véta 19 a tedy
asymptoticka varianéni matice je tvaru

V_ D~ var[ X e19{G.(?)} D! _ D! var[X & D!
[J e{Ge(e?)} fi(e) de]? [Jefli(e)del®

nebot podle tvrzeni 17 je limitni vahova funkce v(t) na intervalu (0,1) kon-

stantni. Nyni vyuzijeme nezavislost X; a 1, kone¢nost momentti a predpoklad
E; N(O, 0'2),

var[Xlel] = E[X181]®2 — [E X1€1]®2 = EX1®2 Eé‘% — [E X1]®2[E 81]2 = O'QID).
Dale
—/&Tfsl(é) de = 0_2/52]}(5) de = 0 %varg; = 1,
kde f. je hustota N(0, 0?) rozdéleni.

Tedy dostdvdme, Ze V = 02D}, coZ je asymptotickd variancéni matice LS
odhadu, viz tvrzeni 1.

[]
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4. Neuronové sité

Uméla neuronova sit je vypocetni model inspirovany strukturou neuronovych
siti v mozku. Sklada se z neuront, které jsou vzajemné propojeny synaptickymi
vazbami, navzajem si predavaji signaly a transformuji je pomoci aktivacnich
funkci. Neuronové sité lze popsat jako orientované grafy, jejichz vrcholy odpo-
vidaji neuroniim a hrany vazbam mezi nimi. V této praci se budeme zabyvat
pouze doprednymi neuronovymi sitémi, jejichz grafy neobsahuji cykly.

Predpokladejme, Ze pozorujeme spojitou odezvu Y; € Y C R a vektor regre-
sorit X; € X C R¥ pro celkem n pozorovani. V této kapitole se budeme zabyvat
ulohou nelinearni regrese, kdy predpokladame

Y;ZQD(X“’UJ)—F?:“ izla"wn?

kde ¢ je neznamad nelinearni funkce a ey, ..., g, jsou chybové ¢leny. Na rozdil od
linearni regrese budeme parametry modelu nazyvat vahami a znacit w. Nejprve
zadefinujeme doprednou neuronovou sit a predstavime bézné pouzivany heuris-
ticky pristup trénovani neuronovych siti. Nasledné diskutujeme, jak se pomoci
zpétné propagace pocita gradient ztratové funkce. Nakonec predstavime nékolik
robustnich neuronovych siti v kontextu nelinearni regrese, které jsou motivovany
robustnimi odhady diskutovanymi v predchozi kapitole.

V této kapitole vychazime predevsim z knihy Shalev-Shwartz a Ben-David
(2014), kterou doplnime knihou Goodfellow a kol. (2016).

4.1 Definice neuronové site

Doprednou neuronovou sit mizeme popsat jako orientovany acyklicky graf
G = (V, E) spolu s vahovou funkei hran w : E — R, kde V' je neprazdnd mnozina
vrcholt a F je mnozina hran. Vrcholy grafu potom nazyvame neurony a modelu-
jeme jednoduchou nelinearni funkci o : R — R, které rikame aktivac¢ni funkce.
Kazda hrana takového grafu spojuje vystup néjakého neuronu se vstupem jiného
neuronu. Vstup neuronu ziskame jako vazeny soucet vystupi vsech neuronti, které
jsou s nim spojeny hranou, na zakladé vahové funkce w.

Predpokladame, ze sit je usporadana do vrstev, tedy ze mnozina vrchol je
sjednocenim disjunktnich podmnozin V' = J[_, V; tak, Ze kazd4 hrana z E spojuje
pro néjaké ¢t € {0,...,T} vrchol z V;_1 s vrcholem z V.

Terminologie. Spodni vrstvu Vj nazyvame vstupni vrstva. Pod skrytymi
vrstvami rozumime vrstvy Vi,..., Vr_1. Nékdy se jim tiké také vnitini vrstvy.
O vrchni vrstvé Vp mluvime jako o vystupni vrstvé.

Poznamka. V regresnich problémech ma vystupni vrstva jediny neuron, typicky
s identitou jako aktivac¢ni funkci. Pti obecném popisu neuronovych siti vsak bu-
deme uvazovat, ze vystup muze byt vektorem. Tedy pokryvame i pripad, kdy
chceme modelovat vice odezev soucasné.

Smyslem aktivacni funkce je vnést do modelu nelinearitu a pripadné norma-
lizovat prochazejici data. Nasledujici priklady shrnuji bézné pouzivané aktivacni
funkce.
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Priklad. Nejprve uvedeme aktivacni funkce pouzivané ve vystupni vrstveé.

(i) Identita: Pouziva se v regresnich tlohach. Bez skrytych vrstev odpovida
linearn{ regresi.'
(ii) Exponenciala: o(x) = e”, pokud neuvazujeme skryté vrstvy, tak odpovida
Poissonové regresi.”
(ili) Logisticka funkce: o(z) = 1/(1 + e ™), bez skrytych vrstev odpovidd
logistické regresi.” Uvddime pro tplnost, ackoliv se jednd o klasifikaci.

Priklad. Nyni shrneme aktivacni funkce pouzivané ve skrytych vrstvach véetné
derivaci a oboru hodnot.

(i) Logisticka funkce: Je nesymetrickd, moc se nepouziva.

olx)=1/1+¢"), o(z)=0c(x)1—-0(x)), H(c)=]0,1].

(i) Hyperbolicky tangens:
o(z) = tanh(z), o'(z) =1 —tanh®*(z), H(o)=(-1,1).

(iii) ReLU: Nejpouzivanéjsi nelinedrni aktivaéni funkce. Neni diferencovatelna
v nule, ale ma subdiferenciél do(0) = [0, 1], viz diskuze v kapitole 1.4.

o(z) =max{0,z}, o'(x)=1{z >0} proxz#0, H(o)=10,00).

(iv) Varianty ReLU: Leaky ReLU, Softplus, ELU, GELU a dalsi.

Poznamka. Pro jednoduchost uvazujeme, ze kazdy neuron modelujeme stejnou
aktivacni funkei o. Obecné bychom vsak méli uvazovat pro kazdou vrstvu neu-
ronové sité jeji aktivacni funkci o;. Ve vstupni vrstvé se pouziva jako aktivacéni
funkce identita. Volba aktivacni funkce ve vystupni vrstvé zase zavisi na povaze
ulohy.

Zmaceni. Oznacme -ty neuron v t-té vrstvé jako vy ;. Déle ozna¢me vystup neu-
ronu v;; pro vstupni vektor & jako o;;(x). V posledni fadé oznac¢me jako a;;(x)
vstup i-tého neuronu v ¢-té vrstvé, pokud je vstupni vektor nasi sité .

Vstupni vrstva Vj obsahuje k + 1 neuronti, kde k je dimenzionalita vstupniho
prostoru X. Mame oy ;(x) = z; proi € {1,...,k} a 0p 41 = 1. Dale postupujeme
ve vypoctu vrstvu po vrstvé. Predpokladejme, ze mame k dispozici vystupy neu-
ronu z t-té vrstvy. Pak spoc¢itdme vystupy neuroni ve vrstvé ¢ + 1 nasledovné.
Vezméme néjaké vy ; € Viyq, potom

at+1,j(33) = Z w{(vt,m Ut+1,j)}0t,r(m)v

r:(vt,r,Vi41,5)EE

a tedy
or1,5(x) = o{ar1j(x)}.

'Pokud uvazujeme #5 ztratovou funkci.
2Pro Poissonovo rozdélenf a negativni logaritmickou vérohodnost (NLL) jako ztratu.
3Pokud uvazujeme alternativni rozdéleni a NLL jako ztratovou funkci.
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Obrazek 4.1. Tlustrace dopredné neuronové sité s hloubkou 2, velikost{ 8 a sifkou 4.
Vsimnéme si osamoceného neuronu vy 4 ve skryté vrstvé, do kterého nevstupuji zadné
hrany. Tento neuron ma vystup o1 4(x) = o(0) a hraje roli absolutniho ¢lenu.

Terminologie. Pocet vrstev neuronové sité bez vstupni vrstvy, tedy cislo T,
nazyviame hloubka sité. Velikosti sité rozumime pocet neurontt |V|. Sitka
sité se potom definuje jako max;|V;|. Graf jednoduché neuronové sité ilustruje
obrazek 4.1.

Neuronova sit (V, E,0,w) tedy definuje zobrazeni fy g, : RIV0I71 — RVl
Trojici (V, E,0) fikdme architektura sité. Zpravidla volime architekturu sité
pevnou a uvazujeme model tvaru

Fveo ={fvEsw: w je zobrazeni z E do R}.

Neboli predikéni funkce z naseho modelu jsou parametrizovany vahami pres hrany
neuronové sité.

Véta o univerzalni aproximaci ika, ze neuronové sité jsou schopny aproxi-
movat libovolnou spojitou funkci. Nyni formulujeme jeji dualni verzi pro hluboké
neuronové sité, tedy sité s omezenou sitkou a libovolnou hloubkou. Jeji vyhodou
je, ze plati v podstaté pro libovolné aktivacni funkce.

Véta 22. Uvazujme spojitou aktivacni funkci o : R — R, kterd neni afinni a je
spojite diferencovatelnd alespon v jednom bodé, ve kterém md navic nenulovou
derivaci. Pro k,m € N oznacme Ff,, 1\, o prostor funkci z R* do R™ defino-
vanych doprednou neuronovou siti s k neurony ve vstupni vrstvé, m neurony s
identitou jako aktivacni funkci ve viystupni vrstvé a libovolnym poctem skrytych
vrstev, kazdou s k +m + 2 neurony a aktivacni funkci o.

Bud X kompakini podprostor RE. Potom pro libovolné € > 0 a kaZdou funkci
f € C(X,R™) existuje f € Ff,, pimyo takovd, Ze

sup || f(z) — f(@)] <e.

reX

Dikaz. Kidger a Lyons (2020), véta 3.2.
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4.2 Trénovani neuronovych siti

Problém nalezeni predikéni funkce z rodiny Fy g, s malym ocekdvanym rizi-
kem odpovida nalezeni optimalnich vah w. V této sekci predstavime bézné pou-
zivany heuristicky pristup trénovani neuronovych siti, zalozeny na stochastickém
gradientu. Uskalim trénovani neuronovych siti je, Ze tcelova funkce je silné ne-
konvexni. I pfes to vSak mtzeme pouzit SGD algoritmus a doufat, Ze nalezené
reseni bude rozumné, jako je tomu v mnoha praktickych aplikacich.

Jelikoz mnozina hran F je konecna, mizeme se na vahovou funkci divat jako
na vektor w € RI”l. Pfedpokladejme, Ze sit ma k vstupnich neuront a m vystup-
nich neuronii a ozna¢me jako f( - ;w) : R* — R™ predikén{ funkei spoéitanou sitf,
jsou-li véhy definované vektorem w. Déle oznacme ztratu predikce f(x;w), je-li
skuteény vystup y € Y, jako {(y, f(x;w)). Konkrétni volby ztratovych funkei
budeme diskutovat pozdéji. Cilem trénovani je nalézt vahy W minimalizujici oce-
kavané riziko R(w) = E[((Y, f(X; w))], respektive empirické riziko

n

Rs(w) = 3 (Y, f(Xiw)).

i=1

Tyto ucelové funkce mizeme minimalizovat pomoci stochastického gradientu,
jak jsme diskutovali v sekci 1.4. Pocatec¢ni volba parametrtt méa velky vliv na
trénovani neuronovych siti. Poc¢atecni vahy mohou ovlivnit konvergenci algoritmu
a jeji rychlost nebo zda dokonverguje k bodu s malou ¢i velkou ztratou. Navic,
body s podobnou hodnotou ztraty mohou mit odliSnou generalizacni chybu, tedy
pocatecni vahy mohou mit vliv i na schopnost zobecnovat.

Pocateéni véhy w; € RIPI volime ndhodné, z rozdéleni takového, Ze w; je
blizko 0. Zvoleni stejnych vah u skrytych neuronu spojenych se stejnymi vstupy
a se stejnou aktivacni funkci by vedlo k aktualizaci obou téchto neuront stej-
nym zpusobem. Navic doufame, ze pokud SGD proceduru nékolikrat zopakujeme,
jedna z iteraci povede k dobrému lokalnimu minimu. Naptiklad u plné propojené
vrstvy s m vstupy muzeme heuristicky volit kazdou pocatecni vahu z rovno-
mérného rozdéleni na intervalu (\;—}n, T%) Stochasticky gradient pro trénovani
neuronové sité shrnuje algoritmus 4.

Algoritmus 4: Stochasticky gradient.

Vstup: Neuronova sit s predikéni funkei f(-;w).

Vstup: Posloupnost krokt {ay : k € N}.

Vstup: Batch size m.

Nahodné zvol pocatecni vahy w; tak, ze w; je blizko 0.

for k=1, 2, ... do
N4hodné vyber m vzorkt [Y;, X,']T z trénovacich dat D.
Spocitej odhad gradientu gy, < = >, VU(Y;, f(X;; wy)).
Poloz ﬁ)]ﬁ.l — ﬁ]k — Ckk;gk.

end
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4.3 Zpétna propagace

Nyni zbyva popsat, jak pomoci algoritmu zpétné propagace spocitame gra-
dient ztratové funkce pro vzorek (x,y) vzhledem k vektoru vah w. Retizkové
pravidlo (véta o derivaci slozené funkce) z matematické analyzy je pripomenuto
v dodatku A.2 spolu s Jakobiho maticemi, které budeme pouzivat.

Budeme opét predpokladat, ze mnozinu vrcholit miizeme rozlozit na jednotlivé
vrstvy V = UtT:o V;. Neurony kazdé vrstvy budeme znacit Vi = {ve1,..., vk, }s
kde k; = |Vi| pro t € {1,...,t}. Jako W; € RF+1*k ozna¢me matici vah vsech
potencidlnich hran mezi V; a Vi4;. Pokud (vi;,ve41,4) € E, potom Wy, ; je vdha
této hrany dand vektorem w. V opacéném pripadé hranu pridame a polozime
jeji vahu rovnu 0. Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladat, ze vSechny
hrany existuji. Nyni potfebujeme spocitat parcialni derivace vzhledem ke slozkam
matice W;_;. Protoze fixujeme vSechny ostatni vahy sité, neurony ve vrstvé V;_;
nezavisi na vahach ve W;_;. Oznac¢me vystupy vsech neuront ve vrstve V;_; jako
0,1 € RF—1. Ztratovou funkei podsité definované vrstvami V;,. .., Vy oznaéme
jako funkci neuronti ve V;, ¢, : R¥ — R. Pro vstupy neuronti v ¢-té vrstvé miizeme
psat a; = W;_10;_1 € R* a pro vystupy podobné o; = o(a;), kde o znadi nasi
aktivacni funkei aplikovanou po slozkach, neboli o, ; = o(a; ;) pro vSechna j.

Tedy mtzeme psat
gt(Wt—l) = gt(ot) = gt(o'(at)) = gt(U(Wt—lot—l))-

Déle bude uziteéné piepsat g; jako funkei vektoru w;_; = vec(W/ ;) € Rkt-1ke,
ktery ziskame vektorizaci matice W, | po sloupcich. Definujme matici Q;_; s
rozméry k; X (ky_1k;) nasledujicim zptusobem

o, 0 ... 0
0 o , ... 0

O, , = t'l
0 0o ... otT_l_

Potom plati W;_10;_1 = O;_jw;_; a mizeme psat
gi(wi—1) = Li(o (O yw;—1)).
Aplikaci fetizkového pravidla (véta 23) dostavame
Jg,(wi—1) = 4, (0(Orm1wi—1)) - Jo(Or1wi—1) - Jo,_qw, o (Wi—1).
Nyni vyuzijeme, ze o; = o(a;), a; = O;_1w; 1 a J,(a:) = diag(o’(a;)). Potom
Jg(wi—1) = Jp,(01) - diag(o'(a;)) - Q1.
Pokud oznac¢ime 6, = J, (0;), miZzeme vysledek psat ve tvaru

Jg (wy 1) = (620" (@r1)0) 1, 61k, (ars, )0, ). (4.1)

Zbyva uz jen pro kazdé t spocitat vektor d;. Budeme postupovat rekurzivné.
Protoze pro vystupni vrstvu méme ¢r(u) = {(u,y), nejprve pro uvazovanou
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ztratovou funkci ¢ spocitdme 6r = Jy(or). Napriklad pro ¢y ztratovou funkei
((u,y) = ||u — y|} dostévdme 87 = oy — y. Déle plati

l(u) = b1 (0(Weu)).
Opét aplikujeme tetizkové pravidlo,
Jo,(w) = Ty, (0(Wyu)) - diag(o’ (W) - W,
Specialné dostavame, ze

0; = Iy, (0;) = th+1(0'(Wt0t)) - diag(e’(W,0,)) - W,
= Jtp,, (0141) - diag(o'(ary1)) - Wy = 6,41 - diag(a'(ai11)) - Wy,

kde jsme vyuzili, ze 0(W,0,) = o(a;11) = 0441.

Shrnuti

Nejprve prichodem sité zdola nahoru spocitame vektory a; a o;. Nasledné
prichodem shora dolt spocitame vektory d;. Potom uz mtzeme spocitat parcialni
derivace pomoci (4.1). Tudiz vypocet gradientu ztratové funkce pomoci zpétné
propagace miuizeme popsat pomoci pseudokédu shrnutého v algoritmu 5.

Algoritmus 5: Zpétna propagace.
Vstup: Neuronovd sit s architekturou (V, E, o), vektor vah w.
Vstup: Pozorovani (z,y).
Inicializace: Pro kazdou vrstvu definuj matici vah W, jako vyse.
Dopredna propagace:
Poloz oy < x.
fort=1, .., T do
Poloz a; < W, 10, ;.
Poloz o; + o(ay).
end
Zpétna propagace:
Poloz 5T — J((OT).
fort =1T-1, ..., 1 do
Poloz 6; < 841 diag(o”(a41))W,.
end
Vystup:
foreach (v;_1,,v:;) € E do
Poloz parcialni derivaci rovnu 6;;0"(a;;)0i-1,;-
end
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4.4 Metody

Nyni pfedstavime neuronové sité zalozené na robustnich ztratovych funkecich
inspirovanych predchozi kapitolou. Zatimco robustni neuronové sité zalozené na
LTS nebo LWS s jednoduchymi volbami vahovych funkci jiz byly v literatute
studovany (Kalina a Vidnerova, 2020), zde nové predstavime metody zaloZené na
LWS odhadu s adaptivnimi vahovymi funkcemi (AW). Budeme uvazovat dopred-
nou neuronovou sit s pevnou architekturou, ktera definuje zobrazeni

f(-;w):RF - R,

Klasické neuronové sité pouzivané v regresnich tlohéch byvaji zalozeny na
metodé nejmensich ¢tverci, tedy

n

w = argmin 1 > (Yi — f(X5; w))Q.
wo NG
Jak bylo diskutovano v kontextu linearni regrese, LS odhad neni robustni viéi
odlehlym pozorovanim a tedy je prirozené i v ptripadé neuronovych siti nahradit
{5 ztratovou funkci néjakou robustnéjsi variantou. Priklady robustnich ztratovych
funkci implementovanych v knihovnach TensorFlow a PyTorch jsou ¢; a Huberova
ztratova funkce.

Neuronové sité zalozené na LTS odhadu hledaji optimélni vahy jako feseni
optimalizac¢niho problému

o = argmin > (¥ - F(Xisw)

2
i=1 ¢

(i)’

kde § = |an| pro néjaké % < a < 1. Parametr o muzeme volit napriklad pomoci
kiizové validace (sekce 1.3). Nakonec muzeme zobecnit LTS pomoci implicitniho
vazeni podobné jako v ptripadé linearni regrese, dostavame

2

(i)

= sugmin 3w (352) (¥ - /(i)

Poznamka. U diskutovanych metod muzeme také uvazovat nahrazeni (porad-
kovych statistik) ¢tverct rezidui pomoci jejich absolutnich hodnot. Napriklad pro
LTS dostaneme LTAD metodu, které se v kontextu neuronovych siti vénuje na-
priklad Rusiecki (2013).

Také muzeme uvazovat dva parametry 0 < 7 < 7o < 1 a pomoci neurono-
vych siti s kvantilovou ztratovou funkei spocitat odhady prislusnych nelinearnich
regresnich kvantili. Nésledné miizeme natrénovat klasickou neuronovou sit s ¢,
ztratovou funkei na trénovacich datech, které lezi nad (resp. pod) prislusnym
dolnim (resp. hornim) kvantilem. Nevyhodou je potom velkd vypocetni naroc-
nost (trénujeme celkem tii sité). Podobné jako u LTS je potfeba vhodné zvolit
parametry 7 a To.

Poznamka. Pfi trénovani neuronovych siti pouzivame zpétnou propagaci pro
vypocet gradientu ucelové funkce. Explicitné zde neuvadime derivace uvazova-
nych ztratovych funkei, nebof knihovny jako TensorFlow nebo PyTorch umoznuji
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automatic differentiation pomoci tf.GradientTape, resp. torch.autograd
API. Derivace pro LTS a LWS odhady jsou k dispozici napriklad v ¢lanku Kalina
a Vidnerova (2020).

V této préaci nas bude zajimat zejména metoda nejmensich adaptivné vazenych
ctverct,
2

(@)’

o = angmin 33 (257) (¥ ~ £(Xiiw)

spolu s adaptivnimi vahovymi funkcemi predstavenymi v predchozi kapitole, tzn.
bindrni vahovou funkei (AWR, definice 25) a kvantilovou vdhovou funkei (AWQ,
definice 26). Pocdteéni odhad obvykle volime s vysokym bodem selhani, tedy
napiiklad LTS s volbou 0 = [ % |4 1. Jako pocatecni odhad rezidudlni smérodatné
odchylky se typicky voli

~0 0 0
o, = 1.483 - medlgisn |€i — medlgign €; |,
kde € jsou rezidua z poc¢étecniho odhadu.

Poznamka. V praxi se neuronové sité casto trénuji na datech o velkych rozsazich
vybéru n a pouziva se polo-davkovy stochasticky gradient, kde batch size m < n.
S tim se poji v kontextu robustnich metod fada praktickych problémi, se kte-
rymi se v linedrni regresi nesetkdme a které nejsou casto v literature diskutovany.
V ramci stochastického gradientu se v kazdém kroku ndhodné voli podmnozina
dat, na zdkladé které odhadujeme (nerobustné) gradient ticelové funkce. V daném
kroku vsak muze byt proporce odlehlych hodnot vyssi, nez je v kompletnich tréno-
vacich datech, coz muze vychylit odhad gradientu a model mize ztratit robustni
vlastnosti. Pokud tedy nemame prilis mnoho pozorovani, je vhodnéjsi ve spojitosti
s robustnimi ztratovymi funkcemi pouzivat klasickou metodu nejvétsiho spadu.
V pripadé LTS odhadu muze pomoci nadhodnotit volbu parametru «, resp. 4.
Vétsi problém nastava u adaptivnich metod, které pomérné dobie odhaduji sku-
tecnou proporci odlehlych hodnot v trénovacich datech. Z tohoto diivodu v nasich
simulacich uvazujeme m = n, jelikoz ndm to nase rozsahy vybértt umoznuji.

Dalsi nevyhodou adaptivnich metod je jejich zavislost na poc¢atecnim odhadu.
Je dilezité, aby u pocatecniho odhadu nedoslo k preuceni, resp. nedouceni. V
mensi mite si vSak adaptivni metody dokazi poradit a podévaji lepsi vysledky
nez pocateéni odhad, jak uvidime v néasledujicich simulacich. I pfes to je vsak
potfeba si v praxi dat pozor a u pocatecniho odhadu peclivé volit prislusné hy-
perparametry.
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5. Simulacni studie

V této sekci porovname predstavené neuronové sité pomoci Monte Carlo stu-
die. Zamérime se jak na predikéni vlastnosti jednotlivych metod, tak na schop-
nosti detekovat odlehld pozorovani obsazena v trénovacich datech. Pti vypo-
¢tech pouzivame programovaci jazyk Python (verze 3.10.8) spolu se znadmymi
knihovnami Numpy (verze 1.23.5; Harris a kol. 2020) a TensorFlow (verze 2.10.0;
Abadi a kol. 2015). Soucasti prace je implementace vSech predstavenych (ro-
bustnich) ztratovych funkei a prislusnych metrik. Ztratové funkce dédi od tiidy
tf.keras.losses.Loss, metriky od tf.keras.metrics.Mean a tedy jsou pripra-
veny pro trénovani neuronovych siti s knihovnou TensorFlow. Implementovany
jsou také vsechny diskutované vahové funkce, jak deterministické ze sekce 3.5, tak
adaptivni z podkapitoly 3.6.

5.1 Data

Predpokladejme, ze skutecnd regresni funkee je tvaru p(x) = Sin”(%”) ,x € R¥.
Postupné budeme uvazovat k € {1,2, 10} nezavisle proménnych, které budeme ge-
nerovat z rovnomérného rozdéleni na intervalu [—10, 10), tedy X;; ~ Unif[—10, 10)
proi=1,...,naj=1,..., k Rozsah vybéru n uvazujeme v kazdé simulaci v za-
vislosti na poctu regresort k. Hodnotu odezvy uréime jako Y; = ¢(X;) + ¢;, kde
gi ~ N(0,0?), o = 0.05. Skutecnou regresni funkci a trénovaci data pro k = 2
ilustruje obrazek 5.1. Nasledné kontaminujeme piislusny podil § € {0,0.1} pozo-

rovani nasledujicimi zptisoby.

Odlehla pozorovani

Pro 1—0 pozorovani uvazujeme chybové cleny jako vyse a zbylych ¢ pozorovani
kontaminujeme pomoci g; ~ N(5,0.5?).

Vzdalena pozorovani

Kazdé z 6 pozorovani bude odlehlé alespon v prvnim regresoru, navic zvo-
lime ndhodné dalsi regresory (kazdy s pravdépodobnosti 1/2), ve kterych bude
pozorovani také odlehlé. Prislusné hodnoty kontaminovanych regresorii volime
néhodné z rovnomérného rozdéleni na intervalu [5,20). Nakonec, vzdalend pozo-
rovani budou soucasné i odlehlymi, tedy uvazujeme opét Y; = ¢(X;) + ¢;, kde
E; N(5,052)
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Obrazek 5.1. Skutecnd regresni funkce ¢(x) = sin(||z||)/||x|| pro pfipad k = 2 spolu
s n = 1200 trénovacimi daty (bez kontaminace). Osa x, resp. y odpovida prvni, resp.
druhé slozce x. Osa z potom odpovida odezvé.

5.2 Metodologie

Budeme srovnavat predikéni schopnosti, spolu se schopnosti spravné identifi-
kovat kontaminovana pozorovani v trénovacich datech. Zamétrime se na klasickou
metodu nejmensich ¢tverci, Huberiv odhad (6 = 1.345), metodu nejmensich
absolutnich odchylek, LTS odhad (volbu o = 0.9 budeme znacit LTSI, volbu
a = 0.8 jako LTS2) a zejména na nejmensi adaptivné vazené ¢tverce, kde uvazu-
jeme za pocatecni odhad LTS (pro volby parametru « vyse). V praxi je zadouci
volit pocatecéni odhad co nejvice robustni. Nicméné, u neuronovych siti je dule-
zité, aby u pocatecniho odhadu nedoslo k preuceni, pripadné nedouceni. Pro nizsi
hodnoty a mél LTS odhad tendence pomaleji konvergovat, proto jsme se uchylili
k tomuto kompromisu.

V kazdé simulaci uvazujeme pro vSechny metody stejnou architekturu a po-
kud neni uvedeno jinak, tak i stejny konstantni krok. Za optimalizac¢ni algoritmus
byl zvolen Adam a batch size je vzdy roven rozsahu trénovacich dat. Pouzivame
early stopping, tedy kazdou metodu trénujeme do momentu, kdy po uréity pocet
epoch jiz nedochazi ke zlepseni. Zejména nerobustni metody vsak mély v pri-
padé kontaminace tendenci se preucovat, proto jsme v téchto pripadech ukoncili
trénovani drive.

V kazdé éasti simulacni studie uvazujeme m = 100 Monte Carlo (MC) iteraci,
kdy vygenerujeme n trénovacich pozorovani obsahujicich sum, pripadné konta-
minaci. Nezavisle na trénovacich datech vygenerujeme dalsich n testovacich dat,
tentokrat bez Sumu a kontaminace. Tedy regresory generujeme z Unif[—10, 10)
a nasledné pro né dopocitame skutecnou hodnotu odezvy . Pro kazdou MC ite-
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raci trénujeme metody na trénovacich datech a nasledné na testovacich datech
spocitame RMSE,

A

1 n
RMSE = \J — Z(YZ - Y%
ni=
Ve vysledcich potom uvadime pramérnou RMSE spocitanou pres vsechny MC
iterace spolu s prislusnym odhadem MC chyby.

Pomoci kazdé metody se navic pokusime detekovat kontaminovana pozorovani
nasledovné. Nejprve spocitame odhad rezidualni smérodatné odchylky jako

pro metodu nejmensich ¢tverci, resp. jako
an = 1.4826 - medlgign ‘é\l — medlgign é\zl

pro robustni metody s rezidui ;. Nasledné klasifikujeme i-té pozorovani jako od-
lehlé, pokud |&;/5,] > 2.5 a pro kazdou metodu spocitdme presnost a Fy-skére
(viz dodatek A.5). V nasem piipadé, kdy jsou pocty dobrych a odlehlych pozo-
rovani nevyvazené, je Fi-skére vhodnéjsi metrikou. Ve vysledcich opét uvadime
prumeérné hodnoty téchto metrik spocitané pres vsechny MC iterace.

Na zavér poznamenejme, ze neuronové sité jsou vysoce ovlivnény pocatecni
volbou vah. Z tohoto divodu inicializujeme pocatecni vahy v kazdé MC iteraci
jinym zpusobem (ale stejnym pro vSechny metody v ramci jedné iterace). Pro
kazdou vrstvu neuronové sité generujeme pocatecni vahy z N(0,02) rozdéleni,
kde 0% = 2/(my + my), my je pocet vstupli a my pocet vystuptt dané vrstvy, viz
Glorot a Bengio (2010).

5.3 Vysledky

Dvourozmérny pripad

Vysledky simulace pro jediny regresor a 400 pozorovani shrnuje tabulka 5.1. V
tomto pripadé uvazujeme neuronové sité s jedinou skrytou vrstvou s 20 neurony
a hyperbolicky tangens jako aktivacni funkci. Jak bychom ocekavali, v pripadé
bez kontaminovanych dat se zda byt optimalni metoda nejmensich ¢tverca. LAD
metoda lehce zaostava, podobné LTS, zejména pokud zanedbame hodné pozoro-
vani. Jak jsme diskutovali v kontextu linearni regrese, kvantilové adaptivni vahy
jsou zkonstruovany tak, aby garantovaly vysokou relativni eficienci pro norméalné
rozdélené chyby. Podobny trend pozorujeme i v nelinearni regresi, kdy se zda byt
metoda AWQ srovnatelna s metodou nejmensich ¢tverct. Totéz plati pro metodu
AWR, ktera zanedba pouze adaptivné zvoleny pocet pozorovani. VSimnéme si, ze
ackoli u metody LTS2 pozorujeme potize s konvergenci, adaptivni metody s timto
pocatecnim odhadem jsou nadale srovnatelné s LS. Presto je vSak diilezité si dat
u pocatecnich odhadi obzvlast pozor pti volbé hyperparametri, nebot pocatecéni
odhad mtze vyrazné ovlivnit chovani adaptivnich metod. Predikéni funkce pro
jednu z prvnich MC iteraci jsou vizualizovany na obrazku 5.2.
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V pripadé odlehlych pozorovani zac¢inaji mit LS a Hubertiv odhad znacné
problémy s predikci. Odhad smérodatné odchylky zalozeny na LS je sice vychy-
leny, ale v porovnani s Huberovym odhadem metoda nejmensich ¢tverct relativné
zvlada detekovat kontaminovana pozorovani, ackoliv ne tak dobre, jako robustni
metody. VSimnéme si, Ze prestoze presnost je u Huberovy regrese relativné vysoka,
Fy-skore je podstatné nizsi v porovnani s ostatnimi robustnimi odhady. Metoda
nejmensich absolutnich odchylek se zda byt lehce horsi nez ostatni robustni pti-
stupy, coz muze byt zpusobeno pomalejsi konvergenci. Zajimavé je sledovat, ze
LTS si oproti nekontaminovanému ptipadu polepsila. I zde se zdaji byt adaptivni
metody nejvhodnéjsi a z hlediska RMSE dévaji vysledky srovnatelné s pripadem
bez kontaminace, avSak za cenu vyssi vypocetni narocnosti, spojenou zejména s
pocatecnim odhadem. Také si vSimnéme, ze LTS1 metoda, kterd zanedbé spravny
pocet odlehlych pozorovani patii mezi nejlepsi. Predikce pro tento pripad ilustruje
obrazek 5.3.

U vzdalenych pozorovani se daii nejmensim ¢tverctim z pohledu predikce po-
dobné, ale zac¢inaji mit vétsi problémy s diagnostikou, zejména F;-skére je nejhorsi
ze vsech prezentovanych metod. Zhorseni také pozorujeme u Huberova odhadu
a LAD, coz neni prekvapujici, nebot se nejednd o odhady robustni vzhledem
ke vzdalenym pozorovanim. Metoda LAD zac¢ind mit znacené problémy také s
identifikaci kontaminovanych dat. Nejlepsi se zdaji byt metody, které pritazuji
kontaminovanym pozorovanim nulové vahy, viz LTS1 a AWR. Naopak metoda
AWQ), ktera nezanedbava zadna pozorovani, ma o néco vétsi RMSE. Tento trend
pozorujeme také v linedrn{ regresi, viz simulaéni studie v ¢lanku Cizek (2011).
Jak se daii jednotlivym metodam aproximovat skutec¢nou regresni funkci je zna-
zornéno na obrazku 5.4.

Jakym zpiisobem penalizuji adaptivni metody kontaminovand pozorovani se
snazi ilustrovat obrazek 5.5, jedna se o pripad s pocatecnim odhadem LTS1. Po-
zorujeme, ze v tomto konkrétnim pripadé se obéma metodam podarilo spolehlivé
identifikovat vsechna odlehld i vzdélena pozorovani. Zaroven se nezdd, ze by zby-
tec¢né penalizovaly bézna pozorovani. Piesto, ze v tabulce 5.1 pozorujeme zhorseni
pocatecniho odhadu LTS2 oproti LTS1, obrazky pro tento pocatecni odhad by
vypadaly obdobné. To odpovida i faktu, ze ve zminéné tabulce nepozorujeme
vyrazné rozdily pro oba pocatecni odhady.
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Metrika LS Huber LAD LTS LTS AWQ AWQ AWR AWR
(6 =1.345) (a=0.9) (a=0.8) (a=0.9) (a=08) (a=09) (a=08)

400 pozorovani, bez kontaminace:

RMSE 0.011 (0.0002) 0.011 (0.0002) 0.016 (0.0005) 0.017 (0.0010) 0.030 (0.0016) 0.011 (0.0004) 0.011 (0.0002) 0.011 (0.0002) 0.011 (0.0002)
Sigma 0.049 (0.0001)  0.049 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.050 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.049 (0.0003)
Presnost  0.989 (0.0005) 0.988 (0.0008) 0.983 (0.0010) 0.980 (0.0012) 0.964 (0.0019) 0.987 (0.0009) 0.986 (0.0009) 0.988 (0.0008) 0.987 (0.0008)

F;-skére — — — — — — — — —

400 pozorovani, 10 % odlehlych:
RMSE 0.546 (0.0032) 0.181 (0.0012) ) ( ( ( )
Sigma 1.498 (0.0027) 0.120 (0.0018) 0.057 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.055 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003)
) ) ) ( ( ( )
) ) ) ( ( ( )

0.020 (0.0005) 0.011 (0.0002) 0.020 (0.0012) 0.012 (0.0003) 0.012 (0.0002) 0.011 (0.0002) 0.012 (0.0002

Presnost  0.990 (0.0004) 0.922 (0.0045) 0.993 (0.0005) 0.996 (0.0004) 0.990 (0.0009) 0.995 (0.0005) 0.995 (0.0005) 0.996 (0.0003) 0.996 (0.0003

Fy-skére 0.948 (0.0024) 0.737 (0.0115) 0.968 (0.0024) 0.983 (0.0017) 0.953 (0.0040) 0.976 (0.0023) 0.974 (0.0023) 0.983 (0.0016) 0.983 (0.0016

400 pozorovani, 10 % vzdalenych:

RMSE  0.433 ) 0.011 (0.0002) 0.020 ( ( ( 0.012
0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056

) ) 0.990 (i (0.0005)  0.994 (

) ) ( ( (

0.953 (0.0040) 0.976 (0.0022) 0.971

0.0079)  0.257 (0.0061) 0.075 (0.0065 0.0012)  0.014 (0.0004) 0.014 (0.0004) 0.012 (0.0002 0.0002

0.0006) 0.996 0.996

0.983 (0.0016

0.912 (0.0014)  0.959 (0.0009) 0.996 (0.0004 0.0009)  0.995 0.0004 0.0003;

( )
Sigma 0.929 (0.0086) 0.115 (0.0016
Presnost  0.937 (0.0008)

( )

( ) ( )
(0.0003)  0.056 (0.0003)
( ) ( )
( ) ( )

)
)
)
)

Fi-skére  0.539 (0.0078) 0.647 (0.0038) 0.796 (0.0045) 0.983 (0.0017 0.0026)  0.983 (0.0017

Tabulka 5.1. Vysledky simulace pro k = 1 a n = 400 pozorovani. Uvedeny jsou
prumérné hodnoty metrik pro m = 100 Monte Carlo iteraci, véetné prislusnych odhadu
Monte Carlo chyb. Neuvedené Fi-skore znamend, Ze neni v daném pripadé definovano.
U adaptivnich metod se uvedena hodnota « vztahuje k poc¢atecnimu LTS odhadu.

Predikce
1.0
0.8
0.6

0.4

Odezva

0.2

0.0

r'4

-100 -75 -5.0 -25 0.0 25 50 75 10.0
Nezavisle proménna

Obrazek 5.2. Predikce danych metod spolu s trénovacimi daty, piipad k = 1, n = 400
pozorovani, bez kontaminace. Vysledky z jedné z prvnich MC iteraci. Pozorujeme, ze v
tomto pripadé vsechny metody presné aproximuji skutec¢nou regresni funkci.
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Obrazek 5.3. Trénovaci data a predikce jednotlivych metod pro piipad s jedinym
regresorem, 400 pozorovanimi a 10 % odlehlych hodnot. U metody nejmensich ¢tverct
a Huberovy regrese pozorujeme vychyleni zptisobené odlehlymi pozorovanimi.
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— AWRZ2
2
1
0
-10 -5 0 5 10 15 20

Nezavisle proménna

Obrazek 5.4. Predikce a trénovaci data v piipadé kontaminace vzddlenymi pozorova-
nimi. Predikéni funkce uvazujeme pouze na [—10, 10], nebot trénovaci data neobsahuji
Z&dné bézné pozorovani pro regresory s hodnotami v [10, 20]. Pozorujeme, ze LAD neni
robustni vzhledem ke kontaminaci v regresorech.
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(e) AW-Q (a=10.9) (f) AW-R (a=0.9)

Obrazek 5.5. Vizualizace pritazenych vah adaptivnimi metodami jednotlivym tré-
novacim dattm spolu s predikcemi pro pripad k£ = 1 a n = 400. Jednéa se o vysledky z
nékteré z prvnich MC iteraci.
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Trirozmérny pripad

Druhd simulace se vénuje situaci se dvéma nezavisle proménnymi a 1200 tré-
novacimi daty. Uvazujeme sité se dvéma skrytymi vrstvami, kazdou s 20 neurony
a hyperbolicky tangens jako aktivaci. Vysledky jsou k dispozici v tabulce 5.2,
obecné miuzeme Tict, ze odpovidaji predchozi ¢asti pro k = 1. Bez kontaminace
se zda byt nejvhodnéjsi metoda nejmensich ¢tverci a Huberova regrese, ackoli
odhady rezidualni smérodatné odchylky se zdaji byt o néco horsi nez pro ostatni
metody. Podobné jako v predchozi simulaci, LTS2 odhad, ktery zanedbava zby-
teéné mnoho pozorovani se jevi jako nejslabsi. Vétsi MC chyba v porovnani s
ostatnimi odhady napovida, ze ma pro nékteré volby pocate¢nich vah potize kon-
vergovat. Opét si vsimnéme, ze adaptivni metody si dokazi oproti pocatecnimu
odhadu LTS2 pomérné polepsit.

P1i kontaminaci odlehlymi pozorovanimi se vSechny robustni metody chovaji
rozumné, az na Hubertv odhad, ktery modeluje néco mezi LS a LAD. Pro oba
druhy kontaminace se chovaji nejhtite LS a Huber, pozorujeme vysokou RMSE,
odhady o jsou vychylené a potize maji také s diagnostikou. Zejména adaptivni
metody a LTS1 vsak davaji vysledky srovnatelné s daty bez kontaminace, po-
dobné pro vzdalena pozorovani. Opét pozorujeme nerobustnost LAD vzhledem
ke vzdalenym pozorovanim. Predikce vybranych metod pro rtizné druhy konta-
minace ilustruje obrazek 5.6.

Metrika LS Huber LAD LTS LTS AWQ AWQ AWR AWR
(6 =1.345) (a=0.9) (@ =0.8) (=0.9) («=0.8) (@ =0.9) (@ =0.8)

1200 pozorovani, bez kontaminace:

RMSE 0.027 (0.0006) 0.027 (0.0005) 0.033 (0.0004) 0.033 (0.0005) 0.054 (0.0035) 0.027 (0.0003) 0.029 (0.0004) 0.026 (0.0003) 0.028 (0.0004)
Sigma 0.046 (0.0003)  0.046 (0.0004) 0.050 (0.0002) 0.050 (0.0002) 0.049 (0.0005) 0.051 (0.0002) 0.050 (0.0002) 0.050 (0.0003) 0.051 (0.0002)
Presnost  0.987 (0.0003) 0.986 (0.0004) 0.970 (0.0007) 0.962 (0.0008) 0.935 (0.0015) 0.982 (0.0005) 0.978 (0.0006) 0.986 (0.0004) 0.982 (0.0006)

F;-skére

1200 pozorovéni, 10 % odlehlych:
RMSE 0.664 (0.0046) 0.225 (0.0029) 0.038 (0.0004) 0.030 (0.0006) 0.035 (0.0005) 0.028 (0.0004) 0.030 (0.0004) 0.030 (0.0007) 0.028 (0.0005)
Sigma 1.441 (0.0027) 0.158 (0.0012) 0.058
( ( )
( ( )

( ( ( ) ( (

0.056 (0.0003) 0.057 (0.0003) 0.057 (0.0003) 0.052 (0.0005) 0.056 (0.0005)
Piesnost  0.980 (0.0004) 0.951 0.985 ( ( ( ) ( (
( ( ( ) ( (

0.932

( )

(0.0003)  0.052 (0.0005
0.0013 (0.0005) 0.0003)  0.995 (0.0003) 0.995 (0.0002)
( )

)
)

0.994 (0.0003)  0.979 (0.0006) 0.991 (0.0003) 0.989
)

Fi-skére 0.886 (0.0025) 0.805 (0.0043 0.0021)  0.973 (0.0012) 0.905 (0.0024) 0.959 (0.0013) 0.950 (0.0015) 0.974 (0.0012) 0.974 (0.0011)

1200 pozorovani, 10 % vzdalenych:
RMSE  0.352 (0.0057) 0.202 (0.0052) 0.134 (0.0094) 0.030 (0.0007) 0.036 (0.0005) 0.028 (0.0004) 0.030 (0.0004) 0.030 0.0005
Sigma 0.725 (0.0061)  0.129 (0.0009) 0.054
( ) )
( ) )

0.934 (0.0009) 0.948

0.732

0.989 0.994 0.995
0.948 (0.0015) 0.973 0.974 (0.0011

( ) ) ( ( ) ( ) (0.0007) ( )
(0.0003)  0.052 (0.0005) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.056 (0.0003) 0.052 (0.0005) 0.056 (0.0004)
Piesnost  0.992 (0.0004 (0.0007)  0.994 (0.0003) 0.979 (0.0006) 0.992 (0.0003) (0.0003) (0.0003) 5 (0.0002)
( ) ) 5 ( ( ) ( ) ( ) ( )

Fi-skére 0.383 (0.0048) 0.658 (0.0040 0.0035)  0.973 (0.0012 0.0024)  0.960 (0.0014 0.0012

Tabulka 5.2. Prumérné hodnoty metrik pro pripad k = 2, n = 1200 pozorovani a
m = 100 Monte Carlo iteraci, véetné prislusnych odhadi Monte Carlo chyb. Fi-skore
pro data bez kontaminace nejsou definovana. Hodnota o u adaptivnich metod znaci
pocatecéni LTS odhad.
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(a) LS, data bez kontaminace (b) Huber, odlehld pozorovani

(c) LAD, odlehla pozorovani (d) LAD, vzdalena pozorovani

(e) AWQ1, odlehld pozorovani (f) AWRI, vzdalend pozorovani

Obrazek 5.6. Predikce vybranych metod spolu s testovacimi daty pro rizné druhy
kontaminace, pripad k£ = 2 a n = 1200. Vysledky z nékteré z prvnich MC iteraci. Osy
x, resp. y odpovidaji prvni, resp. druhé slozce . Osy z potom odpovidaji odezveé.
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Vicerozmérny pripad

Nakonec uvazujeme pripad s 10 regresory a n = 2000 pozorovani. Architek-
tura siti je volena stejna jako v predchozim pripadé pro k = 2. Vysledky shrnuje
tabulka 5.3. Bez kontaminace se opét zda LS spolu s Huberovym odhadem jako
nejoptimalnéjsi, jak z hlediska predikce tak diagnostiky, pricemz adaptivni me-
tody jsou stale velmi blizko. Zejména u LTS2 pozorujeme ve vyssich dimenzich
horsi presnost. V pripadé kontaminace jsou metoda nejmensich ¢tvercii i Hube-
rova regrese velmi nespolehlivé. VSimnéme si, ze zatimco v nizsich dimenzich jsme
u LS pozorovali relativné vysoké Fi-skore v pripadé odlehlych pozorovani, pro vi-
cerozmeérny pripad tomu tak neni. Také pozorujeme vyraznéjsi zhorseni Fy-skore
u LAD, LTS2 a AWQ2. Nejvhodnéjsi se potom zda byt pouziti adaptivnich metod
a LTS s vhodnou volbou parametru «, pricemz prakticka nevyhoda LTS spociva
praveé v nutnosti zvolit tento hyperparametr. Pokud je « prilis malé, ztracime ro-
bustnost a pokud naopak zanedbame ptilis mnoho pozorovani, pozorujeme horsi
konvergenci, jako v ptipadé LTS2.

Metrika LS Huber LAD LTS LTS AWQ AWQ AWR AWR
(6 =1.345) (a=0.9) (a=08) (a=10.9) (a=108) (a=0.9) (a=08)

2000 pozorovani, bez kontaminace:

RMSE  0.054 (0.0002) 0.054 (0.0002) 0.057 (0.0002) 0.061 (0.0003) 0.068 (0.0004) 0.055 (0.0002) 0.056 (0.0002) 0.055 (0.0002) 0.057 (0.0002)
Sigma 0.057 (0.0002) 0.057 (0.0002) 0.044 (0.0004) 0.051 (0.0003) 0.047 (0.0003) 0.053 (0.0003) 0.049 (0.0003) 0.056 (0.0002) 0.055 (0.0002)
Presnost  0.989 (0.0002) 0.989 (0.0003) 0.924 (0.0019) 0.930 (0.0009) 0.876 (0.0016) 0.970 (0.0008) 0.950 (0.0014) 0.985 (0.0004) 0.973 (0.0008)

F,-skére — — — — — — — — —

2000 pozorovéani, 10 % odlehlych:

RMSE  1.617 (0.0056) 1.407 (0.0076) 0.066 (0.0004) 0.056 (0.0002) 0.064 (0.0003) 0.056 (0.0002) 0.058 (0.0002) 0.056 (0.0002) 0.056 (0.0002)
Sigma 0.817 (0.0025 0.0026)  0.051 (0.0004 0.0003 6 (0.0003) 0.064 (0.0003) 0.063 (0.0003)
0.972 (0.0009) 0.996 (0.0002) 0.994 (0.0003)

( ) ( ) ( )

0.0048 0.0044 0.0014)  0.877 (0.0032) 0.983 (0.0008) 0.969

)

0.064 (0.0003) 0.057 (0.0003) 0.061
)
) 0.0013,

( (

( (
0.948 (0.0009)  0.990 (0.0003

( (

)
)
)
0.795 (0.0029) 0.951 )

6) ) ( )
5) 7 ( ) ( )

Presnost  0.915 (0.0003) 0.938 (0.0007) 0.954 (0.0014) 0.996 (0.0002
) ( ) ( )

Fi-skére 0.323 (0.0036) 0.629 0.817 0.983 (0.0008

2000 pozorovani, 10 % vzdalenych:

RMSE 0.435 (0.0066) 0.406 (0.0066) 0.284 (0.0043) 0.056 (0.0002) 0.064 (0.0003) 0.056 (0.0002) 0.058 (0.0003) 0.056 (0.0002) 0.056 (0.0002

(
Sigma 0.217 (0.0044)  0.106 0.064 0.064
Presnost  0.911 (0.0005) 0.914

(

Fi-skére 0.261 (0.0062) 0.423

) )

0.0020)  0.062 (0.0005)

0.0008) 0.907 (0.0011)  0.997
) )

0.559 0.983

0.0003 56 (0.0003 0.0003)  0.063 (0.0003

(

(
0.972 (0.0008
0.879 (

) (

0.0003) 0.057 (0.0003) 0.061
0.0002) (
) (

(
(
0.948 (0.0009)  0.990 (0.0003
0.794 (0.0029) 0.951 (

) ) ( ) ( )
) ) ( ) ( )
) ) 0.997 (0.0002)  0.994 (0.0003)
) ) ( ) ( )

(
0.0067 (0.0044 0.0008 0.0016 0.0031)  0.983 (0.0008) 0.969 (0.0013

Tabulka 5.3. Vysledky pro 10 nezévisle proménnych, n = 2000 pozorovani a m = 100
MC iteraci, véetné odhadt odpovidajicich MC chyb. F;-skére pro data bez kontaminace
nejsou definovana. Hodnota a u adaptivnich metod indikuje poc¢atecni LTS odhad.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme formulovali tilohu statistického uceni a predstavili prin-
cip minimalizace rizika. Nastinili jsme, jakd tskali s sebou nese minimalizace
empirického rizika a diskutovali, jak pomoci kiizové validace volit optimalni hy-
perparametry. Nakonec jsme predstavili stochasticky gradient, ktery se bézné
pouziva pri trénovani neuronovych siti. Druha kapitola se vénuje klasické me-
todé nejmensich ¢tverci a kvantilové regresi. Treti kapitola predstavuje vybrané
robustni odhady regresnich koeficientu a diskutuje jejich vlastnosti, v nékterych
pripadech za obecnéjsich predpokladii, kdy uvazujeme jistou formu zavislosti v
datech. Pottebné teoretické vysledky jsme kratce shrnuli v dodatku. Hlavnimi
vysledky teoretické c¢asti prace je formulace a zdivodnéni asymptotické norma-
lity LTS odhadu pomoci vysledki pro LWS odhad. Podrobnéji jsme rozepsali
nékteré kroky diukazu véty 15, kterd se zabyva konzistentnim odhadem asympto-
tické varian¢ni matice LWS odhadu. S pomoci asymptotické normality jsme od-
vodili testy a konfiden¢ni intervaly (mnoziny) pro regresni koeficienty zalozené
na LWS metodé, které zustavaji platné i pro adaptivné vazené odhady. Nakonec
jsme dokézali, ze za normality maji odhady regresnich koeficienti AW metodou
a metodou nejmensich ¢tvercii asymptoticky stejné rozdéleni.

Ve ¢tvrté kapitole jsme definovali doprednou neuronovou sif jako orientovany
acyklicky graf a diskutovali, jak se pTi trénovani pocitd gradient ztratové funkce
pomoci zpétné propagace. Také jsme predstavili robustni neuronové sité inspiro-
vané treti kapitolou a diskutovali nékteré praktické problémy. Dalsim vlastnim
piinosem je mensi simulac¢ni studie, ve které jsme porovnali predstavené robustni
sité jak z hlediska predikénich schopnosti, tak jejich mozné vyuziti jako diagnos-
tickych nastroji.

Simulac¢ni studie ukézala, ze klasickda metoda nejmensich ¢tvercu je vhodnou
volbou pro nekontaminovana data, ale selhava v pripadé kontaminace. Znacné
problémy ma také s detekovanim kontaminovanych pozorovani obsazenych v tré-
novacich datech. Robustni alternativy dostupné v knihovnach jako TensorFlow
a PyTorch, konkrétné Huberova a ¢; ztratova funkce, vsak fesi problém jen c¢as-
tecné, zejména kviili jejich nachylnosti na vzdalena pozorovani. V tomto pripadé
se ukazuje sila odhadt s vysokym bodem selhani, znamych z literatury o robustni
regresi. Zejména nejmensi ofezané ctverce patrily mezi nejlepsi, ale v praxi zi-
stava otazkou, jak volit optimalni hodnotu parametru a. Robustni odhady jsou
navic ¢asto neefektivni, pokud trénovaci data kontaminovana nejsou. Jako mozné
reseni se ukazaly byt adaptivné vazené robustni odhady, kterym prozatim v kon-
textu neuronovych siti nebyla vénovana dostateéna pozornost. Pokud tedy ne-
vime, zda a pripadné jaky druh kontaminace nase trénovaci data obsahuji, mi-
zeme na zakladé provedené simulac¢ni studie doporucit adaptivné vazené metody,
které disponovaly vysokou robustnosti vzhledem k jak odlehlym, tak vzdalenym
pozorovanim a soucasné byly pro c¢ista data srovnatelné s metodou nejmensich
¢tverct. Jejich nevyhoda potom spociva v nutnosti trénovat dalsi neuronovou
sit, zejména je potieba peclivé volit prislusné hyperparametry. Soucasti prace je
také implementace vsech predstavenych ztratovych a vahovych funkci, véetné pri-
slusnych metrik, které jsou pripraveny pro trénovani neuronovych siti s vyuzitim
knihovny TensorFlow.
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A. Prilohy

A.1 Ekvivariancni vlastnosti regresnich odhadu

Definice 27. Odhad regresnich koeficientu Bn(Y,X) je ekvivariantni vzhle-
dem k regresi, pokud pro libovolny vektor a € R¥ plati

B.(Y +Xa,X) = B,(Y,X) +a.

Definice 28. Rekneme, e odhad regresnich koeficienti Bn(Y,X) je ekvivari-
antni vzhledem k méritku, pokud pro kazdy skaldr a € R plati

B, (aY . X) = aB,(Y,X).

Definice 29. Bud A € R¥* libovolnd reguldrni matice. Odhad BH(Y, X) nazveme
ekvivariantni vzhledem k afinni transformaci, pokud

Ba(Y ,XA) = A7'B,(Y,X).

A.2 Vysledky z matematické analyzy

Definice 30. Necht f : R"™ — R je diferencovatelnd funkce. Potom definujeme
jeji gradient v bodé w € R"™ jako

_[ofw)  of)]"

ow, 7 Ow,

Vf(w)

Definice 31. Bud f : R — R™ diferencovatelnd funkce. Potom definujeme
Jakobiho matici f v bodé w € R" jako m x n matici

Ofh(w)  Oh(w)
w1 Wn,
Jp(w) =
O fm (w) - O fm (w)
w1 Wn,

Priklad. Uvazujme funkci f : R® — R™ definovanou jako f(w) = Aw pro
A € R™. Potom J¢(w) = A.

Priklad. Méjme funkci o : R” — R", kterou dostaneme aplikaci skalarni funkce
o po slozkach. Potom J,(w) je diagondlni matice s prvky o’(w;) na diagondle.
Budeme pouzivat znaceni J,(w) = diag(o”’(w)).

Véta 23 (Retizkové pravidlo). Necht f : R" — R™ je diferencovatelnd v bodé
w € R" a g:R™ — RF je diferencovatelnd v bodé f(w) € R™. Potom go f je
diferencovatelnd v bode w a plati

Jgor(w) = Jg(f (w))J s (w).
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A.3 Zavisla pozorovani

Méjme posloupnost ndhodnych vektora {Z; : i € N} definovanych na pravdeé-
podobnostnim prostoru (€2, F, P) s hodnotami v méfitelném prostoru (R%, BY).

Definice 32. Posloupnost ndhodnijch vektori {Z; : i € N} nazveme slabé sta-
cionarni, pokud

e EZ;, = p pro vsechna v € N,

o cov(Z;,Z),) =E(Z; — n)(Zy — )" = cov(Zip, Zyi1,) pro viechna i,k € N
a libovolné h takové, Ze i + h,k + h € N.

Poznamka. Slabé stacionarni posloupnost ma tedy konstantni stfedni hodnotu
a kovarianéni matice vektort Z; a Z; zavisi pouze na rozdilu i — k.

Terminologie. V této praci budeme pod pojmem stacionarita vzdy rozumét
slabou stacionaritu.

Uvazujme dvé o-algebry A, B C F. Na soucinové o-algebie A ® B definujme
nasledujici miry charakterizujici zavislost ndhodnych jevi ze o-algebry A na na-
hodnych jevech ze o-algebry B:

« a(A, B) :=supscqpes | P(AN B) — P(A)P(B)],
* B(A,B) := Esuppei | P(B|A) — P(B)].
Pozorovani 24. A a B jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyz a(A,B) = 0.

Pro1 < a < b < oo necht F? znadi o-algebru uddlosti generovanou ndhodnymi
vektory Z,, ..., Z.

Definice 33. Pron € N definujme nasledujici koeficienty zavislosti
e a(n) = SUupjen a(]—"f, ;—T—n);
» B(n) = supjen BF, F37,)-
Potom posloupnost {Z; : i € N} nazveme
» a-mixing (strongly mizing), pokud c(n) — 0 pro n — oo,
e B-mixing (absolutné reguldrni), pokud B(n) — 0 pro n — oo.

Poznamka. Absolutni regularita je jednou z nejslabsich mixing podminek, avsak
silnéjsi nez a-mixing, nebot se da ukazat, Ze plati 2a(A, B) < 5(A, B).

'Podobné pro koeficient 3.

65



Jelikoz mixing neni tolik vlastnosti posloupnosti {Z;} jako spise posloupnosti
o-algeber generovanych {Z;}, plati i pro méfitelné transformace {Z;}, jak rika
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 25. Necht V; := f(Z;) pro méritelnou f. Pokud {Z; : i € N} je a-
mizing, potom {V; : i € N} je také a-mizxing.

Dikaz. Ukazeme podobné jako Davidson (1994) ve vété 14.1. Oznacme
1= o{Vi,..., V;} a podobné G, := 0{Vjin, Visni1,. . },

Nyni, ndhodny vektor V; je méritelny na kazdé o-algebre, na které je vektor Z;
mdéfitelny. Odtud dostavame, ze G C F a G2, € Fi%,. Polozme

av (n) = sup a(G1, G5%.,),
jEN

potom ay (n) < az(n), jelikoz a(A",B") < a(A,B) pro A’ C Aa B C B. Odtud
jiz plyne tvrzeni.
[

Priklad. Striktné stacionarni Markoviv Tetézec s nejvyse spocetnou mnozinou
stavl je absolutné regularni praveé tehdy, kdyz je nerozlozitelny a neperiodicky.

A.4 Zakon velkych é&isel pro £L1-mixingaly

Méjme posloupnost ndhodnych veli¢in {Z; : i € N} definovanych na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, F, P) a neklesajici posloupnost o-algeber {F; : i € Z},
F; C F. Casto volime F; = o{Zy,..., Z;y proi > 1a F; = {0,Q} pro i < 0.

Definice 34. Posloupnost {Z;, F;} nazveme L'-mizingalem, pokud existuji nezd-
porné posloupnosti konstant {\; : i € N} a {¢,, : m € Ny} takovijch, Ze ¢, — 0
pro m — oo a pro vsechna i € N a m € Ny plati

o | E[Zi| Ficmllli < Ao,

o 1Zi — E[Zi| Fiymllli < Xithmia-
Poznamka. Druha podminka z predchozi definice vétsinou plati trivialné, nebot
jsou-li veli¢iny Z; F;-métitelné, potom E[Z;|F;..,] = Z; skoro jisté.

Poznamka. L'-mixingaly jsou centrované, tedy pro obecnou posloupnost na-
hodnych velicin {Z; : i € N} musime uvazovat {Z; —E Z; : i € N}.

Tvrzeni 26. Bud {Z;, F;} stejnomérné integrovatelnyj L'-mizingal. Necht navic
limy, o0 = 20y Ay < 00, nebo {\;} = {||Zi||l1}. Potom =31, Z; 50 pron — oo.

Dikaz. Viz Andrews (1988), véta 1.
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Poznamka. Varianta definice 34, resp. tvrzeni 26 pro trojihelnikové schéma
ndhodnych veli¢in se formuluje obdobné, viz Andrews (1988), definice 2, resp.
tvrzeni 2.

Priklad. Méjme {Z; : i € N} posloupnost centrovanych a-mixing ndhodnych
veli¢in, které jsou L£P omezené pro néjaké p > 1. Polozme F; = o{Zy, ..., Z;} pro
ieNaF, ={0,Q} proi<O0.

{Z;} jsou stejnomérné integrovatelné, nebot se jednd o posloupnost £P ome-
zenych nahodnych veli¢in, p > 1. Nyni ve vété 14.2 (Davidson, 1994) uvazujme
p =1, r = p a pripomenme, Ze se jedna o centrované veli¢iny. Dostavame

IE[Zial Fillx < 6a(n)' P Zicullp.

Tedy {Z;, F;} je stejnomérné integrovatelny £'-mixingal s {\;} = {||Zi||,} spliiu-
jici tvrzeni 26.

Zakon velkych ¢éisel pro £'-mixingaly tedy mtiZzeme pouzit i v pifpadé abso-
lutné regularni posloupnosti, nebot S-mixing implikuje a-mixing.

Priklad. Také posloupnost martingalovych diferenci {Z;, F;} je L£'-mixingal s
Um = 0prom > 1a N\ = || Z]1, pokud polozime F; = {0,Q} pro i < 0 a
Fi = 0{Z,...,Z;} pro i € N. Tudiz, jsou-li {Z;} stejnomérné integrovatelné,
plati tvrzeni 26.

A.5 Klasifikacni metriky

Uvazujme ulohu binarni klasifikace, kdy chceme rozpoznat kontaminovana
pozorovani od téch béznych.

Jako skutec¢né pozitivni (TP) budeme nazjvat pocet spravné rozpoznanych
odlehlych pozorovéni a jako faleSné pozitivni (FP) pocet odlehlych pozorovani,
kterd jsme nespravné oznacili za bézna. Podobné, skuteéné negativni (TN)
znaci pocet spravné rozpoznanych béznych pozorovani a faleSné negativni (FN)
pocet béznych pozorovani oznacenych za odlehla.

Definice 35. Oznacme

TP + TN TP TP
ACC = PP V=—"_ TPR= ——— .
cC TP +TN+FP+FN’ v TP +FP’ R TP +FN

Potom ACC nazjvime presnost, PPV preciznost ¢ TPR pamét.

Presnost je vhodna metrika, pokud jsou vSechny pripady stejné dilezité. V
nasem pripadé, kdy je pocet béznych a odlehlych pozorovani nevyvazeny je vhod-
néjsi metrikou Fy-skore.

Definice 36. F;-skére definujeme jako harmonicky prumeér preciznosti a pameti,

2 2.-PPV.-TPR

T PPV '+TPR ! PPV+TPR

Fy
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