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Uvod

Cilem této bakalai'ské prace je vytvofit studijni text, ktery by pomohl ¢tenartim
aplikovat jejich znalosti z kombinatoriky ve fyzikalnich tlohéch, zejména se bude jed-
nat o ulohy ze statistické fyziky.

Pti mém studium kurzu Termodynamika a statisticka fyzika se ukéazalo, ze mi
déla problém aplikovat kombinatorické znalosti ve fyzikalnich tlohach. S timto pro-
blémem jsem se nesetkala sama, ale i mi spoluzéci méli podobné obtize. A dle zkusSe-
nosti vyucujici se tyto nedostatky objevovaly i u studentil v pfedchozich letech. Dle
vyzkuml Loveruda (2009) a Olivera (2021) se ukazuje, Ze tato latka neni problema-
tickd jen u student uvedeného kurzu, ale Ze ji pozoruji vyucujici i na jinych skolach.

Vyzkum z Univerzity v Kalifornii (Loverude, 2009) poukazal na to, Ze studenti
maji problém s rozliSenim pojmi mikrostav a makrostav. Tento problém byl zkouman
na uloze ,.hdzeni minci“. Nejvétsi problém délalo pochopeni, Ze kazdy mikrostav ma
stejnou pravdépodobnost, ale ze pravdépodobnost makrostavii uz stejna neni, nebot’
zalezi na tom, kolika mikrostavy je dany makrostav realizovany. Podobny problém
s rozliSenim mikrostavu a makrostavu jsem méla pfi studiu 1 ja sama. Dlouhou dobu
jsem nebyla schopna si uvédomit rozdil mezi t€émito dvéma pojmy, a to se pak proje-
vovalo pfi feSeni tloh.

Vyzkum z Univerzity v Coloradu (Oliver, a dalsi, 2021) poukazoval na vice
uloh, se kterymi maji studenti problém. Zabyval se naptiklad ulohou ,,Kolika zptisoby
lze posadit n studentli na m zidli, pokud n < m?“ anebo tlohou oznaenou jako
»predméty v krabici®. Vyzkum ukazal, Ze studentim délalo problém rozlisit, kdy za-
lezi na potadi a kdy jsou predméty rozlisitelné. Podobnymi tlohami jsme se zabyvali
1 vnaSem kurzu, a i v tomto ptfipadé mohu na zaklad¢ vlastni zkuSenosti dat uvede-
nému vyzkumu za pravdu. I mne samotné a mym spoluzadktim také ze zacatku rozlisi-
telnost a nerozliSitelnost délala problém.

Prace je ¢lenéna do péti kapitol, uvodu a zavéru. V prvni kapitole jsou Ctenafi
pfipomenuty zédkladni kombinatorické definice a vztahy. V této kapitole jsou také ma-
tematické ulohy, ve kterych si ¢tenaf pripomenuté vztahy a koncepty mize hned zkusit
aplikovat.

Ve druhé¢ kapitole ¢tendf nalezne vyfeSenou sadu tloh, kterd slouzi jako takovy

mistek mezi matematickymi a fyzikalnimi ulohami. Ulohy jsou vytvofeny takovym



zpisobem, aby si ¢tenaf pozdéji pti feseni fyzikalnich uloh uvédomil, Ze podobny pro-
blém jiz fesil. Jen s tim rozdilem, ze t¢ématem tlohy nebylo naptiklad umist'ovani roz-
lisitelnych ¢i nerozliSitelnych ¢astic na energetickou hladinu, ale sdzeni rozkvetlych ¢i
nerozkvetlych rostlinek do truhliku.

V poslednich tfech kapitolach ¢tenat nalezne fyzikalni ulohy véetné stru¢ného
souhrnu potfebné fyzikalni teorie. Nejvetsi zastoupeni zde maji ulohy ze statistické
fyziky, které se tykaji urCovani po¢tu mikrostavti a makrostavii, kanonické a grandka-
nonické statistické sumy, ale také zde nalezne ulohy, které se tykaji naptiklad kvantové
fyziky.

Vsechny ulohy v této praci jsou vyfeseny. Nékteré ulohy jsou vyfeSeny vice
zpisoby, aby ¢tenaf vidél, Ze ne vzdy je potieba problém fesit pomoci obecného vztahu
a ze obcas je jednodussi ulohu fesit naptiklad ivahou nebo vyctem moznosti.

Tato prace také muze byt ¢tendfem pouzita jako studijni text ¢i mensi sbirka

uloh vhodna pro pfedmét Termodynamika a statisticka fyzika.

Vsechny obrazky v této praci byly vytvotfeny pomoci pocitatového programu

GeoGebra.



1. Zaklady kombinatoriky

Tato kapitola je zpracovéana na zaklad¢ knih (Calda, 1996) a (Calda, a dalsi,
2008). Vsechny definice jsou doslovn¢ pievzaty z knihy (Calda, 1996) a z této knihy
jsou témet doslovné prevzata i oznaceni. Jiné formulace definice jsou prevzaty z knihy
(Calda, a dalsi, 2008).

V této kapitole si nejprve vysvétlime, jak se k jednotlivym kombinatorickym
definicim a vztahtim doslo. Poté az zminime samostatné definice a vztahy. Nasledn¢
vyfeSime ulohy, ve kterych jednotlivé vztahy budeme aplikovat. VSechny definice a

vztahy jsou pro piehlednost v textu zvyraznéné rameckem.

Kombinatorické pravidlo sou¢inu

Za timto kombinatorickym pravidlem se neskryva nic slozitého. Pokud budeme
chtit urcit pocet vSech moznych dvojic jezdec — formule, vynasobime mezi sebou pocet
jezdci a pocet nabizenych formuli. Napiiklad mame 5 jezdcii a 10 formuli, celkem

tedy mame 5 - 10 = 50 moznych dvojic jezdec — formule.

Definice:

Pocet uspotadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat n, zptisoby, druhy ¢len po vy-
béru prvniho ¢lenu n, zptsoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech predchozich n;, zpi-

soby, je roven nq - ny - ...* Ng.

Uloha 1.1: V restauraci nabizeji 3 druhy steaki: kufeci, vepfovy a hovézi a 4 druhy
ptiloh: hranolky, krokety, brambory a kasi. Kolik riznych obé&di 1ze z této nabidky

vytvofit, pokud mize byt na talifi jen jeden druh masa a ptilohy?

Reseni: Podle definice chceme vytvofit dvojici (k = 2), jejiz prvni &len lze vybrat
3 zptsoby (n; = 3), jelikoz mame tii druhy masa a druhy ¢len lze vybrat 4 zptisoby
(n, = 4), jelikoz mame 4 rizné ptilohy. Z toho plyne, Ze celkem mame n, - n, =

= 3:4 = 12 moznosti.




Kombinatorické pravidlo souctu

Stejné jako u pravidla vyse i zde plati, ze kombinatorické pravidlo souctu neni
nic slozitého. Pfedstavme si dvé zadvodni staje Formule 1. St4j Ferrari, kterou oznac¢ime
pismenem F a stdj Haas, kterou oznacime pismenem H a pokud nds zajima, kolik
mame moznosti, jak vybrat jednu formuli na reklamni plakat zdvodu, tak jen secteme
pocet formuli ze staje F s poctem formuli ze stidje H. Pokud napftiklad staj F vlastni
12 formuli a st4j H vlastni 8 formuli, pak celkem mame 12 + 8 = 20 moznosti, jak

vybrat jednu formuli na reklamni plakat zdvodu.

Definice:

Jsou-li Aq,A,, ..., Ar koneéné mnoziny, které maji po fadé¢ ny,n,,...,n; prvki, a
jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvkll mnoziny A; U A, U ...U A4, je roven

TL1 +n2 + "-+le.

Uloha 1.2: Na fotbalovy krouzek ve $kole chodi 9 zakt z 5.A a 7 zaku z 5.B. Kolika

zplsoby miizeme vybrat jednoho zaka, ktery ptijde kopat penaltu?

ReSeni: Podle definice mame dvé kone¢né mnoziny: A; je mnozina zak z 5.A, ktera
ma 9 prvkl (n; = 9), a A, je mnozina zakt z 5.B, ktera ma 7 prvkt (n, = 7), z ¢ehoz

vyplyva, Ze jednoho zaka lze vybrat n; + n, = 9 + 7 = 16 zptsoby.

Variace

O variace se jedna, pokud si pokladdme otazku: Kolika zptsoby je mozné ob-
sadit prvni, druhou a tfeti pozici v zdvodé¢ Formule 1? Ve Formuli 1 zavodi 20 zavod-
niki. My pro tento piiklad budeme ptedpokladat, Ze vSech 20 zavodnikli ma stejné
formule, tedy vSichni maji stejnou Sanci na vitézstvi a obsazeni dalSich dvou podio-
vych umisténi. V nésledujicim textu si popiSeme, jak se dojde k definici a vztahu
pro variace, a pak jiz tuto tlohu zvladneme vyftesit.

Chceme-li urcit pocet vSech k-Clennych variaci z n prvki a mame-li n navza-
jem riiznych prvka a cCislo k € N; k < n. Prvni ¢len usporddané k-tice vybirdme
Z n moznosti, tj. pro vybér prvniho ¢lenu méme n moznosti. Pro vybér druhé¢ho ¢lenu
mame (n — 1) moznosti, protoze na tomto misté nesmi stat prvek, ktery jsme vybrali

na prvni misto. Pro vybér tfetiho ¢lenu mame (n — 2) moznosti, protoZze na tomto
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misté nesmi stat prvek, ktery jsme vybrali na prvni a druhé misto. Timto zpisobem
pokracujeme dal az dojdeme k vybéru k-tého clenu, pro jehoz vybér mame
(n — (k — 1)) moznosti. Tento postup je znazornén na schématu 1.1.

Odpovéd na otazku z uvodu, kolika zplsoby lze obsadit prvni, druhé a treti

misto v zavod¢ Formule 1, je 20 - 19 - 18 = 6 840 zptisoby.

Schéma 1.1: Znazornéni postupu tabulkou

usporadand | o 2. &len (k=1 | ¢ dlen
k-tice ¢len
moznosti
vybéru n n—1 n—(k—-2) | n—(k—-1)
zn prvka

Podle kombinatorického pravidla soucinu je pocet vSech uspotadanych k-tic

roven soucinu:

Vi(n) =n(n—-1)- .. -(n—(k—l))z nn—-1)-.-(n—k+1)=

=1 (—k+ D —k—1)- .21
a m—-k(n—-k—1)-..-2-1 -

n!
- (n—=k)!’

Pocet uspotfddanych k-tic zn navzijem rlznych prvki, tj. k-Clennych variaci
zn prvki. Vi (n) se rovna soucinu k ptirozenych Cisel takovych, Ze nejvétsi z nich je

rovno n a kazdé dalsi je o jednu mensi.

Definice:

k-Clenna variace z n prvki je usporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy

se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

To znamena, ze u variaci zalezi na poradi a prvky jsou navzajem rizné.

Oznaceni a vypocet:

Vi (n) je pocet k-¢lennych variaci z n prvkd, k < n

Vk(n)=n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1)=m. (1.1)




Uloha

1.3: Urcete pocet Ctyfcifernych ptirozenych ¢isel, jestlize se Cislice nesmi opa-

kovat a a) vybirame z Cislic 1, 2, 3, ..., 9, b) vybirame z ¢islic 0, 1, 2, 3, ..., 9.
Regeni:
a) Vybirame Ctveftici z deviti prvki (Cislice 1 az 9).

b)

Nejprve tlohu vytesime pomoci vztahu (1.1):

9! 51-6-7-8-9
Vi) =Va() =g =751 = 5 = 3024.

Pti feSeni ulohy uvahou si predstavime 4 mista. Na prvni misto vybirame
ze vSech 9 Cislic. Na druhé misto vybirame z 8 Cislic, protoze zde nesmi byt
Cislice, ktera je na prvnim misté. Na tfeti misto vybirdme ze 7 ¢islic, protoze
zde nesmi byt ¢islice, které jsou na prvnim a druhém misté. Na posledni misto
vybirame jen z 6 Cislic, protoZze nesmime pouzit predchozi tfi Cislice. Dosta-
vame:

"8-7-6=3024.

P NN

1. misto 2. misto 3. misto 4. misto

Vybirdme ¢tvetici z deseti prvka (Cislice 0 az 9), ale pozor na prvnim misté
nesmi byt nula, protoZe by se pak nejednalo o Ctyfciferné ¢islo.

Pti teSeni tllohy pomoci vztahu jsme si feSeni rozdé€lili tak, Ze jsme na prvni
pozici vybirali z 9 Cislic (bez nuly), a poté jsme pouzili vztah (1.1), kterym
jsme vybirali trojici z deviti prvkll (uz miizeme pouzit nulu, ale nesmime pouzit
¢islici na prvnim mist¢).

9! 6!-7-8-9

-(9_3)!=9 o = 4 536.

9V (n—1) =9-V5(9) =9

Tuto tlohu jesté vyfesime tivahou. Pfedstavime si 4 mista a uvédomime si, ze
na prvnim misté nesmi byt nula, a proto vybirdme z 9 ¢islic. Na druhém misté
uz nula byt mize, ale nesmi tam byt c¢islice, kterd je na prvnim misté, proto
vybirame opét z 9 Cislic. Na tfetim misté nesmi byt Cislice, které jsme pouzili

na prvnim a druhém misté, proto vybirame z 8 cislic. Na poslednim misté



nesmi byt Cislice, které jsem pouzili na prvnim, druhém a tfetim miste, proto

vybirame jen ze 7 ¢islic. Dostavame:
9.-9-8-7=4536.

Dalsi mozné feSeni uvahou je takové, Ze vybereme vSechny Ctvefice, a pak

odecteme pocet téch, které zacinaji nulou. Dostavame:

10:9-8:-7—-1-9-8-7 =4536.

Permutace

O permutace se jedna, pokud se budeme ptat na otazku: Kolika zptsoby lze
rozmistit 20 formuli na 20 startovnich pozic pied zdvodem?

Permutace jsou uspotadané n-tice sestavené z danych n prvka (k = n). Pocet
P(n) vSech permutaci z n prvkt dostaneme tak, ze do vzorce pro pocet k-Elennych
variaci z n prvkll za k dosadime n. Kazda permutace z danych n prvki urcuje néjakou

usporadanou n-tici z té€chto prvk, tj. néjaké jejich poradi.

Definice:

Permutace z n prvki je n-¢lenna variace z n prvkda.

To znamend, Ze u permutaci zaleZi na potadi a prvky se neopakuji, tj. jsou navzajem
rizné.

Jind formulace definice permutace:

Permutace z n prvki je uspotfddand n-tice sestavend z téchto prvki tak, ze kazdy se

v ni vyskytuje pravé jednou.

Oznaceni a vypocet:

P(n) je pocet permutaci z n prvka

Pn)=V,n)=n(n—1)(n—2)-..-2-1=n!. (1.2)

Odpovéd’ na otazku z ivodu, kolika zptisoby 1ze rozestavit 20 formuli na start,

je P(20) = 20! =~ 2,43 - 108 zpisoby.




Uloha 1.4: Uréete kolika zptisoby Ize na pét volnych sedaéek v king posadit pét divek,

jestlize a) je jim jedno vedle koho sedi a b) dvé chtéji sedét vedle sebe.

ReSeni:

a)

b)

Jedna se o pétici z péti prvka.

Nejprve tlohu vyfesime pomoci vztahu (1.2):
P(n) = P(5) = 5! = 120.

Ulohu lze také vyfesit avahou. Predstavime si 5 sedadek. Na prvni sedacku
vybirame z 5 dévc¢at. Na druhou sedacku vybirdme ze 4 dévcat, protoze zde
nesmi sedét dévce, které sedi na prvni sedacce. Na teti sedacku vybirame
ze 3 dévcat, protoze zde nesmi sedét dévcata, kterd sedi na prvni a druhé se-
dacce. Na ¢tvrtou sedacku vybirame ze 2 dévcat, protoze zde nesmi sedét dév-
Cata, kteréd sedi na prvni, druhé a tieti sedacce. Na posledni sedacku nam zbyde

jen 1 dévce, protoze ostatni dévcata uz na néjaké sedacce sedi. Dostdvame:

5:-4-3-2-1=120.

Ta dévcata, kterd chtéji sedét vedle sebe, budeme pocitat jako jeden prvek.
Z toho vyplyva, Ze se jedna o Ctvetici ze Ctyt prvkil. Dvojici ale musime zapo-
¢itat dvakrat, protoZe pokud si ta dvé dévcata oznacime A a B, tak mohou sedét
v potadi AB a podruhé v potadi BA.

Pti feSeni tlohy pomoci vztahu (1.2) dostavame:

2-P(n) =2-P(4) =2 4! = 48,
Pfi feSeni tivahou si predstavime sedacku o 4 mistech. Stejné jako predtim te-
oreticky rozsazujeme dévcata, ale je potieba si uvédomit, ze pokud dvé dévcata

chtéji sedét vedle sebe, tak zalezi na tom, jestli sedi v pofadi AB nebo BA, a

proto je potfeba nasobit dvojkou. Dostavame:

2-(4-3-2-1) = 48.



Kombinace

O kombinace se jedna, pokud nas zajima, kolika zpiisoby lze z 20 zdvodnika
Formule 1 vybrat 3 zavodniky, kteti ptijdou na tiskovou konferenci. V nasledujicim
textu se seznamime s tim, co znamena neuspotradana n-tice, odvodime si, jak se dojde

k definici a vztahu pro kombinace, a poté jiz spocteme tuto tlohu.

Co znamen4, pokud fekneme neuspotradana n-tice?
Dvojice {4, B} je totéZ jako dvojice {B, A} — je nam jedno, jestli je prvni A nebo
B. To samé by platilo, pokud bychom méli 3 a vice prvki. JednoduSe fe¢eno nezalezi

nam na potadi prvku.

K uréeni poctu vSech k-Elennych kombinaci z n prvki pouZzijeme vysledek,
ktery jsme odvodili pro pocet vSech k-Clennych variaci zn prvkd. Madme n prvki
a utvofime z nich vSechny k-¢lenné variace. Protoze u variaci ndm zalezi na potradi
prvka ve skupiné, ale u kombinaci nikoliv, variace rozdélime do skupin tak, aby se
vSechny variace z téZe skupiny liSily pouze pofadim jednotlivych prvki a kazdé dvé
variace z riznych skupin se lisily aspon v jednom prvku. Kazda takovato skupina ob-
sahuje k! usporadanych k-tic, protoze k prvki Ize uspotadat k! zptisoby. U kombinaci
nam nezalezi na potradi, a proto splyne vSech k! uspotadanych k-tic kazdé skupiny
v jedinou k-tici neuspotadanou, tj. v jedinou k-Clenou kombinaci z n prvki. Tento
proces je znazornén na schématu 1.2. Z toho vyplyva, Ze pocet skupin, do nichZ jsme
puvodné vSechny k-Clenné variace rozdélili, odpovida pocétu k-Clennych kombinaci

Vi(n)

z danych n prvki. Protoze v kazdé skupiné je k! variaci, plati: C;(n) = o

Schéma 1.2: Dvouclenné variace ze 3 prvkd a, b, ¢. Tuéné ¢erné Sipky nam znazornuji proces,

kdy nam usporadané dvojice splynou v jednu neuspotradanou dvojici.

dvouclenné variace z prvklia, b, c

(a, b) (a, ¢) (b, ¢)
(b, a) (c, a) (c,b) l

| | | Vo(3) = 2! C,(3)
fab} | fact | {bc} T

dvouclennd kombinace z prvki a, b, ¢




Definice:

k-clenna kombinace z n prvki je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvka tak, ze

kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

To znamena, ze u kombinaci nezélezi na potadi a prvky se neopakuji.
Jina formulace definice kombinace:
k-clennéd kombinace z n prvkl je k-prvkova podmnozina n-prvkové mnoziny téchto

prvkda.

Oznaceni a vypocet:

Cr(n) je pocet k-¢lennych kombinaci z n prvki
n
6 = ()

n!

1
= m = EV"(") (13)

Odpovéd’ na otazku ztvodu, kolika zplsoby lze z 20 zdvodnikli vybrat
3 na tiskovou konferenci je C5(20) = (230) = 1140 zpisoby. Vybirali jsme trojici
z 20 prvk.

Uloha 1.5: Uréete, kolika zptisoby lze z navzajem riiznych 8 &ervenych a 6 zelenych
jablek vybrat 5 jablek, u nichz a) nijak nezalezi na barve jablka, b) chceme prave 2 Cer-

vena jablka a c) chceme alespon 2 Cervena jablka.

ReSeni:
a) Vybirame pétici ze 14 prvki (8 Cervenych jablek + 6 zelenych jablek).

Pti feSeni tlohy pomoci vztahu (1.3) dostdvame:

14! 14!

=sr(a—5) 5o 2002

C(n) = C5(14) = (154)

b) Prvné vybereme 2 jablka z Cervenych jablek a zbytek (3 jablka) vybereme
ze zelenych jablek. Pouzitim vztahu (1.3) a kombinatorického pravidla sou¢inu
dostavame:

6) 8! 6!

— = 560.
3

8
Cre(ne) - Gy, (n,) = C5(8) - C3(6) = <2>< T o16l 3131
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¢) Mame-li vybrat 5 jablek z nichz alesponi 2 maji byt Cervend, tak to znamena,
ze prave 2 budou cervena (3 budou zelend), nebo prave 3 budou Cervena (2 bu-
dou zelend), nebo praveé 4 budou Cervena (1 bude zelené), anebo prave 5 jich
bude Cervenych (zadné nebude zelené). Pomoci vztahu (1.3) a kombinatoric-

kych pravidel soucinu a souctu dostdvame:
IR RIHEIWWESHIESES
2/\3) " \3/\2/ " \4/\1) "\5/\o/ '

Variace s opakovanim

Variace s opakovanim se od variaci li§i hlavné tim, ze se prvky mohou opako-
vat, ale potad nam bude zélezet na potadi. O variace s opakovanim se jedna v ptipadé,
ze chceme do 10 zavodnich boxti Formule 1 umistit sadu pneumatik, pficemz méame
k dispozici sady od 4 riznych vyrobcl, médme je v dostate¢cném mnozstvi, abychom
do vSech boxti mohli dat sady od jednoho vyrobce, ale miizeme vyuZit i sady od raz-
nych vyrobct. V nasledujicim odstavci si odvodime definici a vztah pro variace s opa-
kovanim, a poté jiZ zvladneme vyfiesit nasi tvodni otazku.

Chceme urcit pocet vSech k-¢lennych variaci s opakovanim z n prvki. Necht’
mame n navzajem riznych prvki a ¢islo k € N. Predpokladame, ze pro kazdy z da-
nych n prvki mame k dispozici dostate¢ny pocet stejnych kusti. Z toho ndm poté vy-
plyva, ze pro vybér kazdého ¢lenu usporadané k-tice mame pravé n moznosti viz

schéma 1.3, tj. uZ nejsme zavisli na tom, které prvky jsme vybrali pro pfedchozi ¢leny.

Schéma 1.3: Znazornéni postupu tabulkou.

usporédand l.¢len | 2.¢len (k —1)-

) Ly k-ty ¢l
k-tice ni ¢len y clen

moznosti vybéru

z n prvki (kazdy
s neomezenym po-
¢tem stejnych kust)

Podle kombinatorického pravidla souc¢inu je pocet uspotadanych k-tic, v nichz

se kazdy prvek miize libovolny pocet krat opakovat, roven:

k-krat

11



Definice:

k-Clenna variace s opakovanim zn prvkl je usporddand k-tice sestavend z téchto

prvka tak, ze kazdy je v ni nejvyse k-krat.

To znamena, ze u variaci s opakovanim zalezi na poradi a prvky se opakuji.

Oznaceni:

Vi (n) je poéet k-Clennych variaci s opakovanim z n prvki

Vi(n) = n*. (1.4)

Odpovéd na otdzku z Gvodu, kolika zptisoby miizeme rozmistit sady pneuma-

tik od 4 riiznych vyrobcti do n = 10 box, je V, (10) = 10* zpiisob.
Uloha 1.6: Uréete pocet ¢tyfeifernych prirozenych &isel, jestlize se ¢islice mohou opa-
kovat a a) vybirame z Cislic 1, 2, 3, ..., 9, b) vybirame z ¢islic 0, 1, 2, 3, ..., 9.

ReSeni:
a) Vybirame usporadanou Ctveftici z deviti prvka.

Nejprve tlohu vyteS§ime pomoci vztahu (1.4) a dostavame:
Ve(n) =V,(9) = 9* = 6 561.

Pti tfeSeni ulohy tivahou si predstavime 4 mista. Na prvni misto vybirdme
z 9 ¢islic a jelikoZ se prvky mohou opakovat, tak na druhé, treti a ¢tvrté misto

také vybirame z 9 Cislic. Dostavame:

9:-9-9-9=6561.

b) Musime si dat pozor, Ze na prvnim misté¢ nesmi byt nula, a poté uz mizeme
vybirat ze vSech deseti Cislic.

Pomoci vztahu (1.4) a kombinatorického pravidla sou¢inu dostavame:
9:-Vi_i(n) =9-V45(10) =9-10% =9 000.

Pti feSeni ulohy tivahou si opét predstavime 4 mista. Na prvni misto vybirame

z 9 dislic, nesmi zde byt nula, protoze by se nejednalo o Ctyfciferné ¢islo,

12




vybirame tedy z Cislic 1 az 9. Na druhém, tietim a ¢tvrtém misté uz nula byt
muze a jelikoz se prvky mohou opakovat, tak vybirdme z 10 ¢islic, mame ¢is-

lice 0 az 9. Dostavame:

9-10-10-10 =9 000.

Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim se od permutaci lisi v tom, ze prvky se mohou opa-
kovat, ale potad zalezi na poradi. O permutace s opakovanim se bude jednat, pokud
nas bude zajimat kolika zplisoby mize mechanik Formule 1 sefadit pneumatiky, pokud
ma 8 pneumatik ze sady soft, 8 pneumatik ze sady medium a 4 pneumatiky ze sady
hard. Pneumatiky ze stejné sady povazujeme za totozné. V nasledujicim odstavci se
na konkrétni lloze pokusime pfiblizit definici a vztah pro permutace s opakovanim, a
poté vyfesime ivodni otdzku.

Uvazujme ted’ 3 rizné prvky a4, a,, by, ze kterych utvofime vSech 3! permutaci
a budeme zkoumat, kolik z téchto permutaci se ztotozni, pokud u vSech 3 prvki od-

stranime indexy (a; = a, = a, by = b), viz schéma 1.4.

Schéma 1.4: Postup hledani permutace s opakovanim pro piipadn = 2, k; =2ak, = 1.

o . Permutace s opakovanim ze 2 prvkua a, b
Permutace ze tii prvka a4, a,, by P p T

z nichZ se prvek a opakuje dvakrat a b jed-

nou
(ay,az,by)
<« » | (a,a,b)
(az,aq,by)
(a1, by, az)
< » | (a,b,a)
(az, by,ay)
(by,a4,a;)
<« » | (b,a,a)
(by,a3,ay)

Pokud se budeme ptat, ktera permutace z prvkl a,, a,, b; se po odstranéni in-
dext ztotozni s permutaci (a, a, b), budou to ty permutace, které maji na prvni a druhé
pozici prvky a4, a, a na tieti pozici prvek b;. Pro umisténi na téchto mistech mame

pro prvky a4, a, pravé 2! moznosti a pro prvek b; pravé 1! moznost, coz souhlasi se
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schématem 1.4 a jeho prvni dvojici zavorek vlevo, takze s permutaci (a, a, b) splyne
celkem 2!- 1! = 2 pivodnich permutaci ze 3 prvkl a4, a,, b;. Timto zpisobem se
vSech 3! permutaci z danych 3 prvkl aq, a,, by rozlozi do takovych tiid, ze v kazdé
budou pravé ty permutace, které se po odstranéni indext u danych prvka ztotozni.
Kazda tfida odpovida jediné permutaci s opakovanim ze dvou prvkl a a jednoho
prvku b, tj. obsahuje 2! - 1! permutaci. Vysledny pocet permutaci s opakovanim zis-
kame tak, ze permutaci vSech tii prvka, tj. 3!, vydélime poctem permutaci v jedné
tfide, tj. 2!- 1! a dostaneme tedy 2'3—'1' = 3 permutace s opakovanim. To je vidét

ve schématu 1.4, kde doSlo k rozloZeni do 3 tfid.

Definice:

Permutace z n prvk, které se opakuji k4, k5, ..., k,, krat, je uspofadana

(ky + ky + -+ + ky)-tice, v niz jsou jednotlivé prvky zastoupeny k4, k», ..., k,-krat.

To znamend, ze u permutaci s opakovanim zalezi na potadi a prvky se opakuji. Jsou
to uspofddané skupiny, v nichz je kazdy z danych n prvkl — oznacme je
a4, ay, as, ..., a, — zastoupen aspon jednou, a to v predem ur¢eném poctu: k4-krat pr-

vek aq, k,-krat prvek a,, ..., k,-krat prvek a,,.
Jina formulace definice permutace s opakovanim:
Permutace s opakovanim z n prvki je uspotadand k-tice sestavena z téchto prvku tak,

ze kazdy se v ni vyskytuje v pfedem daném poctu.

Oznaceni a vypocet:

P'(kq, ko, ..., ky) je poet permutaci z n prvku, které se opakuji kq, ko, .. ., k,,-krat

(kg ey e )

P,(kl,kz;...,kn) k1| . kZ' . k! )
! LN n:

(1.5)

Odpovéd na tvodni otazku, kolika zpisoby mtize mechanik sefadit pneuma-

(8+8+4)! 20!
gl-8l-41  gl-8l-4l

tiky z riznych sad, zni P'(8,8,4) = = 62 355 150 zpusoby.

Permutace bez opakovani jsou zvlaStnim ptipadem permutaci s opakovanim.

Pokudjek, =k, =...= k, = 1,vyjdenam, ze k; + k, + -+ + k,, = n, z toho plyne,
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ze pujde o usporadané n-tice, v nichz je kazdy z n prvkl praveé jednou, tzn. jsou to

permutace bez opakovani. Dostavame:

_(A+1+-4+ D!
TRV

P'(1,1,..,1) =n! = P(n).
l_Y_J

n

Pocet permutaci s opakovanim ze 2 prvkil opakujicich se k-krat a (n — k)-krét je ro-

ven poctu k-prvkovych kombinaci z n prvki:

, n! n
P (k,Tl— k) = m = (k) = Ck(n).

Vybereme vlastné k mist pro prvni prvek z n moznosti.

Uloha 1.7: Urcete, kolika zpiisoby je mozné srovnat do fady 3 ervena a 2 Zluta jinak
stejna auticka.

Reseni: Tuto ulohu vyfesime pomoci vztahu (1.5) a dostavame:

(3+2)! 51 31-4:5 4-5

e T TR TI T TR TR

10.

Kombinace s opakovanim

Kombinace s opakovanim se od kombinaci li§i v tom, Ze prvky se mohou opa-
kovat a na potadi stale nezalezi. O kombinace s opakovanim se bude jednat, pokud nas
bude zajimat naptiklad otdzka: Kolika zplsoby lze rozdé€lit 20 stejnych formuli mezi
10 tyma? V nasledujicim odstavei si odvodime, jak se dojde k definici a vzorci
pro kombinace s opakovanim, a poté jiz budeme schopni odpovédét na otazku
z tvodu.

Odvozeni se pokusime ilustrovat na konkrétnim ptikladu, a poté tento postup

zobecnime. Budeme mit cCtyfclennou kombinaci s opakovanim zprvki a,b,c.
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Uvedeme mozné kombinace s opakovanim — skupiny v nichz nezalezi na poradi a jed-

notlivé prvky se mohou opakovat:

aa,a,a a,a,ab a,a,a,c a,ab,b a,ab,c
a,a,c,c a,b,b,b a,b,b,c a,b,cc ac,c,c
b,b,b,b b,b,b,c b,b,c,c b,c,cc ¢ c,C,cC

Kazdou tuto kombinaci s opakovanim zaSifrujeme pomoci usporadané skupiny
kolecek a svislych carek timto zpisobem: Budeme si pfedstavovat, ze mame 3 pfi-
hradky — prvni pro prvky typu a, druhou pro prvky typu b a tteti pro prvky typu c.
Rozhrani mezi sousednimi piihrddkami zndzornime svislou ¢arkou — potiebujeme
2 ¢arky (mezi prvni a druhou piihradku a mezi druhou a tfeti ptihradku). Pro kazdy
z danych prvki zakreslime do dané ptihradky tolik kolecek, kolikrat se v dané kombi-
naci tento prvek nachazi, pokud se v dané¢ kombinaci tento prvek nenachazi, ziistane

dana ptihradka prazdna. Tato piifazeni si znazornime:

a,a,a,a — oooo || a,a,a,b — ooo|o| a,a,a,c —ooo||o
a,a,b,b — oo |oo| a,a,b,c »oo|o]o a,a,c,c — oo ||oo
a,b,b,b — o |ooo| a,b,b,c »o|oo|o a,b,c,c = o|o]|oo
a,c,c,c —o||ooo b,b,b,b — | cooo | b,b,b,c = |ocoo|o
b,b,c,c = | oo | oo b,c,c,c = | o | o000 c,c,c,c = || oooo

Ze znazornéni mizeme vypozorovat, Ze kazdé ctyiclenné kombinaci s opako-
vanim ze 3 prvkid a, b, c odpovida jedind usporadana Sestice o Ctyfech koleckach a
dvou ¢arkéch a také to plati obracené, Ze uspotradana Sestici o ¢tytech koleckach a dvou
¢arkach odpovida ctyiclenné kombinaci s opakovanim ze 3 prvkl a, b, c. Nasli jsme
vzajemné jednoznaéné piifazeni. Z toho plyne, ze pocet Cr(n) = C4(3) t&chto kombi-
naci s opakovanim je roven poctu permutaci s opakovanim ze 2 prvka (kolecko a
¢arka) z nichz se jeden (kolecko) opakuje Ctyfikrat a druhy (Carka) se opakuje dva-
krat — plati: C4(3) = P'(4,2).

Budeme-li se obecné zabyvat k-¢lennymi kombinacemi s opakovanim
zn prvkd, pfifadime stejnym zplisobem jako vyse kazdé kombinaci uspotfadanou sku-

pinu s k koleéky a (n — 1) carkami — bude se jednat o permutaci s opakovanim
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ze 2 prvki, z nichz se jeden opakuje k-krat a druhy (n — 1)-krat. Jedna se o vzajemné

jednoznacéné pfifazeni, a tak plati:

ke _k+(m-D)t  (k+n-D!  k+n—-1y
P(k'n_l)_k!-(n—l)!_k!-[(k+n—1)—k]!_( k )‘

=Cy(k +n—1) = C,(n).

Definice:

k-Clennd kombinace s opakovanim zn prvkid je neuspotddand k-tice sestavend

z téchto prvk tak, Ze kazdy je v ni nejvysSe k-krat.

To znamena, ze u kombinaci s opakovanim nezalezi na potadi a prvky se opakuji.

Oznaceni a vypocet:

Cr(n) je pocet k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvki

k+n—1! jk+n—1
Cé(n)zP’(k;n—l)z%z( +Z ) (1.6)

Odpovéd’ na otazku z uvodu, kolika zpiisoby je mozné rozdélit 20 stejnych for-
muli mezi 10 tymd, zni: C3,(10) = (*°*,771) = (57) = 10 015 005 zpiisoby.
Poznamka: Cislo Cj,(n) = (n+:_1) kromé poctu k-Clennych kombinaci s opakova-
nim z n prvka udava jesté pocet zplsobil, kterymi lze rozmistit k totoZznych predméti
do n ptihradek. Stejné€ jako vyse to Ize zndzornit schematicky pomoci kolecek a carek,
kde k kolecek reprezentuje k totoznych predméti a (n — 1) carek (piepazky mezi pti-

hradkami) reprezentuje n piihradek.

Uloha 1.8: Urcete, kolika zpiisoby Ize rozdglit 12 stejnych ofiskt mezi 3 veverky.

ReSeni:

e Pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim:

91.

k+n—1)=<12+3—1>=(14> 14!

Ce(n) = C12(3) =< k 12 12) " 121- 21
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Pomoci vztahu (1.5) pro permutace s opakovanim — mame dva prvky (kolecko
a carka), z toho kolecko reprezentujici ofisek se opakuje dvanactkrat (k = 12)
a carka oddélujici hromadky ofiskl pro jednotlivé veverky se opakuje dvakrat
n—-1=3-1=2)

[k+(n—-D]' [12+2]!

Pllsn-1)=pPA2Z3-1) = k! - (n—1)! ~ 121 20 =91
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2. Pripravné ulohy

V této kapitole budeme fesit sadu tloh. Ulohy jsou sestavené tak, abychom si
jednak procvic€ili vztahy a uvahy z ptedchozi kapitoly, ale také abychom si promysleli
ulohy, které jsou analogické ptipadim kvantovych systéml s malym poctem c¢astic
ve statistické fyzice. Pokud to bude mozné budeme ulohy fesit vice zptisoby: tivahou,
vztahem, ptipadné vyctem. Délame to proto, abychom vidéli, ze vSechny moznosti
davaji stejné vysledky, a aby si kazdy ctenat mohl vybral metodu, kterd mu bude nej-

vice vyhovovat.

Zadani: Mame nakoupené rostlinky, které budeme sazet do riznych truhlikd ¢i kve-
tinacl. Koupili jsme si pét rostlinek petinii, kazda rostlinka se 1i$i barvou (zakoupili
jsme zlutou, oranZzovou, karminovou, fialovou a modrou rostlinku petunie) a ¢tyfi rost-
linky muskati, kazda rostlinka se 1i$i barvou a zdroven nema zadn4 stejny odstin jako
nékterd z petlinii (zakoupili jsme bilou, rizovou, ervenou a vinovou rostlinku mus-
katu). Pokud nebude jinak feceno, tak v truhlicich nam bude zaleZet na potadi rostli-

nek, ale v kvétinac¢ich ndm na potadi zaleZet nebude.

Uloha 2.1: Kolik mame rtiznych barevnych moznosti, jak obsadit témito rostlinkami

dvoumistny truhlik?

ReSeni: Tuto ulohu nejprve vyfesime uvahou, a poté az pomoci vztahu. Pfedstavime
si dvé mista v truhliku a fekneme si, Ze na prvni misto vybirdme z 9 rostlinek a
na druh¢é misto vybirdme jen z 8 rostlinek, protoze zde nesmi byt rostlinka, ktera jiz je

na prvnim misté. S vyuZzitim kombinatorického pravidla soucinu dostavame:
9-8=72.

Ted’ tuto tlohu vyfeSime pomoci vhodného vztahu. Celkem méame 9 riznobarevnych
rostlinek a dvoumistny truhlik. Chceme do truhliku zasadit rostlinky a zajimaji nés
barevné moznosti, ve kterych rozliSujeme moznost se zlutou a oranzovou petunii a
moznost s oranzovou a zlutou petinii — zalezi na potadi rostlinek, jde tedy o uspota-

dané dvojice — variace. Pocet vSech dvouclennych variaci z 9 prvki je dle vztahu (1.1):

9 71-8-9

CE T 72

Vie(n) = V,(9) =
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Vzhledem k malému poctu rostlinek mizeme také vytvofit tabulku (viz tabulka 2.1).
Prvni misto v kvétinéci si ,,zafixujeme® pro rostlinku jedné barvy a na druhé misto
prifazujeme rostlinky ostatnich barev (kromé té, kterou mame na prvnim mist¢), poté

se barva na prvnim mist¢ vymeéni a na druhém mist¢ zase stiidame barvy.

Tabulka 2.1: VSechny moznosti, jak osazet dvoumistny truhlik. V tabulce budeme pro barvy
pouzivat jen jejich pocatecni pismena. Z tabulky je vidét, ze ke kazdé¢ jednotlivé barve rost-

linky lze pritadit dal$ich 8 jinych barev,tj. 8 +8+8+8+8+8+8+8+8=9-8=72.

rostlinka na prvnim misté mozné rostlinky na druhém misté
Z 0,K,F,M,B,R,C,V
0] Z,K,F,M,B,R,C,V
K 0,7Z,F,M,B,R,C,V
F 0,K,Z,M,B,R,C,V
M 0,K,F,Z,B,R,C,V
B O,K.EEM,Z, R, C,V
R O,K,F,M,B,Z C,V
C O,K,F,M,B,R,Z,V
A O,K,F,M,B,R,C, Z

Uloha 2.2: Kolik mame moznosti, pokud budeme mit pétimistny truhlik?

ReSeni: Tato tiloha je stejného typu jako tloha 2.1, akorat misto dvoumistného truh-
liku mame pétimistny truhlik. Nejprve tuto Glohu vyfeSime uvahou, a poté pomoci
vhodného vztahu. Piedstavime si pét mist v truhliku a fekneme si, Ze na prvni misto
vybirdme z 9 rostlinek, na druhé misto z 8 rostlinek, protoze zde nesmi byt barva rost-
linky, ktera je na prvnim misté, na tfeti misto vybirdme ze 7 rostlinek, na ¢tvrté misto

vybirdme z 6 rostlinek a na paté misto vybirame jen z 5 rostlinek. Dostavame:
9-8-7-6-5=15120.

Reseni ulohy pomoci vhodného vztahu je stejné jako v predchozi uloze. Mame 9 rtiz-

nobarevnych rostlinek, ale tentokrat mame pétimistny truhlik, takze chceme urcit po-

¢et vSech pétiC¢lennych variaci z 9 prvkid. Pomoci vztahu (1.1) pro variace dostavame:
9! 4! -5-6-7-8-9

Vie(n) = Vs5(9) = RS 2 =15 120.
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Poznamka: V prvni a druh¢ tloze (viz uloha 2.1 a tloha 2.2) jsou jednotlivé rostlinky

riznobarevné a jsou tim padem pro nas rozlisitelné.

Uloha 2.3: Kolik mame moznosti, jak do tiimistného truhliku zasadit rostlinky, pokud
nam zalezi jen na jejich druhu (tj. neuvazujeme barvu rostlinky, lze si ptedstavit, ze

rostlinky jesté nerozkvetly, takze barvu jejich kvéti jesté nezname)?

Reseni: V této uloze nas oproti tloze 2.1 a 2.2 nezajima barva rostlinek, ale zajima
nas jen druh rostlinky. V naSem ptipadé¢ mame dva druhy — petinie a muskaty. Vime,
ze od petinii mame 5 rostlinek a od muskati mame 4 rostlinky, je jich tedy dostatek,
i k osazeni truhliku rostlinkami jednoho druhu. Nasim tkolem je ur¢it mozné trojice,

které vzniknou, pokud nds zajima jen druh rostlinky.

Tuto ulohu opét nejprve vyieSime uvahou. Predstavime si tfi mista v truhliku a fek-
neme si, ze na prvni misto vybirdme ze 2 druht rostlinek, na druhé misto také vybi-
rame ze 2 druhil rostlinek, protoze se druhy rostlinek mohou opakovat a na tfeti misto

také vybirame ze 2 druhi rostlinek. Dostavame:

Pii feSeni ulohy pomoci vztahu si uvédomime, Ze se prvky mohou opakovat a zalezi
nam na jejich potadi, tj. jde nam o to, jak urcit pocet vSech tficlennych variaci s opa-
kovéanim ze 2 prvki. Nasimi 2 prvky jsou petinie a muskaty. Od kazdého druhu méame
dost rostlinek, aby mohl kazdy druh zaplnit cely truhlik. Pomoci vztahu (1.4) pro va-

riace s opakovanim dostavame:

Vi(n) = Vi(2) = 2% = 8.

2 druhy rostlinek, tj. moZnosti rostlinek v tfimistném truhliku jsou:

petliinie-petunie-petinie muskat-muskat-muskat
petinie-petinie-muskat muskat-muskat-petiunie
petunie-muskat-petinie muskat-petunie-muskat
muskat-petunie-petinie petunie-muskat-muskat

Z toho dostavame, ze mame celkem 8 moznosti, jak zasadit trojice rostlinek, pokud

nam zélezi jenom na druhu rostlinky.

21



Uloha 2.4: Kolik mame moznosti v ptipadé p&timistného truhliku, pokud nas nebude

zajimat barva, ale jen druh rostlinky?

ReSeni: Tato tloha je stejného typu jako tloha 2.3, pofad mame 2 druhy rostlinek, ale
tentokrat mame pétimistny truhlik. Nejprve ulohu vyfeSime uvahou. Piedstavime si
petimistny truhlik a budeme se ptat, z kolika druhti vybirdme na prvni, druhé, teti,
¢tvrté a paté misto a zaroven, abychom méli vypocet jednodussi, budeme chvili pred-

pokladat, ze i od muskati méame 5 rostlinek, takze dostaneme:
2:2-2-2-2=32,

ale vime, Ze od muskétu doopravdy 5 rostlinek neméame, a proto je potieba tuto jednu

moznost s 5 muskaty od naseho vysledku odecist, a pak dostdvame:
32 —-1=31.

Pti feSeni tlohy pomoci vztahu chceme urcit pocet vSech péticlennych variaci s opa-
kovanim ze 2 prvki, ale musime si dat pozor na to, ze od muskati mame jen 4 kusy.
Pro jednoduchost vypoctu ale opét predpokladame, Ze 1 od muSkath mame 5 kust, a
jejich skutecny pocet zohlednime na konci vypoctu. Pomoci vztahu (1.4) spocitame

péti¢lennou variaci s opakovanim ze dvou prvki a dostavame:
Vi(n) = Vi(2) = 2° = 32,
Jeste je potieba odecist variaci s péti muskaty, ktera nemuiiZe nastat. Dostdvame tedy:
Vi(2)—1=32-1=31
Uloha 2.5: Kamaradka si od nas chce vzit 3 rostlinky do své zahradky. Kolik existuje
moznosti, jakou trojici si miize vybrat?

Reseni: Tuto Glohu nejprve vyfedime uvahou. Nase kamaradka si chee vzit 3 rostlinky
z celkového poctu 9 rostlinek. Dalo by se fict, ze mdme 9 - 8 - 7 = 504 moZnosti, jak
si rostlinky mlZe vybrat, ale v tomto pfipadé nezélezi na pofadi vybéru rostlinek. Je

jedno, jestli si nejprve vybere modrou petinii a poté rizovy muskat nebo naopak,
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z ¢ehoz plyne, Ze je potfeba pocet moznosti vydélit poctem moznych usporadani — tro-

jici lze uspotadat 3! zpiisoby. Pak dostdvame:

9:8:7 504
31 6

= 84.

Ted vyfesime tuto llohu pomoci vztahu z piedchozi kapitoly. Chceme vybrat 3 rost-
linky z 9 a nejsme omezeni zadnymi podminkami ohledné druhu nebo barvy. Jednot-
livé rostlinky jsou rozliSitelné, neopakuji se a nezalezi ndm na potadi jejich vybéru.
Chceme tedy urcit pocet vSech tficlennych kombinaci z 9 prvka (viz vztah (1.3)). Do-

stavame:

9 9 6!7-8:-9
T 31(9-3)! 3.6 2-3-6!

Cm) = C:9) = ()

Uloha 2.6: Kamaradka si od nas chce vzit je§té nerozkvetlé rostlinky: a) kolik ma

moznosti, pokud chce 3 rostlinky a b) kolik ma moznosti, pokud chce 5 rostlinek?

ReSeni: JelikoZ jsou rostlinky nerozkvetlé, bude nam v této uloze zéalezet jen na druhu
rostlinky, ale barvy jsou pro nds nepodstatné. Rostlinky jednoho druhu se mohou opa-

kovat. Stejné jako v lloze 2.5 ndm nebude zaleZet na usporadani rostlinek.

a) V této uloze pljde o tficlenné kombinace s opakovanim ze 2 prvkd (petinii
mame 5 kusi a muskatu mame 4 kusy, tedy dostatek). Pomoci vztahu (1.6)

pro kombinace s opakovanim dostavame:

Nebo Ize tuto tllohu vyfesit tak, ze si vSechny kombinace rozepiSeme. Jelikoz
se jedna o kombinace (piesn€ji kombinace s opakovanim), jedna se tedy o ne-
uspotadané trojice (je jedno, jestli to bude AAB nebo ABA nebo BAA — tyto

vSechny 3 moZnosti jsou jedna kombinace):

petinie-petunie-petinie petiinie-muskat-muskat

petinie-petinie-muskat muskat-muskat-muskat

Z tohoto rozepsani vidime, ze opravdu mame 4 moznosti.
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b)

Tuto ulohu lze také vyftesit pomoci ,koleCek a prihradek®, resp. prepazek.
Mame 2 typy prvki, t€émi jsou petinie a muskat, a chceme utvofit trojici. Pred-
stavime si tedy, ze mame dv¢ piihradky (prvni pro petunie a druhou pro mus-
katy). Pro vytvofeni dvou piihradek potfebujeme jednu prepazku (oddelovac),
kterou bude reprezentovat svisla ¢arka. Do téchto dvou pfihradek musime
umistit 3 kolecka, ktera reprezentuji rostlinky. A ted’ se ptdme, kolika zptisoby

muzeme rozmistit 1 pfepazku a 3 prvky, a to jde pravé 4 zptisoby.

Grafické znazornéni moznosti:
[eXe]e) | o] | oo
oo | o | [eXe)e)

Prvni zndzornéni znamend, ze mame tii petinie a Zadny muskat.

Anebo k vysledku dojdeme za pouziti vztahu (1.5) pro permutace s opakova-
nim, kdy dvéma prvky jsou tfi rostlinky a jedna ptepazka, ktera oddéli oba typy
rostlinek od sebe. Po dosazeni do vztahu (1.5) pro permutace s opakovanim

dostavame:

, 3+ 1) 4l
P(S,l)zwzgz‘l-.

Anebo miizeme hledat pocet Ctvefic slozenych ze 3 kolecek a 1 prepazky,

tj. vybirame jedno misto ze 4, kam umistime piepazku. Dostavame:

C,(4) = (j) _ 4

V tomto ptipadé¢ chceme vytvofit péticlennou kombinaci s opakovanim
ze 2 prvki. I kdyZ si musime dét pozor, Ze od muskatu mame jen 4 kusy,
pro zjednoduseni vypoc¢tu budeme nejprve predpokladat, ze i od muskatu

mame 5 kust, a poté tu jednu kombinaci s 5 muSkaty odecteme:

C,Q(n)=C§(2)=(5+§_1)=(:)=%=6,

po odecteni jedné kombinace s 5 muskaty dostavame:

Ci(2)-1=6-1=5.
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K tomuto vysledku Ize dojit 1 v ptipad¢, Ze si ty kombinace vypiSeme, vypsa-
nim dostaneme:
petliinie-petunie-petinie-petinie-petinie
petinie-petinie-petunie-petunie-muskat
petunie-petunie-petunie-muskat-muskat
petinie-petunie-muskat-muskat-muskat
petinie-muskat-muskat-muskat-muskat

Z tohoto vycCtu zjistime, ze mame 5 moznosti.

Tuto ulohu mizeme také vytesit pomoci ,,kolecek a prepazek. Mame dva typy
prvkl petiinie a muskat a chceme utvoftit pétici. Pro jednodussi vypocet bu-
deme nejprve predpokladat, ze i od muskati méme dostatek kust, a to, Ze tomu
tak doopravdy neni, zohlednime jako v pfedchozich ptipadech na konci vypo-
¢tu. Mame tedy 5 kolecek rozdélit do 2 ptihradek a k tomu je potieba 1 pie-
pazka. Bude se jednat o permutace s opakovanim a dostavame:

, G+1) 6
P(5,1)=—5,_1, =g =06

ale jelikoz od muskatii nemame pét kusit musime moznost s péti muskaty ode-

Cist, dostavame tedy 6 — 1 = 5 moznosti.

Poznamka: Pokud nam jde jen o druhy rostlinek a nezdlezi ndm na potadi, tak je
vhodné takovéto ulohy vytesit pomoci ,,kolecek a ptihradek”. Tedy chceme rozd¢lit
k kolecek (pocet kolecek je uréen poctem nerozkvetlych rostlinek, které chceme vy-
brat) do n pfihradek (pocet ptihradek je ur€en poctem druhtli rostlinek). Dostaneme
tedy:

k+n-— 1)

G ="

Anebo si jest€¢ uvédomime, Ze pokud mame n piihradek (druhy rostlinek) potiebujeme
(n — 1) prepazek. D4 se na to tedy nahliZet, Ze mame dva prvky, a to kolecko a pte-
pazku. Prvek kole¢ko se opakuje k-krat a prvek ptepazka se opakuje (n — 1)-krat.

Pomoci vztahu (1.5) pro permutace s opakovanim dostavame:

[k +(n—-D]!

Plen =1 = -
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Spolecné zadani pro dlohy 2.7 az 2.9: Vyse uvedenych 9 rostlinek chceme zasadit
do kvétinacl. Mizeme je zasadit do 4 kvétinaca v kuchyni, anebo do 3 kvétinact
v obyvéku. Do jednoho kvétinace lze dat vice rostlinek (i vSech 9 do jednoho kvéti-

nace), nekteré kvétinaCe mohou zlstat uplné prazdné.

Uloha 2.7: Kolik mame moZnosti, jak rostlinky zasadit?

ReSeni: V tomto piipadé mame 9 rozlisitelnych rostlinek zasadit do 7 kvétinat. Za-
jima nas, kterd rostlinka je v kterém kvétinaci, ale nezéalezi na uspotadani v jednotli-
vych kvétinaéich. Lze se na to divat jako na ukol umistit n rozliSitelnych predméti
do r piihradek a pfipoustime i1 prazdné ptihradky, jsou to tedy variace s opakovanim.
Pro kazdy pfedmét mame na vybér z r prihradek, kam ho umistit, tj. pro prvni rostlinku
mame 7 moznosti, kam ji zasadit, protoze mame 7 kvétinaci, pro druhou rostlinku také
mame 7 moznosti, kam ji zasadit, a to samé plati i pro tfeti az devatou rostlinku. Pro-
toze pro kazdou z 9 rostlinek mame 7 moznosti, kam ji zasadit, celkem tedy mame

r™ = 7% = 40 353 607 moZnosti.

Uloha 2.8: Kolik mame moznosti, jak zasadit rostlinky, pokud nas bude zajimat, jen
kolik je rostlinek v jednotlivych kvétinacich, ale ne to, které rostlinky to konkrétné

jsou?

ReSeni: V této uloze je pro nas téch 9 rostlinek nerozlisitelnych, protoZe nas nezajima,
kde ktera rostlinka je. Hleddme pocet vSech schémat sestavenych z k kolecek (neroz-
liSitelnych pfedmétti) a n — 1 oddélovact (n ptihradek) — to 1ze urcit bud’ podle vztahu
(1.6) pro kombinace s opakovanim anebo podle vztahu (1.5) pro permutace s opako-

vanim.

Nejprve to spocteme pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim, kde k = 9,

protoze mame 9 rostlinek a n = 7, protoze mame 7 kvétinact. Dostavame:

, , 9+7-1y (15, 15!
Ck(n)=69(7)=( . ):(9)=ﬂ:5005.
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Pfi feSeni pomoci permutaci s opakovanim plati, ze jde o permutaci dvou prvki,
z nichZ jeden (rostlinka) se opakuje 9krat a druhy (oddé€lovac jednotlivych kvétinacit)
se opakuje 6krat. Dostavame:

(9+6)! 15!

— = 5005.

P'(ln—1) = P'(9,6) = —g—= 5=

Uloha 2.9: Kolik mame moznosti zasazeni rostlinek, pokud nam bude zaleZet jen

na tom, kolik rostlinek je v kuchyni a kolik v obyvaku?

ReSeni: V této Gloze nas vlastné nezajimaji samotné kvétinace, ale mame jen dvé
mista, a to kuchyn a obyvak. Pocet nerozlisitelnych predméti k je 9 (mame 9 rostlinek)
apocet ptihradek n je 2. Pocet moznosti tedy vypocteme pomoci vztahu (1.6) pro kom-
binace s opakovanim:

9+2— 1) (10) 10!

=———F=10.
9 9

Cien) = &) :( oI (10-9)

Anebo tuto ulohu vyfeSime za pomoci tabulky (viz tabulka 2.2), kam jednotlivé pocty

rostlinek v kuchyni a obyvaku vypiSeme.

Tabulka 2.2: Pocet rostlinek v kuchyni a obyvaku. V tabulce je situace jest€é znazornéna po-
moci kolecek a ¢arek. Kolecka nam reprezentuji jednotlivé rostlinky, tj. je jich 9 a ¢arky nam

odd¢luji mistnosti, tj. mame 1 ¢arku, ktera oddéluje kuchyn od obyvaku.

kuchyn obyvak schéma
9 0 000000000 |
8 1 00000000 | 0
7 2 0000000 | oo
6 3 000000 | ooo
5 4 00000 | o000
4 5 0000 | 00000
3 6 ooo | 000000
2 7 oo | 0000000
1 8 o | 00000000
0 9 | 000000000

Z tabulky 2.2 je vidét, ze 1 timto zpisobem feSeni dostaneme, Ze mame 10 moZnosti.

Poznamka: Tabulkou lze ulohu fesit jen pro velmi malé pocty pfihradek.
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Spolecné zadani pro ulohy 2.10 az 2.12: Ted’ budeme chtit naSich 9 rostlinek zasadit
do malych kvétinacka, v kvétinacku ale tentokrat mize byt maximalné jedna rostlinka.

Mame na to pfipravenych 7 kvétinackt v chodbé a 5 kvétinacka v loznici.

Uloha 2.10: Kolik mame moznosti, jak zasadit rostlinky, pokud nam nezalezi na umis-
téni konkrétnich rostlinek? Tj. zajimame se jen o to, které kvétinacky jsou plné a které

prazdné.

ReSeni: Celkem ted’ mame 12 kvétinacki a v kazdém mize byt maximalné 1 rostlinka.
Z téch 12 mist chceme vybrat 9 mist, kam téch naSich 9 v této tloze nerozliSitelnych

rostlinek zasadime. A to ur¢ime pomoci vztahu (1.3) pro kombinace a dostavame:
12
Co(n) = C,(12) = ( . ) = 220.

Uloha 2.11: Kolik mame moznosti, jak rostlinky zasadit, pokud v kazdém kvétinacku

muze byt maximaln¢ jedna rostlinka?

Reseni: Oproti piedchozi uloze musime zapogitat riizné rozmisténi rostlinek v kvéti-
naccich, protoze v této tloze jsou rostlinky rozliSitelné. Mame tedy 12 kvétinackt a
v kazdém muze byt maximalné 1 rostlinka. Vybirdme tedy 9 mist z 12, kam téch 9 rost-
linek zasadime a tento vysledek je jesté potfeba vynasobit 9!, abychom zapocetli ta

razna rozmisténi rostlinek v kvétinaccich. Dostavame:
12
9!-(9)=9!-220=79833600.

Tuto tlohu lze fesit jeste jednim postupem. Srovname si vSechny kvétinacky do tady,
pocet moznosti (jde o permutaci) je 12! a ten vydélime moznymi potadimi poslednich

tf1, protoZe ty neosazujeme, coz je 3!. Dostavame tedy:

12!

ETHE 79 833 600.

Uloha 2.12: Kolik mame moznosti zasazeni rostlinek, pokud je v kazdém kvétinacku
maximalné jedna rostlinka, ale ted’ je pro nas podstatné jen to, kolik rostlinek je

v chodbé a kolik v loZznici?
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Reseni: V tomto piipadé nas zajima, kolik rostlinek 1ze zasadit v chodbé a kolik v loz-
nici, vime, ze v loZznici mame 5 kvétinacki, tj. mize zde byt zasazenych maximalné
5 rostlinek a v chodbé mame 7 kvétinackd, tj. mize zde byt zasazenych maximalné
7 rostlinek, nejlépe to lze vyjadrit tabulkou. Z tabulky 2.3 je vidét, Ze mame 4 moz-

nosti, jak rostlinky zasadit.

Tabulka 2.3: Pocet rostlinek v loznici a v chodbé.

loznice chodba
5 4
4 5
3 6
2 7

Pokud bychom k tomuto vysledku chtéli dojit pomoci kombinatorického vztahu, tak
bychom pouzili vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim. Piedpokladali bychom, ze
pocty kvétinacka v loznici a v chodbé nejsou omezené a az na konci vypoctu bychom
zohlednili, Ze v loZnici je 5 kvétinackl a v chodbé je 7 kvétinackl. V této uloze nas
zajimaji, jen kolik rostlinek je v chodbé a kolik v loZnici, tj. médme jen 2 mista, kam
muzeme zasadit 9 rostlinek. V feéi ,,kolecek a ptihradek® mame rozdélit 9 kolecek

do 2 ptihradek. Dostavame:

= (1173 () =0

Tento vysledek nam tika, jak 1ze zasadit 9 rostlinek do 2 mistnosti, pokud nejsme ome-
zeni pocty kvétinacki v danych mistnostech. Ale v této uloze jsme omezeni pocty kve-
tinackd v mistnostech, v loZznici mame 5 kvétinacka a v chodbé mame 7 kvétinacku.
Nemuzou tedy nastat moznosti, kdy méme 6, 7, 8 anebo 9 rostlinek v loznici a také
nemilZou nastat mozZnosti, kdy mame 8 anebo 9 rostlinek v chodbé. Celkem tedy ne-
muzZe nastat 6 moznosti, které musime odecist od piredchoziho vysledku. Dostdvame
tedy:
10 — 6 = 4.

Mame tedy 4 moznosti, jak rostlinky zasadit.
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Poznamka: V nasi tloze je omezeni na pocty v jednotlivych mistnostech tak velké, ze
podstatné jednodussi je llohu fesit vyctem moznosti nez pomoci vztahu (1.6) pro kom-

binace s opakovanim, a pak odecitat nepfipustné moznosti.
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3. Priklady uziti kombinatoriky ve fyzikalnich ulohach a

vztazich

V této kapitole budeme fesit nékolik fyzikalnich uloh z riznych oblasti fyziky,
ve kterych pouzijeme kombinatorické vztahy. Zakladni teorii pfipomeneme bud’ na za-

¢atku feseni ulohy anebo jeste pied zadanim ulohy.

Vypocet potencialni energie soustavy bodovych naboji
V tomto odstavci si spocteme tlohu, ktera se tyké potencialni energie soustavy

hmotnych bodu, bude se tedy jednat o tlohu z elektiiny a magnetismu.

Uloha 3.1: Kolik riiznych ¢lenti mé vyraz pro potencialni energii 4 bodovych nabojt?

ReSeni: Potencialni energii soustavy 2 bodovych naboji mizeme spogitat tak, Ze si
predstavime praci, kterou vykoname na vytvofeni této soustavy. Umisténi prvniho na-
boje nevyzaduje zddnou praci, protoze na naboj nepusobi zadna sila. Pfi umistovani
druhého néboje jiz budeme néjakou praci konat. Vykonand prace se bude rovnat po-
tencialni energii, kterou dany naboj zisk4, tj. sou€inu jeho naboje @, a elektrického

potencidlu, ktery v daném misté vytvafi prvni, jiz umistény, naboj a ktery je roven

Q= . &, kde Q1 je hodnota prvniho naboje a 7y, je vzdalenost obou néboji,

ATTEY T12

. 1 e x -y 1 s . . c. .
t. E, = E%. PovSimnéme si, Ze oba ndboje zde vystupuji symetricky, tj. je jedno,
0 12

zda jsme zacali s prvnim nabojem nebo s druhym. Mohli bychom tedy spocitat poten-
cidlni energii kazdého naboje v poli toho druhého. A potom soucet téchto energii délit
dvéma (protoze tu dvojici jsme zapocetli dvakrat). To nas dovede k obecnému vztahu

pro potencialni energii soustavy bodovych naboji:

P lmey 2 Lu oy Amey  La T
i#]j dvojice i,j (3’1)

1 1700 1 Q:0;

Kazdy ¢len ndm udava vzajemnou potencidlni energii 2 bodovych ndbojl. V prvni
verzi vztahu (3.1) s¢itdme ptes vSechny dvojice, proto je pied sumou jedna polovina,

ktera kompenzuje skutenost, ze v souctu mame oba cleny 2495 %, které jsou

TAB TBA
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stejné velké a odpovidaji jediné energii. V sumé v druhé verzi vztahu (3.1) vybirame
neuspotadané dvojice, takze kazdy energeticky ¢len zapocteme pouze jednou. Pocet
¢lent odpovida poctu neusporadanych dvojic bodovych naboji, budeme tedy vytvaret

kombinace.

V nasi tloze mame 4 bodové naboje a chceme urcit vSechny mozné dvojice. Pouzijeme

tedy vztah (1.3) pro kombinace: (‘21') = % = % = 6, tzn. ze tvar potencialni energie

bude mit 6 s¢itanct, protoze jich neni mnoho, mizeme je i vypsat:

1 (Q1Q2+Q1Q3+Q1Q4+Q2Q3+Q2Q4+Q3Q4)

P 4me,

T2 13 T4 T3 24 T34

Spektralni cary
V této podkapitole budeme fesit ulohy tykajici se spektralnich ¢ar atomu vo-

diku a linearniho harmonického oscilatoru (LHO).

Uloha 3.2: Uvazujme prvni 4 energetické hladiny elektronu v atomu vodiku. Kolik

spektralnich ¢ar odpovida prechodiim mezi nimi?

Reseni: Nasim tukolem je vybrat dvojici energetickych hladin, ktera bude vyjadiovat,
z které hladiny a na kterou hladinu elektron pfi vyzatfeni fotonu preSel. A ptame se
na to, kolik takovychto dvojic existuje. To lze ur¢it pomoci kombinaci, protoZe ne-
chceme zapocitavat usporadané dvojice (A4, B) a (B, A), ale jen jednu z nich, protoze

elektron pfechazi vzdy z hladiny s vySsi energii na hladinu s niZsi energii.

V nasi uloze mame 4 energetické hladiny a chceme ur¢it vS§echny neuspotadané dvo-
jice. Pomoci vztahu (1.3) pro kombinace dostavame:

4! 34

C(n) = C,(4) = (;L) = 5121 = - = 6.

Ctyfem energetickym hladinam u vodiku odpovida 6 spektralnich &ar. Tyto spektralni
¢ary jsme znazornili na obrazku 3.1, kde jsou stejnou barvou znazornény spektralni
cary ze stejné série. Hnédou barvou jsou znazornény spektralni ¢ary z Lymanovy série,
Zlutou barvou jsou znazornény spektralni ¢ary z Balmerovy série a zelenou barvou je

znazornéna spektralni Cara z Paschenovy série.
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Obrazek 3.1: Pfechody mezi ener- Obrazek 3.2: Spektralni ¢ary pro LHO,
getickymi  hladinami pro vodik, vSechny prechody zakreslené stejnou
kazda ¢ara odpovida jedné spektralni barvou odpovidaji jediné spektralni
Gafe, délka Gary je umérna frekvenci Cafe.
cary.

Uloha 3.3: Uvazujme prvni 4 energetické hladiny elektronu linearniho harmonického

oscilatoru. Kolik spektralnich ¢ar odpovida pfechodiim mezi nimi?

Reseni: Zdanlivé se miize zdat, 7e se jedna o zcela totoznou tlohu s ulohou 3.2. T zde
je pocet moznych dvojic ze 4 hladin roven 6. Ale pozor tento vysledek neodpovida
poctu spektralnich Car. Energetické spektrum linedrniho harmonického oscilatoru je
ekvidistantni a pro energii fotonu, ktery ptrechdzi z hladiny s kvantovym ¢islem n

na hladinu s kvantovym c¢islem m plati:
Efotonu = En — Em = hw(n —m).

Fotony, které¢ vzniknou pfi pfechodu elektronu z hladin se stejnym rozdilem kvanto-

vych ¢isel, budou mit stejnou energii a vytvoti tak jednu spektralni ¢aru. Napiiklad,
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pokud se jednad o sousedni energie, tak jak v pfipad¢, Ze elektron piechazi z druhé
na prvni, tak v piipad¢, ze prechdzi ze tfeti na druhou, ¢i ze ¢tvrté na teti, tak je energie
fotonu rovna Aw a ve spektru vSechny tyto prechody odpovidaji jediné spektralni are.
V ptipad¢ LHO tedy pocet spektralnich ¢ar neodpovida poctu riiznych dvojic kvanto-
vych Cisel, ale poctu jejich riznych nenulovych rozdili. V nasem piipad¢€ nejveétsi roz-
dil roven 4 — 1 = 3 a nejmensi nenulovy rozdil je roven 1. Celkové mame tedy tii
ruzné rozdily, tedy pfi prechodech mezi prvnimi 4 hladinami LHO budou vznikat fo-
tony jen 3 riznych energii a ve spektru budeme pozorovat jen 3 spektralni ¢ary. Spek-
tralni Cary si zobrazime na obrazku 3.2, kde médme znazornéné vSechny mozné pre-
chody elektronu, ptechody odpovidajici jedné spektralni ¢afe jsou zndzornény stejnou

barvou, takze 1 kdyz v obrazku je 6 Car, spektralni cary jsou jen 3.

Degenerace energie
V této podkapitole budeme fesit tlohy tykajici se stupné degenerace pro syme-

tricky dvoudimenziondlni a tfidimenzionalni harmonicky oscilator.

Uloha 3.4: Urcete stupeii degenerace symetrického dvoudimenzionalniho (2D) line-

arniho harmonického oscilatoru (LHO), pokud je jeho celkova energie 3Aw.

ReSeni: Pro jednodimenziondlni (1D) LHO plati, Ze pokud je ve stavu oznateném
kvantovym ¢islem n (n € Ny), pak je jeho energie rovna E,, = hw (n + %)

Pokud ma dvoudimenziondlni problém separovatelny hamiltonian, coz u 2D LHO
plati, pak na néj miiZzeme nahliZet jako na dva oddélené jednodimenzionalni problémy.
Celkovou energii ziskame jako soucet energii obou jednodimenzionélnich stavii. Po-
kud stavy 1D LHO jsou popsany kvantovymi ¢isly j a k, potom je jeho energie rovna
Ejx =E +Ex = hw (j + %) + hw (k + %) = hw(j + k + 1). Vidime tedy, ze ener-

gie zavisi na souctu kvantovych ¢isel j + k. V zadaném ptipad¢ je soucet j + k = 2.

Stupent degenerace, ktery mame urcit, je roven poctu zptsobi, kterymi lze soucet

J + k realizovat pomoci nezapornych celych ¢isel.
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Tuto ulohu Ize naptiklad vyftesit tak, ze si jednotlivé soucty vypiSeme do tabulky 3.1 a

zjistime, o jaky stupenn degenerace se jedna.

Tabulka 3.1: Jednotlivé hodnoty a soucty kvantovych ¢isel. V tabulce je v prvnim sloupci sou-
¢et kvantovych cisel, v druhém sloupci jsou mozné hodnoty kvantového cisla j, ve tietim
sloupci jsou mozné hodnoty kvantového Cisla k tak, aby platilo, ze soucet j + k = 2. Ve ¢tvr-
tém a patém sloupci jsou pocty kvantovych cisel znazormény pomoci kulicek, abychom si
dokazali 1épe predstavit, jak se kuli¢ky rozdéluji do prihradek, coz si popiseme dale. Z tabulky
je vidét, ze soucet kvantovych Cisel j + k = 2, lze realizovat 3 zpisoby, a proto je stupen

degenerace 3.

jt+k Ji k J k
2 2 0 oo
) 1 . .
2 0 2 oo

Mizeme si pov§imnout toho, Ze pokud je soucet kvantovych ¢isel j + k = z, tak je
pocet zplsobl, kterymi lze tento soucet realizovat, roven z + 1, protoze kvantové
¢islo j mize nabyvat hodnot od nuly po z. V nasem piipad¢ je z = 2, a tedy pocet
zpisobi, kterymi lze soucet realizovat, je roven 3. Stupen degenerace uvedené energie

je tedy roven 3.

Pro nalezeni obecnéjsiho postupu se miizeme na tuto tlohu divat tak, Ze mame z ,,ku-
licek* rozdélit do n ,,ptihradek®, k Cemuz potiebujeme (n — 1) ptrepazek. Toto je na-
zorng€ znazornéno v tabulce 3.1, kde v poslednich dvou sloupcich rozdélujeme 2 ku-
licky do ptihradek oznacenych jako j a k. V pripadé LHO mame pocet kuli¢ek dany
sou¢tem kvantovych ¢isel (j + k) a pocet piihradek je dan dimenzi oscilatoru n (tj. po-
¢tem kvantovych ¢isel, které s¢itdme). V tomto pripadé n = 2. K ur€eni vysledku po-

uzijeme vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim a dostdvame:
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Uloha 3.5: Urcete stupeti degenerace symetrického 2D LHO, pokud je jeho celkova

energie rovna 10hw.

ReSeni: Jedna se o tilohu zcela analogickou k uloze 3.4. Pokud je celkova energie 2D
LHO rovna 10Aw, pak je soucet kvantovych ¢isel j + k = 9. 1 v tomto ptipadé€ by-
chom mohli tuto ulohu fesit vyctem, ale byl by zbytecn¢ zdlouhavy. Z ptfedchozi ulohy
vime, Ze soucet kvantovych ¢isel j + k = 9 lze realizovat j + k + 1 zpUsoby, v této

uloze tedy 10 zpusoby, stupeini degenerace je 10.

Pokud budeme tuto ulohu fesit pomoci kombinaci s opakovanim, mame z = 9 , kuli-

¢ek™ an = 2 ptihradek. Dostavame:

Cz,(n):(z+n—1):(9+Z—1):<190):10.

Uloha 3.6: Urcete stupeii degenerace symetrického tiidimenzionalniho (3D) linear-

niho harmonického oscilatoru (LHO), pokud je jeho celkova energie rovna 2 hw.

Reseni: Jak bylo vysvétleno v tloze 3.4, tak LHO je separovatelny problém, takze
na n¢j l1ze v jednotlivych soufadnicich nahliZet jako na jednodimenzionélni problémy

a celkova energie 3D LHO je déna souctem energii 1D LHO, tj. Ej; = E; + Ey +
.1 1 1 . 3 .

+E =ho(j+35)+ho(k+3)+ho(1+3)=ho(j+k+1+3), kde j. k al

jsou nezaporna celd kvantova Cisla pfislusejici stavim 1D LHO v kazdé soufadnici.

Celkova energie tedy zavisi na souctu kvantovych ¢isel j + k + L. Soucet kvantovych

Cisel v této tlloze je j + k + 1 = 3.

Tato iloha se stejné jako ptedchozi dvé ulohy o 2D LHO pté, kolika zpiisoby lze soucet
j + k + [ realizovat pomoci nezapornych celych ¢isel. Jedno z moznych zpisobi fe-
Seni je, ze si jednotlivé moznosti vypiSeme do tabulky. Z tabulky 3.2 vyplyva, Ze tento
soucet lze realizovat 10 zpisoby, a proto je stupent degenerace 10. Tento zpusob feSeni

je ale vhodny jen pro malé soucty kvantovych ¢isel j + k + L.
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Tabulka 3.2: Jednotlivé hodnoty a soucty kvantovych ¢isel. V tabulce je v prvnim sloupci sou-
¢et kvantovych cisel, v druhém sloupci jsou mozné hodnoty kvantového Cisla j, ve tietim
sloupci jsou mozné hodnoty kvantového cisla k, ve ¢tvrtém sloupci jsou mozné hodnoty kvan-
tového cisla [ tak, aby platilo, ze soucet kvantovych Cisel j + k + [ = 3. V patém, Sestém a
sedmém sloupci jsou hodnoty kvantovych ¢isel zndzornény pomoci kuli¢ek, abychom si doka-

zali 1épe predstavit, jak se kulicky rozdéluji do ptihradek, coz si popiSeme déle.

jHk+1| k l j k l
3 3 0 0
3 2 1 0 . .
3 2 0 1 . .
3 1 2 0 . .
3 1 1 1 . . .
3 1 0 2 . .
3 0 3 0
3 0 2 1 . .
3 0 1 2 . .
3 0 0 3

I tuto Glohu miiZeme fesit pomoci rozdélovani , kuli¢ek* do ,,ptihradek*, rozdéleni ku-
licek do ptihradek jsme si znazornili v tabulce 3.2 v poslednich tfech sloupcich. I v pii-
padé 3D LHO mame pocet kulicek dany souctem z = j + k + [ = 3 a pocet ptihradek
je dan dimenzi oscilatoru (tj. poctem kvantovych Cisel, které s¢itdme), v tomto ptipadé
jsou to n = 3. Mame 3 kulicky rozdélit mezi 3 piihradky. K uréeni po¢tu moznosti

pouzijeme vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim. Dostavame:

o =(* 7)) () == o

Soucet lze tedy realizovat 10 zplisoby, a proto je stupenn degenerace zadané energie

roven 10.

Uloha 3.7: Urdete stupen degenerace symetrického 3D linearniho harmonického osci-

latoru (LHO), pokud je jeho celkova energie rovna % ho.

ReSeni: V této tloze je soudet kvantovych &isel j + k + I = 9. Uloha by §la opét fesit

tak, ze bychom si jednotlivé moznosti vypsali, ale bylo by to naro¢né. A proto tuto
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ulohu vyfesime jen pomoci kombinaci s opakovanim. Mame z = 9 kulicek rozd¢lit

do n = 3 ptihradek. Dostavame:

L (zHn-1y (9+3-1y 11y 11 10-11
Cz(n)_( z )_( 9 )‘(9)_9!-2!_ 7 T

Tento soucet je realizovan 55 zplsoby, a proto je stupen degenerace v tomto ptipadé

55.

Poznamka: V ulohach jsme fesili vicedimenzionalni harmonicky oscilator. U 2D a

vvvvvv

Sice se také jedna o separovatelny problém, ale energie je na kvantovych &islech za-

visléa kvadraticky (energie jednodimenziondlni pravouhlé nekonecné jamy ve stavu po-

252

; , vr . h v
psaném kvantovym cislem n je rovna E,, = ;TmLZ n?, kde n € N). Stupeti degenerace

nejde jednoduse urcit a také nedosahuje tak vysokych hodnot jako v ptipad¢ linearniho

harmonického oscilatoru.

VInova funkce systému vice nerozliSitelnych ¢astic
ProtoZe v ilohach této ¢asti pouzijeme determinant, pfipomeneme si jeho de-

finici a souvislost s kombinatorikou. Definici jsme pfevzali z u¢ebnice (Becvar, 2005).

Definice:

Necht' 4 = (al- j) je ¢tvercova matice fadu n nad okruhem R.

Determinant det A matice A definujeme rovnosti

detd = Z sgn P - ap(1)1 Ap(2)2 - Ap(m)n.
PES,

Poznamka: Okruh R je mnoZina se dvéma bindrnimi operacemi. Prvni operaci je sc¢i-
tani, které ma v mnoziné R nulovy prvek, vSechny prvky opacné a je asociativni i1 ko-
mutativni. Druhou operaci je nasobeni, po kterém pozadujeme pouze oboustrannou
distributivitu. Takovou mnozinou jsou napiiklad spojité funkce, se kterymi budeme

dale pracovat.
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V souctu je n! ¢lentl, protoze se sCitd pres vSechny permutace P € S,, (S, je
mnozina vSech permutaci n prvka). V kazdém z téchto ¢lenti vystupuje v soucinu
prave jediny prvek z kazdého sloupce a zaroven prave jediny prvek z kazdého radku
matice A. Znaménko permutace je dané vztahem sgn P = (—1)P, kde p je pocet in-

verzi v permutaci P. Inverzi v permutaci P = (P (1),P(2),..., P(n)) rozumime kaz-

dou dvojici (P(k), P(l)), pro kterou plati (k < 1) a zaroven (P(k) > P(l)).

Pomoci definice napiSeme determinant pro matici fadu n = 3. Pocet permutaci je
P(3) = 3! = 6. Budeme mit tedy soucet 6 ¢lent, kde tfi permutace budou mit sudy
pocet inverzi a jejich znaménko tedy bude 1 a tfi permutace budou mit lichy pocet
inverzi a jejich znaménko bude —1. Pro ptehlednost si jednotlivé permutace uvedeme

do tabulky 3.3 a uvedeme v ni 1 pocet inverzi a konecné znaménko.

Tabulka 3.3: Jednotlivé permutace fadkovych indexa.

permutace P | pocet inverzi P sgn P
(1,2,3) 0 1
(2,3,1) 2 1
(3,1,2) 2 1
(3,2,1) 3 -1
(2,1,3) 1 -1
(1,3,2) 1 -1

Ted’ piislusny determinant rozepiSeme, znaménka jsme jiz urcili, staci jen napsat jed-

notlivé ¢leny. Dostdvame:

detA = a;,a5,a33 + A310120,3 + Ax103,043 +

(3.2)
— A31022013 — A21A12033 — A110d32073.

Uloha 3.8: Jaky tvar bude mit vlnova funkce pro a) 2 nerozlisitelné bosony a b) 3 ne-
rozlisitelné bosony? VInovou funkci systému nékolika bosont sestavte z tzv. jedno-

¢asticovych vinovych funkci.

ReSeni: Bosony jsou &astice, které se mohou v daném systému nachazet ve stejném
stavu. Bosony maji symetricky tvar vlnové funkce, tj. pfi vyméené libovolné dvojice
&astic se vinova funkce nikterak neméni. Cerpali jsme z knihy (Beiser, 1978). Pokud

tedy chceme napsat vlnovou funkei, kterd by v sobé obsahovala moznost, ze prvni
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¢astice je v né¢jakém stavu A, druhd ve stavu B atd., musime tyto jednocasticové stavy
vynasobit. Vzhledem k principidlni nerozlisitelnosti bosont nelze poznat, zda je
ve stavu A prvni ¢astice nebo néjaka jina, proto je tfeba uvazovat vSechny moznosti,
tj. secist soucin jednocasticovych vinovych funkci pro v§echny mozné permutace cas-

tic.

a) V pripad€ 2 bosonl uvazujme, ze jeden je ve stavu A a druhy je ve stavu B.
Tyto stavy si popiSeme pomoci jednocasticovych vinovych funkci: Y, a Yg.
Pokud ma byt ve stavu A prvni astice, tj. Gastice se soufadnicemi 77, budeme
to zkracené zapisovat jako ¥, (1), apod. V této tloze je pocet vSech permutaci
astic P(2) = 2! = 2, konkrétné permutace (1,2) a (2,1). Vicecasticova vl-

nova funkce vyjadiena pomoci funkei jednocasticovych ma tvar:

¥(1,2) = c(Pa(DYp(2) + Pa(2)yp(D),

kde ¢ je komplexni konstanta takovéa, aby vyslednd funkce byla normovana,

za predpokladu, ze jednocasticové vinové funkce 1, a Py jsou normované
1
"

¢asticova vlnova funkce vyjadiend pomoci funkci jednocasticovych ma tvar:

ve svych prostorech, dostavame 2|c|? = 1, z toho vyplyva', Ze ¢ = —=. Vice-

1
Y(1,2) = 5 (Ya(DYp(2) + Pa(2)Pp(D)).

b) V ptipad¢ 3 bosonll uvazujme, Ze jeden je ve stavu A, druhy je ve stavu B a
treti je ve stavu C. Tyto stavy si popiSeme stejné jako vySe pomoci jednocasti-
covych vinovych funkci: ¥, Yz a.. Pocet vSech permutaci ¢astic je P(3) =
= 3! = 6, takZe vlnova funkce bude mit 6 ¢lent a jelikoz se jedna o bosony,
tak prohozenim ¢éstic se vinova funkce nemeéni, vSechny Cleny tedy budou mit

stejnou konstantu ¢ a jelikoz mame Sest ¢lenti dostdvame 6|c|? = 1, z toho

¥ rox 1 i - s oer . ; ;o x
! Obecné plati, ze ¢ = \/—Ee“", kde a € R, ale protoze celkova faze vinové funkce a neni pro vypocty

podstatnd, volime zde i v dalSich tlohé4ch variantu ¢ = 0 a pfislusné konstanty vychazeji realné kladné.
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plyne, ze ¢ = Konstantu u vSech ¢lenti vytkneme a vicecasticova vl-

11
V6 3l

nova funkce vyjadiena pomoci funkci jednoc¢asticovych ma tvar:

1
W(1,2,3) = @(wummwc@) + P Q) B)c(1) +

+ YaB)Yp (DY (2) + YaB)Pp (2P (1) +
+ P2 (WPc3) + Pa(DYs e (2)).

V piipadé bosont si miizeme povSimnout, ze viceCasticova vinova funkce vyjadrena
pomoci funkci normovanych jednoc¢ésticovych vypadéa velmi podobné jako determi-
nant (3.2), ale chybi zde znaménko permutace, protoze pii vyméné dvou bosont se
neméni znaménko vlnové funkce, tedy vSechny séitance maji stejné znaménko. A také
je zde oproti determinantu navic normovaci konstanta, kterd ma tvar 1/+/N!, kde N je
pocet Castic. Pokud nebudeme pozadovat, aby vinova funkce byla normovana, normo-

vaci konstantu miizeme vynechat.

Uloha 3.9: Jaky tvar bude mit vlnova funkce pro a) 2 nerozlisitelné fermiony a b) 3 ne-
rozlisitelné fermiony? Vlnovou funkci systému né€kolika fermiont sestavte z tzv. jed-

nocasticovych vlnovych funkeci.

Reseni: V ptipad¢ fermionti znaménko permutace uz musime uvazovat, nebot pii pro-
hozeni dvou castic se musi zménit znaménko vilnové funkce, jelikoZ vinova funkce

fermiontl je antisymetricka. Cerpali jsme z knihy (Beiser, 1978).

a) V pifipadé 2 fermionil uvazujme, Ze jeden je ve stavu A a druhy je ve stavu B.
Tyto stavy si popiSeme pomoci jednocasticovych vinovych funkci: 4 a Pp.
Pocet vSech permutaci je tedy P(2) = 2! = 2, tj. mame permutaci (1,2) a
(2,1). Vicecasticova vlnova funkce vyjadiena pomoci funkci jednocastico-

vych m4 tvar:

W(1,2) = 14 (DYp(2) + 2 (2)yp (1),

kde ¢4, c, € C. Jelikoz fermiony maji antisymetrickou vlnovou funkei, musi
platit ¢c; = —c,. Pokud jsou jednocasticové funkce normované, z normovaci

podminky pro funkci W(1,2) dostavame |c;|? + |—¢;|? = 1. Z toho vyplyva,
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b)

1 1
—acC)=—"6 = ——.
N 1 VZ

cové vlinové funkce vyjadiené pomoci funkci jednoc¢asticovych:

7Zecy = Konstanty vytkneme a ziskame tvar vicecasti-

1
Y(1,2) = ﬁ(z/)A(l)wB(Z) — Y (2)Pp(D)).

V piipadé 3 fermionl uvazujme, ze jeden je ve stavu A, druhy je ve stavu B a
tieti je ve stavu C. Tyto stavy si popiSeme pomoci jednocasticovych vinovych
funkci: Y4, Yp a Y. Pocet vSech permutaci je P(3) = 3! = 6, takze vlnova
funkce bude mit 6 ¢lend a budeme mit tedy i 6 konstant, tfi z nich budou mit

kladné znaménko a tii z nich budou mit zaporné znaménko (kviili prohozeni
s - . ., 11
castic), ale jejich velikost bude stejnd a to Nl

cecasticovd vlnova funkce vyjadiend pomoci funkci jednocasticovych ziska

Konstanty vytkneme a vi-

tvar:

1
¥(1,2,3) = ﬁ(wA(l)wg(Z)wc(B) —Pa(DYp(DyYc3) +

+ Y (2)Yp 3P (1) — Y, (3)Yp(2)Yc(1) +
+ a3 (D (2) — Ya(Dpp (3P (2)).

Prvni ¢len mé kladné znaménko, druhy ¢len ma zaporné znaménko (antisyme-
trie), nebot’ doslo k prohozeni prvni a druhé ¢astice, tieti ¢len ma kladné zna-
ménko, nebot’ oproti prvnimu ¢lenu doslo ke dvéma prohozeni ¢astic, Ctvrty
¢len ma zaporné znaménko, nebot’ oproti prvnimu ¢lenu doslo ke tfem proho-
zeni ¢astic, paty ¢len ma kladné znaménko, nebot” oproti prvnimu ¢lenu doslo
ke dvéma prohozeni ¢astic a posledni ¢len ma zaporné znaménko, nebot” oproti

prvnimu ¢lenu doslo k jednomu prohozeni. Po pterovnani dostdvame:

1
¥(1,23) = NG (Wa(WYp2)1hc(3) + a2 Bhc (1) +

+ YaB)Yp (DY (2) — Y)Y ()P (1) +
— PaQY (DY) — a3 (2)).

Kladné znaménko maji ty permutace, které maji sudy pocet inverzi, tj. prvni tfi
¢leny a zaporné znaménko maji ty permutace, které maji lichy pocet inverzi,

tj. posledni tfi ¢leny. Rozepsany tvar viceasticové vlnové funkce velmi
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pfipomind tvar determinantu (3.2) pro matici fadu n = 3. Determinant

pro 3 fermiony si jesté rozepiSeme, aby to bylo dobfe patrné.
Tvar determinantu pro 3 fermiony:

Va(1) ¥a(2) Pa(3)
l/’B(l) ¢B(2) Yg (3) =
Y1) Yc(2) Pc(3)

= Ya(DYp(2)Pc(3) + Ya(2)p(3)Pc(1) +
+ YaB)Yp (DY (2) — Ya(3)Yp ()P (1) +
—Pa(2)Yp(DYc(3) — Ya(DYp(3)Pc(2).

Jak mizeme vidét z rozepsaného determinantu pro 3 fermiony, vicecasticova

vlnova funkce opravdu odpovida determinantu.

Vicecasticovou vilnovou funkei pro fermiony vyjadienou pomoci jednocasticovych
funkei 1ze napsat pomoci determinantu, ktery se nazyva Slaterliv determinant a zaru-
¢uje ndm antisymetrii ve vSech indexech. Pokud pozadujeme normovanost vinové

funkce, pak je tfeba Slateriv determinant vyndsobit konstantou, kterd ma pro N ¢astic

tvar 1/+/N.

Obecny tvar Slaterova determinantu pro N fermionti:

Ya()  y,(2) - Pa(N)
W(1,2,...,N)=i‘/’3_(1) .

VN : :
TIXG) I N )
= — > s P Y (DY@ ()
iy "Wo B BT | )
\/m (a.B,...00)

kde (a, B, ...,c1) jsou vSechny permutace prvkt (4, B, ...,A), sgn P je znaménko kon-
krétni permutace a P,(1) je tzv. jednocasticova vinova funkce Castice 1, ktera je

ve stavu A4, apod.
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Kvantovy systém pro rozliSitelné a nerozliSitelné ¢astice

V této podkapitole budeme fesit llohy tykajici se kvantového systému pro roz-
lisitelné a nerozlisitelné ¢astice. NerozliSitelnymi ¢asticemi budou bosony ¢i fermiony.
Zaroven budeme tyto Ulohy propojovat s typové stejnymi lohami z kapitoly 2 (alo-
hami zabyvajicimi se rostlinkami v kvétinacich a truhlicich).

Nejprve si vysvétlime, jaky je rozdil mezi rozliSitelnymi a nerozliSitelnymi ¢és-
ticemi a jaky je rozdil mezi fermiony a bosony. RozliSitelné castice jsou takové Castice,
které se bud’ 1i8i svymi vlastnostmi, nebo pokud maji vSechny vlastnosti stejné, tak si
je mizeme pomyslng ocislovat ¢i néjak jinak oznacit. Z toho plyne, ze v ptipade roz-
lisitelnych ¢astic bude zaleZet na jejich uspotradani. Toto je typické pro klasické vypo-
Cty. Zatimco nerozliSitelné ¢astice si nijak oznacit nemtizeme, vSechny ¢astice se nam
jevi stejné a nemame zadnou moznost, jak jednu odliSit od druhé. Toto je typické
pro kvantové systémy. Fermiony se od bosonti lisi tim, ze zddné dva fermiony v jed-
nom systému se nesmi nachazet ve stejném stavu, jedna se o tzv. Pauliho vylucovaci
princip, disledek nerozliSitelnosti ¢astic. Fermionem je naptiklad elektron. Na rozdil
od fermionti se v jednom systému muze nachazet libovolny pocet bosont ve stejném
stavu. Bosonem je napftiklad foton. To znamena, Ze bosony nemaji omezeni na pocet

¢astic v jednom stavu, u fermionit miZze byt v daném stavu maximalné jeden.

Uloha 3.10: Kvantovy systém obsahuje étyfi riizné stavy E
se stejnou energii &;. Systém téchto energetickych hladin gt — — — —

je zndzornén na obrazku 3.3. Urcete pocCet vSech moz-
Obrazek 3.3: Systém energetic-

kych hladin v tloze 3.10

nosti, jak miiZe tyto Ctyfi rlizné stavy obsadit:
a) 6 rozlisitelnych ¢astic,
b) 6 bosont.
ReSeni:
a) Nez se pustime do feSeni této ulohy, ,,pfelozime* si ji do feci rostlinek a kvéti-
nacl. V feci rostlinek a kvétinaci by se jednalo o tlohu, kdy bychom rostlinky

sazeli do kvétinact v kuchyni®. Tuto Glohu lze vyfesit pomoci vztahu (1.4)

pro variace s opakovanim.

2 Protoze v této tloze mame jen jednu hodnotu energie, kdezto v ptipad€ Glohy s rostlinkami kuchyti a
obyvak predstavovali riizné energie a v kvétinacich nam nezalezelo na potadi.
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b)

Uloha 3.11: Kvantovy systém obsahuje &tyfi razné stavy EA
s energii & a tfi rizné stavy s energii €,. Systém téchto
energetickych hladin je zndzornén na obrazku 3.4. Urcete

pocet vSech moZnosti, jak miiZe tyto stavy obsadit:

Mame tedy 6 rozliSitelnych ¢astic a 4 rizné stavy, ve kterych se mohou nacha-
zet, tj. kazda Castice si mlize vybrat ze 4 stavl, pijde tedy o variace s opako-
vanim V. (n) = V{(4) = 4° = 4 096. Pocet moznosti je vtomto piipadé

4 096.

Tato uloha je podobna tloze, kdy jsme méli nerozkvetlé (tedy nerozliSiteln¢)
rostlinky zasadit napiiklad do 4 kvétind€t v kuchyni a zajimalo nés jen, kolik
rostlinek je v jednotlivych kvétinacich. Jednalo se o typ ulohy 2.8, kterou jsme

vyftesili pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim.

Mame tedy 6 nerozliSitelnych ¢astic a 4 rtizné stavy. Lze si to predstavit tak,
ze mame k nerozliSitelnych pfedmétii rozmistit do n ptihradek. V této tloze
mame tedy 6 nerozliSitelnych castic rozdé€lit do 4 prihradek reprezentujici

4 rizné stavy. Pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovadnim dostavame:

o fktn—1y (6+4—1y (9 9 7-8:9
C"(n)_( k )_( 6 )_(6)_6!-3!_ 73 - o

52.._ —— cm—

61..____

ReSeni:

a) 9 rozlisitelnych ¢astic,

b) 9 bosont, Obrazek 3.4:Systém energe-
¢) 5 fermioni, tickych hladin v tGloze 3.11
a) Tato uloha je totozna jako uloha 2.7, ve které jsme misto obsazovani stavil

¢asticemi, sazeli rostlinky do kvétinac¢h. V této uloze mame urcit pocet vSech

moznosti, jak muze 9 rozliSitelnych ¢astic obsadit 7 stavii (4 stavy s energii &;
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a 3 stavy s energii &,). Tuto ulohu lze vyfesit pomoci vztahu (1.4) pro variace

s opakovanim. Kazda ¢éstice si miize vybrat ze 7 stavil. Dostavame:

Vi(n) = V4(7) = 7° = 40 353 607.

b) Tato uloha je totozna jako tloha 2.8, pouze misto sdzeni rostlinek, obsazujeme
stavy Casticemi. Mame tedy 9 nerozliSitelnych ¢astic a 7 rtiznych stavi. M-
zeme si to predstavit tak, ze k predméti mame rozmistit do n prihradek.

Pro vypocet pouzijeme vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim a dostavame:

. (k+tn—1y (9+7-1y 15\ 15! _
e =( )= )=(5)=grg s

c) Tato tloha je podobna uloze 2.10. Celkem mame 7 raznych stavi a v kazdém
z nich mize byt maximéln¢ jeden fermion. Z téch 7 stavli chceme vybrat
5 stavi, které fermiony obsadi. K vypoctu pouzijeme vztah (1.3) pro kombi-

nace a dostavame:

Gty = C5(7) = () = gz = ot = 21,
5 5!-2!
Uloha 3.12: Kvantovy systém obsahuje jeden stav s energii &;, E )
dva riizné stavy s energii €, a tii rizné stavy s energii €5. Sys- et — — —
tém téchto energetickych hladin je zndzornén na obréazku 3.5.
Urcete pocet vSech mozZnosti, jak mohou tyto stavy obsadit: T

Eqd

a) 3 rozliSitelné Castice,

b) 3 bosony, Obrazek 3.5: Systém

¢) 3 fermiony. energetickych hladin
v tloze 3.12
ReSeni:
a) Oproti pfedchozi loze mame misto dvou energii tfi, ale to nic neméni na zpt-
sobu feseni. Celkem mame 6 rtiznych stavi a 3 rozliSitelné ¢astice. Kazda
ze 3 Castic ma 6 moznosti, ktery stav muze obsadit. Pomoci vztahu (1.4)

pro variace s opakovanim dostavame:

Vi(n) = Vi(6) = 63 = 216.
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b) Ted mame urcit pocet moznosti, jak 1ze 3 bosony obsadit 6 riznych stavi. Toto

uré¢ime pomoci vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim, nebot’ se jedna
o 3 nerozlisitelné Castice (predméty) a 6 riiznych stavi (piihradek). Dostdvame

tedy:

= 56.

k+n—1)_(3+6—1)_(8) 8! 6:-7-8
B - \3

C, —_— ( —_— —_—

k() k 3 531 6
V piipadé fermionli mame obsadit 3 fermiony 6 rtiznych stavii. Bude nés tedy
zajimat, jak z 6 stavil vybrat 3 stavy, které obsadi 3 fermiony. Pomoci vztahu

(1.3) pro kombinace dostavame:

6! 4-5-6

=33 2%

Gt = C(6) = (3)
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4. Ulohy na procvi¢eni pojmii mikrostav a makrostav

V této kapitole si nejdiive vysvétlime potiebné pojmy a vztahy a poté se bu-
deme vénovat prikladim, ve kterych budeme tyto pojmy a vztahy pouzivat.

Zacneme s vysvétlenim pojmi makrostav, mikrostav a soubor. Makrostav je
to, co naméiime, kdyz se na systém koukame jako na celek, ptikladem miize byt cel-
kovéa energie systému. Mikrostav nam dava tu nejdetailnéjsi informaci o daném sys-
tému, napiiklad konkrétné vime, které Castice jak obsadily energetické hladiny. Soubor
je mnozina v§ech moznych mikrostavi.

Pojem makrostav, mikrostav a soubor si budeme jesté ilustrovat na konkrétnim
ptikladé. M&jme Castice a systém, ktery je rozdéleny pomyslnou pfepazkou na pravou
a levou stranu. K uréeni makrostavu nam staci védét, kolik castic je vlevo a kolik
vpravo. Mikrostav je ur¢en, pokud vime, které konkrétni ¢astice jsou vlevo a které

vpravo. Déava ndm detailni informaci o tom systému. A soubor zahrnuje, vS§echny moz-

nosti, jak mohou byt ¢astice rozlozeny.

Uloha 4.1: Mame dvé hraci kostky, ob& maji 6 ok. Obéma kostkami budeme hazet
najednou a bude nas zajimat pocet mikrostavli a makrostavii. Mikrostav je charakteri-
zovan poctem ok, které padnou na kazdé kostce a za makrostav budeme povazovat
soucet ok, které padnou na obou kostkach. Ur€ete vSechny mozné mikrostavy (tedy

soubor) a po¢et makrostavil.

ReSeni: Zaéneme nejprve uréenim poétu makrostavii a mikrostavil. Poté uréime, ko-
lika mikrostavy jsou dané makrostavy realizované. Makrostav nam dava informaci
o tom, jaky je soucet ok, které padly na kostkach. Nejmensi soucet, ktery mize pad-
nout, je 2 a nejvetsi soucet, ktery mize padnout, je 12. Celkem tedy mame 11 mak-

rostavl. Jednotlivé soucty jsou 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10, 11 a 12.

Jeden z moznych mikrostavi je, Ze na prvni kostce padlo ¢islo 1 a na druhé kostce také
padlo ¢islo 1. Celkovy pocet mikrostavii (tedy velikost souboru) se ur¢i tak, ze si fek-
neme, kolik ¢isel miize padnout na prvni kostce a kolik ¢isel mize padnout na druhé
kostce a tyto poCty mezi sebou vynasobime. Jelikoz ob¢ kostky maji 6 riiznych stran,

tak celkovy pocet mikrostavi je 6 - 6 = 36.
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Tuto ulohu Ize také fesit vy¢tem. Tuto metodu si ukazeme, abychom vidéli, Ze to od-
povida tomu, co jsme jiz zjistili. Znazornime si to tabulkou (viz tabulka 4.1 a tabulka

4.2).

Tabulka 4.1: Poéty makrostavi a mikrostava pii hodech dvéma kostkami. V prvnim tadku
jsou vypsané jednotlivé pocty ok, které mohou padnout na prvni kostce a v prvnim sloupci
jsou vypsané jednotlivé poéty ok, které mohou padnout na druhé kostce. Cisla v ostatnich po-
lickach udavaji mozné soucty ok, naptiklad posledni policko s ¢islem 12 vzniklo jakou soucet
posledniho poli¢ka v prvnim fadku a posledniho policka v prvnim sloupci. V tabulce jsou riz-
nymi barvami zvyraznény makrostavy. Jedné barveé odpovida jeden makrostav. To kolikrat se

jedna barva opakuje udava pocet mikrostavi, které dané makrostavy realizuji.

Tabulka 4.2: V prvnim fadku jsou vypsané jednotlivé makrostavy, které jsme oznacili velkymi
pismeny, abychom je od sebe odlisili a zarovenl jsou barevné oznacené jako v tabulce 4.1.

V druhém fadku jsou napsané pocty mikrostavi, které konkrétni makrostavy realizuji.

A | B EN rF G H | 1 | )
1 {2 1 3 | 4 | 5 |1 6 | 5 | 4 | 3 | 2 | 1

Tabulka 4.1 a tabulka 4.2 ndm davé informaci o tom, zZe makrostavi je celkem 11.

Pokud sec¢teme pocty mikrostavii pro jednotlivé makrostavy, tak dostaneme 36, stejné

jako nam vyslo vyse vypoctem.

Uloha 4.2: Uvazujme systém, ktery je tvofeny 3 Easticemi, které jsou viechny ve stavu
s energii E = 0. Do systému doddme 6 stejn¢ velkych kvant energie, které si mezi se-
bou tyto castice rozdéli. UrCete pocet makrostavii a mikrostavll systému po piijeti

téchto kvant, pokud jsou Céstice: a) rozliSitelné a b) nerozlisitelné.

ReSeni: Pro oba typy astic mame jen jediny makrostav, ktery je charakterizovan cel-

kovou energii systému, tj. 6 kvanty energie.
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a) V piipad¢ rozliSitelnych ¢astic budeme tuto tlohu fesit tak, Ze budeme chtit

6 kvant energie rozd¢€lit mezi 3 ¢astice (tedy do 3 prihradek). Je to podobné
jako tloha 2.8, kdy jsme chtéli rostlinky zasadit do kvétinacii a zajimal nas jen
pocet rostlinek v kvétinacich, ne konkrétni rozmisténi. K jejimu vyieSeni jsme
pouzili vztah (1.6) pro kombinace s opakovanim. V nasi tloze tedy mame

k = 6 a n = 3. Dostavame:

. fk+n—1y (6+3-1y (8 8 78
C"(n)_( k )_( 6 )_<6>_6!-2!___28'

Pocet vSech mikrostavi je tedy 28.

V ptipad¢ nerozliSitelnych ¢astic si jednotlivé moznosti, jak I1ze tento mak-

rostav realizovat, vypiseme do tabulky 4.3 a vidime, Ze poCet mikrostavi je 7.

V ptipadé nerozliSitelnych ¢astic je pocet mikrostavli mensi nez v ptipadé roz-
lisitelnych ¢astic, protoze pokud bychom vypsanim do tabulky fesili tuto llohu
1 pro rozliSitelné Castice. Bylo by potteba zapocitat jednotliva ,,uspotfadani®.
Naptiklad v pfipad¢, kdy maji dvé castice 0 kvant energie a jedna Castice
6 kvant energie, bychom museli zapocitat tfi moZnosti, ktera ¢astice ma onéch
6 kvant energie. V piipadé¢ nerozliSitelnych ¢astic nefeSime, ktera konkrétni

¢astice ma kolik kvant, nebot’ si jednotlivé ¢astice nemiizeme nijak oznacit.

Tabulka 4.3: Mikrostavy realizujici makrostav se 6 kvanty energie. Do tabulky jsou
moznosti realizujici zadany makrostav zapsany pomoci 3 kuli¢ek, které reprezentuji
nerozliSitelné ¢astice. Z tabulky je vidét, ze tento makrostav Ize realizovat 7 riiznymi

zpusoby. Pocet mikrostavi je tedy 7.

pocet Castic s danym poctem kvant soucty

0 1 2 3 4 5 6 energie
o . 0+0+6
. . . 0+1+5
. . . 0+2+4
oo . 1+1+4
. oo 0+3+3
. . . 1+2+3
oo 2+2+2
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Takto by to bylo v ptipad¢, Ze by nerozliSitelné castice byly bosony. V ptipade,
ze by nerozlisitelné ¢astice byly fermiony, zalezelo by na tom, zda jsou povo-
lené energie degenerované a je tedy mozné, aby dva fermiony mély stejnou
energii (protoze by byly v riiznych stavech). Pokud by k degeneraci energie
nedochazelo, nemohly by nastat mikrostavy, kdy ma vice fermioni stejny po-
cet kvant energie, tj. byl by mozny jen mikrostav na druhém, tetim a Sestém
fadku v tabulce 4.3. Celkem by tedy tento makrostav byl realizovany 3 mi-

krostavy.

Uloha 4.3: Mame 100 rozlisitelnych &astic v krabici, ktera je rozdélena na pravou a
levou &ast. Castice se mohou nachézet bud’ v levé, anebo v pravé &asti krabice. Mikro-
skopicky umime u kazdé ¢astice urcit jen to, jestli je v levé nebo v pravé casti krabice.
Makroskopicky umime urcit pouze pocet ¢astic vlevo a vpravo, nikoli o které ¢astice

se jedna. Urcete pocet vSech mikrostavli a makrostavi tohoto systému.

ReSeni: Nejprve urc¢ime pocet mikrostavil. Pro kazdou ¢astici mame na vybér ze dvou
moznosti, kam ji umistit, bud’ do levé, anebo pravé ¢asti krabice. JelikoZ ¢astic je 100,

2100 ~ 1,27 - 1030, Je to podobné tomu, kdyz jsme v tiloze

tak pocet mikrostavu je
2.7 zasazovali rostlinky do kvétinaci a zajimalo nas, kde kteréd rostlinka je. V této
uloze méame pro kazdou ¢astici 2 mista, kde mize byt. Pokud bychom tuto tlohu chtéli
fesit pomoci konkrétniho vztahu, pouzili bychom vztah (1.4) pro variace s opakova-

nim.

Makrostav ur¢ime tak, Ze nds zajima, kolik castic je vlevo a kolik vpravo, nezajima
nas konkrétni rozmisténi ¢astic. Je to podobné jako uloha 2.9, kde jsme méli rostlinky
zasadit do kuchyné¢, nebo obyvaku a zélezelo nam jen na poctu rostlinek v mistnostech.
Tato uloha §la feSit pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim anebo vyctem.
Pti feSeni vy€tem dostaneme tyto moznosti: 0 ¢astic vlevo (100 vpravo), 1 Castice
vlevo (99 vpravo), 2 castice vlevo (98 vpravo), ..., 100 castic vlevo (0 vpravo), coz

dava 101 moznosti. Pfi feSeni ulohy pomoci kombinaci s opakovanim mame 100 ,,ko-

lec¢ek* a 2 ,,ptihradky. Dostavame tedy: (10%3_1) = (133 = 101.

V ptipadé, Ze by se jednalo o nerozliSitelné ¢astice, pocet mikrostavii by splynul s po-
¢tem makrostavi. Dostali bychom tedy, ze poc¢et mikrostavii je 101, stejn€ jako pocet

makrostava.
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Uloha 4.4: Mame 2 rozlisitelné &astice, které si mohou vybrat, zda budou v levé ¢asti,
uprostfed nebo v pravé Casti krabice. Pravdépodobnost, ze konkrétni Castice bude
v konkrétni ¢asti krabice, je ve vSech ptipadech 1/3. Urcete:

a) pocet vSech mikrostavu,

b) pocet vSech makrostavii (makrostav urcuji jen pocty ¢astic v jednotlivych ¢as-

tech, ne to, o které castice se konkrétn¢ jedna).

ReSeni:

a) Tato tloha je podobna tloze s rostlinkami, které jsme sazeli do kvétinaca a
zaleZelo ndm na tom, kterd rostlinka je v kterém kvétinaci (iloha 2.7), ale v této
uloze misto do 7 kvétinaci sdzime do 3 kvétinach. Pocet vSech mikrostavi
uré¢ime z faktu, ze kazda castice ma na vybér ze 3 ¢asti krabice. Jelikoz Castice
jsou 2, tak pocet vech mikrostavii je 32 = 9, jedna se tedy o variace s opako-

vanim.

b) V tomto piipad¢ nas nezajima, konkrétni umisténi castic, ale jen jejich pocet
v jednotlivych ¢astech krabice, je to podobné jako uloha 2.8, kdy nés také za-
jimali jen pocCty rostlinek v kvétinacich. Lze se na to divat tak, Ze mame 2 ¢as-
tice a 3 pfihradky. Jednotlivé makrostavy jsme znazornili na obrazku 4.1.
Anebo k urceni poctu makrostavli pouzijeme vztah (1.6) pro kombinace s opa-

kovanim. Dostavame:
k+n-— 1)

(2+3—1
k

_(4)_ 4! _3-4_6
2 -_ -_ -_ -_ .

2 2!-2! 2

N——

cum =

Obrazek 4.1: Jednotlivé makrostavy pro 2 Castice

Uloha 4.5: Mame 8 rozlisitelnych ¢astic v krabici, kterd je rozd&lena na &tyfi Sasti A,
B, C a D. Pravdépodobnost, ze konkrétni castice bude v konkrétni casti krabice, je
ve vSech piipadech 1/4. Urcete:
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Pocet mikrostavli odpovidajici tomu, Ze pocty cCastic v jednotlivych ¢astech
krabice jsou 3 ¢astice v Casti A, 1 Castice v ¢asti B, 2 Castice v Casti C a 2 ¢as-
tice v Casti D.

Pocet vSech moznych mikrostavti.

Pocet vSech makrostavii (makrostav urcuji jen pocty Castic v jednotlivych cas-

tech, ne to, o které ¢astice se konkrétn¢ jednd).

ReSeni:

a)

b)

Tato tloha je podobna jako kdyZ si naSe kamarddka chtéla vzit 3 rostlinky a
bylo jedno, v jakém potadi se rostlinky vybere (tloha 2.5). V této uloze také
mame déano, kolik ma byt ¢astic, v které Casti krabice. Bylo by to stejné jako
kdybychom méli vice kamaradek a prvni kamaradka by si vzala 3 rostlinky a
druhd 1 rostlinku atd. V ¢asti A vybirdme 3 astice z 8 pomoci vztahu (1.3)
pro kombinace, nebot’ vybirdme neuspotfadanou trojici z osmi Castic. V ¢asti B
vybirame 1 ¢astici, ale uz jen z 5 ¢astic, protoze jsme z celkového poctu 8 ¢as-
tic jiz 3 vybrali v ¢asti A. V ¢asti C vybirame 2 ¢astice ze 4, nebot’ v piedcho-
zich dvou Castech jsme jiz 4 ¢astice vybrali. V posledni ¢asti D vybirame 2 ¢as-
tice ze 2, protoZe to jsou posledni Castice, které jsme jesté nevybrali. Pomoci

kombinatorického pravidla sou¢inu dostavame:

(5)-(1)-(2)-(5) =s0501.= 1000

Tato uloha je podobna tloze 2.7, kdy jsme rostlinky sazeli do 7 kvétinaci a
bylo pro nas podstatné, ve kterém kvétinaci se kterd rostlinka nachazi, jednalo
se o variace s opakovanim (vztah (1.4)). V této uloze mame celkem 4 moznosti
(¢asti A, B, C a D), kde se ¢astice mohou v krabici nachazet, takze kazda

z 8 Castic si mliZze vybrat ze 4 moznosti. Dostavame:

48 = 65 536.
Tato tloha je podobna tloze, ve které jsme sazeli rostlinky do kvétinaci a za-
jimal nds je pocet rostlinek v jednotlivych kvétinacich (tiloha 2.8). V této tloze

nam jde taky jen o pocCty Castic v jednotlivych ¢astech krabice. Lze se na to

divat tak, Ze mame 8 ¢astic (stejnych, jelikoz nas zajimaji jen pocty Castic)
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rozdélit do 4 ptihradek. K urceni poctu pouzijeme vztah (1.6) pro kombinace

s opakovanim. Dostavame:

k+n—1)_(8+4—1)_(11)_ 111 9:10-11

C"(n):( k 8 8) 83~ 2.3 16>

Uloha 4.6: Uréete pocet viech mikrostavil, pokud uvazujeme 3 &astice v koneéné po-

tenciadlové jame, kde je 5 povolenych stavi, s riznymi energiemi. Ulohu feste pro

a)
b)

c)

rozliSitelné Castice,
nerozliSitelné fermiony,

nerozliSitelné bosony.

ReSeni:

a)

b)

Tato tloha je podobna uloze 2.7, kdy jsme méli rostlinky sézet do 7 kvétinaca
(4 v kuchyni a 3 v obyvéku), ale ted’ bychom tuto ulohu méli formulovanou
tak, ze bychom méli 5 mistnosti a v kazdé¢ by byl jeden kvétinac, do kterého by
Slo zasadit 1 vSechny rostlinky najednou. Tato uloha se feSila pomoci variaci
s opakovanim (vztah (1.4)) anebo také tak, Ze si fekneme, Ze pro kazdou Castici
mame 5 povolenych stavil, které miZze obsadit. V pifipad€ rozliSitelnych ¢astic

ma kazda Castice na vybér z 5 povolenych stavii a ¢astice mame 3, dostavame:

53 = 125.

V piipad¢ fermionti si musime uvédomit, ze zadné 2 fermiony nesmi byt
ve stejném stavu a Ze se jedna o nerozliSitelné ¢astice. Tato uloha je podobna
uloze 2.10, kdy jsme jednotlivé nerozliSitelné rostlinky sézeli do kvétinacka,
kde mohla byt maximalné jedna rostlinka. TakZe ndm nezaleZi na potadi a
prvky se neopakuji, bude se tedy jednat o kombinace, kdy z 5 povolenych hla-

din vybirame 3, na které se ty 3 fermiony umisti, tedy dostadvame:

(5)_ 51 _4-5_10
3/ 31-21 T

V ptipadé€ bosontl se jedna o nerozliSitelné Castice a dva bosony mohou byt
ve stejném stavu. Je to podobna tloha jako kdyz jsme sazeli rostlinky do kv¢-

tinacl a zajimali nds jen pocCty rostlinek v jednotlivych kvétinacich (tloha 2.8),
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Slo tedy o kombinace s opakovanim. Pomoci kolecek a ptihradek to 1ze vysvét-
lit tak, ze mame 3 nerozliSitelné castice (k = 3) rozdé¢lit do 5 piihra-

dek (n = 5). Podle vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim dostavame:

(3+5—1)_(7)_ 7! _5-6-7_35
3 - \3/ 3.4 2.3 7

Uloha 4.7: Urdete pocet viech makrostavil, pokud uvazujeme 3 &astice v koneéné po-
tencialové jame, ve které je pravé 5 povolenych stavil, s riznymi energiemi. Tedy
stejna situace jako v piedchozi uloze. Uvazujte, Ze se jedné o

a) rozlisitelné Castice,

b) nerozliSitelné fermiony,

¢) nerozlisitelné bosony.

ReSeni:

a) V piipad¢ rozlisitelnych castic ndm ted’ nezalezi na tom, kde které Castice je,
ale jen to, kolik jich je v jednotlivych povolenych stavech, protoze to bude roz-
hodovat o celkové energii systému. Tedy se jedné o stejny problém jako hle-
dani poc¢tu mikrostavt pro bosony. To jsme urcili pomoci kombinaci s opako-

vanim (vztah (1.6)). Dostavame:

<3+5—1)_<7)_ 7! _5-6-7_35
3 ~\3) 31-4 2.3 77

Pocet makrostavil pro fermiony, resp. bosony je stejny jako ptislusné pocty mikrostavii

v predchozi tloze 4.6.V této tlloze nds zajimaji jen pocCty ¢astic v jednotlivych povo-
lenych stavech, protoZe to rozhoduje o celkové energii systému. Tyto poCty jsme jiZ

urcili v predchozi tiloze, nebot” u nerozliSitelnych ¢astic nezalezi na uspotradani.

Uloha 4.8: M&jme 7 &astic, které mohou obsazovat 2 riizné energetické hladiny. Ener-
geticka hladina E; je Sestkrat degenerovana a energetickd hladina E, je tfikrat degene-
rovand. Kolik m4 tento systém mikrostavli a makrostavi, pokud se jedna o:

a) rozlisitelné Castice,

b) nerozliSitelné fermiony,

¢) nerozlisitelné bosony?
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ReSeni:

a)

b)

Pti uréeni poctu mikrostavi si uvédomime, ze je to podobna tiloha, jako kdyz
jsme sazeli rostlinky do kvétinaci v kuchyni a obyvaku a do kazdého kvétinace
se mohly zasadit vSechny rostlinky (uloha 2.7), v tomto ptipad¢ jsme pouzili
vztah (1.4) pro variace s opakovanim. Zde ¢astice mohou obsadit celkem 9 hla-
din, jelikoz hladina E; je 6krat degenerovana a hladina E, je 3krat degenero-
vand, tedy kazda Castice ma 9 moznosti, kde se miize nachézet, celkem tedy

dostavame:
97 = 4 782 969 mikrostavii.

Pti ur€eni poctu makrostavi si uvédomime, Ze je to podobna tloha, jako kdyz
jsme sazeli rostlinky do 4 kvétinaca v kuchyni a 3 kvétinaca v obyvaku a zaji-
malo nés jen kolik rostlinek je v kuchyni a kolik v obyvaku (iloha 2.9). Tuto
ulohu jsme vyfesili pomoci kombinaci s opakovanim (vztah (1.6)). V této
uloze tedy pro nés budou c¢astice nerozliSitelné, protoze nam je jedno, ve kte-
rém stavu konkrétné se kterd ¢astice nachdzi, podstatnd je pouze energeticka
hladina. Energetické hladiny jsou v této tilloze 2. Mame tedy 7 nerozliSitelnych

¢astic (k = 7) a 2 energetické hladiny (n = 2). Dostavame tedy:

aw=("7 ) =037 =)=

Pfi ur¢ovani po¢tu mikrostavli pro fermiony si uvédomime, Ze je to podobna
uloha, jako kdyz jsme sdzeli rostlinky do kvétinacka, kde mohla byt maximalné
jedna rostlinka. V tloze 2.10 zalezelo jen na tom, které kvétinacky jsou plné a
které prazdné, tedy nezajimalo nas rozmisténi jednotlivych rostlinek. A u fer-
miond nam také na usporadani nezalezi a zadné 2 fermiony nesmi byt ve stej-
ném stavu. Tuto tlohu tedy vyfeSime pomoci vztahu (1.3) pro kombinace, kdy
mame celkem 9 mist, kam mtizeme téch 7 fermionti umistit, tj. vybirdme 7 mist
z 9. Dostavame:

9! 8-9

Gy = (9) = () = g = = 36
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Dalsi pohled na tuto ulohu mtize byt takovy, ze vybirdme 7 stavli z 9, kam téch
7 fermionit miizeme umistit anebo také tak, ze vybirdme 2 stavy, které nebudou

obsazené.

Pfi urCovani poctu makrostavii si uvédomime, ze je to podobna uloha, jako
kdyz jsme méli zasadit rostlinky do kvétinacki, kam se veSla maximalné jedna
rostlinka, ale nas zajimal jen pocet rostlinek v chodb¢ a pocet rostlinek v loz-
nici (Gloha 2.12). V této uloze mame 2 energetické hladiny, které jsou degene-
rované. Ulohu vyfesime pomoci tabulky 4.4, ze které je vidét, Zze mame 3 mak-

rostavy.

Tabulka 4.4: Jednotlivé mozné makrostavy. V tabulce jsou ve sloupci E; napsané po-
¢ty fermiont, které obsadily hladinu E;, ktera je 6krat degenerovana a v sloupci E,

jsou napsané pocty fermiond, které obsadily hladinu E,, ktera je 3krat degenerovana.

E E

=
N

Al |\
W (N | —

Pii urovani poctu mikrostavli pro bosony si uvédomime, Ze je to podobna
uloha, jako kdyz jsme rostlinky sazeli do 4 kvétinacti v kuchyni a 3 kvétinaca
v obyvéku a zajimaly nds jen pocty rostlinek v jednotlivych kvétinacich (1lloha
2.8). Ulohu jsme fesili pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim.
V této loze mame 7 bosonll, coZ jsou nerozliSitelné ¢astice, které mohou byt
ve stejném stavu a celkem 9 mist, kde se mohou nachazet. Jde vlastné o tlohu,
kdy chceme 7 nerozliSitelnych castic (kolecek) rozdélit do 9 ptihradek. Dosta-

vame:

k+n—1)

: (7+9_1>=<15>=6435.

i =
() 7 7
Pfi urceni poctu makrostavil si uvédomime, ze je to podobna uloha, jako kdyz
jsme sazeli rostlinky do kvétind€l v kuchyni a kvétinacii v obyvaku, ale zaji-
mal nas jen pocet rostlinek v kuchyni a podet rostlinek v obyvaku (Uloha 2.9).

Tuto ulohu jsme fesili pomoci vztahu (1.6) pro kombinace s opakovanim.

57



V této uloze mame 7 bosont a 2 energetické hladiny a zajimaji nas jen poCty
¢astic na téchto 2 hladindch. Mame tedy 7 nerozlisitelnych ¢astic (k = 7) a

2 energetické hladiny (n = 2). Dostavame tedy:

(177 = (2= ()=

Uloha 4.9: Uvazujme systém s 10 rozlisitelnymi ¢asticemi v krabici. Krabice je roz-

délend na 2 ¢asti, na pravou a levou. Céstice mohou libovolné pfechazet z levé ¢asti

krabice do pravé a naopak.

a)

b)

Urcete pocet vSech mikrostavii a makrostavi pro cely systém a také urcete po-
¢et mikrostavl pro jednotlivé makrostavy (makrostav je v tomto piipadé dan
poctem castic vlevo a vpravo).

Ukazte, ze rovnovazny (makro)stav lze realizovat nejvétSsim poctem mi-

krostavu.

ReSeni:

a)

b)

Celkovy pocet makrostavi je 11, nebot’ miizeme mit 0 ¢astic vlevo (10 vpravo),
1 castici vlevo (9 vpravo), 2 Castice vlevo (8 vpravo), ..., 10 castic vlevo
(0 vpravo).

A pocet vsech mikrostavil je 21° = 1 024, nebot’ kazda ¢astice ma na vybér
ze 2 moznosti, kde se mize nachazet (v levé nebo v pravé ¢asti krabice) a cel-
kem mame 10 c¢astic. Jednotlivé makrostavy s moZznostmi jejich realizace si

uvedeme do tabulky 4.5.

V nasi uloze bychom intuitivné fekli, ze rovnovaha nastava v piipadé, kdy
mame 5 ¢astic vlevo a 5 ¢astic vpravo. Jedna se o makrostav F (viz tabulka 4.5)
a jak lze vidét, jedné se o makrostav, ktery je realizovany nejvétsim poctem
mikrostavi. V nasi uloze maji vSechny mikrostavy stejnou pravdépodobnost,
ze nastanou. Rovnovazny makrostav nastava tedy ze vSech makrostavi nej-

pravdépodobngéji.
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Tabulka 4.5: V prvnim sloupci tabulky mame jednotlivé makrostavy, které jsme si
oznacili pomoci velkych pismen. V druhém sloupci oznaceném N; jsou pocty ¢astic
v levé Casti krabice. Ve tietim sloupci oznaceném Np jsou pocty Castic v pravé Casti
krabice, pfi¢emz musi platit, Ze Np = 10 — N;. V poslednim sloupci jsou pocty mi-
krostavi, kterymi lze jednotlivé makrostavy realizovat. Poc¢et mikrostavil se ur¢i po-

moci tohoto vztahu: (;,2) (101;PNL) = (;,2) (xﬁ ) = (;,2) Napfiklad pocet mikrostavi

pro 2 castice vlevo se spocte tak, Ze z 10 ¢astic chceme vybrat 2, které budou vlevo, a
ty vybereme pomoci (120) = 45 kombinaci a zbytek 8 ¢astic uz musi byt vpravo, a to
lze vybrat praveé jednim zptisobem, nebot’ vybirdme 8 ¢astic z 8, které budou vpravo.
Pocet mikrostavil je tedy v tomto pripadé 45. V poslednim tadku jsou uvedeny cel-

kové pocty makrostavil a mikrostavil.

makrostav N, Np pocet mikrostavil
A 0 10 1
B 1 9 10
C 2 8 45
D 3 7 120
E 4 6 210
F 5 5 252
G 6 4 210
H 7 3 120
I 8 2 45
J 9 1 10
K 10 0 1
11 1024

Z tabulky 4.5 dostavame, Ze celkem mame 11 makrostavii a 1 024 moznych
mikrostavil, coz odpovida tomu, co jsme jiz spocetli na zacatku této ulohy.

Uloha 4.10: Mame dva systémy S; a S,. Oba se skladaji z &astic se spinem 1/2, jehoZ
pramét miize nabyvat pouze dvou hodnot, a to nahoru a dolti. Prvni systém S; se sklada
ze 2 Castic a druhy systém S, se sklada ze 4 Castic. Energie Castice se spinem v mag-
netickém poli zavisi na hodnoté spinu (natoceni Sipky, kterou budeme spin zakreslo-
vat). Oba systémy si mohou vzajemn¢ vyméiovat energii, ale nevyméiuji si energii
s okolim (pocet ,,Sipek* nahoru v obou systémech dohromady se zachovava).

Jedno z moznych rozlozZeni ¢astic v systémech S; a S,.

ST Syt Ll

59



a) Urcete pocCet mikrostavi pro jednotlivé makrostavy. Makrostav je v této uloze
charakterizovan poctem Castic s obéma moznymi prameéty spinu v obou systé-
mech.

b) Ukazte, Ze rovnovazny stav ma nejvyssi pocet mikrostavii.

ReSeni:
a) Protoze si systémy nevyménuji energii s okolim, ale pouze mezi sebou musime
zachovat celkovy pocet ,,Sipek* nahoru a dolii v obou systémech dohromady.
Tedy ve vSech mikrostavech musi byt celkové 3 Sipky nahoru. Vymeéna energie
mezi systémy umoziuje otoceni Sipek v obou systémech. Makrostavy mame 3,

pro piehlednost si je zndzornime a pojmenujeme.

A:S;: 11 S,e Tl Ll
B:S;: 14 S,e Tt L
C:5: 1l S,e Tt 1l

Makrostav je dan celkovou energii systému S; a S,, tedy jen ,,poctem Sipek

nahoru® v systému ;.

Makrostav A

V systému S; chceme umistit 2 ¢astice se spinem nahoru, chceme tedy vybrat
2 mista ze 2, kam miiZeme tyto ¢astice umistit, t;. (;) = 1.

V systému S, musime umistit 1 ¢astici se spinem nahoru, chceme tedy vybrat
1 misto ze 4, kam tuto ¢astici umistime, tj. (‘1}) =4,

Makrostav A lze tedy realizovat 1 - 4 = 4 mikrostavy.

Makrostav B
V systému S; chceme umistit 1 ¢astici se spinem nahoru, tj. (i) = 2.
41
!.

r ’ IR N ) . . r4
V systému S, musime umistit 2 ¢astice se spinem nahoru, tj. (2) = 6.

Makrostav B 1ze tedy realizovat 2 - 6 = 12 mikrostavy.

Makrostav C
V systému S; chceme umistit 0 ¢astic se spinem nahoru, tj. (3) = 1.
V systému S, musime umistit 3 ¢astice se spinem nahoru, tj. (g) =4,

Makrostav C lze tedy realizovat 1 - 4 = 4 mikrostavy.
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b) Z teSeni ptedchozi ¢asti této ulohy vidime, Ze makrostav oznaceny B je reali-
zovan nejvyssim poctem mikrostavil. A jak je vidét, jedna se o makrostav re-
prezentujici rovnovazny stav, protoze v systému S;, ktery je polovicni oproti
systému S,, je jedna Castice se spinem nahoru a jedna Castice se spinem doll a

v systému S, jsou dvé Castice se spinem nahoru a dvé Castice se spinem dolt.
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5. Kanonicka a grandkanonicka statisticka suma

V této kapitole budeme fesit tlohy tykajici se hledani kanonické statistické
sumy, grandkanonické statistické sumy a entropie. Nejprve si jednotlivé pojmy piipo-
meneme a poté budeme fesit tlohy. Pfi psani této kapitoly jsme Cerpali ze skript k sta-

tistické fyzice (Koupilova, a dalsi, (n. d)) a (Koupilova, n. d.).

Kanonicka statisticka suma
V této podkapitole si nejprve pfipomeneme, co je to kanonicky soubor, jaky
tvar ma kanonicka rozd€lovaci funkce a statistickd suma. A poté jiz budeme fesit

ulohy, které se tykaji statistické sumy.

Kanonicky soubor je soubor vSech mikrostavii, ve kterych se miize nachazet
systém, ktery si se svym okolim muize vyménovat energii, ale nedochazi k vyméné
¢astic. Definici jsme ptevzali ze skript (Koupilova, a dalsi, (n. d)).

Kanonické rozdé€lovaci funkce zavisi jen na celkové energii systému v daném

mikrostavu a ma tvar:

p(E) = Ae™FE,

kde A je normovaci konstanta, E je energie systému v daném mikrostavu,
f = 1/(kgT), kde kg =1,38065-10"22 J K' je Boltzmannova konstanta
(Mikul¢dk, 2015)a T je termodynamicka teplota. Pfevracena hodnota normovaci kon-
stanty A se nazyva statisticky integral, pfipadné statistickd suma a znaci se Z.

V ptipadé spojitého systému jde o statisticky integral a rozdélovaci funkce ma
v tomto systému vyznam hustoty pravdépodobnosti. I kdyz dale budeme pocitat jen
statistické sumy, protoze pouze v diskrétnich systémech se uplatituji kombinatorické

principy, uvedeme pro uplnost i vztah pro statisticky integral:

7 = f e PEQd.,
f.p.

Jedna se o integral ptes cely fazovy prostor (f. p., ,,integral pres vSechny mikrostavy*).
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V piipadé¢ diskrétniho systému se ze statistického integralu stava statisticka

suma a ma tvar:

pocet
mikrostavi

1
_ T —BE;
Z=3= ) &t 5.1)

j=1

kde sCitdime ptes vSechny mozné mikrostavy systému. E; je energie dan¢ho mi-
krostavu. V diskrétnim systému ma rozdélovaci funkce vyznam pravdépodobnosti, ze
systém je v daném mikrostavu.

Pro systém N stejnych neinteragujici ¢astic Ize statistickou sumu psat ve tvaru:

N
pocet

mikrostavi
\ ) -

kde Z; je statistickd suma systému, ktery obsahuje pravé jednu ¢astici. Jedna se tedy
o N-tou mocninu statistické sumy pro prave jednu castici, kde N je pocet ¢astic. To,
ze tento vztah dava stejny vysledek, jako kdybychom pocitali statistickou sumu podle
vztahu (5.1), si ukdZeme v tloze 5.1 a dalSich. Tento vztah plati i pro statisticky inte-

gral.

Uloha 5.1: Mé&jme systém, ktery ma jedinou povolenou energii, ale pislusi ji 6 riz-
nych stavil, je tedy Sestkrat degenerovand. Urcete statistickou sumu Z v ptipad¢, ze se

v systému nachézi a) jedina ¢astice a b) dvé rozliSitelné neinteragujici ¢astice.
Reseni:
a) Pii feSeni vyjdeme ze vztahu (5.1) pro statistickou sumu. Pocet mikrostavii
pro jednu castici je 6, protoze mame 6 riznych stavl. Energie kazdého stavu
serovnaji E; = E, = E3 = E, = E5 = Eg = E. Dostavame:

Zy= ) e PEi = e P14 ¢=FF2 4 g=PEs 4 oBEs 4 o=BFs 4 g=FFs =

i

J=1

= 6e PE,
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Vzhledem k tomu, Ze potencialni energii zname vzdy az na aditivni konstantu,

tak si Ize bez jmy na obecnosti polozit E = 0 a dostavame:

Z, =6e7F0 =4,

b) V piipadé 2 rozliSitelnych ¢astic, mizeme postupovat dvéma zpiisoby. Bud’
vyjdeme ze vztahu (5.1) pro statistickou sumu anebo vyuzijeme toho, ze mame
vypoctenou statistickou sumu pro jedinou ¢astici, kterou poté umocnime na po-

cet Castic, podle vztahu (5.2).

Pokud vyjdeme ze vztahu (5.1) pro statistickou sumu je potfeba urcit pocet
mikrostavi. JelikoZz méme 2 ¢astice a 6 riiznych stavi, tak ob¢ ¢astice se mohou
nachdzet v jednom ze 6 stavt. Prvni i druhd ¢éstice ma tedy na vybér ze 6 stavi
apocet mikrostavii je 6 - 6 = 36. VSechny tyto mikrostavy maji celkovou ener-

gii rovnou 2E. Statistickd suma ma tvar:
36

7= Z e PEj = 36e~F2E,
j=1

Stejné jako vySe bez ijmy na obecnosti polozime E = 0 a dostdvame:
Z =36e7F0 = 36,

Pii feSeni pomoci jedné ¢astice vyjdeme z feSeni €asti a) a vztahu (5.2). Dosta-

vame:
Z = (Z)V = (6eFF)” = 36e~B2E = 36eF20 = 36,

Jak mtizeme vidét, oba zpisoby feSeni davaji stejny vysledek.

Uloha 5.2: M&jme systém, ktery ma jedinou povolenou energii, ale piislusi ji 6 riiz-
nych stavi, je tedy Sestkrat degenerovand. Energii téchto pfipustnych stavl polozime
rovnou nule. Urcete statistickou sumu Z v ptipadé, ze se v systému nachazi:

a) 4 rozlisitelné Castice,

b) 4 fermiony,

c) 4 bosony.
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ReSeni: Ve vSech ptfipadech je energie kazdého mikrostavu rovna nule, proto
ve vztahu pro statistickou sumu bude exponencidla rovna jedné. Statisticka suma se

tedy bude rovnat poctu mikrostava.

a) Pro 4 rozlisitelné Castice budeme tuto tlohu fesit nejprve podle vztahu (5.2),
tj. spocteme statistickou sumu pro jednu c¢astici, a poté ji umocnime na pocet
¢astic. Nejprve urc¢ime pocet mikrostava pro 1 ¢astici, v tomto piipadé Castice
muze byt v jednom ze 6 raznych stavii, ma tedy 6 moznosti. Statisticka suma
pro jedinou Castici ma tvar:

6
Zy = Z e PEi = e B0 =6,
j=1

Statistickd suma pro 4 rozlisitelné castice ma tvar:

Z = (Z)N = (6)* = 129.

Pokud vyjdeme ze vztahu (5.1) pro statistickou sumu je potieba urcit pocet
mikrostavli. Mame 4 ¢astice a 6 rliznych stavl, vSechny 4 ¢astice se mohou
nachazet v jednom ze 6 stavil, pocet mikrostaviije 6666 = 6* = 1296,
jedna se o variace s opakovanim (vztah (1.4)). Statistickd suma ma tvar:
1296
Z= Z e PEi = 1296e P =1296.

j=1

Jak 1ze vidét, oba zpiisoby feseni davaji stejny vysledek.

b) V pfipad¢ fermionl ur¢ime pocet mikrostavu tak, Ze vybereme 4 stavy ze 6,
kam umistime 4 fermiony, protoze zadné dva fermiony nemohou byt ve stej-

ném stavu. Podle vztahu (1.3) pro kombinace dostavame:

(6)_ 6! _5-6_15
4) 4.0 2 T
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Tedy statistickd suma ma tvar:

15
Z =) e PEi =15 F0 =15,

Jj=1

¢) V ptipad€ bosont pocet mikrostavii uré¢ime tak, ze mame 4 nerozliSitelné ¢as-
tice (,,koleCka*) rozdélit do 6 ptihradek, tedy podle vztahu (1.6) pro kombinace

s opakovanim dostaneme:

(4+6—1) (9)_ 9! _6-7-8-9_126
4 “\4/ 4.5 2.-3-4 '

Statistickd suma ma tedy tvar:

126
7= Z e PEj = 126eF° = 126.
j=1

Povsimnéme si, Ze v ptipad¢ fermionti a bosonli nemtizeme pouzit vztah (5.2), protoze
se jedna o nerozliSitelné ¢astice, tedy nezalezi ndm na uspotadani a vztah (5.2) zahr-

nuje vSechna usporadani ¢astic.

Uloha 5.3: M&jme systém, ktery ma jedinou povolenou energii, ale piislusi ji 3 riizné
stavy, je tedy tiikrat degenerovana. Energie téchto ptipustnych stavil je rovna €. Urcete
statistickou sumu Z v ptipad¢, Ze se v systému nachazi:

a) 2 rozlisitelné Castice,

b) 2 fermiony,

c) 2 bosony.

ReSeni: V tomto pfipad¢ jiz neni energie kazdého mikrostavu rovna nule jako v pted-
chozi uloze, a proto nebude exponencidlni funkce rovna jedné. VSechny mikrostavy

ale maji stejnou energii, rovnou 2¢.

a) V ptfipadé¢ rozliSitelnych ¢astic nejprve ur¢ime statistickou sumu pro jedinou

¢astici, a poté ji umocnime na pocet ¢astic podle vztahu (5.2), protoze mame
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b)

3 rizné stavy, tak pocet mikrostavii jedné Castice je také roven 3. Energie pii-
pustnych stavli E; = E, = E5 = ¢ a statistickd suma pro jednu ¢astici ma tvar:
3
7, = Z e PEj = 3P,

j=1

Statistickd suma pro 2 rozliSitelné ¢astice ma tvar:
2
Z = (Z)V = (3e7F¢)" = 9e72P¢,

Pokud vyjdeme ze vztahu (5.1) pro statistickou sumu je potfeba urcit pocet
mikrostavil. Mame 2 Castice a 3 rlizné stavy, ob¢€ Castice se mohou nachdzet
v jednom ze 3 stavil a po&et mikrostavii je tedy 3 - 3 = 32 = 9. Energie kaz-

dého mikrostavu je 2¢ a statisticka suma ma tvar:
9
Z= Z e PEj = 9 ~B28 = 9p—2P¢,
j=1
Jak lze vidét opét jsme obéma zplisoby feseni dostali stejny vysledek.
V ptipadé fermionti pocet mikrostavii odpovida poc¢tu zptisobt,, kterymi mi-

zeme obsadit 3 rizné stavy dvéma fermiony, tedy vybirame 2 stavy ze 3. Po-

moci vztahu (1.3) pro kombinace dostavame:

§)-s

Protoze energie kazdého mikrostavu je 2¢ (ob¢ Castice jsou ve stavu s ener-

gii €). Statistickou sumu pro 2 fermiony dostdvame ve tvaru:
3

7= Z e PEj = g=F2e | o=F28 | o-f28 = 3p-2P¢
=

V ptipadé bosonl uréime pocet v§ech mikrostavii. Chceme urcit kolika zpt-

soby mohou 2 nerozliSitelné castice obsadit 3 rGzné stavy. Jedna se o ulohu
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typu ,,koleCka a ptihradky*, jde tedy o vztah (1.6) pro kombinace s opakova-

nim. Dostavame:

(2+3—1)_(4>_ 4! _3-4_6
2 “\2) 2te207 2 T

Energie kazdého mikrostavu je také 2&, nebot’ ob¢ Castice jsou ve stavu s ener-

gii . Statistickd suma ma tvar:

6
7= Z e PEj = ge~2P¢,
j=1

Uloha 5.4: M&jme systém s jednou ¢astici a se tfemi kvanto- 2E£“ _____
vymi stavy s energiemi 0, €, 2¢. Stav s energii E = 0 je nede-

generovany, stav s energii E = ¢ je tiikrat degenerovany a stav 1=

s energii E = 2¢ je pétkrat degenerovany. Systém téchto ener- 0l —

getickych hladin je znazornén na obrazku 5.1. Urdete statistic- Obrazek 5.1: Systém

kou sumu Z pro tento systém. energetickych  hladin

v uloze 5.4

ReSeni: Castice ma celkem 9 stavil, ve kterych se miiZe nachazet. Jediny stav mé ener-
gii E = 0. Energii E = & maji 3 stavy, protoZe energie je tfikrat degenerovana. Energii
E = 2& ma 5 stavil, protoZe energie je pétkrat degenerovana. Tedy statisticka suma ma

tvar:

Z =e P04 3e7Fe f 507F28 = 1 4 3¢7F¢ 4 5p2P¢,

Uloha 5.5: M&jme systém se dvéma rozlisitelnymi asticemi a £4

se dvéma kvantovymi stavy s energiemi € a 2¢. Stav s energii o

E = ¢ je dvakrat degenerovany a stav s energii E = 2¢ je nede- £ — —
generovany. Systém téchto energetickych hladin je zndzornén ol

na obrazku 5.2. Urcete statistickou sumu Z pro tento systém. Obrazek 5.2: Systém

energetickych hladin

v uloze 5.5
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Reseni: Mame 2 &astice a 3 riizné stavy, obé& ¢astice se mohou nachazet v jednom ze tii
stavll. Po¢et mikrostavii je tedy 3 - 3 = 32 = 9. Z tabulky 5.1 lze vidét, Ze makrostav
s energii E = 2¢ lze realizovat 4 zplsoby, makrostav s energii E = 3¢ lze také reali-
zovat 4 zpusoby a makrostav s energii E = 4¢ lze realizovat 1 zpiisobem. Statisticka
suma ma tedy tvar:

7 = 4e 2P 4 4e73Fc 4 o4,

Tabulka 5.1: V tabulce jsou uvedeny ve sloupcich jednotlivé mikrostavy, druhy az ctvrty fadek
znazoriiuje obsazeni jednotlivych stavil, jedna Castice je znazornéna prazdnym a druhd plnym
koleckem. V poslednim tadku je hodnota celkové energie jednotlivych mikrostavi. Stejnou

barvou jsou oznac¢eny mikrostavy se stejnou energii, barvy tedy urcuji jednotlivé makrostavy.

jednotlivé mikrostavy

A B C D E F G H I
€ ce o o ° °
€ ° o oce o °
2¢& ° o ° o ce
Ex | 26 | 2¢ | 4¢

Poznamka: Na zakladé€ feSeni tlohy 5.5 (zejména tabulky 5.1) uréime tvar statistické
sumy i pro 2 fermiony a 2 bosony. V piipad€ 2 fermionli nemohou nastat mikrostavy
A, F a |, protoZze 2 fermiony nemohou byt ve stejném stavu a mikrostavy B a D jsou
shodné, protoze fermiony jsou nerozliSitelné ¢astice, stejné tak mikrostavy C a E jsou
shodné, a 1 mikrostavy G a H jsou shodné. Dva fermiony tedy mohou byt jen ve 3 mi-

krostavech. Statistickd suma ma tedy tvar:
7 = 1le~?P¢ 4 2¢73F¢,

V piipadé 2 bosonti se nam shoduji stejné mikrostavy jako u fermionii, nebot’ 1 bosony
jsou nerozlisitelné ¢astice. Mikrostavy A, F, I v piipad¢€ 2 bosonil nastat mohou, pro-
toZze 2 bosony mohou byt ve stejném stavu. Celkem tedy mame 6 mikrostavi. Statis-

tickd suma ma tvar:

7 = 3e~2PBe 4 D3P 4 o—4PE,
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Grandkanonicka statistickd suma
V této podkapitole si nejprve pfipomeneme, co je to grandkanonicky soubor,
jaky tvar ma grandkanonicka rozdélovaci funkce a grandkanonicka statisticka suma.

A poté jiz budeme fesit tlohy tykajici se grandkanonické statistické sumy.

Grandkanonicky soubor popisuje systém, ktery si muze se svym okolim vyme-
novat nejenom energii, ale také ¢astice. Definici jsme ptevzali ze skript (Koupilova, n.

d.).

Grandkanonicka rozdélovaci funkce je funkei dvou proménnych: energie E a

poctu ¢astic N v daném mikrostavu a ma tvar:
1 _ppecn
p (E; N) = E e )

kde B a C jsou konstanty a Z je normovaci konstanta. Konstanta B ma stejny vyznam
i hodnotu jako konstanta S, tj. B=pf =1/(kgT) . Konstanta C ma tvar
C = u/(kp T),kde u je tzv. chemicky potencidl, ktery ma rozmér energie. Normovaci
konstanta Z se nazyva grandkanonicky statisticky integral, resp. grandkanonicka sta-
tisticka suma podle toho, jestli ji po¢itdme pro spojity, resp. diskrétni systém. Gradka-

nonicka statistickd suma, kterd se také nékdy nazyva velka statisticka suma, ma tvar:

Nmazx —Ejy+uiN

2= Qe T
63)

kde index iy Cisluje mikrostavy, ve kterych ma systém pravé N Castic, E;, je energie
konkrétniho mikrostavu systému s N ¢asticemi. Grandkanonickou sumu dostaneme
tak, ze seCteme kanonické sumy pro vSechny piipustné pocty ¢astic v systému. Pokud
maji v8echny Castice v daném mikrostavu stejnou energii lze psat E;,, = N - E;. Pokud

maji vSechny castice stejnou hodnotu chemického potencialu lze psat p;, = N - ;.
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Uloha 5.6: Kvantovy systém obsahuje tfi riizné stavy se stejnou energii. Viechny stavy
maji energii nulovou, a i chemicky potencial uvazujme nulovy. Urcete grandkanonic-
kou statistickou sumu Z v ptipadé, Ze systém muize obsahovat:

a) maximalné 4 rozlisitelné Castice,

b) maximaln¢ 4 identické bosony,

¢) maximalné 4 identické fermiony.

ReSeni: Ve viech piipadech maji viechny mikrostavy nulovou energii a nulovy che-

micky potencial, a proto bude argument v§ech exponencial nulovy a exponencialy tedy
budou rovny jedné.

a) Nejprve ur¢ime pocty mikrostavll pro jednotlivé poCty castic. JelikoZ se jedna

o rozlisitelné ¢astice pocet mikrostavi se ur¢i pomoci vztahu (1.4) pro variace

s opakovanim, kdy kazda ¢astice ma na vybér ze 3 rtiznych stavi. PoCty mi-

krostavl pro ptehlednost uvedeme do tabulky 5.2.

Tabulka 5.2: Pocty mikrostavii pro rizné pocCty rozlisitelnych castic v tilloze 5.6.

pocet Castic pocet mikrostavii
0 3°=1
1 31=3
2 32=9
3 3% =27
4 3* =81

Urcili jsme jednotlivé pocty mikrostavi a ted’ jiz vyjadiime grandkanonickou
statistickou sumu. Jednotlivé sumy odpovidaji jednotlivym moznostem poctu

¢astic. Dostavame:

z —NEi+Nu 1 —0-0+0-0 3 —1'0+1'0 —2:0+2- 0

=0 lN i0=1 i1=1 12_1
27 _3.0430 O 40440
+Ze RpT +Ze—kaT 14+ 3+9+27+81=
i3:1 l4=1
=121.

b) Nejprve ur¢ime pocty mikrostavii pro jednotlivé pocty bosonil. Jelikoz se jedna

o bosony pocet mikrostavli se ur¢i pomoci vztahu (1.6) pro kombinace
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s opakovanim. Pocty mikrostavil se urcuji stejnym zptisobem jako v tloze 5.2,
akorat v této uloze uvazujeme postupné rizné pocty ¢astic, mame 0, 1, 2, 3 az

4 bosony. Pocty mikrostavi pro piehlednost uvedeme do tabulky 5.3.

Tabulka 5.3: PoCty mikrostavli pro riizné pocty bosoni v tloze 5.6.

pocet bosonil pocet mikrostavii
0+3-1 2
: (o )=(g)=1
0
1+3—1 3
! )=()-
(7 )=()=s
2+3—1 4
: )=(;)-
(72 )=()=s
3 (3+3—1) (5)_10
3) =
44+3-1 6
4 =
(e )=()=1s

Grandkanonicka statisticka suma ma tvar:

4 —NE;+Nu —0:0+0-0 —10+10 —20+20

N=0 lN lo_l 11_1 12_1

10

+Ze

-0+3-0 —4-0+4-0
kpT +ze kT =1+ 3+6+ 10+ 15 = 35.

Nejprve ur¢ime pocty mikrostavii pro jednotlivé pocty fermiont. Jelikoz se
jedna o fermiony pocet mikrostavl se ur¢i pomoci vztahu (1.3) pro kombinace.
Pocty mikrostavil se urcuji stejné jako v tlloze 5.2, akorat postupné uvazujeme

0 az 4 fermiony. Poc¢ty mikrostavli pro piehlednost uvedeme do tabulky 5.4.

Pro 4 fermiony nemame Zadnou moznost, jak by mohly obsadit 3 rizné stavy,
protoze by to znamenalo, Ze by n¢jaké 2 fermiony musely byt ve stejném stavu

a to nelze.
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Tabulka 5.4: PoCty mikrostavii pro rizné pocty fermiont v loze 5.6.

pocet fermionit | pocet mikrostavii
3
0
3) _3
)=

<
)
<

Grandkanonicka statistickd suma ma tvar:

—NEi+Nu 1 —0-0+0-0 3 —T0+10

=0 lN i0=1 i1=1

+Ze

iz=

-0+3-0
kT =1+ 3+3+1=8.

a) maximalné 3 rozliSitelné Castice,
b) maximalné 3 identické bosony,

¢) maximalné 3 identické fermiony.

—20+20

12—1

Uloha 5.7: Kvantovy systém obsahuje pét riznych stavil se stejnou energii. Energie
ma ve vSech stavech hodnotu € # 0 a chemicky potencial u je také nenulovy a kon-

stantni. Uréete grandkanonickou statistickou sumu Z v ptipad¢, Ze systém miize obsa-

a) Nejprve ur¢ime pocty mikrostavli pro jednotlivé pocty rozliSitelnych castic,

pomoci vztahu (1.4) pro variace s opakovanim, kdy kazda ¢astice ma na vybér

z 5 riznych stavl. Pocty mikrostavl pro piehlednost uvedeme do tabulky 5.5.
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Tabulka 5.5: Pocty mikrostavi pro jednotlivé pocty rozlisitelnych ¢astic v uloze 5.7.

pocet castic pocet mikrostavl
0 50=1
1 51 =5
2 52 =25
3 53 =125

Dosadime do vztahu (5.3) pro grandkanonickou statistickou sumu a dosta-

vame:

3 —NE;+Nu 1 —0e+0u > —le+1u 25 —2&+2U
Z=Z e ksT =Ze keT —+ > e ksT + > e ksT +

N=0 lN i0=1 i1=1 i2=1
125 —3&+3u —&+u —2&+2u —3&+3u
+ Z e kT =1+ 5e k8T +25e *8T + 125e ksT
i3=1

b) Pocty mikrostavii pro jednotlivé pocty bosoni uré¢ime pomoci vztahu (1.6)
pro kombinace s opakovanim. Pocty mikrostavii pro piehlednost uvedeme

do tabulky 5.6.

Tabulka 5.6: PoCty mikrostavii pro jednotlivé pocty bosont v tloze 5.7.

pocet bosontl pocet mikrostavli
0+5-1 4
0 =
(o )=ly)=
1+ 5 -1 5
1 =
(1 )=()=s
2+ 5 -1 6
2 =
(7)==
3+ 5 -1 7
i ( ) (3) =3

Ze vztahu (5.3) pro grandkanonickou statistickou sumu dostavame:

—NEi+Nu 1 —0g+0u > —le+1u 15 —2&+2U
. ZZ W W Y

=0 lN i0=1 i1=1 i2=1
35
—3&+3u —&+u —2&+2u —3&+3u
+Ze ksT =1+ 5e k8T +15e kT + 35e ksT .
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¢) Pocty mikrostavii pro jednotlivé pocty fermionti ur¢ime pomoci vztahu (1.3)

pro kombinace. Pocty mikrostavii pro piehlednost uvedeme do tabulky 5.7.

Tabulka 5.7: Poéty mikrostavii pro jednotlivé pocty fermiont v tloze 5.7.

pocet fermionti | pocet mikrostavi
0 <5> -
0
5
1 —
)= s
5
2 =
()= 10
5
3 ( ) =10
3

Dosadime do vztahu (5.3) pro grandkanonickou statistickou sumu a dosta-

vame:

3 —NE;+Nu 1 —0e+0u > —le+1u 10 —2&+2U
Z=ZZ€ keT =Ze keT  + > e k8T + > e ksl +

N=0 15 i0=1 i1=1 i2=1
10 —3&+3u —&+u —2&+2u —3&+3u
+Ze ks =1+ 5e k8T +10e k8T + 10e ksT
i3=1

Vsimnéme si, Ze ve vSech ulohach jsme uvazovali i ¢len grandkanonické statistické
sumy Z, ve kterém bylo N = 0, tj. uvaZovali jsme i moZnost, Ze v systému neni zadna

Castice, a tento ¢len byl vzdy roven 1.
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Z.avér

Cilem této bakalarské prace bylo vytvofit studijni text, ktery by pomohl ¢tena-
fam aplikovat jejich znalosti z kombinatoriky ve fyzikdlnich tlohach. Tento cil byl
v bakalarské praci naplnén, nebot’ vznikl text, ktery obsahuje vysvétleni zékladnich
vztahll a pojmt a feSené Ulohy, ve kterych tyto vztahy a pojmy Ctenar aplikuje. V prv-
nich dvou kapitolach se jednalo o ¢isté matematické tlohy, ve kterych si ¢tenai zopa-
koval kombinatorické znalosti, a az poté tyto své znalosti aplikoval ve fyzikalnich tlo-
hach.

Za klicovou povazujeme druhou kapitolu Pfipravné tlohy, kterd poméha pte-
konat bariéru mezi ¢ist¢ matematickymi a fyzikalnimi tlohami. Domnivame se, Ze tato
kapitola miize pomoci ¢tenafi tento piechod 1épe zvladnout, nebot’ se Ctenar pii feseni
fyzikalni ulohy maze podivat do této kapitoly a ujasnit si, jak se fesila analogicka tiloha
s béznymi objekty (rostlinkami, kvétinaci atd.) a teprve poté si ji ,,prelozit do feci
¢astic a energetickych stavi.

Ja samotna jsem si pfi psani této bakalarské prace ujasnila spoustu fyzikalnich
pojmi, které mi byly, jak jsem jiz psala v ivodu prace nejasné a hodné mi k tomu
dopomohly zminéné tlohy z kapitoly Ptipravné tlohy.

Prace by v budoucnu mohla byt jesté rozsitena o kapitolu tykajici se entropie a

o ulohy feSené pomoci Stirlingova vzorce.
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