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Abstrakt: Mnoho astrofyzikalné zajimavych situaci neumime dnes popsat ana-
lyticky presnym feSenim Einsteinovych rovnic, a proto se zkoumaji na turovni
perturbaci zndmych prostorocasii. Existuji rizné zptisoby, jak tyto perturbace
zkoumat. Lze hledat primo perturbace metriky presného feseni Einsteinovych
rovnic. Ve vakuovych prostorocasech typu D se ukazalo vyhodné zkoumat per-
turbace v GHP formalismu zavedenim Debyeova potencialu. V této praci se vénu-
jeme propojenim téchto dvou pristupi. Prezentujeme obecny postup, jak prejit
od Debyeova potencidlu ke stacionarnim axisymetrickym perturbacim Kerrovy
metriky. Tento postup vyzaduje hledani kalibra¢niho vektoru. Ukézali jsme, ze
oba pristupy vedou na stejnou perturbaci zarivych komponent Weylova tenzoru,
a mezi témito komponentami jsme nalezli jednoduchy vztah.
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Abstract: The exact analytical solutions of Einstein’s equations describing sys-
tems of astrophysical interest have not been found yet, and thus they have to
be studied only as perturbations of known spacetimes. There are various ways to
investigate these perturbations. One can look directly for perturbations of metric
of the exact solution of Einstein’s equations. In vacuum spacetimes of type D, it
has proved advantageous to investigate perturbations in the GHP formalism by
introducing the Debye potential. In this paper, we discuss the connection between
these two approaches. We present a general procedure for translating the results
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Uvod

Albert Einstein ve svém ¢lanku (Einstein) 1915 formuloval obecnou relativitu
a dnes nazyvané Einsteinovy rovnice. O rok pozdéji ve ¢lanku (Einstein, [1916)
teoreticky predpovédél existenci gravitacnich vin. O dalsich 100 let pozdéji se
podafilo ptimo detekovat tyto gravitacni viny na detektoru LIGO (Abbott a kol.|
2016). Mezi dalsi detektory gravitacnich vin patii napr. VIRGO a v pripravé je
prvni vesmirny detektor gravitacnich vin LISA.

Detekce gravitacnich vin otevira nové okno do vesmiru, a proto ma vyznam je
zkoumat na trovni gravitacnich perturbaci obecné. Existuje vice formalismii, ve
kterych lze gravitacni perturbace zkoumat. Standardné se vsak provadi linearizaci
veli¢in a rovnic kolem neperturbovaného prostorocasu. V tenzorovém formalismu
se vychéazi z perturbace metriky, ktera vsak neni jednoznacna. Diky kalibracni
volnosti totiz mohou rtzné perturbace metriky popisovat stejnou fyzikalni situaci
(Stewart a Walker, |1974)).

Dalsi moznosti je popisovat perturbace v GHP formalismu (Geroch a kol.|
1973) pomoci Debyeova potencidlu, ktery do obecné relativity pro elektromagne-
tické pole zobecnili|(Cohen a Kegeles (1974) a déle nejen pro gravitaéni perturbace
na prostorocasech typu D rozsitili [Cohen a Kegeles (1975]). Debyetuv potencial
predstavuje komplexni funkci, ze které lze GHP derivacemi ziskat jak perturbaci
metriky, tak perturbace zarivych komponent Weylova tenzoru. Nevyhodou De-
byeova potencidlu je, Ze jim nelze urcit v pripadé gravitace monopolové a dipdlové
perturbace (Kofron, 2020).

Kerrova metrika (Kerr, [1963)) popisujici rotujici ¢ernou diru je z astrofyzi-
kalniho hlediska velmi dtlezitd, nebof rotujici ¢erné diry predstavuji obvykle
zavérecnou fazi vyvoje dostatecné hmotnych hvézd (Bardeen, |1970)). Zaroven lze
spoustu zajimavych astrofyzikalnich procesii kolem téchto ¢ernych dér, jako naprt.
rotujici disky nebo vyzarovani gravitacnich vln, zkoumat na trovni perturbaci.
Proto se v druhé c¢asti této prace budeme soustredit na gravitaéni perturbace
Kerrovy metriky.

Weylovym formalismem zkoumadni gravitacnich perturbaci oznacujeme gravi-
tacni perturbace cirkuldrnich prostoroc¢ast popsanych Weylovou metrikou (Weyl,
1917) za predpokladu, Ze perturbovand metrika zustava v této Weyloveé tiidé me-
trik. A pravé Kerrova metrika je jednim z predstaviteli Weylovy tiidy metrik.
Weyluv formalismus pro Kerrovu metriku proto bude predstavovat stacionarni
axialné symetrické perturbace rotujici ¢erné diry, kterym se v této praci budeme
vénovat.

Na nékterych trovnich neni stéle explicitni prechod mezi Weylovym formalis-
mem a GHP formalismem s uzitim Debyeova potencialu. V téchto dvou forma-
lismech dostavame totiz diky kalibra¢ni volnosti obecné rtzné perturbace veli-
¢in. Piikladem je perturbace metriky, kterd v GHP formalismu vede na kalibraci
anglicky zvanou ingoing nebo outgoing radiation gauge. Na druhou stranu exi-
stuji kalibra¢né invariantni veli¢iny, jako napt. zarivé komponenty NP Weylova
tenzoru na prostorocasech typu D. V obou pripadech se v této praci vénujeme
vzajemnému vztahu téchto dvou formalismt pro perturbace, pripadné ovérujeme
ze davaji stejny vysledek.

Abstraktni indexy jsou znaceny tucnymi pismeny latinské abecedy. Kulaté



zavorky kolem indexti znaci symetrizaci a hranaté zavorky kolem indext znaci
antisymetrizaci. Signatura metriky je v ramci celé prace (+ — — —). Riemannuv
tenzor kiivosti Rgp°q Levi-Civitovy kovariantni derivace V, je definovan rovnici

Ruptqvt =V, Vyv¢ — VV, v°, (1)

kde v je libovolné hladké vektorové pole. Ricciho tenzor kiivosti R je kontrakei
Riemannova tenzoru,

Rab - Rcacb . (2)

Pouzivame geometrizované jednotky ¢ = G = 1 a uvazujeme nulovou kosmologi-
ckou konstantu.



1. Obecna relativita v NP a GHP

formalismu

1.1 NP formalismus a NP tetrada

Ukazalo se, ze nékteré problémy obecné relativity 1ze oproti standardnimu ten-
zorovému formalismu vyhodnéji studovat pomoci skalarniho formalismu. Jedna
se o formalismus, ktery misto tenzor pracuje se skalary, které se ziskaji naprt.
projekcemi tenzort na béazi. Mezi vyhody skalarniho formalismu mutze patrit zje-
dnodusi rady rovnic v takovém smyslu, Ze jsou pak snadnéji resitelnéjsi. V tenzo-
rovém formalismu maji rovnice naopak zpravidla ispornéjsi podobu. Dalsi vyhoda
skaldrniho formalismu je, ze pouziva skaldry a derivace plisobici pouze na ska-
lary, které nezaviseji na volbé soutradnic. V tenzorovém formalismu je naopak pti
konkrétnich vypoctech zapotiebi oné volby souradnic.

Prikladem skalarniho formalismu, ktery nalezl Siroké uplatnéni zejména pri
reseni algebraicky specialnich prostorocasti, je tzv. NP formalismus, ktery za-
vedli Newman a Penrose| (1962). NP formalismus dostédva svou podobu pfiro-
zené, vychazi-li se ze spinorového formalismus. Lze vsak na néj nahlizet i jako na
specialni tetradovy formalismus, kde se vSechny tenzorové veli¢iny a kovariantni
derivace projektuji na patficné zvolenou nulovou tetradu (I, n, m,m), tzv. NP
tetradu. Pro NP tetradu pozadujeme, aby byly I, n redlné a m,m komplexni, a
dale aby splnovaly normalizac¢ni vztahy

l-n=—-m m=1, (1.1)

zatimco zbylé skalarni souciny jsou nulové. Skaldrni soucin dany metrikou ggp
znac¢ime jako g(I,n) = gapl®nb =1 - n.

3
Zvolené NP tetradé odpovida ortonormélni tetrada {E(i)}'—o s transforma-
¢nimi vztahy

l= %5 (E<o> + E(l)) : n = %5 (E<o> - E(l)) : »
m = ﬁ (E(g) + iE(4)) , m = ﬁ (E(g) — iE(4)) .

Ortonormalni tetrada pak spliuje standardni normalizacni vztahy
Eq) Eqo =—Eq) Eq=—Ep Epg=—Eg Ez =1, (1.3)

kde zbylé skalarni souciny jsou nulové.

NP tetrdda slozend z vektora (1%, m® m®,m®) tvori vektorovou bazi B =
{e;}i, = {1°, n® m® ma}. Normalizaéni vztahy NP tetrddy pak definuji
dudlni (kovektorovou) bazi jako B* = {ei}f:1 ={ng,la, — My, — My} ametriku
ve tvaru

gab = 2l(anb) - 2m(amb) . (14)

Prvky vektorové baze B a kovektorové baze B* jsou spjaty vztahy
<ei,ej> =07, (1.5)

kde zévorky (,) znadf kontrakei vektoru a kovektoru a ! znadf Kroneckerovo
delta.



1.2 NP spinové koeficienty

V NP formalismu se namisto Levi-Civitovy kovariantni derivace V, (tj. bez-
torzni a metrické), pouzivaji smérové derivace podél vektori NP tetrady (tzv. NP
derivace) definované nasledovné

D=1°V,, A=n°V,, §=m*V,, 6=m"V,. (1.6)

Levi-Civitovu kovariantni derivaci zkonstruujeme zpétné vztahem

Vae=nsD +1,A —m,0 —mg,0. (1.7)
NP tetrada definuje tetradovou kovariantni derivaci d,, ktera ji anihiluje, neboli
da€;i =0=04,e" proi=1,...4. (1.8)

Rozdil Levi-Civitovy a tetradové kovariantni derivace je dan rozdilovym tenzo-
rem v = V — 0. Z definice tetradové derivace a pusobeni rozdilového tenzoru jako
pseudoderivace dostaneme

k k b k
Ve =% & €'Veei=7",e, & e4e*'Vaee, =v";.  (1.9)

Komponenty 'ykij v NP bazi B jsou tzv. spinové rotac¢ni koeficienty. 24 nezavislych
komponent rozdilového tenzoru v NP bazi je v NP formalismu zakdédovano ve 12
komplexnich skalarech, tzv. NP spinovych koeficientech definovanych vztahem

Yabe = 2n[amc] (nb/f — Mpp — Mo + le)
+ 2myaly (Lo — Mo — mp\ + 1)

+lang [ (e +6) + 1 (v +7) — 2 (a + 5) |

+ mgmg [nb (e—€) =1y (y —7) + 2my (a - 5)] +c.c.,

(1.10)

kde c.c. znaci komplexné sdruzené predchozi ¢leny.

1.3 Riemannuv tenzor v NP formalismu

Ve c¢tytech dimenzich mé rozklad Riemannova tenzoru kiivosti Rgpeq na jeho
bezestopé Casti tvar

abc

1
aT *R(Q Ag)g,bcd ) (1.11)

1
Rabcd - Cabcd + 5 (S /\\g) 24

kde Capeq je Weyluv tenzor, Sy, je bezestopy Ricciho tenzor a R znac¢i Ricciho
skalar. V rovnici jsme pouzili operator double-wedge, ktery zobrazi dva
symetrické tenzory Agp, a Beg na tenzor majici symetrie Riemannova tenzoru
podle definice

(A /\\B) d = 4A[a|[cBb]|d] = AacBbd + Adeac - Aadec — Achad . (1.12)

abce

Deset nezavislych komponent Weylova tenzoru je v NP formalismu zakédovano
v péti komplexnich skalarech, tzv. NP Weylovych skaldrech, definovanych vztahy
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b d
Uy = —Clapeal*m’l°m? ,

U; = —Clapeal®n®l*m?

Uy = —Capegl®mbmn? (1.13)
U3 = —Cipean®l’nm?

\114 = — abcdn“ﬁbncm‘i .

Ekvivalentné lze NP skalar ¥, definovat jako

1
Uy = 3 (Capeal "n"1°n" — Cupeal*n"m*m") . (1.14)

kde na pravé strané prvni clen tvori redlnou ¢ast a druhy clen tvori ryze imaginarni
cast NP skalaru W,. Bezestopy Ricciho tenzor S, je dan tfemi komplexnimi a
tfemi redlnymi skalary, tzv. NP Ricciho skalary, definovanymi vztahy

1
P = §Sabl"l”,
1
Dy = isablamba
1
Dyy = *Sabmamba
2 (1.15)

b = iSab (l“nb + m“mb> ,

a, b
@12 = §Sabn m-,

1
(1322 = §Sabnanb .

Ricciho skalar je v NP formalismu nahrazen NP skalarem A definovanym jako

_ R
24

NP Weylovy skalary, NP Ricciho skalary a NP skalar A tak efektivné koduji 20
nezavislych komponent Riemannova tenzoru.

Déle budeme predpokladat Riemannuv tenzor kiivosti (a z ného odvozené
tenzory a NP skaldry) spojeny s Levi-Civitovou kovariantni derivaci V. Potom
NP Weylovy skalary a NP Ricciho skalary splnuji NP Ricciho rovnice. Plnou
sadu NP Ricciho rovnic lze nalézt napf. v monografii (Stephani a kol., 2003). Pro
pozdéjsi pouziti zde uvddime nésledujici NP Ricciho rovnice

A (1.16)

Aa—dy=(p+)v—(T+BA+(F-Rma+(B-7)y—Ts,  (L17a)
dk—Do=—-Be—€+p+po+(@+3—-7T+7)k— Y, (1.17b)
07— AL =T+ M+ (y+7) 1 —vE + (?—334—04)?—1-(1)22. (1.17c)

1.4 Transformace NP tetrady

Transformace zachovdvajici normalizacni vztahy (1.3) v daném bodé tvori
sestidimenzionalni Lorentzovu grupu. Obecnou transformaci 1ze slozit ze ti{ pro-

7



storovych rotaci a ti{ boostli. Prostorova rotace kolem vektoru Es) je dana pa-
rametrem 63 jako
/
E) = Eq)

E},, = cosO3E) —sin03E),

E1) ‘ 31 35(2) (1.18)
E(2) = Sin 93E(1) -+ cos 03E(2) s

Rotace kolem vektoru E(j), resp. E(y), je ddna parametrem 0y, resp. , obdobnymi
vztahy. Boost ve sméru E3) je ddn parametrem vz jako

E, = B — vsbi
1— 2
E,) = Eq), (119)
Ey) = Eq),
B, = E) — vsE)
1—0v3

Boost ve sméru E(y), resp E(y), je dan parametrem vy, resp. vy obdobnymi vztahy.

V te¢i NP tetrady lze obecnou Lorentzovu transformaci slozit ze dvou nulo-
vych rotaci, z jedné prostorové rotace a jednoho boostu (Stephani a kol., |2003).
Nulova rotace kolem [l je dana komplexnim parametrem B jako

V=1,
n’ =n+ Bm + Bm + BBI, (1.20)
m' =m+ BI.

Nulova rotace kolem n je dana komplexnim parametrem FE jako

l!=1+Em+FEm+ EEn,
n' =n, (1.21)

m =m-+ En.

Prostorova rotace kolem E(y), tzv. rotace v m-m rovingé, je dana redlnym para-
metrem 6 jako
=1,
n =n, (1.22)
m’ =e'm.
Boost ve sméru E(yy, tzv. boost v I-n roving, je dan redlnym parametrem A > 0
jako

U= Al
n =A"'n, (1.23)
m =m.

1.5 Transformace NP Weylovych skalara

NP Weylovy skalary ((1.13)) nejsou obecné invariantni vzhledem k Lorentzovym
transformacim (Stephani a kol [2003)). Pod ptsobenim nulové rotace kolem 1

8



(rovnice (|1.20])) se transformuji podle vztahi

\Di) == \Ilo,
U, =V, + BY,,
U, = Uy + 2BV, + By, (1.24)

U, = U, + 3BV, + 3B°0, + By,
U, = Uy + 4BV, + 6B°U, + 4B’V + B'T,.

Pod ptisobenim nulové rotace kolem m (rovnice (1.21)) se NP Weylovy skalary
transformuji podle vztahi

U = Uy + 4BV, + 6E*U, + 430, + B4,
V) =, + 36V, + 3E*U; + 20,

U, = U, + 2BV, + E*0, (1.25)
U =Wy + BV,
U, =",

Pod pisobenim rotace v m-mw roviné (rovnice ((1.22))) se NP Weylovy skalary
transformuji podle vztahi

Uy =0y, U =c"0y, V=0, Wy=c 0y, T),=c 0,
(1.26)
Pod puisobenim boostu v I-n roviné (rovnice ((1.23))) se NP Weylovy skalary trans-
formuji podle vztahii

W)= A%y, U =AU, U, =0,, U,=A"0y U, =A20,. (1.27)

1.6 GHP formalismus

Na NP formalismus pfirozené navazuje GHP (Geroch-Held-Penrose) formali-
smus (Geroch, Held a Penrose, (1973), ktery naléza uplatnéni predevsim v prosto-
rocasech, ve kterych existuje prirozeny vybér dvojice realnych vektori NP tetrady
lan.

GHP formalismus zavadi diskrétni operator ¢arka (), ktery pii ptisobeni na
NP tetradu prohazuje vektory I a n a vektory m a m, neboli

L+ n, m s m. (1.28)

Ptisobeni operatoru ¢arka na NP skalary je odvozeno od jejich defini¢nich vztaht
a od této transformace NP tetrady. Z implicitné definovanych NP spinovych ko-
eficientt rovnici ((1.10]) dostaneme piisobeni operdtoru ¢arka jako

/f<;>—l/, p<;>—,u, U(%—/\, 7'<;>—7r, e(%—y, Bé—a.
(1.29)
Ktivostni NP skalary se pod pusobenim operatoru carka transformuji jako

o Uy, Uy s Wy, Wy Uy, A+ A, (1.30)
Dy +— Doy, cI>01<—>612, ‘1)02<—>602> Dy — Dy

9



Smérové derivace podél NP tetrady se pod piisobenim operdtoru ¢arka transfor-
muji jednoduse jako
D+— A, §¢—96. (1.31)

Obecné Lorentzovy transformace zachovavajici smér dvojice redlnych vektorii
NP tetrddy tvoii dvouparametrickou grupu slozenou z boosti v I-n roviné (ro-

vnice ([1.23))) a rotace v m-mz roviné (rovnice ((1.22)). Lze je parametrizovat je-
dinou komplexni funkci A a transformace nabyva tvaru

U =M\, n =\x""\"n, (1.32)
m = \\""m, m = \"'\m. (1.33)

Od této transformace se odviji i transformace vsech NP skalari podle jejich de-
finic. Skalar, ktery se transformuje podle rovnice

n =Ny, (1.34)

nazyvame GHP skaldr GHP vahy [p,q]. Spinova védha spojend s rotaci v m-m
roviné takového skaldru je (p — ¢)/2 a boostova vaha spojend s boostem v I-n
roviné je (p + ¢)/2. Z defini¢nich vztahu GHP skalaru (rovnice - (L.34))
plyne, ze operator ¢arka transformuje GHP skalar vahy [p,q] na GHP skalar
vahy [—p,—q] a Ze komplexni sdruzeni vytvori z GHP skaldru vahy [p,q] GHP
skalar vahy [g,p]. Operace carka a komplexni sdruzeni navzajem komutuji. GHP
vahu lze pouzit pro kontrolu spravnosti rovnic, nebot lze spolu porovnavat jen
¢leny se stejnou GHP vahou.

GHP vahu budeme obcas uvadét ve spodnim indexu jako napt. v nasledujicich

GHP skalarech,

\112[010] Y \113[720] ) \2[14[,4@] Y ¢00[2,2] Y ¢01[2,0] Y ¢00[2yf2] Y ¢11[0,0] Y A[O,O] *
(1.35)
Z dvanacti NP spinovych koeficientii se jen osm z nich transformuje jako GHP
skalar podle rovnice ([1.34]). Jejich GHP vahy jsou

K31,  Ppa), 03B,-1, T1,-1]>

(1.36)
Vi—3,-1]s H[-1,-1] > /\[—3,1] y o T=1,1] -

Stejné jako NP skalary 3, € a jejich ¢arkované verze se i NP derivace netransfor-
muji podle vztahu . Lze z nich vsak zkonstruovat tzv. GHP derivace, které
pri ptisobeni na GHP skalar vytvori novy GHP skalar jiné vahy. Jedna se o GHP
derivace b, 0 a jejich c¢arkované Verzdﬂ definované plisobenim na GHP skalar n
vahy [p,q] vztahy

bn = (D — pe — qé)n, b'n= (A +pe +qe)n, (1.37)
= (6—-ps+ab)n, o= (3+p8 —qB)n. (1.38)

GHP derivace b, resp. b’, zvysuje o 1, resp. snizuje o 1, boostovou vahu a GHP
derivace 0, resp. 0, zvySuje o 1, resp. snizuje o 1, spinovou vahu, neboli GHP

1Symbol & jiz znacil tetrddovou kovariantni derivaci. Dale budeme tento symbol pouzivat
vyhradné jako GHP derivaci.
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derivace méni GHP vahu nésledovné,

b— [+1,+ 1], p—[-1,-1], (1.39)
0— [+1,—1], O — [—1,+1]. (1.40)

Z defini¢nich vztaht ((1.37)) a (1.38]) plyne
bn=b7, on=207, (1.41)

kde 1 je GHP skalar. N4 zakladé rovnic (|1.32))-(|1.34) Ize v jistém vyznamu prifadit
GHP vahu prvkim NP tetrady takto,

lny, mei—y, mp_y, M. (1.42)
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2. Gravitacni perturbace

2.1 Jednoparametricka trida reseni

Mezi znamé presné teSeni Einsteinovych rovnic nepatii napf. rotujici ¢erna
dira obklopené akrec¢nim diskem nebo vyzarujici gravitacni viny, prestoze se jedna
o astronomicky vyznamné objekty. V rezimech, kdy lze situaci aproximovat gra-
vita¢ni perturbaci na pozadovém prostorocasu, se hledani feseni a jeho vlastnosti
znacné zjednodusuje. Pri studiu perturbaci vsak dochéazi ke vzniku nového pro-
blému, kterému se budeme v této kapitole vénovat.

Predpokladejme, Ze zname néjaké presné reseni Einsteinovych rovnic dané me-
trikou g na varieté M - tvori dvojici (M, g). V idedlnim pfipadé bychom chtéli
znat jednoparametrickou tiidu presnych fesenich Einsteinovych rovnic (M, g’)
parametrizované parametrem € sestévajici z t¥idy metrik g’ = g(€) na tiidé va-
riet M’ = M(€). Parametr € je zvolen tak, ze pro nulovou hodnotu dostaneme
pozadovy, neperturbovany prostorocas a pozadovou metriku, tj. M(0) = M
a g(0) = g. Za predpokladu, ze hodnota parametru € je mald, hleddme namisto
presného TeSeni linearni perturbaci metriky ve formé tenzoru -. Formalné lze
linearizaci metriky zapsat ve tvaru

9@ =g+evy+0(@), (2.1)

kde « nezévisi na €. Rovnice (2.1)) ma vSak jeden vyznamny nedostatek, ktery tvori
zakladni problém studia perturbace prostorocasti. Tomuto problému se vénujeme
v nasledujici podkapitole.

2.2 Identifikacni problém a kalibracni volnost

Pri studiu gravitac¢nich perturbaci pracujeme se dvéma odlisSnymi prostorocasy
- s pozadovym prostorocasem M a s perturbovanym prostoroc¢asem M’. Jedna se
o dva odlisné objekty a klicovy problém gravitacnich perturbaci je, zZe neexistuje
prirozend nebo néjak preferovand identifikace bodu variety M s body variety M’.
Matematicky feceno neexistuje preferovand volba diffeomorfismu z M do M'[]]
7 toho vyplyva, Ze ani nelze preferované porovnavat dalsi objekty jako treba
tenzory na varieté M a M’. Podivame se na to, jak se projevi nejednoznacnost
volby tohoto diffeomorfismu. Tomuto problému se vénoval jiz ¢lanek (Stewart a
Walker, 1974)).
Zkusme opravit rovnici , kde namisto metriky g budeme uvazovat obecny
objekt @, .
Q@) = Q+20 +0(@), (2:2)
kde Q(€) je objekt zijici na varieté M’, @ je objekt zijici na varieté M a objekt Q
7ijici na varieté M budeme nazyvat derivace Q. Dodejme, Ze Q a () nezavisi na .
Predpokladejme, Ze zvolime dany diffeomorfismus p z variety M do vari-
ety M’, neboli
pw: M= M. (2.3)

I Diffeomorfismus, tj. 1-1 zobrazeni, které je i se svou inverzi hladké, volime proto, aby nim
déle indukoval push-forward tenzoru.
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Diffeomorfismus y indukuje push-forward pu, tenzoru z variety M do variety M’
a pull-back p* tenzoru z variety M’ do variety M. Objekt Q(€; u(z)) v bodé u(z),
kde 2 € M, pak miizeme srovnat s objekty 1,(Q(2)) = (11:Q) (11(2)) a 1, (Q()) =
(1.Q)(p(x)) Zijicimi na varieté M'. Opravené rovnice ma potom tvar

Q& p(x)) = 1 (Q(x)) + ep(Q(x)) + O() . (2.4)
Zaroven pozadujeme, aby rovnice platila v limité € — 0, neboli
Q(u(x)) = 1 (Q(z)) - (2.5)

Aby byla tato rovnice splnéna pro vsechna (@), je nezbytné aby byl diffeomorfismus
také parametrizovan parametrem ¢ a aby pro ¢ = 0, kdy nastava p : M — M,
bylo p identita,

= 1w(€) = pe, kde po =1id. (2.6)

Z tohoto ditvodu je vhodné uvaZovat pétidimenzionalni varietu A, ktera je fo-
liovana ¢tyrdimenziondlnimi varietami M’ tak, Ze € parametrizujici variety M’
tvori dobfe definovanou souradnici na NV. Potom lze na jednoparametrickou t¥idu
diffeomorfismu p; zobrazujici body z N do N nahlizet jako na tok. Oznacéme ve-
ktorové pole na /\/ﬂ prislusejici toku p; jako M. Nase vychozi rovnice prejde
na tvar .

Q(& pe(x)) = pe, (Q()) + 41z, (Q(2)) + O(€%) . (2.7)
Tuto rovnici stdAhneme zpét na varietu M pusobenim pull-backem p:* = p_z,,
¢imz dostaneme

He.Q(E pe(2)) = Q(x) +EQ(x) + O(&), (2:8)
kde jsme vyuzili, ze pe, iz, = o, = id. Hledanou derivaci Q(x) vyjadiime jako

Ons(@) = lim Hoe Q6 pe(r)) = Q) _ LarQE ), (2.9)

€—0 €

kde jsme rozpoznali definici Lieovy derivace Lp; podél vektorového pole M 7iji-
ctho na varieté NV, které je vzhledem k varieté M z konstrukce tilohy transverzalni.
Derivace objektu @ tedy zavisi na volbé diffeomorfismu, coz jsme jiz naznacili
v rovnici spodnim indexem v Q M- Rovnici lze prepsat pomoci totalni

derivace do tvaru

Orale) = b2, Q(E ()

= LymQ(& ). (2.10)
é=0
V nasledujicich podkapitolach a kapitolach nebudeme vzdy v derivaci objektu
uvadét zvoleny diffeomorfismus a rovnice typu (2.10) budeme zapisovat ve zkra-
cené formalni podobé
. d B N
Q=26 ~LQ@. 211)
€ =0
Zvolime-li obecné jinou jednoparametrickou tridu diffeomorfismi vz odpovi-
dajici vektorovému poli IN, bude hledana derivace ()5 rovna

Qn = LNQ(E). (2.12)

2Piesnéji feceno toto vektorové pole Zije na teéném bandlu variety A.
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Rozdil téchto dvou derivaci dany odlisnou volbou vektorového pole je

Qn — Qn = LaQ(E) — LnQ(E) = Lar-nQ(#). (2.13)

Vzhledem k tomu, ze toky u: a v: jsou parametrizovany stejnym parametrem €,
je vektorové pole u = M — IN tangencialni k varieté M, neboli Zije na tecném
bandlu variety M. Lieova derivace je pak pouze citlivd na to, jak se Q(€) chova
na varieté M, a muzeme proto psat

Qn — Qn = LuQ. (2.14)

Podrobnym rozborem tak dostdvame znadmy vysledek, Ze perturbace ) veli¢iny Q
je ddna jednoznacné az na Lieovu derivaci neperturbované veli¢iny () podél li-
bovolného hladkého vektorového pole w Zijictho na neperturbované varieté M.
Libovtle ve volbé w nam udava tzv. kalibra¢ni volnost gravitacnich perturbaci

a u nazyvame kalibra¢nim vektorem.

Drobnou modifikaci rovnice (2.13]) dostaneme
Qum +Qn = LmQ+ LnQ = LarynQ, (2.15)

neboli sou¢tem dvou perturbaci @ M A Q ~ ziskdme novou perturbaci Q/ danou
kalibracnim vektorem M 4 IN. Linearni perturbace tak lze jednoduSe sc¢itat.
(V pripadé perturbaci danych vicero parametry je potieba uvazovat odpovidajici
vicedimenziondln{ varietu N.)

Klicovou roli pri studiu gravitacnich perturbaci hraji velic¢iny, které jsou tzv.
kalibra¢né invariantni, tj. jejich derivace nezavisi na volbé vektoru v Lieové de-
rivaci. Poznamenejme tak klicovy poznatek plynouci z rovnice , ze pokud
je neperturbovand veli¢ina ) vSude nulova (nebo konstantni), je jeji derivace Q
kalibra¢né invariantni.

2.3 Metrické perturbace

Motivovani predeslymi podkapitolami budeme tenzor ~ prevazné nazyvat de-
rivaci metriky, nebot dle definice

9(€)|  =Lug(e). (2.16)

Y=g=

&~

Za perturbaci metriky prvniho radu pak budeme standardné povazovat tenzor é~.
Perturbace metriky se standardné v literature provadi tak, ze uvazujeme po-
zadovou metriku g rozloZenou do néjaké baze {e'},_, ,,

g=gse'e < g(z)=g;x)e(r)e(r). (2.17)

Perturbace metriky pak byva provedena prostiednictvim perturbace komponent
metriky g;;. Nové komponenty metriky g¢;;(€) zaviseji na parametru € a perturbo-
vana metrika se standardné pise ve tvaru

g(&z) = gij(Ex)e (z)el (x), (2.18)

14



......

pokladanému diffeomorfismu. Derivace metriky se pak standardné ziska derivaci
rovnice (2.18)) podle € a polozenim € = 0,

vy = Lgi{(d eel — ()= 7dgij(f’x) e'(r)el(x). (2.19)

dé | de Jeog
Problémem v predchozim postupu je rovnice , nebot objekty g(€&; x)
a ¢;;(€,x) ziji na varieté M’ a ne v bodé x € M. Nyni ukdZeme, co se ve skute-
¢nosti skryva za postupem vyse, a jak lze rigorézné dojit k rovnici . Pertu-
rbované metrické komponenty g;;(€) jiz nelezi v bodé x € M, ale v bodé pz(z) €
M’ kde p; tvori tok. Perturbovana metrika je pak ve skutec¢nosti predpokladand

ve tvaru . A
9(& pe(r)) = gij (€, ()) e €' (x) pre € () - (2.20)
Tuto rovnici stAhneme zpét pisobenim pull-backem pz* = p_z,,

p-2.9(& pe()) = piz.gij(E pie(x)) €' (2)€ (). (2.21)

Nyni rovnici zderivujeme podle € a polozime € = 0, dostaneme tak rovnici ,
nebof jsme pouzili rovnici na levé stran¢ pro g a na pravé strané pro g;;.
Dale jsme vyuzili toho, Ze vektory e’(z) na zakladé konstrukce nasi tilohy nezdvi-
seji na €. K této problematice se vratime v podkapitole .1} kde ji vyjasnime na
prikladu.

Lieova derivace nam tiké, jaky je vztah mezi perturbaci metriky gqp a pertur-
baci inverzni metriky g_lab. Jejich derivace jsou podle rovnice

. ._1ab _qab
Gab = LrGar. 977 =Lug™"" (2.22)

a inverzni metrika je ddna podminkou
_1bc
dag™ " =85, (2.23)

kde 85 je Kroneckerovo delta. Plisobenim Lieovy derivace na tuto rovnici dosta-
neme

0= L% = (Largar) 972 + gar (Lreg™") . (2.24)
kde jsme pouzili Leibnizovo pravidlo pro Lieovu derivaci a to, ze Lieova deri-

vace anihiluje Kroneckerovo delta. Nyni na rovnici zaplsobime inverzni metri-
—_1ad Y . .. , .
kou g71** a vyjadiime derivaci inverzni metriky ve tvaru

ﬁMQ_ICd = —g_lacg_lbd (LarGab) - (2.25)

Obecnym postupem s pomoci diferencidlni geometrie jsme tak dostali znamy
vysledek, ze derivaci inverzni metriky ziskdme az na znaménko z derivace metri-
ky zvednutim indextt pomoci neperturbované inverzni metriky. Uvédomme si, ze
smysluplnéji 1ze indexy Lieovy derivace metriky psat ve tvaru

LarGab = (Lrrg)gp » (2.26)
a proto lze zapsat rovnici (2.25) ve zjednoduseném tvaru
(Lrg™),, = —(Lm9w < Lug ' =-Lug, (2.27)

kde se prepoklada, ze indexy byly snizeny neperturbovanou metrikou g, nebot

.......
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2.4 Perturbace Riemannova tenzoru

Levi-Civitova kovariantni derivace V kompatibilni s metrikou g je definovana
jako beztorzni metricka kovariantni derivace, tj.

Vg = 0, T=0<& Vabe — vaaf = O, (228)

kde T je tenzor torze a f je libovolnd funkce. Pracujeme-li s vice metrikami,
mame k dispozici také prislusny pocet Levi-Civitovych kovariantnich derivaci.
Levi-Civitovu kovariantni derivaci kompatibilni perturbované metrice g’ = g(€)
budeme znacit jako V' = évﬁ Rozdil perturbované a neperturbované kovariantni
derivace je dan rozdilovym tenzorem I,

V=V+I(). (2.29)

Pov§imnéme si, ze I'(€) pro € = 0 vymizi, a tudiz je jeho derivace kalibra¢né
invariantni.

Nasledujici vypocet rozdilového tenzoru a perturbace Riemannova tenzoru
vychézi z monografie (Wald, [1984). Pisobenim rovnici na metriku g(€) a
vyuzitim vlastnosti vyse lze dojit k nasledujicimu vztahu pro I'(€),

I‘cab(g) — (Vagcb(g) + ngac(g) - chab(g)) . (230)

N

Derivaci I' ziskame derivaci podle parametru ¢ a polozenim € = 0,

. 1
Fcab = 5 (VQ’YCb + Vb’yac - VC’Y(Lb) . (231)

Rozdil perturbovaného a neperturbovaného Riemannova tenzoru, v nasem
pripadé rozdil Riemannova tenzoru R’ = R(€) prislusejiciho kovariantni deri-
vaci V' = €V a Riemannova tenzoru R = R(0) prisluSejictho kovariantni deri-
vaci V| je dan vztahem

Rup(€) = Rape” — 2V (oI %e(€) + T ()T (€) - (2.32)

Derivaci této rovnice podle € ziskdme derivaci Riemannova tenzoru jako

Rabcd - _2V[ardb]ca (233)

kde jsme vyuzili, ze I'(0) = 0.

2.5 Linearizované Einsteinovy rovnice

PIné Einsteinovy rovnice standardni obecné relativity s nulovou kosmologickou
konstantou maji tvar

Ry (6) — ;R(a)gab(e) — 87T (@), (2.34)

3Ve skute¢nosti uvazujeme Levi-Civitovu kovariantn{ derivaci €V metriky p_z,g(€), kde oba

.......
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kde T,p(€) je perturbovany tenzor energie a hybnosti, Rgp(€) = R (€) je per-
turbovany Ricciho tenzor a R(€) = Rap(€)g*°(€) je perturbovany Ricciho skaldr.
Linearizované Einsteinovy rovnice ziskdme derivaci rovnice (2.34) podle €,

. 1 . .
Ry — 5 (BYab + Rgay) = 87T (2.35)

Leva strana této rovnice tvori perturbaci G‘ab Einsteinova tenzoru Ggp(€) =
Rab(€) — 1/2R(€)gab ().
V pripadé, ze zkoumame vakuové prostorocasy s vakuovymi perturbacemi,

zjednodusi se rovnice (2.34) na

Ray(€) =0 (2.36)
a rovnice (2.35)) na .
Ry = 0. (2.37)

Je-li pozadovy prostorocas fesenim vakuovych Einsteinovych rovnic, tj. Rqp = 0,
pak je derivace Rab kalibra¢né invariantni.

Abychom mohli Tesit linearizované vakuové Einsteinovy rovnice, potfebujeme
mét derivaci Rgp (v pripadé nevakuovych perturbaci i R) Diky defini¢éni vlast-
nosti Lieovy derivace, podle které komutuje s kontrakci, nalezneme R, kontrakef

rovnice (2.33]) pres indexy b, d,
Roe = =2V Iy (2.38)

Podobné R ziskédme z rovnice (2.38) jako
R= gV, + V, <ga0f”ac) , (2.39)

kde jsme vyuzili Vg=! = 0.
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3. Perturbace v NP a GHP
formalismu

3.1 Vztah perturbace metriky a NP tetrady

Metrika vyjadiend pomoci NP tetrady mé tvar podle rovnice (1.4). Tento tvar
plati i pro perturbované prostorocasy, nebot pozadujeme splnéni normalizac¢nich
podminek (rovnice ([1.1))) i pro perturbované vektory, neboli

9ab(€) = 2l (E)np) (€) — 2m(a (€)T72p) (€) - (3.1)

Vidime tedy, Ze perturbace metriky a kontravariantni NP tetrady jsou vzajemné
svazané. V této podkapitole najdeme jejich vzajemny vztah a ukazeme, Ze per-
turbace metriky je dana perturbaci NP tetrady jednoznacné, zatimco perturbace
NP tetrady pomoci perturbace metriky jednoznacné zadana neni.

Symetrickéd derivace metriky rozvinuta do kovektori NP tetrady mé& obecné
tvar

Yab = TN aTp + Vnnlalb + 27lnl(anb)
- 271mn(amb) - 27lﬁn(amb) - 2f)/nml(amb) - 27nml(amb) (32)
+ memamb + Vm a1y + 2’)/mﬁ'rn(amb) )

kde koeficienty rozkladu jsou vy = Yapl®l®, Yin = Yapl®n®, ... Tyto koeficienty
proto tvori NP skalary a je jednoduché vidét, ze jsou i GHP skalary transfor-
mujicimi se podle . Deset stupnu volnosti symetrického tenzoru derivace
metriky je zakodovano ve ¢tyrech realnych funkcich vy, Van, Vin, Ymm & ve tfech
komplexnich funkcich i, Yom, Ymm- Zbylé koeficienty 1ze vyjadrit pomoci téchto
funkei diky symetri¢nosti vy, a pomoci komplexniho sdruzeni.

Derivaci rovnice dostaneme

Yab = 2 (i(anb) + l(a’flb)) -2 (Th(amb) + m(aﬁb)) , (3.3)

kde plati 7, = 172, 16 stupiili volnosti v perturbaci kontravariantni NP tetrady
je tak zakdédovano ve dvou redlnych kovektorech l,angav jednom komplexnim
kovektoru 1.

Poznamenejme, ze derivaci kovariantni NP tetrady nedostaneme jednoduse
zvednutim indexu u derivace kontravariantni NP tetrady, stejné jako je tomu u
derivace metriky a inverzni metriky. Jejich vztah najdeme v nasledujici podkapi-
tole.

Derivace kovektorti NP tetrady mutzeme rozvinout do neperturbované NP
tetrady jako ‘ _

ia - inla + ilna - lﬁma - lmma )

T = Npla + Mg — MMy — Ny, Mg,

: . ) . o (3.4)
my = mnla + Myng — MmpMe — My Mg,
ﬁa - ﬁnla + ﬁl'na - ﬁmma - ﬁmma )
kde znadeni koeficientt rozkladu je voleno tak, aby I, = [,n®, [, = [,1%, .... Tyto

koeficienty proto tvori NP skalary a je jednoduché vidét, ze jsou i GHP skalary
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transformujicimi se podle . 16 nezavislych stupni volnosti v perturbaci ko-
variantni NP tetrady (ktera generuje symetrickou derivaci 7,5 podle rovnice )
je zakédovano ve Ctyfech redlnych koeficientech Iy, 1., 72y, 72, & v Sesti komplexnich
koeficientech im, Nomy T, Ty My My

Dosazenim rozkladu do rovnice a porovnanim s rozkladem ((3.2)
dostaneme nasledujici jednoznacné vyjadreni nezavislych NP projekci tenzoru -~y
pomoci NP projekei derivaci kovektortt NP tetrady

7”[2,2} = 2ll ) 'Ylm[go} = lm + ml 5
,ynn[72972} = 2”” ) Pynm[(),—Z} = nm + mn P (35)
Yinfo,0] = L + 1y ) Ymm[2,—2] = 2Mn

Ym0 = 2 Re(rm) ,

kde Re( ) znadi redlnou ¢ast a ve spodnich indexech jsme zaznamenali GHP
vahu. Vsimnéme si, ze NP projekce 74, nezaviseji ze sady nezavislych NP pro-
jekel perturbace NP tetrady na imaginarni ¢asti mzm. V rovnicich se kazda
z nezavislych NP projekci perturbace NP tetrady vyskytuje nejvyse jednou, a
proto je z rovnic (3.5)) ihned vidét, jaké kombinace nezavislych NP projekei per-
turbace NP tetrady lze ziskat ze zadané perturbace metriky. V tomto problému
nam zustava neurceno Sest stupnt volnosti. Téchto Sest stupnt volnosti pochézi
ze Sesti-parametrické Lorentzovy grupy transformaci NP tetrady dané rovnicemi
—. Piimym vypocétem lze ovérit, ze tyto transformace neméni pravou
stranu rovnic (3.5)), a tudiz ani NP projekce derivace metriky.

Uvazujme rotaci v m-7 roviné (rovnice ) parametrizovanou realnym
parametrem 6(€), ktery je funkci od polohy a od € spliujici 6(0) = 0. Pak jedina
netrivialni NP derivace NP tetrady je rovna

e = ilm, = 1 = —if . (3.6)

Tedy tato transformace méni pouze imaginarni ¢ast 7.

Déle uvazujme boost v I-n roviné (rovnice (1.23)) dany reilnym parametrem
A(€) > 0, ktery je funkei od polohy a od € splnujici A(0) = 1. Pak jediné netrividlni
NP derivace NP tetrady jsou rovny

l, = Al.a = [,=A4, | (3.7)
Ng = —A’I’La - n; = —A.
Dostali jsme, 7e I, + 7, = 0, a derivace metriky tak zlstava nezménéna.
Nyni uvazujme nulovou rotaci kolem I (rovnice (1.20)) danou komplexnim
parametrem B(€), ktery je funkci od polohy a od € spliujici B(0) = 0. Pak jediné
netrivialni NP derivace NP tetrady jsou rovny

Ny = Bifig + Bm, — 1, =B,

. : (3.8)

me,=DBl, = m,=08.

Dostali jsme, ze n,, + m, = 0, a derivace metriky (3.5] tak ztustava opét nezmé-
néna.

Vzhledem k tomu, Ze se na ni budeme déle odkazovat, uvddime zde i nulovou

rotaci kolem m (rovnice (1.21))). Ta je ddna komplexnim parametrem E(€), ktery
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je funkci od polohy a od € splnujici E£(0) = 0. Pak jediné netrivialni NP derivace
NP tetrady jsou rovny

I, = Bmg+Emg = lp=-5,

'm + Em ‘ (3.9)

m, = En, — m;=F.

Dostali jsme, Ze I,,,+1; = 0, a derivace metriky (3.5) tak zustava opét nezménéna.

3.2 Vztah perturbace kontravariantni a kovari-
antni NP tetrady

Stejné tak jako derivaci inverzni metriky neziskame jenom zvednutim indexii
derivace metriky neperturbovanou metrikou, nejsou ani derivace vektoru kon-
travariantni NP tetrady jednoduse ziskany zvednutim indext derivaci kovektoru
kovariantni NP tetrady.

Obecné muzeme derivace vektor kontravariantni NP tetrady rozvinout do
NP tetrady jako

o ="+ i~ "me — "me

n® = n"l® + hlna — WM — e (3 10)
me = m"l® + mlna, — M — " )
me ="l +mn® —m me — e ,
n . -l .
kde I =1%n,,l =1%,, .... Tyto koeficienty maji podobné vlastnosti jako koe-

ficienty vyse, co se tyce komplexniho sdruzeni a poc¢tu stupnt volnosti.
Perturbované vektory a kovektory jsou stale svazany normalizacnimi podmin-

kami (1.1]), neboli

(eie),€7(€)) = e;"(¢)€q() = konst., (3.11)
kde konst. je konstanta rovna 0 nebo +1. Derivaci této rovnice dostaneme
<éi7 ej> T <ei> é]> - éiaeja + eiaéja =0. (312)

Tato rovnici nam rika, jaky je vztah mezi koeficientami rozkladu derivaci kon-
travariantni a kovariantni NP tetrady. Nize uvadime tyto vztahy pro nezavislé
projekce derivaci NP tetrady,

1

l:—zl, ﬁl:—in, ml:_zma
" =—n, "t = =, = Ty, (3.13)
" = —ry, e " = —riy,

M = —Ty, .

Pomoci téchto vztahtt mizeme vyjadrit projekce derivace metriky jako

.l .m )
Ti2,2 = —21 ) Yim[2,00 = -l = ml7
,ynn[72,72] = _2nn7 Vnm[()’fg] =—-n" — mn7 (314)
Yinjo,0) = —I" =’ ) TYmm[2,—2] = —2m™

Ym0 = —2 Re(m™),
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K témto vztahtim lze dojit obecné také jinym postupem. Napisme normalizac¢ni
podminky kontravariantni NP tetrady ve tvaru

gap(€)e;"(¢)e;°(€) = konst. (3.15)
kde konst. je konstanta rovna 0 nebo 41. Derivaci této rovnice dostaneme

Yij = _gabéiaejb — gavei®e;”. (3.16)

vvvvvv

3.3 Vztah perturbace zarivych komponent Wey-
lova tenzoru a perturbace metriky

Mezi nejvyznaméjsi NP Weylovy skalary patii Wy a Wy, nebot predstavuji
zarivé komponenty Weylova tenzoru. V této podkapitole nalezneme vztah pro
vypocet jejich derivaci pomoci NP projekci derivace metriky, a to pro perturbace
na obecné nevakuovych prostorocasech.

Perturbovany NP Weylav skalar ¥, je podle definice roven
U(8) = —Capea O Om @1 () m (@) (3.17)
Derivaci této rovnice dostaneme
Uy = —Clapeal®mbIem? — 2C el *mPlem? — 2C gl “mb1em? . (3.18)

Soustiedme se nejdiive na prvni ¢len na pravé strané této rovnice. Vsimnéme si, ze
bindrni symetricky operator double-wedge definovany rovnici ([1.12)) se vzhledem
k derivaci chova podle Leibnizova pravidla, neboli

L(AAB) = (LA)AB + AA(LB) . (3.19)

Derivaci rovnice (1.11)) tedy dostaneme

Rabcd - Cabcd + = (S /\g) (S /\V)abcd + R (7 /\g)abcd (320)

1
2
Tuto rovnici projektujeme na 12m®l*m?

Rabcdlamblcmd = Cabcdlam l° m + 3 (S/\’Y)abcd mblcmd7 (321>
kde ¢leny obsahujici metriku g zmizely diky normalizaénim podminkdm (|1.1).
Prvni ¢len na pravé strané této rovnice (3.18]) vyjadiime s uzitim definice opera-
toru double-wedge ((1.12]) jako

— .abcdl“mblcmd = —Rabcdl“mblcmd
1 3.22
+§Sab (lalb%nm — 20*mPy,, + ma’mb%l) . (3:22)
S uzitim definic NP Ricciho skaldra (1.15) pak jako
—Clapeal " mP1'm® = — Rapeal “mP1*m® + ®ooYim — 2@01%im + Pooyu - (3.23)
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Derivaci Riemannova tenzoru Rgpeq daného rovnici (2.33) vypocitame s uzitim

(2.31]) pomoci rovnice

. 1
Rabcd = - 5 [Vavb'?/dc + Vach/db - Vavdp)lbc]
: (3.24)
+ 5 [vaa’ydc + VbVC'Yab - vadfyac] .

Déle derivaci metriky rozvineme do NP tetrady podle , kovariantni derivace
NP tetrddy vyjadiime pomoci NP spinovych koeficienti a kovariantni derivace
pusobici na skaldry rozvineme do tetradovych derivaci podle . Jedna se o
primocary, avsak vzhledem k poctu clent zdlouhavy vypocet, ktery lze provést
pomoci vhodného softwaru. Projektovany vysledek na 1*mPlm? jiz pievedeny
do GHP skalarii a derivaci méa tvar

—2Rapeal m*l'm? = [0° — 270 + ob' T+ 2 ((f — 7)o+ 77 = 07) | m
+2[=3b + 27b +p0 — 00 + ((T — 27") o + kp' — 207 + DT + 0P)] Vim
[bQ — 2pb — RO+ Kk — 2 (00 — kT —RT + Bﬁ)} Yenm
—2[ob+ KO+ ((p—p) 0 — 267 + OK)] (Vin + Vo) + 26> Vnm + 20 Voo
+2[200 4 (—kT' + (1 — 27") 0 + 30)| Vim — 4K0Vm
+2[26b + ((p — 2p) K — Ko + DK)] Yo -

(3.25)

Nyni se zaméfime na druhy a tfeti ¢len na pravé strané rovnice (3.18)), tedy
na ¢ast WUy tvorenou primo derivacemi NP tetrady. Dosazenim rozkladu ([3.10))
dostaneme

—ZCabcdiamblcmd — 2Cabcdla’rhblcmd =
— 2Caped (ana ti'me —i"me — Z’”ma> mbl¢m?
- ZCabcdia (mnlb + mlnb — mmmb — mmmb) lcmd =

— 20" Copeql®mP1em —22lCabcdn“mblcmd + 20" C peam®mPlem®

—,
— 2ml Cabcdlanblcmd +2mmC’abcdl“ﬁblcmd + 2mm abcdl“mblcmd s
-y —Ug
(3.26)

kde jsme rozpoznali definice NP Weylovych skalart (rovnice ((1.13)) a rovnou
nenapsali trivialné nulové ¢leny v posledni rovnosti diky symetriim Weylova ten-
zoru. Zbyvajici ¢leny jsou dény linedrnimi kombinacemi NP Weylovych skalart.
Abychom je urcili, vyjdeme z bezestopovosti Weylova tenzoru

0 = Capedg® = Capeq (1°0° + n°l° — m*m° — M m®) . (3.27)

b

Projektujeme-li tuto rovnici na mbm?, dostaneme

0 = Cpegl®m’nm? + Cpegn®mllm? = 2C peqn®mllém? . (3.28)
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Projekei rovnice (3.27) na 1°m? dostaneme

0 = Copean®®1°m? — Copeam T m®

3.29
— Clpeam®mll°m? = Cpegl®nll®md = — T, . ( )

Projekei rovnice ([3.27) na 1°1¢ dostaneme
0= —Cabcdm“lbmcld — Cabcdm‘llbmcld = —QCabcdl“mblcmd . (330)

Rovnice ((3.26)) tak prejde na tvar

~2Capeal*m*1'm? — 2Capeal“tlem® = 2 (I" — ™) Wo + 2 (i —1") W, .
(3.31)
Dohromady tak s vysledky vyse dostavame vztah pro derivaci NP Weylova
skalaru Wy,

. 1
o =5 [0 — 270+ ob — b+ 2((0) — )0 + 77— 07) |
+[-0b+27b+pd — 0 + (T — 27") o + kp' — 2pT + DT + 09)] Vim
1
3 {bZ —2pb — RO + Kk — 2(0G — kT —FT + 6%)} Yinim

—[ob+ K0+ ((p — D) 0 — 267 + 0K)] (Vin + Vo) + K2Yon + O Fmm ~ (3.32)
+1[200 + (—K0 + (T — 27') 0 + 00)| Vom — 260Vnm
+[26b + ((p — 2P) £ — Fo + k)] Y
+Po0Ymm — 2P01%im + Po2u
+2 (Tt — i) Wo + 2 (g — I ) U1,

kde jsme pouzili vztahy mezi derivacemi kovariantni a kontravariantni NP
tetrady.

Pusobenim operdtorem carka ' dostaneme vztah pro derivaci NP Weylova
skalaru W4. Pro tsporu vypiseme nyni pouze posledni dva ¢leny, které nas budou
dale zajimat,

Wy =2 (s — ) W+ 2 (7 — i) W (3.33)

Posledni dva ¢leny ve T a Wy jsou problematické, nebot zaviseji na perturbaci NP
tetrady a ne pfimo na perturbaci metriky. Ukazeme, ze je lze odtransformovat,
avSak ne u \ilo a U, zdroveti.

Uvazujme déle transformace jako v podkapitole , viz rovnice —
a poznamky okolo. Tyto transformace jsou identita pro € — 0, a proto neméni
pozadové (neperturbované) spinové koeficienty a pozadové GHP derivace. Déle,
jak bylo ukézano v podkapitole 3.1} zachovavaji NP projekce perturbace metriky,
a proto tyto transformace méni pouze pravé posledni dva ¢leny ve Uy a 0,

Hleddme takové transformace —, abychom vynulovali posledni dva
cleny v Wy, neboli

0=l —1

- g + 10 — 1, + A = 0 + A = 1iy — 1, (3.34)
0=m, —n

= Ty, — o + 2B = 2B = ngy — 7, . (3.35)

n

3~
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Touto volbou 0, A a B jsme odtransformovali posledn{ dva ¢leny v ([3.33) a vy-
sledny tvar U, tak je

. 1
U= 0 =279+ o'b— b +2((p— ) o' + 7 — OF) | Yum
+ [P +27p' + 0 — 0’0+ (F —27) 0’ + 'p— 20T+ D7+ 37 Vo
1
_'_5 [b/2 . 2?’13/ Ry 4+ Kd—2 (0/5/ KT —FT+ 6’%’)} A
— [0’ + K& + (0 = 7)o" = 267 + 'K)] (oo + Vo) + £ Y + 0 o
+[20'0" + (—k'T + (7' = 27) 0’ + 3'0")] Yo — 26" Vim
+ 26D+ (o' — 20") k' — F'o" + V'K Vim
(3.36)

Posledni zbylou transformaci (3.9) lze vyuzit k vynulovani posledniho ¢lenu
ve vztahu pro vypocet ¥, (rovnice (3.32))),

0=r1i) — 1 =1y — lpn + 2B => 2 =1, — 1. (3.37)

Predposledni ¢len v (3.32)) je uz dan transformacemi (i3.35)),

-/ ./ .

T, = 0 = Tt — fu + (10 + A) =Tt — i+ 1 — by = Yo — Yin > (3.38)

kde jsme rozpoznali nezavislé kombinace projekci perturbace NP tetrady jedno-
znacné urcujici NP projekce derivace metriky. Derivace NP Weylova skalaru ¥,
tak prejde do tvaru

. 1
Wy = 0 =270+ o' —ab+2((f 7)o +7° = 57| w
+[-0b +27b +p0 — 00" + (T — 27") 0 + &p — 257 + DT + 3p)] Yum
1
+§ [bQ —2pb — KO+ k&' — 2 (00 — kT —RT + 6%)} Venrm

—[ob+ KD+ ((p — p) 0 — 267 + 0K)] (Yim + Vo) + KYnm + 0 Fmm (3:39)
+1[200 + (—K0 + (T — 27') 0 + 00)| Vom — 260Vnm
+[26b + ((p = 2P) K — o + DK)] Y
+Po0Ymm — 2P01%im + Po2u
+2 (Ymm — Yin) Yo -

Pro nékteré vypocty muze byt vhodné tento tvar upravit s uzitim NP Ricciho
rovnice zapsané v GHP formalismu. Dale poznamenejme, ze posledni ¢len
na pravé strané rovnice (3.39)) je roven —yWq, kde ~ je stopa derivace metriky ~y.

Transformace (podkapitola meénici perturbované vektory NP tetrady,
které jsou identita pro neperturbované vektory NP tetrady, tvori dalsi stupné
volnosti oproti transformacim neperturbovanych vektortt NP tetrady zijicich na
pozadové varieté M. Jak jiz bylo zminéno v podkapitole [I.5, NP Weylovy ska-
lary se pod transformacemi neperturbovanych vektortt NP tetrady (danych fun-
kcemi B, E, 0, A) transformuji podle rovnic —. Derivace NP Weylo-

vych skalart se vsak transformuji podle transformaci derivaci vektori NP tetrady,
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které jsou dény funkcemi B, E, 0, A. Tyto transformace ziskdme derivacemi rov-

nic ((1.24)-(1.27). Na rozdil od transformaci neperturbovanych vektort NP tetrady
transformace ({3.6))-(3.9) navzajem komutuji, a proto mizeme souhrnné psat

@3;%+2(A+¢9) Uy + 460,

¥ =, + BY, + (A+ib) Uy +3E0,,

U, = U, + 28T, + 2BV, (3.40)
Wy = by + 3BY, — (A +i0) Wy + By,

W = Wy + 4B — 2 (A+i0) 0,

Piesné podle téchto transformaci se ménily Wy a Uy, kdyZ jsme manipulovali
s poslednimi dvéma ¢leny na pravych stranach rovnic (3.32)) a (3.33)).

Vztahy pro vypocet derivaci zarivych komponent Weylova tenzoru se znacné
zjednodusi, je-li pozadovy prostorocas vakuovy a Petrovova typu D (viz podka-
pitola déle). Potom jsou vSechny NP Ricciho skalary a Ricciho skalar
(1.16) nulové. Pti vhodné volbé NP tetrady dale vymizi

Vg=0, ¥;=0, VYs3=0, V=0,

k=0, o=0, =0, o=0.

Z rovnic (3.36) a (3.39) pak dostdvame

(3.41)

By = 2 0% 270 42 (7~ 87)] Gun+ 5 [P~ 27D ] oo

+ [FOD + 27D+ PO+ (29T + DT+ 0Py (342)
by = 2 [02 — 279 + 2 (72 — 07 3 + = [b* — 2] oum
2 2
+ [=0b + 27D + pd + (—2p7 + DT + )] Yim - (3.43)

Poznamenejme, Ze tyto tvary jsou jiz nezavislé na transformacni volnosti derivaci
vektortt NP tetrady, coz je v souladu s . Skalary U, a ¥, jsou tak zcela
invariantni k volbé kalibra¢niho vektoru a k transformaci NP tetrady a tvori
fyzikalné métitelné veliciny.
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4. Stacionarni axialné symetrické
perturbace

4.1 Weyl-Lewis-Papapetrou metrika

Obecny tvar metriky popisujici stacionarni axisymetrické prostorocasy je dan
Weyl-Lewis-Papapetrou (WLP) metrikou (Weyl, |1917) ve Weylovych soufadni-
cich (t, p, z, ¢),

g =¥ (dt — Qdg)’ — XV (dp® + d2?) — pPe > dg?, (4.1)

kde v, Q a « jsou funkce p a z. Podrobnéji viz napr. Stephani a kol.| (2003, kapi-
tola 20). Uvazujme, zZe perturbace tohoto prostoroc¢asu zachovavaji jeho symetrie,
neboli perturbovany prostorocas lze zapsat ve tvaru

g(e) = ™ (dt — Q(e) dg)® — 20O (dp? + d2?) — pPe P dg?,  (4.2)

kde 1 (€), Q(€) a y(€) jsou stale funkce od p a z. Derivaci této metriky pak dosta-
neme

v =2 dt? — 207 (200 + Q) dtde — 22077 (5 — ) (dp? + d2?)

. S (4.3)
+2 [,;%*%/; + e (Qw + Q)] d¢?,
kde ¢,  a 4 jsou funkce od p a z.

Jak jiz bylo zminéno, neni rovnice rigorézné spravnd. Metrika g(€) totiZ
zije na perturbované varieté v bodé pe(x), kde pz je implicitné predpokladany
tok, a pod kovektorovou bazi (dt,...) se zde rozumi push-forward kovektorové
béze (pz,(dt(x)),...). Z diferencidlni geometrie vime, ze push-forward a pull-back
komutuji s vnéjsi derivaci, a proto napr. pe, (dt(x)) = d(pe,(t(z))). Za souradnice
(jako funkce polohy) (¢, p, z, @) v se mysli soufadnice (fz, b, fey s fes?, Pes®)-

4.2 Kerruv prostorocas

Kerrova ¢ernd dira (Kerr|, |1963) popisuje nenabitou rotujici ¢ernou diru a je

ve WLP metrice (4.1]) ddna funkcemi

(Ry + R.)> —4M*+ % (R, — R_)
(Ry + R-+2M)* + % (Ry — R_)?

¢:;1n
L (R, + R_)* —4M? + % (R, — R_)?]
=—In

773 AR R_ :

Ma (Ry + R +2M) (R, + R)* — 40”)
02 (Ry +R.)’ —4M?2+ % (Ry — R_)* '

(4.4)

kde
Ri:\/p2+(zj:a)2, oc=vVM?—a2, (4.5)
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M je hmotnost cerné diry a a je jeji specificky moment hybnosti (Cizek, 2017).
Prejdeme-li do Boyerovych—Lindquistovych soutadnic (¢, 7,0, ¢) danych transfor-
macemi

p=VAsinf, z=(r—M)cosh, (4.6)
kde A = r? — 2Mr + a*[| nabude metrika ([{.1]) standardniho tvaru

sin? 4

A . 9 2 X 9
gff(dt—asm 9d¢) —Kdr - do*—

kde ¥ = 72 + a? cos? 6.
Za nulovou NP tetradu volime Kinnersleyho tetradu

(adt — (* +a%) o), (47)

l:¢;dghmﬂ&+Aa+a%y
n = \/%2 (r2+a?) 8 — A8, +ady) (4.8)
1
m =

7 (r + iacosd) (iasin98t+8g+icscﬁa¢).

Potom nenulové NP spinové koeficienty jsou

, asin 6 , 1 A
T = (0= 9> = = B y
V2 (r —iacos )’ ¢ V2 X (r —iacosf)
—1 asinf —1 1
T = —= 3 = = . 9
V2 X e V2 (r —iacosf) (4.9)
, , 1 r—M 3 1 cot 0
€ = _—— =
SRRV VI 22 (r+iacosf)’
f=7+8,
a jediny nenulovy NP Weylav skalar je
M
Up= - (4.10)

(r —iacos6)®

V Boyerovych-Lindquistovych soufadnicich maji funkce (4.4)) tvar

)

1 A — a?sin? 0
:—1—
ogn BT

2.2
1 A — a*sin“ 0 ] (4.11)

=1

7= lAqL(M?—az)sinQO
2Mrasin? 6
A —a2sin?0’

0=

Dosazenim téchto funkei do derivace WLP metriky (4.2) ziskdme stacionarni axi-

1Symbol A jiz znaéil NP derivaci podél vektoru n, étenéfi by vsak mélo byt podle kontextu
jasné, jakého vyznamu A nabyva.
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symetrické perturbace Kerrovy ¢erné diry ve tvaru

2(A —a?sin?0) . ., 2(A+a*sin?6) [ 4Mrasin?6
7= ) pdi® - X A — a2 sin? Gw Q) didg
~ 2sin*d OMrafl+ 4M?r%a? sin 0+A22¢ 4’
A —a?sin?6
2% W 2 2
+A+(M2—a2)sin2 (7/1—’Y> (dp dz ) ’
(4.12)
kde plati
A —a’sin?0 =% — 2Mr. (4.13)

4.3 Perturbace NP Weylova skalaru

Nyni se zamérime na vypocet ‘114 pro stacionarni axisymetrické perturbace
Kerrovy cerné diry, ktera je zadana funkceml ¥, Q a 4. Protoze je Kerritv prosto-
rocas typu D, stac¢i nam podle rovnice znat pouze 3 rizné projekce derivace
metriky v, a to Yun, Yem & Vmm. Pro Vypoéet potfebujeme znat transformaci mezi
Weylovou soutadnicovou bazi a NP tetradou, kterou ziskame z transformace mezi
Boyerovou-Lindquistovou souradnicovou bézi a NP tetradou (rovnice (4.8) a ze
souradnicové transformace . Hledana transformace ma tvar

1 2 2 — M) si
_[(r —l—a)at (r )sln93p+coseaz+28¢],

V2l oA VA
n:\/%2 [(r2+a2) Bt—\/Z(r—M)sinﬁap—l—AcosGBz—i—aaqs} ,
m = \/5(r—i_lmcose)(iasineat—i—\/ZCOSQZ)p—(r—M)sin98z+ics098¢).

(4.14)
Projekel derivace metriky (4.12)) na NP tetradu (4.14]) ziskdme hledané pro-
jekee,

A . aQ
=5 (208 - )

1 , . i (A+a*sin?0) .
m=——"——/[2Aiasinf ¥ Q
T (r —iacosf) ( rasmOE 2XIsin 6
7—:; — (r +iacosb) <7+2a281n29\i/>+m
" (r —iacos ) (r —iacosf) )’
(4.15)
kde jsme zavedli novou funkci
U= v (4.16)

A —a?sin?0’

P¥{my vztah pro vypocet W, ziskime dosazenim (#.15) do rovnice (3.42) (s uzi-
tim NP spinovych koeficientt ve tvaru (4.9) a NP tetrady ve tvaru (4.8))). Dlouhy
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vypocet pak vede ke vztahu

L T
or? 00>  (r—iacosf)or

A

2 (r —iacosf)’ ¥

T

ia (1 +sin*0) —rcost 1 0|,
(r —iacosf) sinf o0 |’
1

N 0l N
(r —iacosf) X2 | 2(r —iacosf) or?2 002
iA(A+a?sin?6) 1 02 (acos20 —ircos) A% 9

2(r —iacosf) sinfordd Y sin? 6 or
(((r —2M)acosf+i(2r (r— M)+ a* (1 — 3sin? 0)))A (4.17)
_|_
2%
_i(r—M)(A+a281n29) 1 9 A
(r —iacosf) sin 6 00
_A72 1 <a2 <in? 0(972 B 82> n 2ia sin 0 0?

by (r —iacos 9)2 or? 062 (r —ia cos 6)2 orof

N 2a’sin*§ O N ia (14 sin*6) +rcosf 9 N 4a? sin? 0
(r —iacosf) X Or (r —iacosf)Xsinf 00 32

kde na funkce ¥, Q a % nahlizime jako na funkce od r a 6 diky transformaci (4.6)).
Tento vzorec se znacné zjednodusi Pro Schwarzschildovu ¢ernou diru v limité a —

0,
~ A 9 0 | . A0 |0
(4.18)
Y PN S P
2|0 Tor T o ae|T (0

kde A = r(r—2M). V této limité do redlné ¢dsti W, prispivaji cleny s ¥ a
4 a do ryze imaginarni ¢asti ¢len s Q. Pro vypodet GHP skaldru W, lze vyuZit
jednoduchého vztahu mezi ¥y a U, ktery bude odvozen v podkapltole (rovnice
(5.21))).

S wzitim transformace (4.6)) lze vyjadiit derivaci metriky (4.12)) v Boyerové-
Lindquistové souradnicové bazi jako

2(A —a%sin?0) . ., 2(A+a*sin?6) [ 4Mrasin®6
7= p pde® - p A—a251n29¢ @ didg
2sin? 0 . AM?*r?a%sin? 0 + AY? .
— do?
)y [QMm 2+ A — a2sin? 0 7’4 ¢
. A [(dr 9
+25 (¢ —4) <A+d9 >
(4.19)
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Pro dalsi vypocty bude uzitecény i jeji zapis ve tvaru

v =
; lifzzzizz b “g] [A (dt — asin?6dg)” +sin’ 0 (adt — (r* + o) d¢)2]
; [— ifi;;if S0+ At “; sind QQ] (At — asin?0de) (adt — (> + a®) do)
— 25 (7 —v) ldi + d«92] . (4.20)
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5. Perturbace v reci Debyeova
potencialu

5.1 Prostorocasy typu D a Debyetv potencial

V této kapitole budeme pracovat pouze s prostorocasy typu D. Jednd se o
algebraicky specidlni prostorocasy s dvéma hlavnimi nulovymi sméry Weylova
tenzoru, které maji dvojnasobnou multiplicitu. Hlavni vektor Weylova tenzoru je
vektor splnujici

Coapefalel®l° = 0. (5.1)

Zvolime-li tyto dva hlavni nulové smeéry jako vektory I a n NP tetrady, nasledujici
skalary vymizi
Ug=0, V=0, V3=0, ¥,=0,

k=0, o=0, =0, o =0.

(5.2)

To vyplyva z Goldbergova-Sachsova teorému (Goldberg, J. N. and Sachs, R. K.|
1962)).

Na prostorocasech typu D lze zavést komplexni funkci Debyetiv potencidl,
ktery kéduje gravitacni perturbace, viz Cohen a Kegeles (1974) a |Stewart| (1979)).
Jeho zavedeni spoc¢ivd v tom, Ze na prostorocasech typu D je ve spinorovém
formalismu Hertztv potencial x 4pcp Uplné degenerovany a lze ho zapsat ve tvaru

XABCD = XLAlLBLCLD , (5.3)

kde 14 a op tvori spinorovou béziE] adaptovanou na symetrie Weylova spinoru.
Neboli na prostorocasech typu D lze najit takové nulové spinory ¢4 a og, pomoci
kterych ma Weyliv spinor tvar

U 4Bep X 0(40BLCLD) - (5.4)

Komplexni funkce ¥ je onen Debyetv potencial, ktery je GHP skaldrem vahy [4,0].
Za pomoci operatoru carka je vidét, ze lze zavést i druhy Debyetiv potencidl x,
ktery je GHP skaldrem véahy [—4,0]. Pomoci ného je pak Hertzuv spinor dén jako

XABCD = X0AOBOCOD - (5.5)
Debyetuv potencial x splnujici tzv. Debyeovu rovnici
[(b—2) (b'+30") — (0 —7) (8" +37") — 3Wa| Xy 0 = 0 (5.6)

generuje vakuové perturbace, kde explicitni tvar metriky bude uveden dale. Po-
dobné Debyetiv potencidl Y spliiuje ¢arkovanou verzi rovnice (5.6]), neboli

(b — @) (b+30) — (' —7) (+ 37) — 3Ws] {_yg = 0. (5:7)

1Spinorova baze je tvofena spinory o4, ¢4 spliiujicimi o4t* =1, 0404 =0, 144 = 0.
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5.2 Ingoing radiation gauge

Pokud je § feSenim Debyeovy rovnice (5.6 a pokud vektory I a n NP tetrady
sméruji do hlavnich nulovych smért prostoroc¢asu Petrovova typu D, fesi derivace
metriky ~; linearizované vakuové Einsteinovy rovnice (22.37)), kde

Yiab = (Xi + 71) NaNy, + Yimaemy, + Yimamy, — 2Zinqmyy — 2Zinmy) (5.8)
a NP projekce ~; jsou GHP skalary dané Debyeovym potencidlem jako

Xi= (07 +2rd) k. Yi= (PP +20D)R. Zi= 0o+ (r+T)D +20)R.
(5.9)
Derivace metriky spliiuje kalibraci 7;,,n° = 0 ay; = v;,* = 0 (viz Deadman
a Stewart, [2011)), kterd se anglicky nazyva ingoing radiation gauge (odtud index
i v ;). Za predpokladu splnéni prvni kalibra¢ni podminky, je druha z nich v =0
vyjadrena jako 7;,,= = 0.
Zvolime-li transformaci derivace NP tetrady takovou, ze

=0, m=0, m,=0, (5.10)

lze s uzitim vztahu (3.5)) derivaci metriky (5.8)) vyjadtit pomoci derivace kovari-
antni NP tetrady ve tvaru

. 1 — — 1
la=3 (Xi+ X)) na — Zia — ZiMRa, Ha=0, 11, = —5¥ima. (5.11)
S uzitim vztahu (3.13)) je pak derivace kontravariantni NP tetrddy ddna vztahy
. 1 — . . — I
1= —5 (Xl + X1) n ’ n = 07 m® = _Zina + §Yima : (512>
Z&rivé komponenty Weylova tenzoru jsou dany ¢tvrtymi derivacemi Debyeova
potencialu jako
: 1 A= 3 / / / / I
iy = L0+ 20 (b ol 40— 0 4 20
2 2 (5.13)
. 1 4= '
\114 = ib/ X -

Dalsf zptisob, jak dojit ke vztahu pro ¥, pomoci Debyeova potencilu, je dosadit
do ndmi odvozeného vztahu (3.42) NP projekce metriky dané rovnic . S uZi-
tim NP Ricciho rovnice (1.17¢) jsme ovérili, Ze dostaneme konzistentné (5.13)).

5.3 Outgoing radiation gauge

Analogicky jako s Debyeovym potencidlem ¥ lze postupovat i s Debyeovym
potencidlem Y, ktery je ¢arkovanou verzi ¥. Pro tiplnost a moznost dalsi reference
uvadime zakladni rovnice i pro tento potencial.

Pokud je x fesenim Debyeovy rovnice a pokud vektory I a n NP tetrady
smétuji do hlavnich nulovych smérii prostorocasu Petrovova typu D, fesi derivace
metriky “, linearizované vakuové Einsteinovy rovnice , kde

Yoab = (Xo + 70) lalb + }/omamb + ?omamb - 2Zol(amb) - 270l(alrnb) (514)
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a NP projekce =, jsou GHP skalary dané Debyeovym potencidlem jako

Xo=(0"+2r0) %, Yo=(b"+20D)X, Zo=(+(r+7)b+2)X.
(5.15)
Metrika ([5.14]) spliiuje kalibraci Yo% = 0 a Yo = Yo,® = 0, kterd se anglicky
nazyva outgoing radiation gauge (odtud index o v 7,).
Zarivé komponenty Weylova tenzoru jsou dany ¢tvrtymi derivacemi Debyeova
potencialu jako

1
\IIO = §b4Xa

1., 3
U, = 56’45< + 5\1/2 (b —ob — 70+ 70 +20,) ¥

(5.16)

5.4 Stacionarni axialné symetrické perturbace

Déle budeme jako pozadovy vakuovy prostorocas typu D uvazovat Kerriv
prostorocas (viz podkapitola4.2)). Debyetuv potenciél y zavisly pouze na soufadni-
cich r, 0 generujici stacionarni axisymetrické perturbace musi splnovat Debyeovu
rovnici (5.7)), kterd ma na Kerrové prostorocase tvar

0? 0?

B B, o]
Aﬁ—l—%—2(T—M)§+Cot9%+2(1—2csc 9)]X_o. (5.17)

Jestlize Debyetiv potencial x zavisly pouze na soutradnicich r, 6 splnuje
r—iacos0)’
(r=racos) 5(r.0), (5.18)

X(Ta 0) = A2

potom Debyeova rovnice na Kerrové prostorocase (jejiz explicitni tvar zde
neuvadime) vede na Debyeovu rovnici (5.17)).

Debyetv potencial x(r, ) generuje s uzitim rovnice na Kerrové prosto-
rocase \ilo ve tvaru

Wy=—-——X. (5.19)

Spliiyje-li Debyeuv potencidl X vztah , pak podle rovnice na Kerrové
prostorocase generuje ¥y opét ve tvaru , pouzijeme-li nejdiive dvakrat deri-
vovanou rovnici podle 6, a poté dvakrat derivovanou rovnici podle r,
abychom presli od ¢tvrté derivace Debyeova potencidlu y podle 6 k jeho ctvrté
derivaci podle r.

Spliyje-li Debyeuv potencidl X vztah , pak podle rovnice na
Kerrové prostorocase generuje Wy ve tvaru

1 A? ot

U,y =——— - 2 7. 5.20
! 8 (r —iacosh)* ori X (5:20)

Debyetv potenciél y(r, #) na Kerrové prostorocase generuje s uzitim rovnice ({5.16
U, opét ve tvaru , pouzijeme-li nejdiive dvakrat derivovanou rovnici (5.17]
podle 6, a poté dvakrat derivovanou rovnici podle r, abychom stejnym
postupem jako drive presli od ¢tvrté derivace Debyeova potencialu x k jeho ¢tvrté
derivaci podle r.
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Vidime tak, Ze Debyetv potencidl X(r,0) a § dany vztahem ({.18)) vedou na
stejnou perturbaci Wy a W,. Zaroven jsme ukézali, Ze pro stacionarni axidlné syme-
trické perturbace existuje jednoduchy vztah mezi derivacemi zarivych komponent

Weylova tenzoru,
4

r —iacosf
v, -

ktery je analogicky vztahu (5.18)). Za zminku pro porovnan{ stoji analogicky vztah
mezi NP skalary ¢, a ¢, pro stacionarni axialné symetrické perturbace elektro-
magnetického pole kolem Kerrovy cerné diry

\1’0:

, 2
= -1 (5.22)

které byly studovany v (Mikeskay, 2020, rovnice (2.7)).
7 podkapitoly (specidlné rovnice (2.15)) vime, Ze linedrn{ perturbace lze
sCitat, a proto uvazujme perturbaci danou souc¢tem perturbace dané Debyeovymi

potencidly x(r,0) a x(r,0) podle vztahu (5.18). S uzitim definic (5.9) a (5.15))

plynou nasledujici primé imeéry,

52 acosf)’ ja cos )
B T R )
A (r —iacos®) A
Definujme proto nasledujici nové GHP skalary,
A2
r=X, = 2 Xi,
1 1
= Y, = Yi, :
Y (r —iacos )’ (r + ia cos §)” (5.24)
1 A
z = L= -

(r —iacosf) Y (r +iacos®)

Nova derivace metriky 4 je dana souctem

Y=+, (5.25)

kde 4; je ddna rovnici (5.8) a 7, je ddna rovnici (5.14). S uzitim proménnych
definovanych v ([5.24)) vede dlouhy, avsak primocary, vypocet na 4 ve tvaru

¥ =(z+7T) l(dt — asin20d¢)2 + izdmz]
rnfutelan o)
+2i (2 — Z)sin 0 (dt— asin29d¢) (adt— (r2 +a2) d¢)

2

5
—2(z+2) T drdd.

(5.26)

5.5 Teukolského mistrovska rovnice a Teukol-
ského-Starobinského identity

Pro perturbace NP skalart ¥y a W, odvodil Teukolsky| (1973) na vakuovych
prostorocasech typu D tzv. Teukolského mistrovské rovnice. Uvadime je pro vaku-
ové perturbace a v modifikovaném tvaru podle Kofron| (2020), ve kterém vSechny
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operatory pusobi na W, Y 3‘110, resp. Uy g 3\114, neboli

[(b—2) (' +3¢) = (0= 7) (& +37) = 3%] U3 /"y = 0 (5.27)
a jeji ¢arkovana verze

(b =) (b+30) — (0 —7) (3 +37) — 3Wy] Uy ¥y = 0. (5.28)

Tyto Teukolského mistrovské rovnice maji stejny tvar jako Debyeovy rovnice
a , coz obecné ukazal pomoci adjungovanych operatora Wald| (1978). Teu-
kolského mistrovské rovnice lze odvodit z vakuové de Rhamovy vlnové rovnice
pro Weyluv tenzor (Bini a kol 2002)). PFimym vypoétem pro Kerrovu ¢ernou
diru (podkapitola jsme ukézali, ze splnéni jedné Teukolského mistrovské ro-
vnice implikuje splnéni druhé Teukolského mistrovské rovnice, predpokladame-li
stacionarni axialné symetrické perturbace, které splnuji relaci mezi ska-
lary Wo(r,0) a \114(7“,9).

Skalary W, a Wy, které popisuji stejnou fyzikdlni vakuovou perturbaci, jsou
svazany tzv. Teukolskymi-Starobinskymi identitami, viz Starobinski a Churilov
(1974) a |Teukolsky a Press (1974), ve tvaru

p (\112_4/3‘110) =0 (‘112_4/3\114) + 3V, (5.29a)
b (5 ) = o (w57 0) — 3V (5.29b)

kde V je operdtor, ktery pusobi na GHP skalar vahy [p,q] jako

Y=, [T'a 7 +ob — b+ g% n 39\1/21 . (5.30)
0

Teukolského-Starobinského identity plati pro nezrychlujici vakuové prostorocasy
typu D (Price, [2007). Z definice plyne V' = =Y. Pomoci tohoto operatoru
lze zjednodusit zapis také rovnic a .

Druhy ¢len na pravé strané Teukolského-Starobinského identit se interpretuje
jako zpétna vazba gravitac¢nich perturbaci (Kofron, 2020)). Pro Kerrovu ¢ernou
diru jsme ukazali, Ze tyto ¢leny vymizi pro libovolné stacionarni axialné syme-
trické perturbace Wo(r,0) a Wy(r,0). Dale jsme ovéili, 7e predpokladdme-li sta-
ciondrni axidlné symetrické perturbace Wo(r,0) a Wy(r,0) spliujici relaci
a Tesici Teukolského mistrovské rovnice nebo , jsou Teukolského-
Starobinského identity automaticky splnény.ﬁ

2Toto ovéteni je jednodussi provést pro pieskdlované skalary Wo K ‘W a v, K S0y,

3Qvéfeni lze jednoduseji provést piimo pro perturbace Wy a ¥, piendsobené faktorem v, g °
nebot pomoci nich jsou vyjadreny Teukolského mistrovské rovnice a a Teukolského-
Starobinského identity az na Cleny s operatorem V), které vymizi.
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6. Prechod mezi Debyeovym
potencialem a perturbaci
Kerrovy metriky

6.1 Obecny tvar kalibrac¢niho vektoru

Derivace metriky - (rovnice (4.19))) popisuje staciondrni axisymetrické per-
turbace Kerrovy ¢erné diry, které nemuseji byt vakuové (tj. obecné Ty # 0, kde
T 4p je tenzor hustoty energie a hybnosti), nebot jsme nepozadovali splnéni vakuo-
vych linearizovanych Einsteinovych rovnic. Na druhou stranu derivace metriky 4
(rovnice ) dana Debyeovym potencidlem y prostrednictvim skalara z,y, z
popisuje vakuové stacionarni axisymetrické perturbace Kerrovy cerné diry, nebot
predpokladdme, ze Debyetv potencidl X fesf Debyeovu rovnici (5.17). Odtud vy-
plyva, ze s uzitim kalibrac¢ni volnosti bychom meéli byt schopni pfejit od 4 k ~
vzdy a od v k 4 pravé tehdy, jsou-li splnény vakuové linearizované Einsteinovy
rovnice. Této problematice se budeme vénovat v této kapitole.

Ptrechod mezi dvéma rozdilnymi derivacemi metriky ~ a 4 popisujici stejny
fyzikalni systém je podle podkapitoly dén rovnici

Y=7+L.g, (6.1)

kde L,gap je Licova derivace Kerrovy metriky g (rovnice (4.7))) podél vektorového
pole v. Budeme zac¢inat s obecnym tvarem Killingova vektoru v,

v = vt(t,r,é’,gb)at + " (t,r,0,0)0, + ve(t,r,é’,gzﬁ)ag + v¢(t,r,0,gb)3¢ , (6.2)

a postupné dojdeme k obecnému tvaru pro stacionarni axisymetrické perturbace.

Meéjme kovariantni derivaci @, = v*0,, kde 9, je souradnicova kovariantni de-
rivace kompatibilni s Boyerovy-Lindquistovy soutadnicemi, tj. derivace anihilujici
Boyerovu-Lindquistovu souradnicovou bazi,

ddt = ddr = 8dH = 8d¢ = 0, (6.3)
80, = 88, = 89y = 89, = 0. (6.4)

Kovariantni derivace 9, je beztorzni, protoze komutuje na funkcich. Z diferenci-
alni geometrie plyne, zZe rozdil dvou kovariantnich derivaci je pseudoderivace. Pro
Lieovu derivaci £, a beztorzni souradnicovou kovariantni derivaci 9, plati

Ly, =0,+ L, (6.5)
kde L je pseudoderivace generovana tenzorem
L = —04v°. (6.6)

V Boyerovych-Lindquistovych souradnicih dostaneme



Lieovu derivaci metriky pak mtzeme zapsat jako

LoGab = (L19) gy = V°OcGab + GebO0aV® + GacOpv° (6.8)
a v Boyerovych-Lindquistovych souradnicich

Logap = (['vg)ag =0"9apy + V" agys + V7 g0y - (6.9)

V Boyerovych-Lindquistovych soutadnicich jsou komponenty derivace met-
riky 4 (rovnice ([5.26])) a derivace metriky ~ (rovnice (4.19)) nezavislé na soura-
dnicich ¢t a ¢. Zaroven z rovnice pro Kerrovu metriku (4.7)) mame

Logi = V" Gurr + Uegtt,e + 20" 1 gu + QU‘b,tgw , (6.10a)
Logio =" Gior + 0 G100 + 0 1990+ (010 + 07 5) Gus + 0" 50, (6.10D)
LoGos =V Goor + 1709660 + 20" 4916 + 20° 4960 , (6.10c)
LoGrr =V Grry + 0o + 20" 190 (6.10d)
L9006 = V" gog,r + 09990,9 + 2v9,egee ; (6.10e)
Logro =" oG +0° 1900 - (6.10f)

Pro zachovani symetrii také tyto rovnice nemohou zaviset na souradnicich ¢ a ¢.

Z rovnic ([6.10d)-(6.10f) proto plyne, Ze komponenty v" a v’ nemohou zaviset
na soufadnicich ¢ a ¢ zcela obecné. Komponenty v" a v? tak déle uvazujeme ve

tvaru v"(r,0) a v?(r,0). Dale z rovnic (6.10a)-(6.10d) plyne, ze komponenty v'
a v® také nemohou zaviset na soufadnicich t a ¢ zcela obecné. V tomto bodé tak
uvazujeme kalibra¢ni vektor ve tvaru

v =v'(r,0)8; + v"(1,0)8, + v’ (r,0)8p + v°(r,0)y . (6.11)

Trividlné, az na Lieovu derivaci, nulové komponenty kalibra¢ni rovnice (6.1)) s ka-
libra¢nim vektorem ve tvaru (6.11f) jsou

Logr =" rgu + 0% rg1s =0, (6.12a)
Logr =" 1916 + 0% 1956 = 0, (6.12b)
Logio = ' 090 + 0% 991 = 0, (6.12¢)
Logos =" 9g1s + % 9966 = 0. (6.12d)

Po dosazeni komponent Kerrovy metriky g (rovnice (4.7))) mé soustava linedrnich
rovnic (6.12a)) a (6.12b)) pouze trividlni feseni

v, =0, v°,=0. (6.13)

Stejnymi algebraickymi tipravami dostaneme pouze trivialni feseni soustavy line-
arnich rovnic (6.12¢) a (6.12d)),

vl =0, v°,=0. (6.14)

Pomineme-li tedy konstantni feseni komponent v* a v?, které nepfinasi Zddnou
kalibra¢ni zménu derivace metriky, budeme dale uvazovat kalibra¢ni vektor v ve
tvaru

v =0"(r,0)8, +1°(r,0)8 . (6.15)
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6.2 Kalibrac¢ni rovnice

Derivaci metriky 4 (rovnice ([5.26))) i derivaci metriky -« (rovnice (4.20])) mame

zapsanou v kovektorové bazi]
((dt —asin®0de), (adt — (r*+a®) de) ,dr,df) . (6.16)

V této bazi vyjadiime i Lieovu derivaci Kerrovy metriky, dosadime-li konkrétni
komponenty Kerrovy metriky podle rovnice (4.7)) a kalibracni vektor v ve tvaru
(6.15)). P¥imocary vypocet podle rovnice vede na

£vg =
;2 Kr (Mr — a2) + (r — M) a® cos® 9) V" — Ad? cos@sinﬁve] (dt — asin29dq§)2
4asin

=2 (7’ sinfv" + A cosf v(’) (dt —asin®6 dgzﬁ) (a dt — (r2 + a2) dqﬁ)

- 28;29 (rsin&v" + (7"2 + a2> coseve> (adt — (7“2 + a2> d¢)2

2

+ Az {(r (MT — a2) + (r — M) a® cos® 9) v" + Aa® cosOsin v’ — AY v",r} dr?

2%

N (vﬂg + Av%) drdf — 2 (7’ V" —a?sinfcosfv? + % v(’,g) do*. (6.17)

Srovnanim komponent derivace metriky 4 ve tvaru ([5.26]), derivace metriky =
ve tvaru (4.20) a Lieovy derivace metriky ve tvaru (6.17) ziskdme podle (/6.1])
soustavu Sesti netrivialnich rovnic

ATA+a’sin?0 . aQ] | 1
Re(z) = > l%w — aE} + 5 {—A(f cos @ sin 0 v’
+ (r (Mr — a2) + (r — M) a® cos® 0) vr] : (6.18a)
' 1 [ 4Aasin?0 . A+ a®sin?6 .
QSmQIm(z)—E[A_aQSmZQ — > Q}
2asin 0
- ags;n (TSin@UT—FACOSQU&) : (6.18Db)
2]—ZRe(JC) =-% (7—¢) + L {(r (Mr — a2) + (r—M) CL2C0829) v
A A
+Aa®cosfsinfv? — AX v’:r} ) (6.18¢)
2Y Re(z) = (’Ur’g + Ave,r) : (6.18d)
Y Re(y) = - (7 — ¢) — (7“ v" — a*sin @ cos v + Eve,g) : (6.18e)
sinf [A+a®sin?0 . aQ
0 _ _all
sinf Re(y) Y lA — a?sin?0 Y ]
1
t52 (r sinfv" + (7"2 + a2> cos@v‘9> , (6.18f)

kde funkce x, y a z definované v (5.24) jsou dédny Debyeovym potencidlem Y
prostiednictvim rovnic ([5.15)). Tyto rovnice budeme nazyvat kalibrac¢ni rovnice.

Povimnéme si, Ze tato baze je ortogondlni, nebot Kerrova metrika g (rovnice (4.7)) je v ni
diagonalni.
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Z matematického hlediska maji odlisny charakter, prechéazime-li od derivace me-
triky 4 k derivaci metriky « nebo naopak. V obou ptipadech se vsak vzhledem ke
komponentam v” a v? jedna o soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic prvniho
rfadu o dvou proménnych r a 6.

6.3 Podminky integrability

Existuji rtizné zpusoby jak Tesit kalibra¢ni rovnice , a to nejen v za-
vislosti na povaze zadaného problému. V této kapitole budeme predpokladat, ze
zname Debyetiv potencial x spliujici Debyeovu rovnici , a tudiz i funkce x, y
a z. Potom kalibrac¢ni rovnice (|6.18]) predstavuji nejen soustavu realnych parcial-
nich diferencidlnich rovnic pro funkce v" a v?, ale také soustavu realnych linedrnich
rovnic pro funkee ¢, Q a .

V nasem vypoctu budeme obecné smérovat k dekaplovani kalibrac¢nich rovnic
(6.18) vzhledem k paru funkei v”, v? a ke trojici funkei ¢, €2, 4. Zaéneme odectenim

rovnice ([6.18¢€]) od rovnice (6.18¢)), ¢imz se zbavime ¢lenu s (ﬁ - @D) a dostaneme
Y (Re(x) —ARe(y)) = (r—M)v"+ A (vgﬁ - UT7T) . (6.19)

Déle pticteme-li k rovnici (6.18a)) rovnici (6.18f) pfendsobenou faktorem A/ sin 6,
zbavime se funkci ¥ a €2 najednou a dostaneme

Re(z) + ARe(y) = ;} (A cot 00’ + (r — M) vr) . (6.20)

Ziskali jsme tak jednoznaény vztah mezi funkcemi v” a 0%, tedy

. Acotf , z
S VY. (Re(z) + ARe(y)) - (6.21)

Dosazenim tohoto vztahu do kalibracnich rovnic (6.18b]), (6.18¢]), (6.181]) dosta-
neme

W (Re(x) + ARe(y)) + 25%sin 0 Im(2)
= _iA_E;zssiin:fe h— (A + a* sin® «9) Q4+ A]\fis]i\;% v’ (6.22a)
2T (Re(x) + ARe(y)) + 5 Re(y)
= - (1 - @Z)) + ( f:w + a® sin’ 9) cot v’ — Ny, (6.22D)
Xr

i (Re(z) + ARe(y)) — X% Re(y)
5 2sin?0 . B i r
lA +a 0 Q] ( A

r —

A — a2sin26 S Y (7"2 + a2)> cotfv?.  (6.22c)

Dosazenim vztahu (6.21]) a jeho derivaci podle r a 6 do kalibra¢nich rovnic (6.19))
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a (|6.18d|) dostaneme
AX—=2r(r—M))

Y (Re(x) — ARe(y)) — [Z + ] (Re(z) + ARe(y))

(r — M)*
+ Tézjw (Re(z,) + ARe(y,) +2(r — M)Re(y))
=A Kl — (rfA]\/[)2> cot v’ + 0 5 + " _AM cot@ve,r] ; (6.23a)
T (Rela) + ARe(y)) — 1 (Re(r) + A Re(y) + 25 Re(:)

csc? 0 cot
_A o 0 o\ 9
<7~—MU r—MU’9+U’T (6.23b)

Nyni tyto dvé rovnice vhodnymi algebraickymi iipravami prevedeme do tvaru, ve
kterém jsou funkce v’ . a v’ o dekaplované, coz vede na

AX—-2r(r—M))
(r — M)?

—[2—2&$ﬁ0+ ]G%@»+ARdw)

. %\4 (Re(z,.) + ARe(y,) + 2 (r — M) Re(y))

—Ytand (Re(z ) + ARe(yg)) + X (Re(z) — ARe(y))
+ 2% (r — M) tan 6 Re(2)
~ 2Acsc20 [A + (M? — a?) (1 + cos? 6) 0
r—M r— M

- (A + (M2 — a2) sin? 6) ve,r] , (6.24a)
A(X—=2r(r— M)+ 2a*cos?0)
(r— M)

AY
B (Re(e,) + ARe(y,) +2(r — M) Re(y)
AX cotd
(= M)
2AY cot 0
r—M
Acsc? 0

= m [(A - <M2 - a2) sin? 0) cot 0 v°

[z+ ]mam+ARaw>

(Re(z9) + ARe(y,)) — X (Re(x) — ARe(y))

Re(z)

- (A + <M2 - a2) sin? 9) Ueﬁ} . (6.24b)

Jedna se o soustavu dvou parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu o dvou
proménnych 7 a 6. Zavedenim substituce v? dané vztahem

0 (r—M)sin@ 0

UTAT (M2 — a?)sin? 0 (6.25)
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se zjednodusi pravé strany rovnic (6.24)), které zkracené zapiseme jako

o= AsecOV?, (6.26a)
Acsch
== ES§\4 Ve, (6.26b)

Podminky integrability rovnic (6.24]) jsou pak dané zdménnosti parcidlnich deri-
vaci

V0=V, (6.27)

Explicitnim vypoctem lze s uzitim rovnic a pro Kerrovu ¢ernou diru
ukazat, ze levé strany rovnic obsahuji nejvyse druhé derivace Debyeova
potencialu x. Podminky integrability pak vedou na parcialni diferencidlni
rovnici s nejvyse tretimi derivacemi Debyeova potencidlu y. Ukazali jsme, ze diky
Debyeové rovnici a jejim prvnim derivacim je tato rovnice splnéna. Neboli
Debyeova rovnice implikuje splnéni podminek integrability.

6.4 Dalsi zjednoduseni a shrnuti

V' dekaplovani kalibracnich rovnic (6.22)) vzhledem k péru funkei v", v? a

ke trojici funkei ¥, Q, 4 lze dale postoupit. Vhodnym souctem rovnic (6.22a]) a
(6.22¢]) dostaneme

43 r?a sin? 2AY2q sin? 0 )

_ 2A% (X —2r (2r — M))asin®6 - N 2Aa?sin? 4
(A —a?sin?0) (r2 — a?) r? — a?

+A—|—a2sin29> Q.
(6.28)

Dalsi dekaplovanou rovnici lze ziskat nejdiive pri¢tenim vhodného nasobku ro-

vnice (6.24b)) k rovnici (6.22b) tak, abychom se zbavili ¢lenu s v% 9. Vzniklou
rovnici pak lze vhodné secist s rovnici (6.22a]) nebo (6.22¢), ¢imz se zcela zba-

vime kalibra¢niho vektoru. Vysledna rovnice je vSak dlouhd a nebudeme ji déle
pouzivat, a proto ji zde neuvadime. Dilezité vsSak je, ze vzdy v alespon jedné
z rovnic ((6.22)) se nejsme schopni zbavit komponent kalibra¢niho vektoru v, a tu-
diz dekaplovat vSechny kalibra¢ni rovnice zaroven. Nevyhneme se tak integrovani
rovnic s levymi stranami danymi rovnicemi . Ani v pripadé Sch-
warzschildovy ¢erné diry (a — 0) se problém nezjednodusi a kalibra¢ni rovnice
se zcela dekapluji az v Minkowského limité (M — 0), ¢emuz se budeme véno-
vat v nasledujici podkapitole. Za zminku vsSak stoji rovnice , ktera se ve
Schwarzschildové limité (a — 0) zjednodusi na

2%%sin A Im(z) = —AQ. (6.29)

Shrnme nyni obecny postup, jakym lze prejit ze znalosti Debyeova potenci-
alu x(r,0) splnujictho Debyeovu rovnici (a tedy od derivace metriky 4 dané
rovnici ([5.26)) k funkeim ¥, Q, 4 uréujicim derivaci metriky 4 (viz rovnice (@.20))
popisujici stejny fyzikalni systém.
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Zactneme vypoctem kvadratur pro funkci V? podle rovnic s levymi
stranami danymi rovnicemi . Komponenta v? kalibra¢niho vektoru v je pak
dana podle . Druhou komponentu v" lze urcit podle rovnice , avsak
pro dalsf v¥pocty jiz nebude potfeba. Zndme-li v, nalezneme pak funkce 1, Q, 4

resenim soustavy linedrnich rovnic (6.22)). Misto rovnice ([6.22a}) nebo (6.22c)) lze

v této soustavé linearnich rovnic pouzit dekaplovanou rovnici (|6.28|).

6.5 Minkowského limita

V Minkowského limité (a — 0, M — 0) se kalibra¢ni rovnice (6.22)) zjednodusi

na

—2r?sinfIm(z) = Q, (6.30a)
Re(x) + 2r2 Re(y) = —5 + 4 + cot v’ — % 4, (6.30b)
Re(z) = 9. (6.30c)

Rovnice ((6.24a)) se v Minkowského limité zjednodusi na
—r (Re(:pr) + 1% Re(y,) + 2r Re(y)) — cot 0 (Re(xﬂ) + 7 Re(yﬂ))
- (Re(z) — 7 Re(y)) + 2r cot § Re(z) = csc® 6 (cot 00’ — v%) . (6.31)

Odecteme-li od rovnice ([6.30b|) rovnici (6.30c)) a rovnici (6.31)) pfendsobenou fa-

ktorem sin? 6, dostaneme

sin 260

— rsin®@ (Re(a:,r) + 7 Re(ym)) (Re(:qg) + 7 Re(yﬂ))
— sin® 0 Re(x) — r* (2 + sin*0) Re(y) + rsin 20 Re(z) = 7. (6.32)

Explicitnim vyjadirenim funkeci x, y, 2 na Minkowského prostorocase dostaneme
s uzitim Debyeovy rovnice ([5.17))

4 =0, (6.33)

Podle rovnic (6.30a)), (6.30c|) tak mizeme urcit funkce v, {2 pfimo ze znalosti De-
byeova potencialu. Neuvadime zde jiz explicitni tvar téchto rovnic, poznamenejme
vsak, ze ) je urceno imaginarni ¢asti y a 1 realnou ¢asti y.

2Vypocet kvadratury oznaduje feseni viceproménného integralu.
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Z.aver

V této diplomové praci jsme zkoumali gravitacni perturbace ve Weylove a
GHP formalismu s uzitim Debyeova potencidlu a jejich vzajemny vztah. V celé
praci jsme dbali na matematickou rigoréznost a nahlizeli na gravitacni pertur-
bace z hlediska diferencialni geometrie. Tento pristup umoznuje lepsi pochopeni
linearizovanych veli¢in a rovnic a mj. dava podobu kalibra¢ni volnosti ve formeé
Lieovy derivace.

Podrobné jsme vysvétlili vztah perturbace metriky a perturbace NP tetrady,
ktera navic skryva transformacni volnost perturbované NP tetrady. Ukézali jsme,
jak se diky této transformacni volnosti méni NP Weylovy skaldry a nalezli jsme
vztah pro vypocet perturbaci NP Weylovych skalara ¥y a W, pomoci NP pro-
jekel perturbace metriky, a to pro obecny nevakuovy prostorocas a nevakuové
gravitacni perturbace. Ovérili jsme, ze pro pripad vakuového prostorocasu typu
D, davaji tyto vztahy stejny vysledek jako perturbace NP Weylovych skalaria ¥,
a VU, danych Debyeovym potencidlem.

Uzitim Weylova formalismu, tj. perturbace metriky v ramci Weylovy tiidy
metrik, jsme zkoumali stacionarni axisymetrické perturbace Kerrovy cerné diry.
Nalezli jsme explicitni vztah pro vipocet Uy a ¥4 pomoci perturbaci metrickych
funkci. Ukazali jsme, ze v GHP formalismu se s uzitim dvou typt Debyovych
potenciala splinujicich jednoduchou relaci

. (r —iacosf)* |
X(T’ ‘9) = A X(Ta ‘9)
zjednodusi perturbace Kerrovy metriky. Debyeovy potencidly spliujici tuto relaci
vedou na stejné perturbace NP Weylovych skalarti, které navic spliuji analogickou
jednoduchou relaci

- (r —iacosf)" .

‘110 = T \1’4 .
Ukazali jsme, ze prechod mezi perturbaci Kerrovy metriky ve Weylové forma-
lismu a v GHP formalismu je potfeba pouzit kalibra¢ni volnost, kterd vede na
kalibra¢ni rovnice. V pripadé, kdy predpokladame znalost Debyeova potencialu,
predstavuji kalibracni rovnice soustavu redlnych parcidlnich diferencidlnich ro-
vnic dvou proménnych pro komponenty kalibra¢niho vektoru a soustavu realnych
linearnich rovnic pro perturbace metrickych funkei Kerrovy metriky ve Weylové
formalismu. Tyto rovnice jsme dekaplovali tak, ze komponenty kalibra¢niho ve-
ktoru najdeme hleddanim kvadratury, pricemz podminky integrability jsou splnény
diky Debyové rovnici. Perturbace metrickych funkci Kerrovy metriky ve Weylové
formalismu pak jednoduse nalezneme resenim soustavy linearnich rovnic. Opacny
postup hledani Debyeova potencialu ze znalosti perturbace metrickych funkci
Kerrovy metriky ve Weylové formalismu je vSak z matematického hlediska mno-
hem nérocnéjsi.
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