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rovnic. Ve vakuových prostoročasech typu D se ukázalo výhodné zkoumat per-
turbace v GHP formalismu zavedením Debyeova potenciálu. V této práci se věnu-
jeme propojením těchto dvou přístupů. Prezentujeme obecný postup, jak přejít
od Debyeova potenciálu ke stacionárním axisymetrickým perturbacím Kerrovy
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Úvod
Albert Einstein ve svém článku (Einstein, 1915) formuloval obecnou relativitu

a dnes nazývané Einsteinovy rovnice. O rok později ve článku (Einstein, 1916)
teoreticky předpověděl existenci gravitačních vln. O dalších 100 let později se
podařilo přímo detekovat tyto gravitační vlny na detektoru LIGO (Abbott a kol.,
2016). Mezi další detektory gravitačních vln patří např. VIRGO a v přípravě je
první vesmírný detektor gravitačních vln LISA.

Detekce gravitačních vln otevírá nové okno do vesmíru, a proto má význam je
zkoumat na úrovni gravitačních perturbací obecně. Existuje více formalismů, ve
kterých lze gravitační perturbace zkoumat. Standardně se však provádí linearizací
veličin a rovnic kolem neperturbovaného prostoročasu. V tenzorovém formalismu
se vychází z perturbace metriky, která však není jednoznačná. Díky kalibrační
volnosti totiž mohou různé perturbace metriky popisovat stejnou fyzikální situaci
(Stewart a Walker, 1974).

Další možností je popisovat perturbace v GHP formalismu (Geroch a kol.,
1973) pomocí Debyeova potenciálu, který do obecné relativity pro elektromagne-
tické pole zobecnili Cohen a Kegeles (1974) a dále nejen pro gravitační perturbace
na prostoročasech typu D rozšířili Cohen a Kegeles (1975). Debyeův potenciál
představuje komplexní funkci, ze které lze GHP derivacemi získat jak perturbaci
metriky, tak perturbace zářivých komponent Weylova tenzoru. Nevýhodou De-
byeova potenciálu je, že jím nelze určit v případě gravitace monopólové a dipólové
perturbace (Kofroň, 2020).

Kerrova metrika (Kerr, 1963) popisující rotující černou díru je z astrofyzi-
kálního hlediska velmi důležitá, neboť rotující černé díry představují obvykle
závěrečnou fázi vývoje dostatečně hmotných hvězd (Bardeen, 1970). Zároveň lze
spoustu zajímavých astrofyzikálních procesů kolem těchto černých děr, jako např.
rotující disky nebo vyzařování gravitačních vln, zkoumat na úrovni perturbací.
Proto se v druhé části této práce budeme soustředit na gravitační perturbace
Kerrovy metriky.

Weylovým formalismem zkoumání gravitačních perturbací označujeme gravi-
tační perturbace cirkulárních prostoročasů popsaných Weylovou metrikou (Weyl,
1917) za předpokladu, že perturbovaná metrika zůstává v této Weylově třídě me-
trik. A právě Kerrova metrika je jedním z představitelů Weylovy třídy metrik.
Weylův formalismus pro Kerrovu metriku proto bude představovat stacionární
axiálně symetrické perturbace rotující černé díry, kterým se v této práci budeme
věnovat.

Na některých úrovních není stále explicitní přechod mezi Weylovým formalis-
mem a GHP formalismem s užitím Debyeova potenciálu. V těchto dvou forma-
lismech dostáváme totiž díky kalibrační volnosti obecně různé perturbace veli-
čin. Příkladem je perturbace metriky, která v GHP formalismu vede na kalibraci
anglicky zvanou ingoing nebo outgoing radiation gauge. Na druhou stranu exi-
stují kalibračně invariantní veličiny, jako např. zářivé komponenty NP Weylova
tenzoru na prostoročasech typu D. V obou případech se v této práci věnujeme
vzájemnému vztahu těchto dvou formalismů pro perturbace, případně ověřujeme
že dávají stejný výsledek.

Abstraktní indexy jsou značeny tučnými písmeny latinské abecedy. Kulaté
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závorky kolem indexů značí symetrizaci a hranaté závorky kolem indexů značí
antisymetrizaci. Signatura metriky je v rámci celé práce (+ − −−). Riemannův
tenzor křivosti Rab

c
d Levi-Civitovy kovariantní derivace ∇a je definován rovnicí

Rab
c

d vd = ∇a∇b vc −∇b∇a vc , (1)

kde v je libovolné hladké vektorové pole. Ricciho tenzor křivosti Rab je kontrakcí
Riemannova tenzoru,

Rab = Rca
c

b . (2)

Používáme geometrizované jednotky c = G = 1 a uvažujeme nulovou kosmologi-
ckou konstantu.
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1. Obecná relativita v NP a GHP
formalismu

1.1 NP formalismus a NP tetráda
Ukázalo se, že některé problémy obecné relativity lze oproti standardnímu ten-

zorovému formalismu výhodněji studovat pomocí skalárního formalismu. Jedná
se o formalismus, který místo tenzorů pracuje se skaláry, které se získají např.
projekcemi tenzorů na bázi. Mezi výhody skalárního formalismu může patřit zje-
dnoduší řady rovnic v takovém smyslu, že jsou pak snadněji řešitelnější. V tenzo-
rovém formalismu mají rovnice naopak zpravidla úspornější podobu. Další výhoda
skalárního formalismu je, že používá skaláry a derivace působící pouze na ska-
láry, které nezávisejí na volbě souřadnic. V tenzorovém formalismu je naopak při
konkrétních výpočtech zapotřebí oné volby souřadnic.

Příkladem skalárního formalismu, který nalezl široké uplatnění zejména při
řešení algebraicky speciálních prostoročasů, je tzv. NP formalismus, který za-
vedli Newman a Penrose (1962). NP formalismus dostává svou podobu přiro-
zeně, vychází-li se ze spinorového formalismus. Lze však na něj nahlížet i jako na
speciální tetrádový formalismus, kde se všechny tenzorové veličiny a kovariantní
derivace projektují na patřičně zvolenou nulovou tetrádu (l,n,m,m), tzv. NP
tetrádu. Pro NP tetrádu požadujeme, aby byly l,n reálné a m,m komplexní, a
dále aby splňovaly normalizační vztahy

l · n = −m ·m = 1 , (1.1)
zatímco zbylé skalární součiny jsou nulové. Skalární součin daný metrikou gab

značíme jako g(l,n) ≡ gabl
anb ≡ l · n.

Zvolené NP tetrádě odpovídá ortonormální tetráda
{︂
E(i)

}︂3

i=0
s transforma-

čními vztahy

l = 1√
2
(︂
E(0) + E(1)

)︂
, n = 1√

2
(︂
E(0) −E(1)

)︂
,

m = 1√
2
(︂
E(3) + iE(4)

)︂
, m = 1√

2
(︂
E(3) − iE(4)

)︂
.

(1.2)

Ortonormální tetráda pak splňuje standardní normalizační vztahy
E(0) ·E(0) = −E(1) ·E(1) = −E(2) ·E(2) = −E(3) ·E(3) = 1 , (1.3)

kde zbylé skalární součiny jsou nulové.
NP tetráda složená z vektorů (la,na,ma,ma) tvoří vektorovou bázi B =

{ei}4
i=1 = {la,na,ma,ma}. Normalizační vztahy NP tetrády (1.1) pak definují

duální (kovektorovou) bázi jako B∗ = {ei}4
i=1 = {na, la, −ma, −ma} a metriku

ve tvaru
gab = 2l(anb) − 2m(amb) . (1.4)

Prvky vektorové báze B a kovektorové báze B∗ jsou spjaty vztahy⟨︂
ei, e

j
⟩︂

= δji , (1.5)

kde závorky ⟨ , ⟩ značí kontrakci vektoru a kovektoru a δji značí Kroneckerovo
delta.
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1.2 NP spinové koeficienty
V NP formalismu se namísto Levi-Civitovy kovariantní derivace ∇a (tj. bez-

torzní a metrické), používají směrové derivace podél vektorů NP tetrády (tzv. NP
derivace) definované následovně

D ≡ la∇a , ∆ ≡ na∇a , δ ≡ma∇a , δ̄ ≡ma∇a . (1.6)

Levi-Civitovu kovariantní derivaci zkonstruujeme zpětně vztahem

∇a = naD + la∆−maδ −maδ̄ . (1.7)

NP tetráda definuje tetrádovou kovariantní derivaci ða, která ji anihiluje, neboli

ðaei = 0 = ðaei pro i = 1, . . . ,4 . (1.8)

Rozdíl Levi-Civitovy a tetrádové kovariantní derivace je dán rozdílovým tenzo-
rem γ = ∇−ð. Z definice tetrádové derivace a působení rozdílového tenzoru jako
pseudoderivace dostaneme

∇aei
c = γc

ia ⇔ ej
a∇aei = γk

ijek ⇔ ekbej
a∇aei

b = γk
ij . (1.9)

Komponenty γk
ij v NP bázi B jsou tzv. spinové rotační koeficienty. 24 nezávislých

komponent rozdílového tenzoru v NP bázi je v NP formalismu zakódováno ve 12
komplexních skalárech, tzv. NP spinových koeficientech definovaných vztahem

γabc = 2n[amc] (nbκ−mbρ−mbσ + lbτ)
+ 2m[alc] (lbν −mbµ−mbλ+ nbπ)
+ l[anc]

[︂
nb (ϵ+ ϵ̄) + lb (γ + γ̄)− 2mb

(︂
α + β̄

)︂]︂
+ m[amc]

[︂
nb (ϵ− ϵ̄)− lb (γ − γ̄) + 2mb

(︂
α− β̄

)︂]︂
+ c.c. ,

(1.10)

kde c.c. značí komplexně sdružené předchozí členy.

1.3 Riemannův tenzor v NP formalismu
Ve čtyřech dimenzích má rozklad Riemannova tenzoru křivosti Rabcd na jeho

bezestopé části tvar

Rabcd = Cabcd + 1
2 (S∧∧ g)abcd + 1

24R (g∧∧ g)abcd , (1.11)

kde Cabcd je Weylův tenzor, Sab je bezestopý Ricciho tenzor a R značí Ricciho
skalár. V rovnici (1.11) jsme použili operátor double-wedge, který zobrazí dva
symetrické tenzory Aab a Bcd na tenzor mající symetrie Riemannova tenzoru
podle definice

(A∧∧ B)abcd ≡ 4A[a|[cBb]|d] = AacBbd + AbdBac −AadBbc −AbcBad . (1.12)

Deset nezávislých komponent Weylova tenzoru je v NP formalismu zakódováno
v pěti komplexních skalárech, tzv. NP Weylových skalárech, definovaných vztahy
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Ψ0 = −Cabcdlamblcmd ,

Ψ1 = −Cabcdlanblcmd ,

Ψ2 = −Cabcdlambmcnd ,

Ψ3 = −Cabcdnalbncmd ,

Ψ4 = −Cabcdnambncmd .

(1.13)

Ekvivalentně lze NP skalár Ψ2 definovat jako

Ψ2 = −1
2
(︂
Cabcdlanblcnd −Cabcdlanbmcmd

)︂
, (1.14)

kde na pravé straně první člen tvoří reálnou část a druhý člen tvoří ryze imaginární
část NP skaláru Ψ2. Bezestopý Ricciho tenzor Sab je dán třemi komplexními a
třemi reálnými skaláry, tzv. NP Ricciho skaláry, definovanými vztahy

Φ00 = 1
2Sabl

alb ,

Φ01 = 1
2Sabl

amb ,

Φ02 = 1
2Sabm

amb ,

Φ11 = 1
4Sab

(︂
lanb + mamb

)︂
,

Φ12 = 1
2Sabn

amb ,

Φ22 = 1
2Sabn

anb .

(1.15)

Ricciho skalár je v NP formalismu nahrazen NP skalárem Λ definovaným jako

Λ = R

24 . (1.16)

NP Weylovy skaláry, NP Ricciho skaláry a NP skalár Λ tak efektivně kódují 20
nezávislých komponent Riemannova tenzoru.

Dále budeme předpokládat Riemannův tenzor křivosti (a z něho odvozené
tenzory a NP skaláry) spojený s Levi-Civitovou kovariantní derivací ∇. Potom
NP Weylovy skaláry a NP Ricciho skaláry splňují NP Ricciho rovnice. Plnou
sadu NP Ricciho rovnic lze nalézt např. v monografii (Stephani a kol., 2003). Pro
pozdější použití zde uvádíme následující NP Ricciho rovnice

∆α− δ̄γ = (ρ+ ϵ) ν − (τ + β)λ+ (γ̄ − µ̄)α +
(︂
β̄ − τ̄

)︂
γ −Ψ3 , (1.17a)

δκ−Dσ = − (3ϵ− ϵ+ ρ+ ρ)σ + (α + 3β − π + τ)κ−Ψ0 , (1.17b)
δν −∆µ = µ2 + λλ+ (γ + γ)µ− νπ +

(︂
τ − 3β + α

)︂
ν + Φ22 . (1.17c)

1.4 Transformace NP tetrády
Transformace zachovávající normalizační vztahy (1.3) v daném bodě tvoří

šestidimenzionální Lorentzovu grupu. Obecnou transformaci lze složit ze tří pro-

7



storových rotací a tří boostů. Prostorová rotace kolem vektoru E(3) je dána pa-
rametrem θ3 jako

E′
(0) = E(0) ,

E′
(1) = cos θ3E(1) − sin θ3E(2) ,

E′
(2) = sin θ3E(1) + cos θ3E(2) ,

E′
(3) = E(3) .

(1.18)

Rotace kolem vektoru E(1), resp. E(2), je dána parametrem θ1, resp. θ2 obdobnými
vztahy. Boost ve směru E(3) je dán parametrem v3 jako

E′
(0) = E(0) − v3E(3)√︂

1− v2
3

,

E′
(1) = E(1) ,

E′
(2) = E(2) ,

E′
(3) = E(3) − v3E(0)√︂

1− v2
3

.

(1.19)

Boost ve směru E(1), resp E(2), je dán parametrem v1, resp. v2 obdobnými vztahy.
V řeči NP tetrády lze obecnou Lorentzovu transformaci složit ze dvou nulo-

vých rotací, z jedné prostorové rotace a jednoho boostu (Stephani a kol., 2003).
Nulová rotace kolem l je dána komplexním parametrem B jako

l′ = l ,

n′ = n +Bm +Bm +BBl ,

m′ = m +Bl .

(1.20)

Nulová rotace kolem n je dána komplexním parametrem E jako

l′ = l + Em + Em + EEn ,

n′ = n ,

m′ = m + En .

(1.21)

Prostorová rotace kolem E(1), tzv. rotace v m-m rovině, je dána reálným para-
metrem θ jako

l′ = l ,

n′ = n ,

m′ = eiθm .

(1.22)

Boost ve směru E(1), tzv. boost v l-n rovině, je dán reálným parametrem A > 0
jako

l′ = Al ,

n′ = A−1n ,

m′ = m .

(1.23)

1.5 Transformace NP Weylových skalárů
NP Weylovy skaláry (1.13) nejsou obecně invariantní vzhledem k Lorentzovým

transformacím (Stephani a kol., 2003). Pod působením nulové rotace kolem l
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(rovnice (1.20)) se transformují podle vztahů

Ψ′
0 = Ψ0 ,

Ψ′
1 = Ψ1 + B̄Ψ0 ,

Ψ′
2 = Ψ2 + 2B̄Ψ1 + B̄

2Ψ0 ,

Ψ′
3 = Ψ3 + 3B̄Ψ2 + 3B̄2Ψ1 + B̄

3Ψ0 ,

Ψ′
4 = Ψ4 + 4B̄Ψ3 + 6B̄2Ψ2 + 4B̄3Ψ1 + B̄

4Ψ0 .

(1.24)

Pod působením nulové rotace kolem n (rovnice (1.21)) se NP Weylovy skaláry
transformují podle vztahů

Ψ′
0 = Ψ0 + 4EΨ1 + 6E2Ψ2 + 4E3Ψ3 + E4Ψ4 ,

Ψ′
1 = Ψ1 + 3EΨ2 + 3E2Ψ3 + E3Ψ4 ,

Ψ′
2 = Ψ2 + 2EΨ3 + E2Ψ4 ,

Ψ′
3 = Ψ3 + EΨ4 ,

Ψ′
4 = Ψ4 .

(1.25)

Pod působením rotace v m-m rovině (rovnice (1.22)) se NP Weylovy skaláry
transformují podle vztahů

Ψ′
0 = e2iθΨ0 , Ψ′

1 = eiθΨ1 , Ψ′
2 = Ψ2 , Ψ′

3 = e−iθΨ3 , Ψ′
4 = e−2iθΨ4 .

(1.26)
Pod působením boostu v l-n rovině (rovnice (1.23)) se NP Weylovy skaláry trans-
formují podle vztahů

Ψ′
0 = A2Ψ0 , Ψ′

1 = AΨ1 , Ψ′
2 = Ψ2 , Ψ′

3 = A−1Ψ3 , Ψ′
4 = A−2Ψ4 . (1.27)

1.6 GHP formalismus
Na NP formalismus přirozeně navazuje GHP (Geroch-Held-Penrose) formali-

smus (Geroch, Held a Penrose, 1973), který nalézá uplatnění především v prosto-
ročasech, ve kterých existuje přirozený výběr dvojice reálných vektorů NP tetrády
l a n.

GHP formalismus zavádí diskrétní operátor čárka (’), který při působení na
NP tetrádu prohazuje vektory l a n a vektory m a m, neboli

l
′
←→ n , m

′
←→m . (1.28)

Působení operátoru čárka na NP skaláry je odvozeno od jejich definičních vztahů
a od této transformace NP tetrády. Z implicitně definovaných NP spinových ko-
eficientů rovnicí (1.10) dostaneme působení operátoru čárka jako

κ
′
←→ −ν , ρ

′
←→ −µ , σ

′
←→ −λ , τ

′
←→ −π , ϵ

′
←→ −γ , β

′
←→ −α .

(1.29)
Křivostní NP skaláry se pod působením operátoru čárka transformují jako

Ψ0
′
←→ Ψ4 , Ψ1

′
←→ Ψ3 , Ψ2

′
←→ Ψ2 , Λ

′
←→ Λ ,

Φ00
′
←→ Φ22 , Φ01

′
←→ Φ12 , Φ02

′
←→ Φ02 , Φ11

′
←→ Φ11 .

(1.30)

9



Směrové derivace podél NP tetrády se pod působením operátoru čárka transfor-
mují jednoduše jako

D
′
←→ ∆ , δ

′
←→ δ̄ . (1.31)

Obecné Lorentzovy transformace zachovávající směr dvojice reálných vektorů
NP tetrády tvoří dvouparametrickou grupu složenou z boostů v l-n rovině (ro-
vnice (1.23)) a rotace v m-m rovině (rovnice (1.22)). Lze je parametrizovat je-
dinou komplexní funkcí λ a transformace nabývá tvaru

l′ = λλ̄ l , n′ = λ−1λ̄−1 n , (1.32)
m′ = λλ̄−1 m , m′ = λ−1λ̄m . (1.33)

Od této transformace se odvíjí i transformace všech NP skalárů podle jejich de-
finic. Skalár, který se transformuje podle rovnice

η′ = λpλ̄q η , (1.34)

nazýváme GHP skalár GHP váhy [p,q]. Spinová váha spojená s rotací v m-m
rovině takového skaláru je (p − q)/2 a boostová váha spojená s boostem v l-n
rovině je (p + q)/2. Z definičních vztahů GHP skaláru (rovnice (1.32) - (1.34))
plyne, že operátor čárka transformuje GHP skalár váhy [p,q] na GHP skalár
váhy [−p,−q] a že komplexní sdružení vytvoří z GHP skaláru váhy [p,q] GHP
skalár váhy [q,p]. Operace čárka a komplexní sdružení navzájem komutují. GHP
váhu lze použít pro kontrolu správnosti rovnic, neboť lze spolu porovnávat jen
členy se stejnou GHP váhou.

GHP váhu budeme občas uvádět ve spodním indexu jako např. v následujících
GHP skalárech,

Ψ2[0,0] , Ψ3[−2,0] , Ψ4[−4,0] , Φ00[2,2] , Φ01[2,0] , Φ00[2,−2] , Φ11[0,0] , Λ[0,0] .
(1.35)

Z dvanácti NP spinových koeficientů se jen osm z nich transformuje jako GHP
skalár podle rovnice (1.34). Jejich GHP váhy jsou

κ[3,1] , ρ[1,1] , σ[3,−1] , τ[1,−1] ,

ν[−3,−1] , µ[−1,−1] , λ[−3,1] , π[−1,1] .
(1.36)

Stejně jako NP skaláry β, ϵ a jejich čárkované verze se i NP derivace netransfor-
mují podle vztahu (1.34). Lze z nich však zkonstruovat tzv. GHP derivace, které
při působení na GHP skalár vytvoří nový GHP skalár jiné váhy. Jedná se o GHP
derivace þ, ð a jejich čárkované verze1 definované působením na GHP skalár η
váhy [p,q] vztahy

þη ≡ (D − pϵ− qϵ̄) η , þ′η ≡ (∆ + pϵ′ + qϵ̄′) η , (1.37)
ðη ≡

(︂
δ − pβ + qβ̄

′)︂
η , ð′η ≡

(︂
δ̄ + pβ′ − qβ̄

)︂
η . (1.38)

GHP derivace þ, resp. þ′, zvyšuje o 1, resp. snižuje o 1, boostovou váhu a GHP
derivace ð, resp. ð′, zvyšuje o 1, resp. snižuje o 1, spinovou váhu, neboli GHP

1Symbol ð již značil tetrádovou kovariantní derivaci. Dále budeme tento symbol používat
výhradně jako GHP derivaci.
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derivace mění GHP váhu následovně,

þ→ [+1,+ 1] , þ′ → [−1,− 1] , (1.39)
ð→ [+1,− 1] , ð′ → [−1,+ 1] . (1.40)

Z definičních vztahů (1.37) a (1.38) plyne

þη = þη , ðη = ð′η , (1.41)

kde η je GHP skalár. Ná základě rovnic (1.32)-(1.34) lze v jistém významu přiřadit
GHP váhu prvkům NP tetrády takto,

l[1,1] , n[−1,−1] , m[1,−1] , m[−1,1] . (1.42)
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2. Gravitační perturbace

2.1 Jednoparametrická třída řešení
Mezi známá přesná řešení Einsteinových rovnic nepatří např. rotující černá

díra obklopená akrečním diskem nebo vyzařující gravitační vlny, přestože se jedná
o astronomicky významné objekty. V režimech, kdy lze situaci aproximovat gra-
vitační perturbací na pozaďovém prostoročasu, se hledání řešení a jeho vlastností
značně zjednodušuje. Při studiu perturbací však dochází ke vzniku nového pro-
blému, kterému se budeme v této kapitole věnovat.

Předpokládejme, že známe nějaké přesné řešení Einsteinových rovnic dané me-
trikou g na varietě M - tvoří dvojici (M, g). V ideálním případě bychom chtěli
znát jednoparametrickou třídu přesných řešeních Einsteinových rovnic (M′, g′)
parametrizované parametrem ϵ̃ sestávající z třídy metrik g′ ≡ g(ϵ̃) na třídě va-
riet M′ ≡ M(ϵ̃). Parametr ϵ̃ je zvolen tak, že pro nulovou hodnotu dostaneme
pozaďový, neperturbovaný prostoročas a pozaďovou metriku, tj. M(0) = M
a g(0) = g. Za předpokladu, že hodnota parametru ϵ̃ je malá, hledáme namísto
přesného řešení lineární perturbaci metriky ve formě tenzoru γ. Formálně lze
linearizaci metriky zapsat ve tvaru

g(ϵ̃) = g + ϵ̃γ + O(ϵ̃2) , (2.1)

kde γ nezávisí na ϵ̃. Rovnice (2.1) má však jeden významný nedostatek, který tvoří
základní problém studia perturbace prostoročasů. Tomuto problému se věnujeme
v následující podkapitole.

2.2 Identifikační problém a kalibrační volnost
Při studiu gravitačních perturbací pracujeme se dvěma odlišnými prostoročasy

- s pozaďovým prostoročasemM a s perturbovaným prostoročasemM′. Jedná se
o dva odlišné objekty a klíčový problém gravitačních perturbací je, že neexistuje
přirozená nebo nějak preferovaná identifikace bodů varietyM s body varietyM′.
Matematicky řečeno neexistuje preferovaná volba diffeomorfismu z M do M′.1
Z toho vyplývá, že ani nelze preferovaně porovnávat další objekty jako třeba
tenzory na varietě M a M′. Podíváme se na to, jak se projeví nejednoznačnost
volby tohoto diffeomorfismu. Tomuto problému se věnoval již článek (Stewart a
Walker, 1974).

Zkusme opravit rovnici (2.1), kde namísto metriky g budeme uvažovat obecný
objekt Q,

Q(ϵ̃) = Q+ ϵ̃Q̇+ O(ϵ̃2) , (2.2)
kde Q(ϵ̃) je objekt žijící na varietěM′, Q je objekt žijící na varietěM a objekt Q̇
žijící na varietěM budeme nazývat derivace Q. Dodejme, že Q a Q̇ nezávisí na ϵ̃.

Předpokládejme, že zvolíme daný diffeomorfismus µ z variety M do vari-
ety M′, neboli

µ : M→M′ . (2.3)
1Diffeomorfismus, tj. 1-1 zobrazení, které je i se svou inverzí hladké, volíme proto, aby nám

dále indukoval push-forward tenzorů.
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Diffeomorfismus µ indukuje push-forward µ∗ tenzorů z varietyM do varietyM′

a pull-back µ∗ tenzorů z varietyM′ do varietyM. Objekt Q(ϵ̃;µ(x)) v bodě µ(x),
kde x ∈M, pak můžeme srovnat s objekty µ∗(Q(x)) = (µ∗Q)(µ(x)) a µ∗(Q̇(x)) =
(µ∗Q̇)(µ(x)) žijícími na varietě M′. Opravená rovnice (2.2) má potom tvar

Q(ϵ̃;µ(x)) = µ∗(Q(x)) + ϵ̃µ∗(Q̇(x)) + O(ϵ̃2) . (2.4)

Zároveň požadujeme, aby rovnice (2.4) platila v limitě ϵ̃→ 0, neboli

Q(µ(x)) = µ∗(Q(x)) . (2.5)

Aby byla tato rovnice splněna pro všechna Q, je nezbytné aby byl diffeomorfismus
také parametrizován parametrem ϵ̃ a aby pro ϵ̃ = 0, kdy nastává µ : M→M,
bylo µ identita,

µ→ µ(ϵ̃) ≡ µϵ̃, kde µ0 = id . (2.6)
Z tohoto důvodu je vhodné uvažovat pětidimenzionální varietu N , která je fo-
liována čtyřdimenzionálními varietami M′ tak, že ϵ̃ parametrizující variety M′

tvoří dobře definovanou souřadnici na N . Potom lze na jednoparametrickou třídu
diffeomorfismů µϵ̃ zobrazující body z N do N nahlížet jako na tok. Označme ve-
ktorové pole na N 2 příslušející toku µϵ̃ jako M . Naše výchozí rovnice (2.4) přejde
na tvar

Q(ϵ̃;µϵ̃(x)) = µϵ̃∗(Q(x)) + ϵ̃µϵ̃∗(Q̇(x)) + O(ϵ̃2) . (2.7)
Tuto rovnici stáhneme zpět na varietu M působením pull-backem µϵ̃

∗ = µ−ϵ̃∗,
čímž dostaneme

µ−ϵ̃∗Q(ϵ̃;µϵ̃(x)) = Q(x) + ϵ̃Q̇(x) + O(ϵ̃2) , (2.8)

kde jsme využili, že µϵ̃∗µ−ϵ̃∗ = µ0∗ = id. Hledanou derivaci Q̇(x) vyjádříme jako

Q̇M (x) = lim
ϵ̃→0

µ−ϵ̃∗Q(ϵ̃;µϵ̃(x))−Q(x)
ϵ̃

= LMQ(ϵ̃;x) , (2.9)

kde jsme rozpoznali definici Lieovy derivace LM podél vektorového pole M žijí-
cího na varietěN , které je vzhledem k varietěM z konstrukce úlohy transverzální.
Derivace objektu Q tedy závisí na volbě diffeomorfismu, což jsme již naznačili
v rovnici (2.9) spodním indexem v Q̇M . Rovnici (2.9) lze přepsat pomocí totální
derivace do tvaru

Q̇M (x) = d
dϵ̃µ−ϵ̃∗Q(ϵ̃;µϵ̃(x))

⃓⃓⃓⃓
⃓
ϵ̃=0

= LMQ(ϵ̃;x) . (2.10)

V následujících podkapitolách a kapitolách nebudeme vždy v derivaci objektu
uvádět zvolený diffeomorfismus a rovnice typu (2.10) budeme zapisovat ve zkrá-
cené formální podobě

Q̇ = d
dϵ̃Q(ϵ̃)

⃓⃓⃓⃓
⃓
ϵ̃=0

= LQ(ϵ̃) . (2.11)

Zvolíme-li obecně jinou jednoparametrickou třídu diffeomorfismů νϵ̃ odpoví-
dající vektorovému poli N , bude hledaná derivace Q̇N rovna

Q̇N = LNQ(ϵ̃) . (2.12)
2Přesněji řečeno toto vektorové pole žije na tečném bandlu variety N .
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Rozdíl těchto dvou derivací daný odlišnou volbou vektorového pole je

Q̇M − Q̇N = LMQ(ϵ̃)− LNQ(ϵ̃) = LM−NQ(ϵ̃) . (2.13)

Vzhledem k tomu, že toky µϵ̃ a νϵ̃ jsou parametrizovány stejným parametrem ϵ̃,
je vektorové pole u ≡ M −N tangenciální k varietě M, neboli žije na tečném
bandlu variety M. Lieova derivace je pak pouze citlivá na to, jak se Q(ϵ̃) chová
na varietě M, a můžeme proto psát

Q̇M − Q̇N = LuQ . (2.14)

Podrobným rozborem tak dostáváme známý výsledek, že perturbace Q̇ veličiny Q
je dána jednoznačně až na Lieovu derivaci neperturbované veličiny Q podél li-
bovolného hladkého vektorového pole u žijícího na neperturbované varietě M.
Libovůle ve volbě u nám udává tzv. kalibrační volnost gravitačních perturbací
a u nazýváme kalibračním vektorem.

Drobnou modifikací rovnice (2.13) dostaneme

Q̇M + Q̇N = LMQ+ LNQ = LM+NQ , (2.15)

neboli součtem dvou perturbací Q̇M a Q̇N získáme novou perturbaci Q̇′ danou
kalibračním vektorem M + N . Lineární perturbace tak lze jednoduše sčítat.
(V případě perturbací daných vícero parametry je potřeba uvažovat odpovídající
vícedimenzionální varietu N .)

Klíčovou roli při studiu gravitačních perturbací hrají veličiny, které jsou tzv.
kalibračně invariantní, tj. jejich derivace nezávisí na volbě vektoru v Lieově de-
rivaci. Poznamenejme tak klíčový poznatek plynoucí z rovnice (2.12), že pokud
je neperturbovaná veličina Q všude nulová (nebo konstantní), je její derivace Q̇
kalibračně invariantní.

2.3 Metrické perturbace
Motivováni předešlými podkapitolami budeme tenzor γ převážně nazývat de-

rivací metriky, neboť dle definice

γ ≡ ġ ≡ d
dϵ̃g(ϵ̃)

⃓⃓⃓⃓
⃓
ϵ̃=0
≡ LM g(ϵ̃) . (2.16)

Za perturbaci metriky prvního řádu pak budeme standardně považovat tenzor ϵ̃γ.
Perturbace metriky se standardně v literatuře provádí tak, že uvažujeme po-

zaďovou metriku g rozloženou do nějaké báze {ei}i=1,...,4,

g = gije
iej ⇐⇒ g(x) = gij(x)ei(x)ej(x) . (2.17)

Perturbace metriky pak bývá provedena prostřednictvím perturbace komponent
metriky gij. Nové komponenty metriky gij(ϵ̃) závisejí na parametru ϵ̃ a perturbo-
vaná metrika se standardně píše ve tvaru

g(ϵ̃;x) = gij(ϵ̃,x)ei(x)ej(x) , (2.18)
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kde se předpokládá, že g(ϵ̃) již žije na pozaďové varietě díky implicitně před-
pokládanému diffeomorfismu. Derivace metriky se pak standardně získá derivací
rovnice (2.18) podle ϵ̃ a položením ϵ̃ = 0,

γ = dgij(ϵ̃)
dϵ̃

⃓⃓⃓⃓
⃓
ϵ̃=0

eiej ⇐⇒ γ(x) = dgij(ϵ̃;x)
dϵ̃

⃓⃓⃓⃓
⃓
ϵ̃=0

ei(x)ej(x) . (2.19)

Problémem v předchozím postupu je rovnice (2.18), neboť objekty g(ϵ̃;x)
a gij(ϵ̃,x) žijí na varietě M′ a ne v bodě x ∈ M. Nyní ukážeme, co se ve skute-
čnosti skrývá za postupem výše, a jak lze rigorózně dojít k rovnici (2.19). Pertu-
rbované metrické komponenty gij(ϵ̃) již neleží v bodě x ∈M, ale v bodě µϵ̃(x) ∈
M′, kde µϵ̃ tvoří tok. Perturbovaná metrika je pak ve skutečnosti předpokládaná
ve tvaru

g(ϵ̃;µϵ̃(x)) = gij(ϵ̃,µϵ̃(x))µϵ̃∗ei(x)µϵ̃∗ej(x) . (2.20)
Tuto rovnici stáhneme zpět působením pull-backem µϵ̃

∗ = µ−ϵ̃∗,

µ−ϵ̃∗g(ϵ̃;µϵ̃(x)) = µ−ϵ̃∗gij(ϵ̃,µϵ̃(x))ei(x)ej(x) . (2.21)

Nyní rovnici zderivujeme podle ϵ̃ a položíme ϵ̃ = 0, dostaneme tak rovnici (2.19),
neboť jsme použili rovnici (2.10) na levé straně pro g a na pravé straně pro gij.
Dále jsme využili toho, že vektory ei(x) na základě konstrukce naší úlohy nezávi-
sejí na ϵ̃. K této problematice se vrátíme v podkapitole 4.1, kde ji vyjasníme na
příkladu.

Lieova derivace nám říká, jaký je vztah mezi perturbací metriky gab a pertur-
bací inverzní metriky g−1ab. Jejich derivace jsou podle rovnice (2.10)

ġab = LM gab , ġ−1ab = LM g−1ab (2.22)

a inverzní metrika je dána podmínkou

gabg
−1bc = δc

a , (2.23)

kde δc
a je Kroneckerovo delta. Působením Lieovy derivace na tuto rovnici dosta-

neme
0 = LM δc

a = (LM gab) g−1bc + gab

(︂
LM g−1bc

)︂
, (2.24)

kde jsme použili Leibnizovo pravidlo pro Lieovu derivaci a to, že Lieova deri-
vace anihiluje Kroneckerovo delta. Nyní na rovnici zapůsobíme inverzní metri-
kou g−1ad a vyjádříme derivaci inverzní metriky ve tvaru

LM g−1cd = −g−1ac
g−1bd (LM gab) . (2.25)

Obecným postupem s pomocí diferenciální geometrie jsme tak dostali známý
výsledek, že derivaci inverzní metriky získáme až na znaménko z derivace metri-
ky zvednutím indexů pomocí neperturbované inverzní metriky. Uvědomme si, že
smysluplněji lze indexy Lieovy derivace metriky psát ve tvaru

LM gab = (LM g)ab , (2.26)

a proto lze zapsat rovnici (2.25) ve zjednodušeném tvaru(︂
LM g−1

)︂
ab

= − (LM g)ab ⇐⇒ LM g−1 = −LM g , (2.27)

kde se přepokládá, že indexy byly sníženy neperturbovanou metrikou g, neboť
všechny objekty již žijí na pozaďovém prostoročasu.
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2.4 Perturbace Riemannova tenzoru
Levi-Civitova kovariantní derivace ∇ kompatibilní s metrikou g je definována

jako beztorzní metrická kovariantní derivace, tj.

∇g = 0 , T = 0⇔∇a∇bf −∇b∇af = 0 , (2.28)

kde T je tenzor torze a f je libovolná funkce. Pracujeme-li s více metrikami,
máme k dispozici také příslušný počet Levi-Civitových kovariantních derivací.
Levi-Civitovu kovariantní derivaci kompatibilní perturbované metrice g′ ≡ g(ϵ̃)
budeme značit jako ∇′ ≡ ϵ̃∇.3 Rozdíl perturbované a neperturbované kovariantní
derivace je dán rozdílovým tenzorem Γ,

ϵ̃∇ = ∇ + Γ(ϵ̃) . (2.29)

Povšimněme si, že Γ(ϵ̃) pro ϵ̃ = 0 vymizí, a tudíž je jeho derivace kalibračně
invariantní.

Následující výpočet rozdílového tenzoru a perturbace Riemannova tenzoru
vychází z monografie (Wald, 1984). Působením rovnicí (2.29) na metriku g(ϵ̃) a
využitím vlastností výše lze dojít k následujícímu vztahu pro Γ(ϵ̃),

Γcab(ϵ̃) = 1
2 (∇agcb(ϵ̃) + ∇bgac(ϵ̃)−∇cgab(ϵ̃)) . (2.30)

Derivaci Γ̇ získáme derivací podle parametru ϵ̃ a položením ϵ̃ = 0,

Γ̇cab = 1
2 (∇aγcb + ∇bγac −∇cγab) . (2.31)

Rozdíl perturbovaného a neperturbovaného Riemannova tenzoru, v našem
případě rozdíl Riemannova tenzoru R′ ≡ R(ϵ̃) příslušejícího kovariantní deri-
vaci ∇′ ≡ ϵ̃∇ a Riemannova tenzoru R = R(0) příslušejícího kovariantní deri-
vaci ∇, je dán vztahem

Rabc
d(ϵ̃) = Rabc

d − 2∇[aΓd
b]c(ϵ̃) + Γe

c[a(ϵ̃)Γd
b]e(ϵ̃) . (2.32)

Derivací této rovnice podle ϵ̃ získáme derivaci Riemannova tenzoru jako

Ṙabc
d = −2∇[aΓ̇d

b]c , (2.33)

kde jsme využili, že Γ(0) = 0.

2.5 Linearizované Einsteinovy rovnice
Plné Einsteinovy rovnice standardní obecné relativity s nulovou kosmologickou

konstantou mají tvar

Rab(ϵ̃)−
1
2R(ϵ̃)gab(ϵ̃) = 8πTab(ϵ̃) , (2.34)

3Ve skutečnosti uvažujeme Levi-Civitovu kovariantní derivaci ϵ̃∇ metriky µ−ϵ̃∗g(ϵ̃), kde oba
objekty již žijí na pozaďovém prostoročasu.
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kde Tab(ϵ̃) je perturbovaný tenzor energie a hybnosti, Rab(ϵ̃) ≡ Racb
c(ϵ̃) je per-

turbovaný Ricciho tenzor a R(ϵ̃) ≡ Rab(ϵ̃)gab(ϵ̃) je perturbovaný Ricciho skalár.
Linearizované Einsteinovy rovnice získáme derivací rovnice (2.34) podle ϵ̃,

Ṙab −
1
2
(︂
Rγab + Ṙgab

)︂
= 8πṪab . (2.35)

Levá strana této rovnice tvoří perturbaci Ġab Einsteinova tenzoru Gab(ϵ̃) =
Rab(ϵ̃)− 1/2R(ϵ̃)gab(ϵ̃).

V případě, že zkoumáme vakuové prostoročasy s vakuovými perturbacemi,
zjednoduší se rovnice (2.34) na

Rab(ϵ̃) = 0 (2.36)

a rovnice (2.35) na
Ṙab = 0 . (2.37)

Je-li pozaďový prostoročas řešením vakuových Einsteinových rovnic, tj. Rab = 0,
pak je derivace Ṙab kalibračně invariantní.

Abychom mohli řešit linearizované vakuové Einsteinovy rovnice, potřebujeme
znát derivaci Ṙab (v případě nevakuových perturbací i Ṙ). Díky definiční vlast-
nosti Lieovy derivace, podle které komutuje s kontrakcí, nalezneme Ṙab kontrakcí
rovnice (2.33) přes indexy b, d,

Ṙac = −2∇[aΓ̇b
b]c . (2.38)

Podobně Ṙ získáme z rovnice (2.38) jako

Ṙ = −gac∇aΓ̇b
bc + ∇b

(︃
gacΓ̇b

ac

)︃
, (2.39)

kde jsme využili ∇g−1 = 0.
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3. Perturbace v NP a GHP
formalismu

3.1 Vztah perturbace metriky a NP tetrády
Metrika vyjádřená pomocí NP tetrády má tvar podle rovnice (1.4). Tento tvar

platí i pro perturbované prostoročasy, neboť požadujeme splnění normalizačních
podmínek (rovnice (1.1)) i pro perturbované vektory, neboli

gab(ϵ̃) = 2l(a(ϵ̃)nb)(ϵ̃)− 2m(a(ϵ̃)mb)(ϵ̃) . (3.1)

Vidíme tedy, že perturbace metriky a kontravariantní NP tetrády jsou vzájemně
svázané. V této podkapitole najdeme jejich vzájemný vztah a ukážeme, že per-
turbace metriky je dána perturbací NP tetrády jednoznačně, zatímco perturbace
NP tetrády pomocí perturbace metriky jednoznačně zadána není.

Symetrická derivace metriky rozvinutá do kovektorů NP tetrády má obecně
tvar

γab = γllnanb + γnnlalb + 2γlnl(anb)

− 2γlmn(amb) − 2γlmn(amb) − 2γnml(amb) − 2γnml(amb)

+ γmmmamb + γmmmamb + 2γmmm(amb) ,

(3.2)

kde koeficienty rozkladu jsou γll = γabl
alb, γln = γabl

anb, . . . Tyto koeficienty
proto tvoří NP skaláry a je jednoduché vidět, že jsou i GHP skaláry transfor-
mujícími se podle (1.34). Deset stupňů volnosti symetrického tenzoru derivace
metriky je zakódováno ve čtyřech reálných funkcích γll, γnn, γln, γmm a ve třech
komplexních funkcích γlm, γnm, γmm. Zbylé koeficienty lze vyjádřit pomocí těchto
funkcí díky symetričnosti γab a pomocí komplexního sdružení.

Derivací rovnice (3.1) dostaneme

γab = 2
(︂
l̇(anb) + l(aṅb)

)︂
− 2

(︂
ṁ(amb) + m(aṁb)

)︂
, (3.3)

kde platí ṁb = ṁb. 16 stupňů volnosti v perturbaci kontravariantní NP tetrády
je tak zakódováno ve dvou reálných kovektorech l̇a a ṅa a v jednom komplexním
kovektoru ṁa.

Poznamenejme, že derivaci kovariantní NP tetrády nedostaneme jednoduše
zvednutím indexu u derivace kontravariantní NP tetrády, stejně jako je tomu u
derivace metriky a inverzní metriky. Jejich vztah najdeme v následující podkapi-
tole.

Derivace kovektorů NP tetrády můžeme rozvinout do neperturbované NP
tetrády jako

l̇a = l̇nla + l̇lna − l̇mma − l̇mma ,

ṅa = ṅnla + ṅlna − ṅmma − ṅmma ,

ṁa = ṁnla + ṁlna − ṁmma − ṁmma ,

ṁa = ṁnla + ṁlna − ṁmma − ṁmma ,

(3.4)

kde značení koeficientů rozkladu je voleno tak, aby l̇n = l̇ana, l̇l = l̇ala, . . . . Tyto
koeficienty proto tvoří NP skaláry a je jednoduché vidět, že jsou i GHP skaláry
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transformujícími se podle (1.34). 16 nezávislých stupňů volnosti v perturbaci ko-
variantní NP tetrády (která generuje symetrickou derivaci γab podle rovnice (3.3))
je zakódováno ve čtyřech reálných koeficientech l̇l, l̇n, ṅl, ṅn a v šesti komplexních
koeficientech l̇m, ṅm, ṁl, ṁn, ṁm, ṁm.

Dosazením rozkladu (3.4) do rovnice (3.3) a porovnáním s rozkladem (3.2)
dostaneme následující jednoznačné vyjádření nezávislých NP projekcí tenzoru γ
pomocí NP projekcí derivací kovektorů NP tetrády

γll[2,2] = 2l̇l , γlm[2,0] = l̇m + ṁl ,

γnn[−2,−2] = 2ṅn , γnm[0,−2] = ṅm + ṁn , (3.5)
γln[0,0] = l̇n + ṅl , γmm[2,−2] = 2ṁm ,

γmm[0,0] = 2 Re(ṁm) ,

kde Re( ) značí reálnou část a ve spodních indexech jsme zaznamenali GHP
váhu. Všimněme si, že NP projekce γab nezávisejí ze sady nezávislých NP pro-
jekcí perturbace NP tetrády na imaginární části ṁm. V rovnicích (3.5) se každá
z nezávislých NP projekcí perturbace NP tetrády vyskytuje nejvýše jednou, a
proto je z rovnic (3.5) ihned vidět, jaké kombinace nezávislých NP projekcí per-
turbace NP tetrády lze získat ze zadané perturbace metriky. V tomto problému
nám zůstává neurčeno šest stupňů volnosti. Těchto šest stupňů volnosti pochází
ze šesti-parametrické Lorentzovy grupy transformací NP tetrády dané rovnicemi
(1.20)-(1.23). Přímým výpočtem lze ověřit, že tyto transformace nemění pravou
stranu rovnic (3.5), a tudíž ani NP projekce derivace metriky.

Uvažujme rotaci v m-m rovině (rovnice (1.22)) parametrizovanou reálným
parametrem θ(ϵ̃), který je funkcí od polohy a od ϵ̃ splňující θ(0) = 0. Pak jediná
netriviální NP derivace NP tetrády je rovna

ṁa = iθ̇ma =⇒ ṁm = −iθ̇ . (3.6)

Tedy tato transformace mění pouze imaginární část ṁm.
Dále uvažujme boost v l-n rovině (rovnice (1.23)) daný reálným parametrem

A(ϵ̃) > 0, který je funkcí od polohy a od ϵ̃ splňujícíA(0) = 1. Pak jediné netriviální
NP derivace NP tetrády jsou rovny

l̇a = Ȧla =⇒ l̇n = Ȧ ,

ṅa = −Ȧna =⇒ ṅl = −Ȧ .
(3.7)

Dostali jsme, že l̇n + ṅl = 0, a derivace metriky (3.5) tak zůstává nezměněna.
Nyní uvažujme nulovou rotaci kolem l (rovnice (1.20)) danou komplexním

parametrem B(ϵ̃), který je funkcí od polohy a od ϵ̃ splňující B(0) = 0. Pak jediné
netriviální NP derivace NP tetrády jsou rovny

ṅa = Ḃma + Ḃma =⇒ ṅm = −Ḃ ,

ṁa = Ḃla =⇒ ṁn = Ḃ .
(3.8)

Dostali jsme, že ṅm + ṁn = 0, a derivace metriky (3.5) tak zůstává opět nezmě-
něna.

Vzhledem k tomu, že se na ní budeme dále odkazovat, uvádíme zde i nulovou
rotaci kolem n (rovnice (1.21)). Ta je dána komplexním parametrem E(ϵ̃), který
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je funkcí od polohy a od ϵ̃ splňující E(0) = 0. Pak jediné netriviální NP derivace
NP tetrády jsou rovny

l̇a = Ėma + Ėma =⇒ l̇m = −Ė ,
ṁa = Ėna =⇒ ṁl = Ė .

(3.9)

Dostali jsme, že l̇m+ṁl = 0, a derivace metriky (3.5) tak zůstává opět nezměněna.

3.2 Vztah perturbace kontravariantní a kovari-
antní NP tetrády

Stejně tak jako derivaci inverzní metriky nezískáme jenom zvednutím indexů
derivace metriky neperturbovanou metrikou, nejsou ani derivace vektorů kon-
travariantní NP tetrády jednoduše získány zvednutím indexů derivací kovektorů
kovariantní NP tetrády.

Obecně můžeme derivace vektorů kontravariantní NP tetrády rozvinout do
NP tetrády jako

l̇a = l̇
n
la + l̇

l
na − l̇mma − l̇mma

ṅa = ṅnla + ṅlna − ṅmma − ṅmma

ṁa = ṁnla + ṁlna − ṁmma − ṁmma

ṁ
a = ṁ

n
la + ṁ

l
na − ṁm

ma − ṁm
ma ,

(3.10)

kde l̇n = l̇ana, l̇
l = l̇ala, . . . . Tyto koeficienty mají podobné vlastnosti jako koe-

ficienty výše, co se týče komplexního sdružení a počtu stupňů volnosti.
Perturbované vektory a kovektory jsou stále svázány normalizačními podmín-

kami (1.1), neboli ⟨︂
ei(ϵ̃), ej(ϵ̃)

⟩︂
= ei

a(ϵ̃)eja(ϵ̃) = konst. , (3.11)

kde konst. je konstanta rovná 0 nebo ±1. Derivací této rovnice dostaneme⟨︂
ėi, e

j
⟩︂

+
⟨︂
ei, ė

j
⟩︂

= ėi
aeja + ei

aėja = 0 . (3.12)

Tato rovnici nám říká, jaký je vztah mezi koeficientami rozkladu derivací kon-
travariantní a kovariantní NP tetrády. Níže uvádíme tyto vztahy pro nezávislé
projekce derivací NP tetrády,

l̇
l = −l̇l , ṅl = −l̇n , ṁl = −l̇m ,
l̇
n = −ṅl , ṅn = −ṅn , ṁn = −ṅm , (3.13)
l̇
m = −ṁl , ṅm = −ṁn , ṁm = −ṁm ,

ṁm = −ṁm .

Pomocí těchto vztahů můžeme vyjádřit projekce derivace metriky jako

γll[2,2] = −2l̇l , γlm[2,0] = −l̇m − ṁl ,

γnn[−2,−2] = −2ṅn , γnm[0,−2] = −ṅm − ṁn , (3.14)
γln[0,0] = −l̇n − ṅl , γmm[2,−2] = −2ṁm ,

γmm[0,0] = −2 Re(ṁm) ,
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K těmto vztahům lze dojít obecně také jiným postupem. Napišme normalizační
podmínky kontravariantní NP tetrády ve tvaru

gab(ϵ̃)eia(ϵ̃)ejb(ϵ̃) = konst. , (3.15)

kde konst. je konstanta rovná 0 nebo ±1. Derivací této rovnice dostaneme

γij = −gabėi
aej

b − gabei
aėj

b . (3.16)

Tato rovnice je v souladu s dřívějším výsledkem (3.14).

3.3 Vztah perturbace zářivých komponent Wey-
lova tenzoru a perturbace metriky

Mezi nejvýznamější NP Weylovy skaláry patří Ψ0 a Ψ4, neboť představují
zářivé komponenty Weylova tenzoru. V této podkapitole nalezneme vztah pro
výpočet jejich derivací pomocí NP projekcí derivace metriky, a to pro perturbace
na obecně nevakuových prostoročasech.

Perturbovaný NP Weylův skalár Ψ0 je podle definice (1.13) roven

Ψ0(ϵ̃) = −Cabcd(ϵ̃)la(ϵ̃)mb(ϵ̃)lc(ϵ̃)md(ϵ̃) . (3.17)

Derivací této rovnice dostaneme

Ψ̇0 = −Ċabcdlamblcmd − 2Cabcdl̇amblcmd − 2Cabcdlaṁblcmd . (3.18)

Soustřeďme se nejdříve na první člen na pravé straně této rovnice. Všimněme si, že
binární symetrický operátor double-wedge definovaný rovnicí (1.12) se vzhledem
k derivaci chová podle Leibnizova pravidla, neboli

L (A∧∧ B) = (LA)∧∧ B + A∧∧ (LB) . (3.19)

Derivací rovnice (1.11) tedy dostaneme

Ṙabcd = Ċabcd + 1
2
(︂
Ṡ∧∧ g

)︂
abcd

+ 1
2 (S∧∧ γ)abcd + 1

12R (γ∧∧ g)abcd . (3.20)

Tuto rovnici projektujeme na lamblcmd,

Ṙabcdlamblcmd = Ċabcdlamblcmd + 1
2 (S∧∧ γ)abcd lamblcmd , (3.21)

kde členy obsahující metriku g zmizely díky normalizačním podmínkám (1.1).
První člen na pravé straně této rovnice (3.18) vyjádříme s užitím definice operá-
toru double-wedge (1.12) jako

−Ċabcdlamblcmd = −Ṙabcdlamblcmd

+1
2Sab

(︂
lalbγmm − 2lambγlm + mambγll

)︂
.

(3.22)

S užitím definic NP Ricciho skalárů (1.15) pak jako

−Ċabcdlamblcmd = −Ṙabcdlamblcmd + Φ00γmm − 2Φ01γlm + Φ02γll . (3.23)
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Derivaci Riemannova tenzoru Ṙabcd daného rovnicí (2.33) vypočítáme s užitím
(2.31) pomocí rovnice

Ṙabcd =− 1
2 [∇a∇bγdc + ∇a∇cγdb −∇a∇dγbc]

+ 1
2 [∇b∇aγdc + ∇b∇cγab −∇b∇dγac] .

(3.24)

Dále derivaci metriky rozvineme do NP tetrády podle (3.2), kovariantní derivace
NP tetrády vyjádříme pomocí NP spinových koeficientů a kovariantní derivace
působící na skaláry rozvineme do tetrádových derivací podle (1.7). Jedná se o
přímočarý, avšak vzhledem k počtu členů zdlouhavý výpočet, který lze provést
pomocí vhodného softwaru. Projektovaný výsledek na lamblcmd již převedený
do GHP skalárů a derivací má tvar

−2Ṙabcdlamblcmd =
[︂
ð2 − 2τ ′ð + σþ′ − σ′þ + 2

(︂
(ρ′ − ρ′)σ + τ ′2 − ðτ ′

)︂]︂
γll

+2 [−ðþ + 2τ ′þ + ρð− σð′ + ((τ − 2τ ′)σ + κρ′ − 2ρτ ′ + þτ ′ + ðρ)] γlm[︂
þ2 − 2ρþ− κð + κð′ − 2 (σσ − κτ ′ − κτ ′ + ðκ)

]︂
γmm

−2 [σþ + κð + ((ρ− ρ)σ − 2κτ ′ + ðκ)] (γln + γmm) + 2κ2γnn + 2σ2γmm

+2 [2σð + (−κσ′ + (τ − 2τ ′)σ + ðσ)] γlm − 4κσγnm
+2 [2κþ + ((ρ− 2ρ)κ− κσ + þκ)] γnm .

(3.25)

Nyní se zaměříme na druhý a třetí člen na pravé straně rovnice (3.18), tedy
na část Ψ̇0 tvořenou přímo derivacemi NP tetrády. Dosazením rozkladu (3.10)
dostaneme

−2Cabcdl̇amblcmd − 2Cabcdlaṁblcmd =

− 2Cabcd

(︃
l̇
n
la + l̇

l
na − l̇mma − l̇mma

)︃
mblcmd

− 2Cabcdl̇a
(︂
ṁnlb + ṁlnb − ṁmmb − ṁmmb

)︂
lcmd =

− 2l̇n Cabcdlamblcmd⏞ ⏟⏟ ⏞
−Ψ0

−2l̇lCabcdnamblcmd + 2l̇mCabcdmamblcmd

− 2ṁl Cabcdlanblcmd⏞ ⏟⏟ ⏞
−Ψ1

+2ṁmCabcdlamblcmd + 2ṁm Cabcdlamblcmd⏞ ⏟⏟ ⏞
−Ψ0

,

(3.26)

kde jsme rozpoznali definice NP Weylových skalárů (rovnice (1.13)) a rovnou
nenapsali triviálně nulové členy v poslední rovnosti díky symetriím Weylova ten-
zoru. Zbývající členy jsou dány lineárními kombinacemi NP Weylových skalárů.
Abychom je určili, vyjdeme z bezestopovosti Weylova tenzoru

0 = Cabcdgac = Cabcd (lanc + nalc −mamc −mamc) . (3.27)

Projektujeme-li tuto rovnici na mbmd, dostaneme

0 = Cabcdlambncmd + Cabcdnamblcmd = 2Cabcdnamblcmd . (3.28)
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Projekcí rovnice (3.27) na lbmd dostaneme

0 = Cabcdnalblcmd −Cabcdmalbmcmd

=⇒ Cabcdmamblcmd = Cabcdlanblcmd = −Ψ1 .
(3.29)

Projekcí rovnice (3.27) na lbld dostaneme

0 = −Cabcdmalbmcld −Cabcdmalbmcld = −2Cabcdlamblcmd . (3.30)

Rovnice (3.26) tak přejde na tvar

−2Cabcdl̇amblcmd − 2Cabcdlaṁblcmd = 2
(︂
l̇
n − ṁm

)︂
Ψ0 + 2

(︂
ṁl − l̇m

)︂
Ψ1 .

(3.31)
Dohromady tak s výsledky výše dostáváme vztah pro derivaci NP Weylova

skaláru Ψ0,

Ψ̇0 = 1
2
[︂
ð2 − 2τ ′ð + σþ′ − σ′þ + 2

(︂
(ρ′ − ρ′)σ + τ ′2 − ðτ ′

)︂]︂
γll

+ [−ðþ + 2τ ′þ + ρð− σð′ + ((τ − 2τ ′)σ + κρ′ − 2ρτ ′ + þτ ′ + ðρ)] γlm
1
2
[︂
þ2 − 2ρþ− κð + κð′ − 2 (σσ − κτ ′ − κτ ′ + ðκ)

]︂
γmm

− [σþ + κð + ((ρ− ρ)σ − 2κτ ′ + ðκ)] (γln + γmm) + κ2γnn + σ2γmm

+ [2σð + (−κσ′ + (τ − 2τ ′)σ + ðσ)] γlm − 2κσγnm
+ [2κþ + ((ρ− 2ρ)κ− κσ + þκ)] γnm

+Φ00γmm − 2Φ01γlm + Φ02γll

+2 (ṁm − ṅl) Ψ0 + 2
(︂
ṁl − l̇m

)︂
Ψ1 ,

(3.32)

kde jsme použili vztahy (3.13) mezi derivacemi kovariantní a kontravariantní NP
tetrády.

Působením operátorem čárka ′ dostaneme vztah pro derivaci NP Weylova
skaláru Ψ4. Pro úsporu vypíšeme nyní pouze poslední dva členy, které nás budou
dále zajímat,

Ψ̇4 = · · ·+ 2
(︂
ṁm − l̇n

)︂
Ψ4 + 2 (ṁn − ṅm) Ψ3 . (3.33)

Poslední dva členy ve Ψ̇0 a Ψ̇4 jsou problematické, neboť závisejí na perturbaci NP
tetrády a ne přímo na perturbaci metriky. Ukážeme, že je lze odtransformovat,
avšak ne u Ψ̇0 a Ψ̇4 zároveň.

Uvažujme dále transformace jako v podkapitole 3.1, viz rovnice (3.6)-(3.9)
a poznámky okolo. Tyto transformace jsou identita pro ϵ̃ → 0, a proto nemění
pozaďové (neperturbované) spinové koeficienty a pozaďové GHP derivace. Dále,
jak bylo ukázáno v podkapitole 3.1, zachovávají NP projekce perturbace metriky,
a proto tyto transformace mění pouze právě poslední dva členy ve Ψ̇0 a Ψ̇4.

Hledáme takové transformace (3.6)-(3.9), abychom vynulovali poslední dva
členy v Ψ̇4, neboli

0 = ṁ′
m − l̇

′
n = ṁm + iθ̇ − l̇n + Ȧ =⇒ iθ̇ + Ȧ = ṁm − l̇n , (3.34)

0 = ṁ
′
n − ṅ′

m = ṁn − ṅm + 2Ḃ =⇒ 2Ḃ = ṅm − ṁn . (3.35)
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Touto volbou θ̇, Ȧ a Ḃ jsme odtransformovali poslední dva členy v (3.33) a vý-
sledný tvar Ψ̇4 tak je

Ψ̇4 = 1
2
[︂
ð′2 − 2τð′ + σ′þ− σþ′ + 2

(︂
(ρ− ρ)σ′ + τ 2 − ð′τ

)︂]︂
γnn

+ [−ð′þ′ + 2τþ′ + ρ′ð′ − σ′ð + ((τ ′ − 2τ)σ′ + κ′ρ− 2ρ′τ + þ′τ + ð′ρ′)] γnm

+1
2
[︂
þ′2 − 2ρ′þ′ − κ′ð′ + κ′ð− 2 (σ′σ′ − κ′τ − κ′τ + ð′κ′)

]︂
γmm

− [σ′þ′ + κ′ð′ + ((ρ′ − ρ′)σ′ − 2κ′τ + ð′κ′)] (γln + γmm) + κ′2γll + σ′2γmm

+ [2σ′ð′ + (−κ′σ + (τ ′ − 2τ)σ′ + ð′σ′)] γnm − 2κ′σ′γlm

+ [2κ′þ′ + ((ρ′ − 2ρ′)κ′ − κ′σ′ + þ′κ′)] γlm
+Φ22γmm − 2Φ12γnm + Φ02γnn .

(3.36)

Poslední zbylou transformaci (3.9) lze využít k vynulování posledního členu
ve vztahu pro výpočet Ψ̇0 (rovnice (3.32)),

0 = ṁ′
l − l̇

′
m = ṁl − l̇m + 2Ė =⇒ 2Ė = l̇m − ṁl . (3.37)

Předposlední člen v (3.32) je už dán transformacemi (3.35),

ṁ
′
m − ṅ′

l = ṁm − ṅl +
(︂
iθ̇ + Ȧ

)︂
= ṁm − ṅl + ṁm − l̇n = γmm − γln , (3.38)

kde jsme rozpoznali nezávislé kombinace projekcí perturbace NP tetrády jedno-
značně určující NP projekce derivace metriky. Derivace NP Weylova skaláru Ψ0
tak přejde do tvaru

Ψ̇0 = 1
2
[︂
ð2 − 2τ ′ð + σþ′ − σ′þ + 2

(︂
(ρ′ − ρ′)σ + τ ′2 − ðτ ′

)︂]︂
γll

+ [−ðþ + 2τ ′þ + ρð− σð′ + ((τ − 2τ ′)σ + κρ′ − 2ρτ ′ + þτ ′ + ðρ)] γlm

+1
2
[︂
þ2 − 2ρþ− κð + κð′ − 2 (σσ − κτ ′ − κτ ′ + ðκ)

]︂
γmm

− [σþ + κð + ((ρ− ρ)σ − 2κτ ′ + ðκ)] (γln + γmm) + κ2γnn + σ2γmm

+ [2σð + (−κσ′ + (τ − 2τ ′)σ + ðσ)] γlm − 2κσγnm
+ [2κþ + ((ρ− 2ρ)κ− κσ + þκ)] γnm

+Φ00γmm − 2Φ01γlm + Φ02γll

+2 (γmm − γln) Ψ0 .

(3.39)

Pro některé výpočty může být vhodné tento tvar upravit s užitím NP Ricciho
rovnice (1.17b) zapsané v GHP formalismu. Dále poznamenejme, že poslední člen
na pravé straně rovnice (3.39) je roven −γΨ0, kde γ je stopa derivace metriky γ.

Transformace (podkapitola 3.1) měnící perturbované vektory NP tetrády,
které jsou identita pro neperturbované vektory NP tetrády, tvoří další stupně
volnosti oproti transformacím neperturbovaných vektorů NP tetrády žijících na
pozaďové varietě M. Jak již bylo zmíněno v podkapitole 1.5, NP Weylovy ska-
láry se pod transformacemi neperturbovaných vektorů NP tetrády (daných fun-
kcemi B, E, θ, A) transformují podle rovnic (1.24)-(1.27). Derivace NP Weylo-
vých skalárů se však transformují podle transformací derivací vektorů NP tetrády,
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které jsou dány funkcemi Ḃ, Ė, θ̇, Ȧ. Tyto transformace získáme derivacemi rov-
nic (1.24)-(1.27). Na rozdíl od transformací neperturbovaných vektorů NP tetrády
transformace (3.6)-(3.9) navzájem komutují, a proto můžeme souhrnně psát

Ψ̇′
0 = Ψ̇0 + 2

(︂
Ȧ+ iθ̇

)︂
Ψ0 + 4ĖΨ1 ,

Ψ̇′
1 = Ψ̇1 + ḂΨ0 +

(︂
Ȧ+ iθ̇

)︂
Ψ1 + 3ĖΨ2 ,

Ψ̇′
2 = Ψ̇2 + 2ḂΨ1 + 2ĖΨ3 ,

Ψ̇′
3 = Ψ̇3 + 3ḂΨ2 −

(︂
Ȧ+ iθ̇

)︂
Ψ3 + ĖΨ4 ,

Ψ̇′
4 = Ψ̇4 + 4ḂΨ3 − 2

(︂
Ȧ+ iθ̇

)︂
Ψ4 .

(3.40)

Přesně podle těchto transformací se měnily Ψ̇0 a Ψ̇4, když jsme manipulovali
s posledními dvěma členy na pravých stranách rovnic (3.32) a (3.33).

Vztahy pro výpočet derivací zářivých komponent Weylova tenzoru se značně
zjednoduší, je-li pozaďový prostoročas vakuový a Petrovova typu D (viz podka-
pitola 5.1 dále). Potom jsou všechny NP Ricciho skaláry (1.15) a Ricciho skalár
(1.16) nulové. Při vhodné volbě NP tetrády dále vymizí

Ψ0 = 0 , Ψ1 =0 , Ψ3 = 0 , Ψ4 = 0 ,
κ = 0 , σ =0 , κ′ = 0 , σ′ = 0 .

(3.41)

Z rovnic (3.36) a (3.39) pak dostáváme

Ψ̇4 = 1
2
[︂
ð′2 − 2τð′ + 2

(︂
τ 2 − ð′τ

)︂]︂
γnn + 1

2
[︂
þ′2 − 2ρ′þ′

]︂
γmm

+ [−ð′þ′ + 2τþ′ + ρ′ð′ + (−2ρ′τ + þ′τ + ð′ρ′)] γnm , (3.42)

Ψ̇0 = 1
2
[︂
ð2 − 2τ ′ð + 2

(︂
τ ′2 − ðτ ′

)︂]︂
γll + 1

2
[︂
þ2 − 2ρþ

]︂
γmm

+ [−ðþ + 2τ ′þ + ρð + (−2ρτ ′ + þτ ′ + ðρ)] γlm . (3.43)

Poznamenejme, že tyto tvary jsou již nezávislé na transformační volnosti derivací
vektorů NP tetrády, což je v souladu s (3.40). Skaláry Ψ̇0 a Ψ̇4 jsou tak zcela
invariantní k volbě kalibračního vektoru a k transformaci NP tetrády a tvoří
fyzikálně měřitelné veličiny.
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4. Stacionární axiálně symetrické
perturbace

4.1 Weyl-Lewis-Papapetrou metrika
Obecný tvar metriky popisující stacionární axisymetrické prostoročasy je dán

Weyl-Lewis-Papapetrou (WLP) metrikou (Weyl, 1917) ve Weylových souřadni-
cích (t, ρ, z, ϕ),

g = e2ψ (dt− Ω dϕ)2 − e2(γ−ψ)
(︂
dρ2 + dz2

)︂
− ρ2e−2ψ dϕ2 , (4.1)

kde ψ, Ω a γ jsou funkce ρ a z. Podrobněji viz např. Stephani a kol. (2003, kapi-
tola 20). Uvažujme, že perturbace tohoto prostoročasu zachovávají jeho symetrie,
neboli perturbovaný prostoročas lze zapsat ve tvaru

g(ϵ̃) = e2ψ(ϵ̃) (dt− Ω(ϵ̃) dϕ)2 − e2(γ(ϵ̃)−ψ(ϵ̃))
(︂
dρ2 + dz2

)︂
− ρ2e−2ψ(ϵ̃) dϕ2 , (4.2)

kde ψ(ϵ̃), Ω(ϵ̃) a γ(ϵ̃) jsou stále funkce od ρ a z. Derivací této metriky pak dosta-
neme

γ = 2e2ψψ̇ dt2 − 2e2ψ
(︂
2Ωψ̇ + Ω̇

)︂
dtdϕ− 2e2(γ−ψ)

(︂
γ̇ − ψ̇

)︂ (︂
dρ2 + dz2

)︂
+ 2

[︂
ρ2e−2ψψ̇ + e2ψΩ

(︂
Ωψ̇ + Ω̇

)︂]︂
dϕ2 ,

(4.3)

kde ψ̇, Ω̇ a γ̇ jsou funkce od ρ a z.
Jak již bylo zmíněno, není rovnice (4.2) rigorózně správná. Metrika g(ϵ̃) totiž

žije na perturbované varietě v bodě µϵ̃(x), kde µϵ̃ je implicitně předpokládaný
tok, a pod kovektorovou bází (dt, . . . ) se zde rozumí push-forward kovektorové
báze (µϵ̃∗(dt(x)), . . . ). Z diferenciální geometrie víme, že push-forward a pull-back
komutují s vnější derivací, a proto např. µϵ̃∗(dt(x)) = d(µϵ̃∗(t(x))). Za souřadnice
(jako funkce polohy) (t, ρ, z, ϕ) v (4.2) se myslí souřadnice (µϵ̃∗t, µϵ̃∗ρ, µϵ̃∗z, µϵ̃∗ϕ).

4.2 Kerrův prostoročas
Kerrova černá díra (Kerr, 1963) popisuje nenabitou rotující černou díru a je

ve WLP metrice (4.1) dána funkcemi

ψ = 1
2 ln

⎡⎣(R+ +R−)2 − 4M2 + a2

σ2 (R+ −R−)2

(R+ +R− + 2M)2 + a2

σ2 (R+ −R−)2

⎤⎦ ,
γ = 1

2 ln
⎡⎣(R+ +R−)2 − 4M2 + a2

σ2 (R+ −R−)2

4R+R−

⎤⎦ ,
Ω = −Ma

σ2

(R+ +R− + 2M)
(︂
(R+ +R−)2 − 4σ2

)︂
(R+ +R−)2 − 4M2 + a2

σ2 (R+ −R−)2 ,

(4.4)

kde
R± =

√︂
ρ2 + (z ± σ)2 , σ =

√
M2 − a2 , (4.5)
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M je hmotnost černé díry a a je její specifický moment hybnosti (Čížek, 2017).
Přejdeme-li do Boyerových–Lindquistových souřadnic (t, r, θ, ϕ) daných transfor-
macemi

ρ =
√

∆ sin θ , z = (r −M) cos θ , (4.6)

kde ∆ = r2 − 2Mr + a2,1 nabude metrika (4.1) standardního tvaru

g = ∆
Σ
(︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂2
−Σ

∆ dr2−Σ dθ2− sin2 θ

Σ
(︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂2
, (4.7)

kde Σ = r2 + a2 cos2 θ.
Za nulovou NP tetrádu volíme Kinnersleyho tetrádu

l = 1√
2 ∆

[︂(︂
r2 + a2

)︂
∂t + ∆ ∂r + a∂ϕ

]︂
,

n = 1√
2 Σ

[︂(︂
r2 + a2

)︂
∂t −∆ ∂r + a∂ϕ

]︂
,

m = 1√
2 (r + ia cos θ)

(︂
ia sin θ ∂t + ∂θ + i csc θ ∂ϕ

)︂
.

(4.8)

Potom nenulové NP spinové koeficienty jsou

τ ′ = −i√
2

a sin θ
(r − ia cos θ)2 , ϱ′ = 1√

2
∆

Σ (r − ia cos θ) ,

τ = −i√
2
a sin θ

Σ , ϱ = −1√
2

1
(r − ia cos θ) ,

ϵ′ = ϱ′ − 1√
2
r −M

Σ , β = 1
2
√

2
cot θ

(r + ia cos θ) ,

β′ = τ ′ + β̄ ,

(4.9)

a jediný nenulový NP Weylův skalár je

Ψ2 = − M

(r − ia cos θ)3 . (4.10)

V Boyerových–Lindquistových souřadnicích mají funkce (4.4) tvar

ψ = 1
2 ln

[︄
∆− a2 sin2 θ

Σ

]︄
,

γ = 1
2 ln

[︄
∆− a2 sin2 θ

∆ + (M2 − a2) sin2 θ

]︄
,

Ω = − 2Mra sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
,

(4.11)

Dosazením těchto funkcí do derivace WLP metriky (4.2) získáme stacionární axi-
1Symbol ∆ již značil NP derivaci podél vektoru n, čtenáři by však mělo být podle kontextu

jasné, jakého významu ∆ nabývá.
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symetrické perturbace Kerrovy černé díry ve tvaru

γ = 2 (∆− a2 sin2 θ)
Σ ψ̇ dt2 − 2 (∆ + a2 sin2 θ)

Σ

(︄
4Mra sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − Ω̇

)︄
dtdϕ

−2 sin2 θ

Σ

[︄
2Mra Ω̇ + 4M2r2a2 sin2 θ + ∆Σ2

∆− a2 sin2 θ
ψ̇

]︄
dϕ2

+ 2Σ
∆ + (M2 − a2) sin2

(︂
ψ̇ − γ̇

)︂ (︂
dρ2 + dz2

)︂
,

(4.12)
kde platí

∆− a2 sin2 θ = Σ− 2Mr . (4.13)

4.3 Perturbace NP Weylova skaláru
Nyní se zaměříme na výpočet Ψ̇4 pro stacionární axisymetrické perturbace

Kerrovy černé díry, která je zadaná funkcemi ψ̇, Ω̇ a γ̇. Protože je Kerrův prosto-
ročas typu D, stačí nám podle rovnice (3.42) znát pouze 3 různé projekce derivace
metriky γ, a to γnn, γnm a γmm. Pro výpočet potřebujeme znát transformaci mezi
Weylovou souřadnicovou bází a NP tetrádou, kterou získáme z transformace mezi
Boyerovou-Lindquistovou souřadnicovou bází a NP tetrádou (rovnice (4.8)) a ze
souřadnicové transformace (4.6). Hledaná transformace má tvar

l = 1√
2

[︄
(r2 + a2)

∆ ∂t + (r −M) sin θ√
∆

∂ρ + cos θ ∂z + a

∆ ∂ϕ

]︄
,

n = 1√
2 Σ

[︂(︂
r2 + a2

)︂
∂t −

√
∆ (r −M) sin θ ∂ρ + ∆ cos θ ∂z + a∂ϕ

]︂
,

m = 1√
2 (r + ia cos θ)

(︂
ia sin θ ∂t +

√
∆ cos θ ∂ρ − (r −M) sin θ ∂z + i csc θ ∂ϕ

)︂
.

(4.14)
Projekcí derivace metriky (4.12) na NP tetrádu (4.14) získáme hledané pro-

jekce,

γnn = ∆
Σ

(︄
−γ̇ + 2∆ Ψ̇− a Ω̇

Σ

)︄
,

γnm = 1
(r − ia cos θ)

(︄
2∆ia sin θ Ψ̇ + i (∆ + a2 sin2 θ)

2Σ sin θ Ω̇
)︄

γmm = 1
(r − ia cos θ)

(︄
− (r + ia cos θ)

(︂
γ̇ + 2a2 sin2 θ Ψ̇

)︂
+ a Ω̇

(r − ia cos θ)

)︄
,

(4.15)
kde jsme zavedli novou funkci

Ψ ≡ ψ

∆− a2 sin2 θ
. (4.16)

Přímý vztah pro výpočet Ψ̇4 získáme dosazením (4.15) do rovnice (3.42) (s uži-
tím NP spinových koeficientů ve tvaru (4.9) a NP tetrády ve tvaru (4.8)). Dlouhý
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výpočet pak vede ke vztahu

Ψ̇4 = − ∆
2 (r − ia cos θ)2 Σ

⎡⎣∆ ∂2

∂r2 + ∂2

∂θ2 + 2∆
(r − ia cos θ)

∂

∂r

+ia (1 + sin2 θ)− r cos θ
(r − ia cos θ)

1
sin θ

∂

∂θ

⎤⎦γ̇
+ 1

(r − ia cos θ) Σ2

⎡⎣ a∆
2 (r − ia cos θ)

(︄
∆ ∂2

∂r2 −
∂2

∂θ2

)︄

+i∆ (∆ + a2 sin2 θ)
2 (r − ia cos θ)

1
sin θ

∂2

∂r∂θ
+ (a cos 2θ − ir cos θ) ∆2

Σ sin2 θ

∂

∂r

+
⎛⎝
(︂
(r − 2M) a cos θ + i (2r (r −M) + a2 (1− 3 sin2 θ))

)︂
∆

2Σ

−i (r −M) (∆ + a2 sin2 θ)
(r − ia cos θ)

⎞⎠ 1
sin θ

∂

∂θ

⎤⎦Ω̇

−∆2

Σ

⎡⎣ 1
(r − ia cos θ)2

(︄
a2 sin2 θ

∂2

∂r2 −
∂2

∂θ2

)︄
+ 2ia sin θ

(r − ia cos θ)2
∂2

∂r∂θ

+ 2a2 sin2 θ

(r − ia cos θ) Σ
∂

∂r
+ ia (1 + sin2 θ) + r cos θ

(r − ia cos θ) Σ sin θ
∂

∂θ
+ 4a2 sin2 θ

Σ2

⎤⎦Ψ̇ ,

(4.17)

kde na funkce Ψ̇, Ω̇ a γ̇ nahlížíme jako na funkce od r a θ díky transformaci (4.6).
Tento vzorec se značně zjednoduší Pro Schwarzschildovu černou díru v limitě a→
0,

Ψ̇4 = ∆
r4

⎧⎨⎩
⎡⎣ ∂2

∂θ2 − cot θ ∂
∂θ

⎤⎦Ψ̇ + i∆
2 sin θ

∂

∂r

⎡⎣ ∂
∂θ
− 2 cot θ

⎤⎦Ω̇

−1
2

⎡⎣∆ ∂2

∂r2 + ∂2

∂θ2 + 2∆
r

∂

∂r
− tan θ ∂

∂θ

⎤⎦γ̇
⎫⎬⎭ ,

(4.18)

kde ∆ = r (r − 2M). V této limitě do reálné části Ψ̇4 přispívají členy s Ψ̇ a
γ̇ a do ryze imaginární části člen s Ω̇. Pro výpočet GHP skaláru Ψ̇0 lze využít
jednoduchého vztahu mezi Ψ̇0 a Ψ̇4, který bude odvozen v podkapitole 5.4 (rovnice
(5.21)).

S užitím transformace (4.6) lze vyjádřit derivaci metriky (4.12) v Boyerově-
Lindquistově souřadnicové bázi jako

γ = 2 (∆− a2 sin2 θ)
Σ ψ̇ dt2 − 2 (∆ + a2 sin2 θ)

Σ

(︄
4Mra sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − Ω̇

)︄
dtdϕ

−2 sin2 θ

Σ

[︄
2Mra Ω̇ + 4M2r2a2 sin2 θ + ∆Σ2

∆− a2 sin2 θ
ψ̇

]︄
dϕ2

+2Σ
(︂
ψ̇ − γ̇

)︂(︄dr2

∆ + dθ2
)︄
.

(4.19)
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Pro další výpočty bude užitečný i její zápis ve tvaru

γ =
2
Σ

[︄
∆ + a2 sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − aΩ̇

Σ

]︄ [︃
∆
(︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂2
+ sin2 θ

(︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂2
]︃

+ 2
Σ

[︄
− 4∆a sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ + ∆ + a2 sin2 θ

Σ Ω̇
]︄ (︂

dt− a sin2 θ dϕ
)︂ (︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂

− 2Σ
(︂
γ̇ − ψ̇

)︂ [︄dr2

∆ + dθ2
]︄
. (4.20)
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5. Perturbace v řeči Debyeova
potenciálu

5.1 Prostoročasy typu D a Debyeův potenciál
V této kapitole budeme pracovat pouze s prostoročasy typu D. Jedná se o

algebraicky speciální prostoročasy s dvěma hlavními nulovými směry Weylova
tenzoru, které mají dvojnásobnou multiplicitu. Hlavní vektor Weylova tenzoru je
vektor splňující

Cabc[dle]l
blc = 0 . (5.1)

Zvolíme-li tyto dva hlavní nulové směry jako vektory l a n NP tetrády, následující
skaláry vymizí

Ψ0 = 0 , Ψ1 =0 , Ψ3 = 0 , Ψ4 = 0 ,
κ = 0 , σ =0 , κ′ = 0 , σ′ = 0 .

(5.2)

To vyplývá z Goldbergova-Sachsova teorému (Goldberg, J. N. and Sachs, R. K.,
1962).

Na prostoročasech typu D lze zavést komplexní funkci Debyeův potenciál,
který kóduje gravitační perturbace, viz Cohen a Kegeles (1974) a Stewart (1979).
Jeho zavedení spočívá v tom, že na prostoročasech typu D je ve spinorovém
formalismu Hertzův potenciál χABCD úplně degenerovaný a lze ho zapsat ve tvaru

χABCD = χ̂ιAιBιCιD , (5.3)

kde ιA a oB tvoří spinorovou bázi1 adaptovanou na symetrie Weylova spinoru.
Neboli na prostoročasech typu D lze najít takové nulové spinory ιA a oB, pomocí
kterých má Weylův spinor tvar

ΨABCD ∝ o(AoBιCιD) . (5.4)

Komplexní funkce χ̂ je onen Debyeův potenciál, který je GHP skalárem váhy [4,0].
Za pomocí operátoru čárka je vidět, že lze zavést i druhý Debyeův potenciál χ̌,
který je GHP skalárem váhy [−4,0]. Pomocí něho je pak Hertzův spinor dán jako

χABCD = χ̌oAoBoCoD . (5.5)

Debyeův potenciál χ̂ splňující tzv. Debyeovu rovnici

[(þ− ϱ) (þ′ + 3ϱ′)− (ð− τ ′) (ð′ + 3τ ′)− 3Ψ2] χ̂[4,0] = 0 (5.6)

generuje vakuové perturbace, kde explicitní tvar metriky bude uveden dále. Po-
dobně Debyeův potenciál χ̌ splňuje čárkovanou verzi rovnice (5.6), neboli

[(þ′ − ϱ′) (þ + 3ϱ)− (ð′ − τ) (ð + 3τ)− 3Ψ2] χ̌[−4,0] = 0 . (5.7)
1Spinorová báze je tvořena spinory oA, ιA splňujícími oAιA = 1, oAoA = 0, ιAιA = 0.
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5.2 Ingoing radiation gauge
Pokud je χ̂ řešením Debyeovy rovnice (5.6) a pokud vektory l a n NP tetrády

směřují do hlavních nulových směrů prostoročasu Petrovova typu D, řeší derivace
metriky γi linearizované vakuové Einsteinovy rovnice (2.37), kde

γiab =
(︂
Xi +Xi

)︂
nanb + Yimamb + Yimamb − 2Zin(amb) − 2Zin(amb) (5.8)

a NP projekce γi jsou GHP skaláry dané Debyeovým potenciálem jako

Xi =
(︂
ð′2 + 2τ ′ð′

)︂
χ̂ , Yi =

(︂
þ′2 + 2ϱ′þ′

)︂
χ̂ , Zi = (þ′ð + (τ + τ ′) þ′ + ϱ′ð) χ̂ .

(5.9)
Derivace metriky (5.8) splňuje kalibraci γiabn

b = 0 a γi ≡ γia
a = 0 (viz Deadman

a Stewart, 2011), která se anglicky nazývá ingoing radiation gauge (odtud index
i v γi). Za předpokladu splnění první kalibrační podmínky, je druhá z nich γi = 0
vyjádřena jako γimm = 0.

Zvolíme-li transformaci derivace NP tetrády takovou, že

ṅl = 0 , ṁl = 0 , ṁn = 0 , (5.10)

lze s užitím vztahů (3.5) derivaci metriky (5.8) vyjádřit pomocí derivace kovari-
antní NP tetrády ve tvaru

l̇a = 1
2
(︂
Xi +Xi

)︂
na − Zima − Zima , ṅa = 0 , ṁa = −1

2Yima . (5.11)

S užitím vztahů (3.13) je pak derivace kontravariantní NP tetrády dána vztahy

l̇a = −1
2
(︂
Xi +Xi

)︂
na , ṅa = 0 , ṁa = −Zin

a + 1
2Yim

a . (5.12)

Zářivé komponenty Weylova tenzoru jsou dány čtvrtými derivacemi Debyeova
potenciálu jako

Ψ̇0 = 1
2ð4χ̂+ 3

2Ψ2 (−ϱ′þ + ϱþ′ + τ ′ð− τð′ + 2Ψ2) χ̂ ,

Ψ̇4 = 1
2þ′4χ̂ .

(5.13)

Další způsob, jak dojít ke vztahu pro Ψ̇4 pomocí Debyeova potenciálu, je dosadit
do námi odvozeného vztahu (3.42) NP projekce metriky dané rovnicí (5.8). S uži-
tím NP Ricciho rovnice (1.17c) jsme ověřili, že dostaneme konzistentně (5.13).

5.3 Outgoing radiation gauge
Analogicky jako s Debyeovým potenciálem χ̂ lze postupovat i s Debyeovým

potenciálem χ̌, který je čárkovanou verzí χ̂. Pro úplnost a možnost další reference
uvádíme základní rovnice i pro tento potenciál.

Pokud je χ̌ řešením Debyeovy rovnice (5.7) a pokud vektory l a n NP tetrády
směřují do hlavních nulových směrů prostoročasu Petrovova typu D, řeší derivace
metriky γo linearizované vakuové Einsteinovy rovnice (2.37), kde

γoab =
(︂
Xo +Xo

)︂
lalb + Yomamb + Yomamb − 2Zol(amb) − 2Zol(amb) (5.14)
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a NP projekce γo jsou GHP skaláry dané Debyeovým potenciálem jako

Xo =
(︂
ð2 + 2τð

)︂
χ̌ , Yo =

(︂
þ2 + 2ϱþ

)︂
χ̌ , Zo = (þð′ + (τ + τ ′) þ + ϱð′) χ̌ .

(5.15)
Metrika (5.14) splňuje kalibraci γoabl

b = 0 a γo ≡ γoa
a = 0, která se anglicky

nazývá outgoing radiation gauge (odtud index o v γo).
Zářivé komponenty Weylova tenzoru jsou dány čtvrtými derivacemi Debyeova

potenciálu jako

Ψ̇0 = 1
2þ4χ̌ ,

Ψ̇4 = 1
2ð′4χ̌+ 3

2Ψ2 (ϱ′þ− ϱþ′ − τ ′ð + τð′ + 2Ψ2) χ̌ .
(5.16)

5.4 Stacionární axiálně symetrické perturbace
Dále budeme jako pozaďový vakuový prostoročas typu D uvažovat Kerrův

prostoročas (viz podkapitola 4.2). Debyeův potenciál χ̌ závislý pouze na souřadni-
cích r, θ generující stacionární axisymetrické perturbace musí splňovat Debyeovu
rovnici (5.7), která má na Kerrově prostoročase tvar[︄

∆ ∂2

∂r2 + ∂2

∂θ2 − 2 (r −M) ∂

∂r
+ cot θ ∂

∂θ
+ 2

(︂
1− 2 csc2 θ

)︂]︄
χ̌ = 0 . (5.17)

Jestliže Debyeův potenciál χ̂ závislý pouze na souřadnicích r, θ splňuje

χ̂(r, θ) = (r − ia cos θ)4

∆2 χ̌(r, θ) , (5.18)

potom Debyeova rovnice (5.6) na Kerrově prostoročase (jejíž explicitní tvar zde
neuvádíme) vede na Debyeovu rovnici (5.17).

Debyeův potenciál χ̌(r, θ) generuje s užitím rovnice (5.16) na Kerrově prosto-
ročase Ψ̇0 ve tvaru

Ψ̇0 = −1
8
∂4

∂r4 χ̌ . (5.19)

Splňuje-li Debyeův potenciál χ̂ vztah (5.18), pak podle rovnice (5.13) na Kerrově
prostoročase generuje Ψ̇0 opět ve tvaru (5.19), použijeme-li nejdříve dvakrát deri-
vovanou rovnici (5.17) podle θ, a poté dvakrát derivovanou rovnici (5.17) podle r,
abychom přešli od čtvrté derivace Debyeova potenciálu χ̌ podle θ k jeho čtvrté
derivaci podle r.

Splňuje-li Debyeův potenciál χ̂ vztah (5.18), pak podle rovnice (5.13) na
Kerrově prostoročase generuje Ψ̇4 ve tvaru

Ψ̇4 = −1
8

∆2

(r − ia cos θ)4
∂4

∂r4 χ̌ . (5.20)

Debyeův potenciál χ̌(r, θ) na Kerrově prostoročase generuje s užitím rovnice (5.16)
Ψ̇4 opět ve tvaru (5.20), použijeme-li nejdříve dvakrát derivovanou rovnici (5.17)
podle θ, a poté dvakrát derivovanou rovnici (5.17) podle r, abychom stejným
postupem jako dříve přešli od čtvrté derivace Debyeova potenciálu χ̌ k jeho čtvrté
derivaci podle r.
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Vidíme tak, že Debyeův potenciál χ̌(r, θ) a χ̂ daný vztahem (5.18) vedou na
stejnou perturbaci Ψ̇0 a Ψ̇4. Zároveň jsme ukázali, že pro stacionární axiálně syme-
trické perturbace existuje jednoduchý vztah mezi derivacemi zářivých komponent
Weylova tenzoru,

Ψ̇0 = (r − ia cos θ)4

∆2 Ψ̇4 , (5.21)

který je analogický vztahu (5.18). Za zmínku pro porovnání stojí analogický vztah
mezi NP skaláry φ̇2 a φ̇0 pro stacionární axiálně symetrické perturbace elektro-
magnetického pole kolem Kerrovy černé díry

φ̇0 = −(r − ia cos θ)2

∆ φ̇2 , (5.22)

které byly studovány v (Mikeska, 2020, rovnice (2.7)).
Z podkapitoly 2.2 (speciálně rovnice (2.15)) víme, že lineární perturbace lze

sčítat, a proto uvažujme perturbaci danou součtem perturbace dané Debyeovými
potenciály χ̌(r, θ) a χ̂(r, θ) podle vztahu (5.18). S užitím definic (5.9) a (5.15)
plynou následující přímé úměry,

Xi = Σ2

∆2 Xo , Yi = (r + ia cos θ)2

(r − ia cos θ)2 Yo , Zi = −(r + ia cos θ)2

∆ Zo . (5.23)

Definujme proto následující nové GHP skaláry,

x ≡ Xo = ∆2

Σ2 Xi ,

y ≡ 1
(r − ia cos θ)2 Yo = 1

(r + ia cos θ)2 Yi ,

z ≡ 1
(r − ia cos θ) Zo = − ∆

Σ (r + ia cos θ) Zi .

(5.24)

Nová derivace metriky γ̃ je dána součtem

γ̃ ≡ γi + γo , (5.25)

kde γi je dána rovnicí (5.8) a γo je dána rovnicí (5.14). S užitím proměnných
definovaných v (5.24) vede dlouhý, avšak přímočarý, výpočet na γ̃ ve tvaru

γ̃ = (x+ x)
[︄(︂

dt− a sin2 θ dϕ
)︂2

+ Σ2

∆2 dr2
]︄

− (y + y)
[︃
sin2 θ

(︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂2
− Σ2 dθ2

]︃
+ 2i (z − z) sin θ

(︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂ (︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂

− 2 (z + z) Σ2

∆ drdθ .

(5.26)

5.5 Teukolského mistrovská rovnice a Teukol-
ského-Starobinského identity

Pro perturbace NP skalárů Ψ0 a Ψ4 odvodil Teukolsky (1973) na vakuových
prostoročasech typu D tzv. Teukolského mistrovské rovnice. Uvádíme je pro vaku-
ové perturbace a v modifikovaném tvaru podle Kofroň (2020), ve kterém všechny
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operátory působí na Ψ−4/3
2 Ψ̇0, resp. Ψ−4/3

2 Ψ̇4, neboli

[(þ− ϱ) (þ′ + 3ϱ′)− (ð− τ ′) (ð′ + 3τ ′)− 3Ψ2] Ψ−4/3
2 Ψ̇0 = 0 (5.27)

a její čárkovaná verze

[(þ′ − ϱ′) (þ + 3ϱ)− (ð′ − τ) (ð + 3τ)− 3Ψ2] Ψ−4/3
2 Ψ̇4 = 0 . (5.28)

Tyto Teukolského mistrovské rovnice mají stejný tvar jako Debyeovy rovnice (5.6)
a (5.7), což obecně ukázal pomocí adjungovaných operátorů Wald (1978). Teu-
kolského mistrovské rovnice lze odvodit z vakuové de Rhamovy vlnové rovnice
pro Weylův tenzor (Bini a kol., 2002). Přímým výpočtem pro Kerrovu černou
díru (podkapitola 4.2) jsme ukázali, že splnění jedné Teukolského mistrovské ro-
vnice implikuje splnění druhé Teukolského mistrovské rovnice, předpokládáme-li
stacionární axiálně symetrické perturbace, které splňují relaci (5.21) mezi ska-
láry Ψ̇0(r,θ) a Ψ̇4(r,θ).2

Skaláry Ψ̇0 a Ψ̇4, které popisují stejnou fyzikální vakuovou perturbaci, jsou
svázány tzv. Teukolskými-Starobinskými identitami, viz Starobinski a Churilov
(1974) a Teukolsky a Press (1974), ve tvaru

þ′4
(︂
Ψ−4/3

2 Ψ̇0
)︂

= ð4
(︂
Ψ−4/3

2 Ψ̇4
)︂

+ 3VΨ̇4 , (5.29a)

þ4
(︂
Ψ−4/3

2 Ψ̇4
)︂

= ð′4
(︂
Ψ−4/3

2 Ψ̇0
)︂
− 3VΨ̇0 , (5.29b)

kde V je operátor, který působí na GHP skalár váhy [p,q] jako

V = Ψ−1/3
2

[︄
τ ′ð− τð′ + ϱþ′ − ϱ′þ + p

2Ψ2 + q

2
ϱ

ϱ
Ψ2

]︄
. (5.30)

Teukolského-Starobinského identity platí pro nezrychlující vakuové prostoročasy
typu D (Price, 2007). Z definice (5.30) plyne V ′ = −V . Pomocí tohoto operátoru
lze zjednodušit zápis také rovnic (5.13) a (5.16).

Druhý člen na pravé straně Teukolského-Starobinského identit se interpretuje
jako zpětná vazba gravitačních perturbací (Kofroň, 2020). Pro Kerrovu černou
díru jsme ukázali, že tyto členy vymizí pro libovolné stacionární axiálně syme-
trické perturbace Ψ̇0(r,θ) a Ψ̇4(r,θ). Dále jsme ověřili, že předpokládáme-li sta-
cionární axiálně symetrické perturbace Ψ̇0(r,θ) a Ψ̇4(r,θ) splňující relaci (5.21)
a řešící Teukolského mistrovské rovnice (5.28) nebo (5.27), jsou Teukolského-
Starobinského identity (5.29) automaticky splněny.3

2Toto ověření je jednodušší provést pro přeškálované skaláry Ψ−4/3
2 Ψ̇0 a Ψ−4/3

2 Ψ̇4.
3Ověření lze jednodušeji provést přímo pro perturbace Ψ̇0 a Ψ̇4 přenásobené faktorem Ψ−4/3

2 ,
neboť pomocí nich jsou vyjádřeny Teukolského mistrovské rovnice (5.28) a (5.27) a Teukolského-
Starobinského identity (5.29) až na členy s operátorem V, které vymizí.
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6. Přechod mezi Debyeovým
potenciálem a perturbací
Kerrovy metriky

6.1 Obecný tvar kalibračního vektoru
Derivace metriky γ (rovnice (4.19)) popisuje stacionární axisymetrické per-

turbace Kerrovy černé díry, které nemusejí být vakuové (tj. obecně Ṫab ̸= 0, kde
T ab je tenzor hustoty energie a hybnosti), neboť jsme nepožadovali splnění vakuo-
vých linearizovaných Einsteinových rovnic. Na druhou stranu derivace metriky γ̃
(rovnice (5.26)) daná Debyeovým potenciálem χ̌ prostřednictvím skalárů x, y, z
popisuje vakuové stacionární axisymetrické perturbace Kerrovy černé díry, neboť
předpokládáme, že Debyeův potenciál χ̌ řeší Debyeovu rovnici (5.17). Odtud vy-
plývá, že s užitím kalibrační volnosti bychom měli být schopni přejít od γ̃ k γ
vždy a od γ k γ̃ právě tehdy, jsou-li splněny vakuové linearizované Einsteinovy
rovnice. Této problematice se budeme věnovat v této kapitole.

Přechod mezi dvěma rozdílnými derivacemi metriky γ a γ̃ popisující stejný
fyzikální systém je podle podkapitoly 2.2 dán rovnicí

γ̃ = γ + Lvg , (6.1)

kde Lvgab je Lieova derivace Kerrovy metriky g (rovnice (4.7)) podél vektorového
pole v. Budeme začínat s obecným tvarem Killingova vektoru v,

v = vt(t,r,θ,ϕ)∂t + vr(t,r,θ,ϕ)∂r + vθ(t,r,θ,ϕ)∂θ + vϕ(t,r,θ,ϕ)∂ϕ , (6.2)

a postupně dojdeme k obecnému tvaru pro stacionární axisymetrické perturbace.
Mějme kovariantní derivaci ∂v ≡ va∂a, kde ∂a je souřadnicová kovariantní de-

rivace kompatibilní s Boyerovy-Lindquistovy souřadnicemi, tj. derivace anihilující
Boyerovu-Lindquistovu souřadnicovou bázi,

∂dt = ∂dr = ∂dθ = ∂dϕ = 0 , (6.3)
∂∂t = ∂∂r = ∂∂θ = ∂∂ϕ = 0 . (6.4)

Kovariantní derivace ∂a je beztorzní, protože komutuje na funkcích. Z diferenci-
ální geometrie plyne, že rozdíl dvou kovariantních derivací je pseudoderivace. Pro
Lieovu derivaci Lv a beztorzní souřadnicovou kovariantní derivaci ∂a platí

Lv = ∂v + L , (6.5)

kde L je pseudoderivace generovaná tenzorem

Lc
d = −∂dvc . (6.6)

V Boyerových-Lindquistových souřadnicíh dostaneme

Lγδ = −vγ,δ . (6.7)
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Lieovu derivaci metriky pak můžeme zapsat jako

Lvgab ≡ (Lvg)ab = vc∂cgab + gcb∂avc + gac∂bv
c (6.8)

a v Boyerových-Lindquistových souřadnicích

Lvgαβ ≡ (Lvg)αβ = vγgαβ,γ + vγ,αgγβ + vγ,βgαγ . (6.9)

V Boyerových-Lindquistových souřadnicích jsou komponenty derivace met-
riky γ̃ (rovnice (5.26)) a derivace metriky γ (rovnice (4.19)) nezávislé na souřa-
dnicích t a ϕ. Zároveň z rovnice (6.9) pro Kerrovu metriku (4.7) máme

Lvgtt = vrgtt,r + vθgtt,θ + 2vt,tgtt + 2vϕ,tgtϕ , (6.10a)
Lvgtϕ = vrgtϕ,r + vθgtϕ,θ + vϕ,tgϕϕ +

(︂
vt,t + vϕ,ϕ

)︂
gtϕ + vt,ϕgtt , (6.10b)

Lvgϕϕ = vrgϕϕ,r + vθgϕϕ,θ + 2vt,ϕgtϕ + 2vϕ,ϕgϕϕ , (6.10c)
Lvgrr = vrgrr,r + vθgrr,θ + 2vr,rgrr , (6.10d)
Lvgθθ = vrgθθ,r + vθgθθ,θ + 2vθ,θgθθ , (6.10e)
Lvgrθ = vr,θgrr + vθ,rgθθ . (6.10f)

Pro zachování symetrií také tyto rovnice nemohou záviset na souřadnicích t a ϕ.
Z rovnic (6.10d)-(6.10f) proto plyne, že komponenty vr a vθ nemohou záviset
na souřadnicích t a ϕ zcela obecně. Komponenty vr a vθ tak dále uvažujeme ve
tvaru vr(r,θ) a vθ(r,θ). Dále z rovnic (6.10a)-(6.10c) plyne, že komponenty vt

a vϕ také nemohou záviset na souřadnicích t a ϕ zcela obecně. V tomto bodě tak
uvažujeme kalibrační vektor ve tvaru

v = vt(r,θ)∂t + vr(r,θ)∂r + vθ(r,θ)∂θ + vϕ(r,θ)∂ϕ . (6.11)

Triviálně, až na Lieovu derivaci, nulové komponenty kalibrační rovnice (6.1) s ka-
libračním vektorem ve tvaru (6.11) jsou

Lvgtr = vt,rgtt + vϕ,rgtϕ = 0 , (6.12a)
Lvgrϕ = vt,rgtϕ + vϕ,rgϕϕ = 0 , (6.12b)
Lvgtθ = vt,θgtt + vϕ,θgtϕ = 0 , (6.12c)
Lvgθϕ = vt,θgtϕ + vϕ,θgϕϕ = 0 . (6.12d)

Po dosazení komponent Kerrovy metriky g (rovnice (4.7)) má soustava lineárních
rovnic (6.12a) a (6.12b) pouze triviální řešení

vt,r = 0 , vϕ,r = 0 . (6.13)

Stejnými algebraickými úpravami dostaneme pouze triviální řešení soustavy line-
árních rovnic (6.12c) a (6.12d),

vt,θ = 0 , vϕ,θ = 0 . (6.14)

Pomineme-li tedy konstantní řešení komponent vt a vϕ, které nepřináší žádnou
kalibrační změnu derivace metriky, budeme dále uvažovat kalibrační vektor v ve
tvaru

v = vr(r,θ)∂r + vθ(r,θ)∂θ . (6.15)
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6.2 Kalibrační rovnice
Derivaci metriky γ̃ (rovnice (5.26)) i derivaci metriky γ (rovnice (4.20)) máme

zapsanou v kovektorové bázi1(︂(︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂
,
(︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂
,dr,dθ

)︂
. (6.16)

V této bázi vyjádříme i Lieovu derivaci Kerrovy metriky, dosadíme-li konkrétní
komponenty Kerrovy metriky podle rovnice (4.7) a kalibrační vektor v ve tvaru
(6.15). Přímočarý výpočet podle rovnice (6.9) vede na

Lvg =
2

Σ2

[︂(︂
r
(︂
Mr − a2

)︂
+ (r −M) a2 cos2 θ

)︂
vr −∆a2 cos θ sin θ vθ

]︂ (︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂2

+ 4a sin θ
Σ2

(︂
r sin θ vr + ∆ cos θ vθ

)︂ (︂
dt− a sin2 θ dϕ

)︂ (︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂

− 2 sin θ
Σ2

(︂
r sin θ vr +

(︂
r2 + a2

)︂
cos θ vθ

)︂ (︂
adt−

(︂
r2 + a2

)︂
dϕ
)︂2

+ 2
∆2

[︂(︂
r
(︂
Mr − a2

)︂
+ (r −M) a2 cos2 θ

)︂
vr + ∆a2 cos θ sin θ vθ −∆Σ vr,r

]︂
dr2

− 2Σ
∆
(︂
vr,θ + ∆ vθ,r

)︂
drdθ − 2

(︂
r vr − a2 sin θ cos θ vθ + Σ vθ,θ

)︂
dθ2 . (6.17)

Srovnáním komponent derivace metriky γ̃ ve tvaru (5.26), derivace metriky γ
ve tvaru (4.20) a Lieovy derivace metriky ve tvaru (6.17) získáme podle (6.1)
soustavu šesti netriviálních rovnic

Re(x) = ∆
Σ

[︄
∆ + a2 sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − aΩ̇

Σ

]︄
+ 1

Σ2

[︂
−∆a2 cos θ sin θ vθ

+
(︂
r
(︂
Mr − a2

)︂
+ (r −M) a2 cos2 θ

)︂
vr
]︂
, (6.18a)

2 sin θ Im(z) = 1
Σ

[︄
4∆a sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − ∆ + a2 sin2 θ

Σ Ω̇
]︄

− 2a sin θ
Σ2

(︂
r sin θ vr + ∆ cos θ vθ

)︂
, (6.18b)

Σ2

∆ Re(x) = −Σ
(︂
γ̇ − ψ̇

)︂
+ 1

∆
[︂(︂
r
(︂
Mr − a2

)︂
+ (r −M) a2 cos2 θ

)︂
vr

+∆a2 cos θ sin θ vθ −∆Σ vr,r
]︂
, (6.18c)

2Σ Re(z) =
(︂
vr,θ + ∆ vθ,r

)︂
, (6.18d)

Σ2 Re(y) = −Σ
(︂
γ̇ − ψ̇

)︂
−
(︂
r vr − a2 sin θ cos θ vθ + Σ vθ,θ

)︂
, (6.18e)

sin θRe(y) = −sin θ
Σ

[︄
∆ + a2 sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − aΩ̇

Σ

]︄

+ 1
Σ2

(︂
r sin θ vr +

(︂
r2 + a2

)︂
cos θ vθ

)︂
, (6.18f)

kde funkce x, y a z definované v (5.24) jsou dány Debyeovým potenciálem χ̌
prostřednictvím rovnic (5.15). Tyto rovnice budeme nazývat kalibrační rovnice.

1Povšimněme si, že tato báze je ortogonální, neboť Kerrova metrika g (rovnice (4.7)) je v ní
diagonální.
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Z matematického hlediska mají odlišný charakter, přecházíme-li od derivace me-
triky γ̃ k derivaci metriky γ nebo naopak. V obou případech se však vzhledem ke
komponentám vr a vθ jedná o soustavu parciálních diferenciálních rovnic prvního
řádu o dvou proměnných r a θ.

6.3 Podmínky integrability
Existují různé způsoby jak řešit kalibrační rovnice (6.18), a to nejen v zá-

vislosti na povaze zadaného problému. V této kapitole budeme předpokládat, že
známe Debyeův potenciál χ̌ splňující Debyeovu rovnici (5.17), a tudíž i funkce x, y
a z. Potom kalibrační rovnice (6.18) představují nejen soustavu reálných parciál-
ních diferenciálních rovnic pro funkce vr a vθ, ale také soustavu reálných lineárních
rovnic pro funkce ψ̇, Ω̇ a γ̇.

V našem výpočtu budeme obecně směřovat k dekaplování kalibračních rovnic
(6.18) vzhledem k páru funkcí vr, vθ a ke trojici funkcí ψ̇, Ω̇, γ̇. Začneme odečtením
rovnice (6.18e) od rovnice (6.18c), čímž se zbavíme členu s

(︂
γ̇ − ψ̇

)︂
a dostaneme

Σ (Re(x)−∆ Re(y)) = (r −M) vr + ∆
(︂
vθ,θ − vr,r

)︂
. (6.19)

Dále přičteme-li k rovnici (6.18a) rovnici (6.18f) přenásobenou faktorem ∆/ sin θ,
zbavíme se funkcí ψ̇ a Ω̇ najednou a dostaneme

Re(x) + ∆ Re(y) = 1
Σ
(︂
∆ cot θ vθ + (r −M) vr

)︂
. (6.20)

Získali jsme tak jednoznačný vztah mezi funkcemi vr a vθ, tedy

vr = −∆ cot θ
r −M

vθ + Σ
r −M

(Re(x) + ∆ Re(y)) . (6.21)

Dosazením tohoto vztahu do kalibračních rovnic (6.18b), (6.18e), (6.18f) dosta-
neme

2Σra sin2 θ

r −M
(Re(x) + ∆ Re(y)) + 2Σ2 sin θ Im(z)

= − 4∆Σa sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ −

(︂
∆ + a2 sin2 θ

)︂
Ω̇ + ∆Ma sin 2θ

r −M
vθ , (6.22a)

Σr
r −M

(Re(x) + ∆ Re(y)) + Σ2 Re(y)

= −Σ
(︂
γ̇ − ψ̇

)︂
+
(︄

∆r
r −M

+ a2 sin2 θ

)︄
cot θ vθ − Σ vθ,θ , (6.22b)

Σr
r −M

(Re(x) + ∆ Re(y))− Σ2 Re(y)

= Σ
[︄

∆ + a2 sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
ψ̇ − aΩ̇

Σ

]︄
+
(︄

∆r
r −M

−
(︂
r2 + a2

)︂)︄
cot θ vθ . (6.22c)

Dosazením vztahu (6.21) a jeho derivací podle r a θ do kalibračních rovnic (6.19)
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a (6.18d) dostaneme

Σ (Re(x)−∆ Re(y))−
[︄
Σ + ∆ (Σ− 2r (r −M))

(r −M)2

]︄
(Re(x) + ∆ Re(y))

+ ∆Σ
r −M

(Re(x,r) + ∆ Re(y,r) + 2 (r −M) Re(y))

= ∆
[︄(︄

1− ∆
(r −M)2

)︄
cot θ vθ + vθ,θ + ∆

r −M
cot θ vθ,r

]︄
, (6.23a)

a2 sin 2θ
r −M

(Re(x) + ∆ Re(y))− Σ
r −M

(Re(x,θ) + ∆ Re(y,θ)) + 2Σ Re(z)

= ∆
(︄

csc2 θ

r −M
vθ − cot θ

r −M
vθ,θ + vθ,r

)︄
. (6.23b)

Nyní tyto dvě rovnice vhodnými algebraickými úpravami převedeme do tvaru, ve
kterém jsou funkce vθ,r a vθ,θ dekaplované, což vede na

−
[︄
Σ− 2a2 sin2 θ + ∆ (Σ− 2r (r −M))

(r −M)2

]︄
(Re(x) + ∆ Re(y))

+ ∆Σ
r −M

(Re(x,r) + ∆ Re(y,r) + 2 (r −M) Re(y))

− Σ tan θ (Re(x,θ) + ∆ Re(y,θ)) + Σ (Re(x)−∆ Re(y))
+ 2Σ (r −M) tan θRe(z)

= 2∆ csc 2θ
r −M

[︄
∆ + (M2 − a2) (1 + cos2 θ)

r −M
vθ

+
(︂
∆ +

(︂
M2 − a2

)︂
sin2 θ

)︂
vθ,r

]︂
, (6.24a)[︄

Σ + ∆ (Σ− 2r (r −M) + 2a2 cos2 θ)
(r −M)2

]︄
(Re(x) + ∆ Re(y))

− ∆Σ
r −M

(Re(x,r) + ∆ Re(y,r) + 2 (r −M) Re(y))

− ∆Σ cot θ
(r −M)2 (Re(x,θ) + ∆ Re(y,θ))− Σ (Re(x)−∆ Re(y))

+ 2∆Σ cot θ
r −M

Re(z)

= ∆ csc2 θ

(r −M)2

[︂(︂
∆−

(︂
M2 − a2

)︂
sin2 θ

)︂
cot θ vθ

−
(︂
∆ +

(︂
M2 − a2

)︂
sin2 θ

)︂
vθ,θ

]︂
. (6.24b)

Jedná se o soustavu dvou parciálních diferenciálních rovnic prvního řádu o dvou
proměnných r a θ. Zavedením substituce vθ dané vztahem

vθ = (r −M) sin θ
∆ + (M2 − a2) sin2 θ

V θ (6.25)
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se zjednoduší pravé strany rovnic (6.24), které zkráceně zapíšeme jako

· · · = ∆ sec θ V θ
,r , (6.26a)

· · · = −∆ csc θ
r −M

V θ
,θ . (6.26b)

Podmínky integrability rovnic (6.24) jsou pak dané záměnností parciálních deri-
vací

V θ
,rθ = V θ

,θr . (6.27)

Explicitním výpočtem lze s užitím rovnic (5.24) a (5.15) pro Kerrovu černou díru
ukázat, že levé strany rovnic (6.24) obsahují nejvýše druhé derivace Debyeova
potenciálu χ̌. Podmínky integrability (6.27) pak vedou na parciální diferenciální
rovnici s nejvýše třetími derivacemi Debyeova potenciálu χ̌. Ukázali jsme, že díky
Debyeově rovnici (5.17) a jejím prvním derivacím je tato rovnice splněna. Neboli
Debyeova rovnice (5.17) implikuje splnění podmínek integrability.

6.4 Další zjednodušení a shrnutí
V dekaplování kalibračních rovnic (6.22) vzhledem k páru funkcí vr, vθ a

ke trojici funkcí ψ̇, Ω̇, γ̇ lze dále postoupit. Vhodným součtem rovnic (6.22a) a
(6.22c) dostaneme

− 4Σr2a sin2 θ

r2 − a2 (Re(x) + ∆ Re(y)) + 2∆Σ2a sin2 θ

r2 − a2 Re(y)− 2Σ2 sin θ Im(z)

= 2∆Σ (Σ− 2r (2r −M)) a sin2 θ

(∆− a2 sin2 θ) (r2 − a2) ψ̇ +
(︄

2∆a2 sin2 θ

r2 − a2 + ∆ + a2 sin2 θ

)︄
Ω̇ .

(6.28)

Další dekaplovanou rovnici lze získat nejdříve přičtením vhodného násobku ro-
vnice (6.24b) k rovnici (6.22b) tak, abychom se zbavili členu s vθ,θ. Vzniklou
rovnici pak lze vhodně sečíst s rovnicí (6.22a) nebo (6.22c), čímž se zcela zba-
víme kalibračního vektoru. Výsledná rovnice je však dlouhá a nebudeme ji dále
používat, a proto ji zde neuvádíme. Důležité však je, že vždy v alespoň jedné
z rovnic (6.22) se nejsme schopni zbavit komponent kalibračního vektoru v, a tu-
díž dekaplovat všechny kalibrační rovnice zároveň. Nevyhneme se tak integrování
rovnic (6.26) s levými stranami danými rovnicemi (6.24). Ani v případě Sch-
warzschildovy černé díry (a → 0) se problém nezjednoduší a kalibrační rovnice
se zcela dekaplují až v Minkowského limitě (M → 0), čemuž se budeme věno-
vat v následující podkapitole. Za zmínku však stojí rovnice (6.22a), která se ve
Schwarzschildově limitě (a→ 0) zjednoduší na

2Σ2 sin θ Im(z) = −∆Ω̇ . (6.29)

Shrňme nyní obecný postup, jakým lze přejít ze znalosti Debyeova potenci-
álu χ̌(r,θ) splňujícího Debyeovu rovnici (5.17) (a tedy od derivace metriky γ̃ dané
rovnicí (5.26)) k funkcím ψ̇, Ω̇, γ̇ určujícím derivaci metriky γ (viz rovnice (4.20))
popisující stejný fyzikální systém.
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Začneme výpočtem kvadratury2 pro funkci V θ podle rovnic (6.26) s levými
stranami danými rovnicemi (6.24). Komponenta vθ kalibračního vektoru v je pak
dána podle (6.25). Druhou komponentu vr lze určit podle rovnice (6.21), avšak
pro další výpočty již nebude potřeba. Známe-li vθ, nalezneme pak funkce ψ̇, Ω̇, γ̇
řešením soustavy lineárních rovnic (6.22). Místo rovnice (6.22a) nebo (6.22c) lze
v této soustavě lineárních rovnic použít dekaplovanou rovnici (6.28).

6.5 Minkowského limita
V Minkowského limitě (a→ 0,M → 0) se kalibrační rovnice (6.22) zjednoduší

na

−2r2 sin θ Im(z) = Ω̇ , (6.30a)
Re(x) + 2r2 Re(y) = −γ̇ + ψ̇ + cot θ vθ − vθ,θ , (6.30b)

Re(x) = ψ̇ . (6.30c)

Rovnice (6.24a) se v Minkowského limitě zjednoduší na

− r
(︂
Re(x,r) + r2 Re(y,r) + 2rRe(y)

)︂
− cot θ

(︂
Re(x,θ) + r2 Re(y,θ)

)︂
−
(︂
Re(x)− r2 Re(y)

)︂
+ 2r cot θRe(z) = csc2 θ

(︂
cot θ vθ − vθ,θ

)︂
. (6.31)

Odečteme-li od rovnice (6.30b) rovnici (6.30c) a rovnici (6.31) přenásobenou fa-
ktorem sin2 θ, dostaneme

− r sin2 θ
(︂
Re(x,r) + r2 Re(y,r)

)︂
− sin 2θ

2
(︂
Re(x,θ) + r2 Re(y,θ)

)︂
− sin2 θRe(x)− r2

(︂
2 + sin2 θ

)︂
Re(y) + r sin 2θRe(z) = γ̇ . (6.32)

Explicitním vyjádřením funkcí x, y, z na Minkowského prostoročase dostaneme
s užitím Debyeovy rovnice (5.17)

γ̇ = 0 . (6.33)

Podle rovnic (6.30a), (6.30c) tak můžeme určit funkce ψ̇, Ω̇ přímo ze znalosti De-
byeova potenciálu. Neuvádíme zde již explicitní tvar těchto rovnic, poznamenejme
však, že Ω̇ je určeno imaginární částí χ̌ a ψ̇ reálnou částí χ̌.

2Výpočet kvadratury označuje řešení víceproměnného integrálu.

42



Závěr
V této diplomové práci jsme zkoumali gravitační perturbace ve Weylově a

GHP formalismu s užitím Debyeova potenciálu a jejich vzájemný vztah. V celé
práci jsme dbali na matematickou rigoróznost a nahlíželi na gravitační pertur-
bace z hlediska diferenciální geometrie. Tento přístup umožňuje lepší pochopení
linearizovaných veličin a rovnic a mj. dává podobu kalibrační volnosti ve formě
Lieovy derivace.

Podrobně jsme vysvětlili vztah perturbace metriky a perturbace NP tetrády,
která navíc skrývá transformační volnost perturbované NP tetrády. Ukázali jsme,
jak se díky této transformační volnosti mění NP Weylovy skaláry a nalezli jsme
vztah pro výpočet perturbací NP Weylových skalárů Ψ0 a Ψ4 pomocí NP pro-
jekcí perturbace metriky, a to pro obecný nevakuový prostoročas a nevakuové
gravitační perturbace. Ověřili jsme, že pro případ vakuového prostoročasu typu
D, dávají tyto vztahy stejný výsledek jako perturbace NP Weylových skalárů Ψ0
a Ψ4 daných Debyeovým potenciálem.

Užitím Weylova formalismu, tj. perturbace metriky v rámci Weylovy třídy
metrik, jsme zkoumali stacionární axisymetrické perturbace Kerrovy černé díry.
Nalezli jsme explicitní vztah pro výpočet Ψ̇0 a Ψ̇4 pomocí perturbací metrických
funkcí. Ukázali jsme, že v GHP formalismu se s užitím dvou typů Debyových
potenciálů splňujících jednoduchou relaci

χ̂(r, θ) = (r − ia cos θ)4

∆2 χ̌(r, θ)

zjednoduší perturbace Kerrovy metriky. Debyeovy potenciály splňující tuto relaci
vedou na stejné perturbace NP Weylových skalárů, které navíc splňují analogickou
jednoduchou relaci

Ψ̇0 = (r − ia cos θ)4

∆2 Ψ̇4 .

Ukázali jsme, že přechod mezi perturbací Kerrovy metriky ve Weylově forma-
lismu a v GHP formalismu je potřeba použít kalibrační volnost, která vede na
kalibrační rovnice. V případě, kdy předpokládáme znalost Debyeova potenciálu,
představují kalibrační rovnice soustavu reálných parciálních diferenciálních ro-
vnic dvou proměnných pro komponenty kalibračního vektoru a soustavu reálných
lineárních rovnic pro perturbace metrických funkcí Kerrovy metriky ve Weylově
formalismu. Tyto rovnice jsme dekaplovali tak, že komponenty kalibračního ve-
ktoru najdeme hledáním kvadratury, přičemž podmínky integrability jsou splněny
díky Debyově rovnici. Perturbace metrických funkcí Kerrovy metriky ve Weylově
formalismu pak jednoduše nalezneme řešením soustavy lineárních rovnic. Opačný
postup hledání Debyeova potenciálu ze znalosti perturbace metrických funkcí
Kerrovy metriky ve Weylově formalismu je však z matematického hlediska mno-
hem náročnější.
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