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Uvod

Rozklad ¢isel na soucin prvocisel je bezpochyby jednou z nejstudovanéjsich
oblasti matematiky. Motivaci k rozvoji teorie v tomto sméru dava predevsim
kryptografie, zejména kryptosystém RSA, ktery stoji na predpokladu, ze nedoka-
zeme efektivné faktorizovat. Tuto premisu se navzdory dlouhotrvajici snaze porad
nepodarilo spolehlivé vyvratit. My se budeme vénovat dvéma algoritmim, které
k tomu, spoleéné s metodou eliptickych kiivek (ECM), maji nejblize.

V prvni kapitole si predstavime kvadratické sito. To je pomérné jednoduchy al-
goritmus vhodny pro faktorizaci mensich ¢isel (do 100 cifer). Prvni polovina kapi-
toly je vénovana vysvétleni jeho principu a vypoctu slozitosti, pricemz vychézime
zejména z Crandall a Pomerance| (2001). Déle se zabyva ruznymi modifikacemi
zakladni verze, které se snazi urychlit vypocet v praxi, prestoze asymptoticka slo-
zitost zustava stejna. Velky prostor pro takova vylepseni nabizi predevsim verze
s vice polynomy (MPQS). Tady si kromé standardné pouzivané varianty ukézeme
i vlastni navrh. Ten predstavujeme v druhé poloviné kapitoly. Stejné jako ostatni
modifikace sice nesnizuje asymptotickou ¢asovou slozitost, heuristicky ovsem po-
zorujeme vyssi frekvenci nalézani hladkych relaci, diky ¢emu lze jisté zrychleni
oc¢ekavat. Experimenty na nizsich hodnotach navic vyuzivame k ndvrhu (resp. po-
tvrzeni nasich hypotéz) volby optimalnich parametri i pro vétsi vstupy a odhadu
zlepsSeni oproti zakladni verzi kvadratického sita.

Druhé kapitola se zabyva ¢iselnym sitem, které je asymptoticky nejrychlejsim
znamym faktoriza¢nim algoritmem. Jeho podstata vychazi z kvadratického sita,
které v jistém smyslu zobecnuje. Na rozdil od néj uz nepracuje pouze v Z, vyza-
duje si proto také vypocty v ¢iselnych télesech. Prvni sekce kapitoly je tedy kromé
principu z velké casti vénovana teorii v této oblasti. Nasledné si predstavime po-
drobny vypocet asymptotické slozitosti tohoto algoritmu véetné odivodnéni volby
jednotlivych parametri. Posledni, rozsahové nejvétsi ¢ast obsahuje popis riznych
modifikaci zakladni verze. U zadné z nich samozrejmé nechybi analyza Casové
slozitosti. Navic zde prezentujeme vlastni navrh verze s vice pocitaci (a nékolika
jejich variant). Samostatnou sekci vyélenujeme pro moderni modifikaci zvanou
randomizované Ciselné sito, puvodné prezentovanou v |Lee a Venkatesan| (2018]).
Jeho hlavni vyhodou je nahrazeni veskerych heuristickych predpokladi rigorézni
analyzou pri zachovani ¢asové slozitosti (v primérném piipadé). V zavérecné sekci
2.4.3 navrhneme, jak jej lze upravit tak, abychom byli schopni analogickych vy-
sledkti dosdhnout také pro jednu z nejznaméjsich modifikaci ¢iselného sita, verzi
s vice polynomy.



1. Kvadratické sito

1.1 Obecny princip

Necht N je liché prirozené cislo délitelné alespon dvéma riznymi prvocisly.
Chceme najit =,y € Z spliujici

e 22 =y? (mod N)
e ¢ # txy (mod N)

Pak je totiz NSD (N, z + y) vlastnim délitelem N.

Zvolme hladkou mez B € N a polozme By = {—1} U {p prvodcislo : p < B}.
Tuto mnozinu budeme nazyvat faktorizacni bdze. Rekneme, Ze (x, ), kde z,y € 7,
je Bz-hladka relace, jestlize

o 2=y (mod N)
e y je Byz-hladké, neboli je soucinem prvki z By,

V této kapitole budeme porad pracovat nad Z, pro prehlednost proto budeme
psat pouze ,,B-hladké“, nebo ,hladké®.

Nasim cilem je nalézt hladké relace (z;,9;), i = 1,..., k, takové, ze [T, y; = y?
pro né&jaké y. Je-li = [I*, 2;, potom 22 = y? (mod N). Nasledné ovéiime, zda
plati z Z £y (mod N). Pokud ne, musime hledat dal. Statisticky bychom ale
brzy méli dospét k vyhovujici dvojici z, y.

Tvrzeni 1.1. Pro ndhodné vybranou dvojici nesoudélnych celych cisel x,y splniu-
jici x* = y* (mod N) plati x # 4y (mod N) s pravdépodobnosti alespor 1/2.

Diikaz. 7 Cinské zbytkové véty plyne, Ze existuje 2¥ odmocnin z 1 modulo N, kde
k je pocet prvociselnych déliteli N. Dvé z nich jsou trivialni, a sice £1. V nasi
situaci je £ > 1, tudiz existuji alespon 4. Takze téch netrividlnich je alespon
polovina. Jestlize 22 = y? (mod N), tak zy~! je odmocnina z 1. ProtoZe z a y
byly zvoleny nahodné, méli bychom nejméné v poloviné pripadt dostat netrivialni
odmocninu. Ekvivalentné z # +y (mod N). O

Jednotlivé hladké relace budeme hledat pfirozenym zptusobem — zvolime =,
dopocitdme y = 2% (mod N) a ovéiime, zda je y B-hladké. Samoziejmé, nejvetsi
sanci na uspéch budeme mit, pokud y (v absolutni hodnoté) bude co nejmensi.
Idealni by tedy bylo zaéit volbou 2 = [v/N| a postupné ho zvétSovat. Viimnéme
si, ze a7 po © = | V2N | lze y uréit pfedpisem x> — N. P¥ipustime-li navic zaporné
hodnoty pravych stran relaci (coz ndm umozni zahrnuti —1 do faktorizacéni baze),
bude to platit rovnéz pro = = {1,..., [v/N|}. N&s prosivaci interval pro vybér
hodnot x bude tedy

I={[VN]=M,....,[VN|+ M}

Volbé parametru M se budeme vénovat pozdéji, nyni si ukadzeme tzv. prosivaci
fazi kvadratického sita.



Zasadni podminkou, kterou musi relace splinovat, aby tato faze fungovala, je
nasledujici: jsou-li (z,y) a (2/,1') relace, pak pro kazdé ¢ € N

ql(x—2")=qly—1y).

Snadno ovérime, ze toto v nasem pripadé plati. Diky tomu lze simultanné prosivat
vice hodnot najednou. Postup vypada takto:

1. Pro kazdé = € I spotteme y (x) = 2> — N. Muzeme predpokladat v N ¢ Q
(jinak bychom mohli faktorizovat), takze y (x) # 0.

2. Pro kazdé prvocislo p € Bz najdeme C), :={c € Z, : y(c) =0 (mod p)}.

3. Proce C, mdme J., :={c+kp: k€ {f%},..., L%J}}

4. Pro kazdé ¢ € C, a x € J., vydélime hodnotu y (z) nejvyssi mocninou p,
kterou je délitelna, ¢ili prr@®),

Hladké relace jsou ted presné ty, kde y () = +1.

Otézkou zustava, kolik hladkych relaci (z;,y;) potfebujeme najit, abychom
z nich dokézali nakombinovat dvojici z, y spliujici % = y* (mod N). Necht m je
B-hladké. Potom

B
m = (—1)60 sz?i7
i=1

kde p; je i-té prvocislo. (Pripomenme, ze mp znaci pocet prvocisel mensich nebo
rovnych B, pricemz podle prvociselné véty je mp ~ B/In B.) Definujme vektor
mocnin v (m) = (ep, €1, ..., er,). Pokud ma byt [Ty; ¢tverec, musi mit > v (y;)
vsechny soutradnice sudé. Staci proto, kdyz budeme jednotlivé vektory mocnin po-
¢itat modulo 2. Nyni tedy 3 v (y;) musi byt nulovy vektor. Jinymi slovy, hleddme
reseni homogenni soustavy linearnich rovnic nad Fs.

Tim se dostavame k zavérecné, linearni fazi kvadratického sita. Do radkt ma-
tice soustavy zapisujeme vektory mocnin, sloupce budou indexovany prvky fakto-
rizacni baze. Téch je mg + 1, abychom tedy meéli jistotu, Ze nalezneme netrivialni
reseni, potiebujeme alespon 7p + 2 fadki (vektort mocnin).

Pozndmka. Ve skutecnosti budeme prosivat jenom asi polovinou (heuristicky od-
had) prvocisel z faktorizaéni béze, konkrétné témi, jejichz Legendruv symbol
(%) = 1. Pro takova prvocisla p bude C, dvouprvkova mnozina, s jedinou vyjim-
kou, a sice Cy = {1}.

Z toho plyne, Ze asi /2 souradnic (prislusnych prvocislim p € By, pro néz
r? = N (mod p) nemd TeSeni) vsech vektort je nulovych. TakZze abychom méli
jistotu, ze takovou mnozinu najdeme, nepotfebujeme najit az wg + 2 ruznych
vektoru (hladkych relaci), sta¢i ndm jich pfiblizné wp/2. My budeme ale dél
pracovat s nejhorsim odhadem, tedy Ze jich potrebujeme 7wp + 2. Jak uvidime

pozdéji, asymptotickou slozitost to nijak neovlivni.

Dokonceme jesté diskuzi o feseni soustavy. Jeden zptisob, kterym ho lze najit,
je Gaussova eliminacni metoda. Jelikoz se ale jedna o rfidkou matici, mizeme po-
uzit také Wiedemannovu metodu (viz Wiedemann, (1986)), ktera je asymptoticky
rychlejsi. My se této fazi ovsem dal vénovat nebudeme, takze to ponechame bez
podrobnéjsiho rozboru.



1.2 Slozitost

Doposud jsme si vystacili s predpokladem, Zze mame néjakou predem zvolenou
hladkou mez B. Je vSak ztejmé, Ze vypocetni slozitost algoritmu bude na jeji
hodnoté zéviset. Zakladnim tikolem je najit mp + 2 B-hladkych relaci. Cim véts
B, tim snaz se nam budou hladké relace hledat. Na druhou stranu jich ale budeme
potfebovat vic.

Radi bychom tedy nasli jakousi ,zlatou stredni cestu®, ¢ili optimalni hodnotu
B, pri niz na hladké relace narazime dostatecné casto a zaroven jich nebudeme
potiebovat prilis moc. To nas privadi ke stézejni otazce: jaka je pravdépodobnost,
ze > — N bude B-hladké? Definujme pro x,y € R*

Y (z,y) :=|{n €Z:|n| <x & n je y-hladké}|.
Nasledujici tvrzeni ndm nastini odpovéd.
Véta 1.2. Necht x > 1 a B je hladkd mez. Jestlize 3In B < Inxz < B, pak
Y (z,B) = 2w

_ Inxz
kde u = nh-

Pozndmka. Zélezet ndm bude predevsim na nasledujici (ekvivalentni) interpre-
taci: pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané celé ¢islo z intervalu [—z,z] bude
B-hladké, je ptiblizné u™".

Dikaz. Rigordozni dikaz je hodné zdlouhavy, predstavime si tady proto pouze
jeho ideu, aniz bychom zabihali do nékterych technickych detailtt. Uplnou verzi
1ze najit v Canfield a kol.| (1983).

Zasadnim pozorovanim je, ze hodnota ¢ (x, B) se rovna poc¢tu usporadanych
nezapornych (wp + 1)-tic (eq, ..., er,), kde eg € {0, 1}, spliujicich

B
‘(—1)60 [[pf| <,
i=1
neboli dvojndsobku poctu usporddanych nezapornych mp-tic (e, ..., ex,) spliu-

jicich
TB
[[ri <=
i=1

Po aplikovani logaritmu na obé strany nerovnosti dostaneme

B

Zei Inp; <Inz.

=1

V tomto okamziku prichazi prvni hruby odhad. Pro vétsinu prvocisel p; bude
jejich prirozeny logaritmus radové stejny jako In B. My je proto timto zptisobem
aproximujeme vsechny. Nasledné ziskame

uy:]
ZeilnB <Inx,

i=1

B
Z e < u.
i=1



Kolik takovych mp-tic existuje? Muzeme si to predstavit tak, ze rozdélujeme
|u] jednicek, kazdou do jedné z mp pozic, nebo nikam (kazdé tedy muzeme pii-
fadit ¢islo od 1 do mp + 1). Jednd se tedy o |u]-Clenné kombinace s opakovanim
z mp + 1 prvki. Jejich pocet je (L“J:”B
Nyni jsme schopni spocitat kyzenou pravdépodobnost.

¥ (z, B)

2x

In =lny (z,B) —In2—Inx

zln(Q(U”%;ﬂB>>—ln2—%dnB
:m(WJ+“ﬁ-wunB

TR

Pouzitim vzorce pro kombinacni Cisla a Stirlingovy aproximace, ktera rika
In (n!) = nlnn — n (viz napt. |Conrad (2016))), dostaneme

LU B) (] + 7))
2x LUJ'WB'
~ (lu] +7p) n([u] +75) = (lu] +75) = (lu) Inw - [u]) -

— (rplnmg —7mp) —uln B.

—uln B

Déle odhadneme |u] ~ u a In(|u| +75) & In7p podle u = {22 < B~ 7p,

diky ¢emu se nam vétsina c¢lenu pokrati a zbude pouze

¥ (z, B)
2x

Tady lze opét z predpoklad odvodit, Ze Inln B je zanedbatelné v porovnani
s Inu. Nyni jsme se tedy kone¢né dopracovali k

¢ (z, B) u

~ U
2T ’

coz jsme chtéli dokazat. O]

In

~ulnmg—ulnu—ulnB~ —ulnu —ulnln B.

Nés tedy zajimd ¢ (N, B). Mame tudiz
~InN
=15
Je asi jasné, ze u > 3 (B musi byt urcité radové nizsi nez N, aby byl algorit-
mus realné proveditelny). Naopak, druhd podminka, ktera po snadné upravé rika
In N < B, jiz na prvni pohled zfejma neni. Na konci vypoctu se k ni vratime
a zkontrolujeme, zda je splnéna.

Zatim (pfirozené) piedpokladéame, 7e |z? — N| < N. Tento odhad lze ovsem
vylepsit. Uvédomme si, ze pokud vN — N¢ < z < v/N + N¢ pro malé ¢ > 0, pak

| <

(%NQJWf—Jﬂ:@%NNV+N%:0(N%ﬂ.

Tady se nabizi otazka, jestli je to legitimni omezeni hodnot prosivaciho intervalu.
Opét se na véc lze divat intuitivné (o¢ekdvame radové mnohem nizsi pocet pokust
generovani hladkych relaci nez N), nebo si pockat na vysledek a zpétné to overit.
Za téchto podminek kazdopadné pracujeme s v (N 172, B). Dostaneme tedy

B In N
YT omB

6



Pozndmka. Lze namitat, ze pocitd s vybérem z celého intervalu, ktery
je vycentrovany kolem nuly, nikoliv z néjaké jeho specidlni podmnoziny, kterou
vygeneruje polynom z? — N. To je sice pravda, my ale budeme heuristicky pied-
pokladat, ze na tom nezélezi (neboli ze tyto hodnoty jsou v podstaté ndhodné).
Navic, kontrolni testy provedené na dostupnych hodnotéch naznacuji, ze tato
hypotéza je celkem presna.

Nyni tedy vime, ze oc¢ekavany pocet pokusii pro nalezeni jedné hladké relace
je u". Jiz diive jsme spocitali, Ze jich potfebujeme 75 + 2. To ndm naznacuje, jak
volit parametr M. Zatim ovSem jenom v zavislosti na B i N. Na konci vypoctu,
az nalezneme optimalni B, se k tomu vratime a vyjadiime ho vzhledem k obéma
témto proménnym zvlast.

Nez budeme pokracovat, udélejme si prehled nékterych funkei a tvrzeni, které
pouzijeme.

Definice. At n € N. Pak
J(n)= > Inp

p<n
p prvocislo

nazyvame proni Cebysevovou funkci.

O této funkci je znadmo, ze se asymptoticky chova jako O (n). Presvédcit se
o tom lze tieba v ¢lanku [Rosser a Schoenfeld (1962)).

Véta 1.3 (Druhd Mertensova).

1
lim,, o0 Z ——Inlnn | = M,
p<n
p prvocislo

kde M =~ 0,26 je Meissel-Mertensova konstanta.
Diikaz mize ¢tenal opét najit v Rosser a Schoenfeld (1962).

Definice. Pro s € N definujeme prvociselnou zeta funkci P (s) pFedpisem

P(s)= >, i

s
p prvocislo p

Nés bude zajimat predevsim P (2), konkrétné informace, ze konverguje k hod-
noté priblizné 0,45.

Jak dlouho nam tedy zabere prosivani intervalu I = [—M,M]? Nejdiiv nalez-
neme kofeny 22 — N modulo p pro kazdé p € By, (%
Tonelliho-Shanksova algoritmu za cenu

= 1. To lze provést pomoci
> np=9(B)~B
p<B

aritmetickych operaci (za né povazujeme jakékoli operace proveditelné v case

O (In* N)).



Pozndmka. Je pravdou, ze Tonelliho-Shankstv algoritmus ma v nejhorsim ptipadé
slozitost az O (ln4 p). To se stane, kdyz v rozkladu p—1 = 2°¢, kde t liché, vyjde s
velké. Pokud ale pocitame kofeny pro vice prvocisel p, coz je presné nase situace,
dava vétsi smysl uvazovat pramérny pripad, jehoz slozitost je pouze O (ln3 p).
Podrobnéji viz |Crandall a Pomerance (2001)), Algoritmus 2.3.8.

Pro vSechna p € By, (%) = 1 jsme takto sestavili mnoziny C, a J.,. Pokra-
¢ujeme postupnym délenim. V nejhorsim ptipadé je |C,| = 2 a |J.,| = 2M + 1.
Provedeme tedy nanejvys

2M +1 2M +1 2M +1
21 X + 2 —— > ——
pSB p pZSB p p3§B p
(3)- (3)= (5)=
1 1
RAM (Y -+ ) S+ > 5+
p<B p2§Bp p3<Bp

délend.

Podle druhé Mertensovy véty je >,<p1/p ~ Inln B. Zbylé cleny v zavorce
odhadneme seshora a ukazeme, Ze jsou asymptoticky zanedbatelné v porovnani
s tim prvnim:

DM EDIPIEEDI T

%
k=2 pk<p P k=2p<B P p<DB k=2 p<B

1/p? 1 1

1—1/p:Z ~ 2

1
oy il Y o

Dopracovali jsme se k vyrazu velice podobnému jiz zminéné prvociselné zeta
funkei P (2). Mtzeme jej proto seshora odhadnout hodnotou 0,45. Takze v kom-
binaci s hledanim kotfentt dohromady provedeme asi
T(B)~ B+ 4M (Inln B + 0,45)
~B+4MInln B
~B-+4rgu'Ilnln B

B u
N4ﬁu Inln B

¢ _ InN
operaci, kde u = 5;-%.

Nyni se pokusime najit minimum této funkce. Aby se nam lip pocitalo, budeme
ho hledat pro jeji logaritmus

S(B)=InT(B)=ln4+InB+ulnu+InlnlnB—InlnB~1InB+ulnu.
Dosadme za u a derivujme:

ﬁ—(l By + mN\ N L InN InN '\’
aB " omB) "2mB  2mB\2mB
1 In N 1 1 In N InN 2InB <_lnN 1 1)

=B 2 B B “2mB 2mB N 5 B B
B 1 In N ) In N L
"B 2Bm’B\ 2mB
1 In N
:E—m(lnlnN—lnlnB—IHQ—l—l)



Tento vyraz zjednodusime aproximaci In2 ~ 1 a polozime roven nule:

_2In’B—InN (InlnN — Inln B)

2BIn° B
InN (Inln N —Inln B)

>
5
InB = \g_\/lnN(lnlnN “Inln B).

0

0=1n’B —

7 toho snadno odvodime dolni a horni mez pro In B:

\f\/lnN <InB < \f\/ln]\flnlnN.

Samoziejmé nevime, kde presné mezi témito hodnotami In B lezi. Kdyby bylo
uprosttied, tak by platilo

Lo V2 VIN 4 VNN VDNl N
=¥ . ~ YRNDIN,

Zkusme si to ale vyjadrit obecnéji jako
InB=cVInNInln N

pro néjakou konstantu c. Jeji hodnotu odhadneme dosazenim do rovnosti, z niz
jsme odvodili meze pro In B:

lnN(lnlnN—lnc— %lnlnN— %lnlnlnN)
2 b
5 1 1 1
0= <c — 4) 1nN1n1nN+ZlannlnlnN—i-glannc.

0=cInNInlnN —

Chceme-li pravou stranu co nejvic priblizit nule, musime vynulovat asympto-
ticky nejvétsi ¢len, kterym je In N Inln N. Pottebujeme tedy

1
0=c*—~
C 4,
1
c=*+-.
2

Zaporné ¢ miuzeme ziejmé vyloucit. Naopak, ¢ = % splnuje odvozené meze

5 5
\g_\/lnN <eV/InNInIn N < \g_\/lannlnN

(pro N > exp (exp (2)) ~ 1618).
Tim jsme se dopracovali ke kyzenému vysledku. Jednoduchou tupravou do-
jdeme k tomu, ze optimalni hodnota hladké meze v kvadratickém situ je priblizné

vlannlnN)

Bzexp( 5

V pribéhu vypocétu jsme udélali dva predpoklady, které ted ovérime a uka-
zeme, ze vysledek je korektni.



e InN < B: vime, ze In B ~ 7”‘”\[21“1“]\[ > Inln N pro kazdé N > 3, z ¢eho jiz
plyne tvrzeni.

e VN —N<x <N+ N€promalé € > 0: toto si vyzaduje vyjadrit M
pomoci N, coz jsme doposud také neudélali. Ted jsme toho uz schopni:

InM~hB-InlnB+ulnu
~InB+ulnu

%\/lannlnN VIn N . VIn N
2 VvVinlnN  Inln N
~ m VIn N
~ 2 QW
B \/m+ VIn N
- 2 2vInln N
~vVInNInln N

M ~ exp (vlannlnN).

Vidime, ze M je subexponencidlni v N, takze nas odhad je v poradku.
(Z vypoc¢tu mimochodem plyne téz M ~ B2))

(Inln N — Inlnln N)

InlIn N

Nyni dosadime za u a spocitame slozitost prosivaci faze:

T (B) = exp(5(B))
=exp(In B+ ulnu)
=exp (In M)
= exp (vlannlnN>
= B2
Slozitost linearni faze podrobné studovat nebudeme, 1ze nicméné ukazat, ze
s vyuzitim rychlych metod pro feseni soustav s fidkou matici (jednou z moznosti je

jiz zmitiovand Wiedemannova metoda) vychazi fadové taky B2. Celkova sloZitost
kvadratického sita je tudiz

L(N)=exp(VinNInlnN) .

1.3 Modifikace

V nasledujici sekcei si ukdZzeme nékolik variant algoritmu, které jsou sice asymp-
toticky stejné casové narocné, v realité presto typicky bézi o néco rychleji. Tato
diskrepance je zpusobena tim, ze béhem vypoctu slozitosti docela hodné clent
zanedbavame nebo odhadujeme jednodussimi, ¢im ztracime drobné rozdily mezi
podobnymi verzemi. To si ostatné ilustrujeme na kazdé z predstavenych variant.

1.3.1 Varianta s velkym prvocislem

V praxi se ukazuje, ze frekvence nalézani hladkych relaci s hodnotami para-
metri, které se pouzivaji v kvadratickém situ, je pomérné mald. Z vypoc¢ti ovsem
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vime, ze vyrazné zvétseni hladké meze B neni fesenim, protoze jsme ji stanovili
jako optimélni vzhledem k slozitosti celého algoritmu. Porad bychom ale chtéli
najit zpusob, jak pocet relaci zvysit. K tomu nam poslouzi parcidlni relace.

Definice. Necht z,y € Z. Rekneme, Ze (z,v) je parcidlni relace, jestlize
e 2=y (mod N),
o y=py, kde p je prvocislo vétsi nez B a y' je B-hladké.

Prvocislo p se nazyva velké prvocislo parcidlni relace (x,y).

Jak takové relace hledat? Zustaneme-li u této obecné definice, tak celkem
tézko. Museli bychom totiz vSechny hodnoty na konci prosivani rizné od =+1
prohnat néjakym prvociselnym testem. Ackoli zdaleka nejsou tak velké jako N,
porad by to byla znacnéd komplikace. Navic, jak si zahy ukédzeme, prilis velka
prvocisla nejsou vhodnd ani pro nasledné zpracovani v linearni fazi.

Resenf je nastésti jednoduché — stacf omezit p seshora. Viimnéme si, Ze pokud
nam po prosivani nékde zbude ¢islo riizné od +1, které je zaroven v absolutni
hodnoté mensi nez B?, tak je to prvocislo (vétsi nez B). Piidame-li tedy podminku
p < B? (v praxi se pouziva spise p < ¢B pro néjakou konstantu ¢ < B, aby velkych
prvocisel nebylo prilis moc, na tom ale v tuto chvili nezalezi), pozname parcialni
relace okamziteé.

Oznaéme P mnozinu nalezenych parcialnich relaci a seskupme ji podle velkého
prvodisla jednotlivych relaci. Relace (z,y) € P se nazyva singleton, pokud ma
velké prvocislo, které nema zadna jina relace z P. Tyto relace miizeme zahodit,
nebot kombinaci s Zddnou jinou evidentné nikdy nedostaneme ¢tverec (ve vektoru
mocnin bude toto velké prvocislo mit vzdy exponent 1).

Predpokladejme, ze mame k > 2 relaci se stejnym velkym prvocislem p, cili
2?2 — N =vy;p (mod N),i=1,..., k. Potom proi=2,...,k plati

(a:lxl-)Q = yyp° (mod N).

Vidime tedy, zZe mizeme k vektori mocnin s velkym prvocislem nahradit £ — 1
vektory bez velkého prvocisla. Jiné kombinace nema smysl uvazovat, protoze pro
(z;21)%, 7,1 # 1, bude vektor mocnin totozny s vektorem (z;)° (z12;)°. Tim
se dostavame do situace, kterou uz zname, ovsem s mnozstvim novych radku
do matice linearni faze.

Jesté bychom si méli rozmyslet, jestli ndAm po vyrazeni singletoni zistane
dostatecny pocet parcialnich relaci. Narozeninovy paradox nastésti naznacuje, ze
ano. Mame wg2: — g = % - % ~ % = mg2 velkych prvocisel. Prvni shodu
proto oc¢ekavame asi po /mg2 = \/% pokusech, pficemz s jejich pribyvajicim
poctem pravdépodobnost déal roste. Pripomenme, ze dohromady provedeme asi
M = B? pokustl, coz znamend, e mnoZina P by i po zahozeni singletonti rozhodné
meéla byt uspokojivé velka.

Zatim to tedy vypadad, Ze tento pristup je efektivnéjsi nez zakladni verze kva-
dratického sita. V praxi se opravdu casto bez parcialnich relaci neobejdeme. Pro¢
navzdory tomu slozitost asymptoticky nevychazi lépe?

Zajiméa nas pravdépodobnost nalezeni parcialni relace. Zkusme replikovat po-

stup z dikazu Oznac¢me
V' (z,B) =1 (x,B) + ’{n €Z:|n| <z &n=pn,n B-hladké, B <p < BZ}‘ :
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Hodnotu prvniho sc¢itance uz zname, zbyva tudiz spocitat pouze druhy. Ten je

roven poctu usporadanych mp-tic (e1, ..., er,) splnujicich
y:]
pIIpi <,
i=1

kde B < p < B2, coz po zlogaritmovani dava

TR
Inp+ Zeilnpi <Inx.
i=1

V dalsim kroku jsme logaritmy prvocisel odhadli pomoci In B. To uz ovSem
nelze udélat pro velké prvoéislo p. U néj musime aproximovat pomoci In B2, Pak
tedy dostaneme

TR
21nB+ZeilnB <lInz,
i=1

B
Zei <u-—2.
i=1

Takovych mwg-tic je podle stejné tivahy jako ve vzorovém dukazu (L“_?B”B).
Hledana pravdépodobnost je tudiz

1n¢/<;9;B) ~In (2 ((L“J;;WB) + (L“_2+WB>>> ~In2-Inz

~ In <2<L“J7:;7TB>> —uln B
— ln2+ln<LuJ +”B> _uln B

B
¥ (z, B)

In 2.
2 +m

=In

Vidime, ze jedinou zménou je ¢len In2, coz asymptoticky zadnou roli nehraje.
Nakonec totiz dospéjeme k tvaru

Y (z, B)
2x

In ~—ulnu—ulnln B + 1n 2,
kde je In 2 zanedbatelné.

Na tomto misté tedy rozdil ztratime a dojdeme k témuz vysledku jako v za-
kladni verzi (s hladkymi relacemi), byt skutecna pravdépodobnost ziejmé musi
byt vétsi. Bohuzel se ukazuje, ze nemame dostatecné jemné nastroje, abychom ji
byli schopni rozlisit.

Co se tyce linearni faze, jeji slozitost zistava O (B?), nebot pocet sloupct
matice je porad O (B). Celkova asymptoticka slozitost se proto oproti zakladni
verzi nijak nezméni.
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1.3.2 MPQS

Druhym zpiisobem, jak zvysit pravdépodobnost nalezeni hladkych relaci, je
snizit absolutni hodnotu ¢isel vstupujicich do prosivaci faze. To mé navic za dusle-
dek dalsi vyznamnou vyhodu — mensi absolutni hodnota obvykle také znamena
méné prvocisel, kterymi je délitelnd, coz prinasi ¢asovou usporu.

Docilit toho v zakladnim nastaveni je ovsem problematické. Délku prosivaciho
intervalu totiz nelze libovolné zkracovat, jelikoz parametr M, ktery ji urcuje, je
volen tak, abychom dostali pottebny pocet hladkych relaci. Pokud bychom délku
intervalu zvétsili, zvetsi se téz |22 — N|.

Resenim je misto 22 — N pouzit vice polynomi. V pritbéhu vypocétu je bu-
deme postupné ménit a to ndm umozni udrzet absolutni hodnotu v nizsi mezi.
Existuji rizné metody, jak tyto polynomy volit. My si ted ukazeme tu nejcastéji
pouzivanou, Montgomeryho (viz Pomerance| (1984)).

Mé&jme kvadraticky polynom f (z) = az? + 2bx + ¢ s celo¢iselnymi koeficienty
spliiujici b2 — ac = N. Potom

af (x) = a*x* + 2abx + ac = (ax +b)*> — N,
takze
(ax +b)* = af (x) (mod N).

V klasickém kvadratickém situ pozadujeme na pravé strané B-hladkou hodnotu,
abychom ji mohli pouzit jako dalsi radek matice linedrni faze. Analogicky tedy
chceme, aby a i f (z) byly B-hladké. Protoze parametr a zvolime predem, staci,
kdyz to bude libovolny c¢tverec krat B-hladka hodnota.

Reknéme, Ze budeme prosivat interval délky 2M (stejné jako doposud). Chtéli

svv s

bod _71’ Takze mame

=[]
a

a

a hledame a, b, c takové, ze
—b —b —b
(@) G| (5]
a a a
Protoze b*> — ac = N, plati
—b
2
a

af<_ab—M>’: af<_b+M>‘=a2M2—N.

a
7. toho plyne, Ze potiebujeme a =~ ‘/%TV Nésledné vezmeme b jako Teseni
kongruence b> = N (mod a) a ¢ = (0> — N) /a. V této situaci je tudiz

M
|/ ()] SE\/N

V zékladni verzi kvadratického sita, kde se pouZiva pouze polynom x% — N, jsou
absolutni hodnoty omezeny pftiblizné 2M+/N. V porovnani s tim je tedy nyni
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mame asi 2v/2-krat mensi. Ani to nam vsak, co se Casové slozitosti ty¢e, nepo-
muze. Jak jsme vidéli, ta zalezi na mocniné N, kterou dokazeme omezit prosivané
hodnoty. MPQS sice vyznamné snizuje konstantu pred ni, mocnina samotna ale
zustava nezménénd, konkrétné 1/2. Ve vypoctu proto pordd pracujeme s para-
metrem u = 21111n1\1[9' Dospéjeme tudiz k témuz vysledku.

Na druhou stranu nesmime zapomenout na pridanou cenu za inicializaci jed-
notlivych polynomu. Jak to bude fungovat? Zvolime prvocéislo p ~ (2N )1/ 4 /M2
takové, ze (%) =1, p = 3 (mod 4) a polozime a = p?. Vidime, Ze a je ¢tverec
krat B-hladk4 hodnota velikosti pFiblizné v2N /M, jak jsme pozadovali. Za téchto

podminek uréime feSenf kongruence b> = N (mod a) snadno piedpisem

h— N(pQ—p+2)/4.

Nakonec uz pouze jednoduse spoc¢teme ¢ = (b> — N) /a.

To, kolik polynomti budeme potiebovat, zélezi na volbé M. Cim vétsi bude,
tim vic usetfime na jejich inicializaci. Naopak, mensi M znamena nizsi hodnoty
vstupujici do prosivaci faze. Mtzeme si kazdopadné pomoct paralelizaci. Prosivat
musime pro kazdé f zvlast, tuto praci tedy lze provadét simultdnné na vice po-
c¢itacich. Tady je uz potom nutné zohlednit praktické vypocetni moznosti a im-
plementa¢ni problémy, které se teoreticky obtizné kvantifikuji (tfeba vzhledem
k slozitosti inicializace jednotlivich polynomu). V praxi se nicméné ukazuje, ze
MPQS navzdory stejné asymptotické slozitosti ¢asto oproti zakladnimu nastaveni
prinasi vyznamnou ¢asovou usporu.

1.3.3 Vlastni verze MPQS

Vyse uvedend verze reprezentuje samoziejmé jenom jeden z mnoha zptisobi,
jak volit polynomy pro MPQS. Nyni si predstavime vlastni navrh, ktery porad
snizuje absolutni hodnoty vstupujici do prosivaci faze, ovsem bez nutnosti jakych-
koli vypoc¢tl souvisejicich s inicializaci jednotlivych polynomt. Tim se zbavime
nejvétsi nevyhody Montgomeryho verze. Na oplatku se objevi nékteré jiné potize,
kterymi jsme se dosud nemuseli zabyvat.

Budeme pracovat s mnozinou polynomt

{fi(x) =2® —i*N i€ {1,...,k}}.

Pro kazdy z nich potfebujeme nalézt koreny modulo p. To vSak jde ze znalosti
korenti f; modulo p velmi snadno, nebot

2> = N (mod p) = (iz)* = 2N (mod p).

Déle vidime, ze zakladni verze kvadratického sita je specialnim pripadem, kdy
k = 1.V ni, jak uz vime, prosivame interval

[[VNT=M,[VNT+M|nZ

s tim, ze absolutni hodnoty jsou omezeny ptiblizné 2M+/N. Vsimnéme si, ze stejné
meze dosahneme, pokud bychom kterykoli polynom f; prosivali na intervalu

[(z\/ﬁ} - ]\f [iVN] + ]\ﬂ NZ.
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Samoziejmeé, délka tohoto intervalu je pro ¢ > 1 mensi. Nic ndm ale nebrani
vzit si takovych polynomi vic a celkovou délku navysit podle potreby. Volbou
k > 1 tedy dostavame nové prilezitosti najit hladké relace se stejnou absolutni
hodnotou. Parametr M je ale nastaven tak, abychom jich dostali presné tolik,
kolik potrebujeme. Hledat dalsi relace by proto bylo zbytecné.

Nabizi se tedy snizit M, ¢im by se zkratil ptivodni prosivaci interval (i = 1).
Tento hendikep vykompenzujeme priddanim dalsich polynomu tak, aby celkova
délka intervalti ztstala priblizné stejnéd. Nizsi M ale znamena nizsi absolutni hod-
noty, které budeme prosivat a to v praxi urychluje vypocet (pfestoze to nutné
neznamena zlepSeni asymptotické slozitosti, viz [sekce 1.3.2)).

Nejvyraznéjsim problémem navrhované verze je opakovani nalezenych hlad-
kych relaci. Neni vylouceno, Ze to nastane i u Montgomeryho verze, zde jsou
ale polynomy vzajemné ,provazanéjsi“. Ukazme si to na konkrétnim prikladeé.
Pfedpokladejme, 7ze t = 2 — N je hladké a vezméme i < k. Podivejme se
na t' = 2 (z2 — N) = (iz)”> — i2N. Tato hodnota je zfejmé hladka pravé tehdy,
kdyz je hladké i. Ovsem i pokud je ¢’ hladké, dava ndm modulo 2 stejny vektor
mocnin jako t.

Bud M’ = % Oznacme [; prosivaci interval prislusny polynomu f;. Pro jed-
noduchost nyni predpokladejme, Ze je misto [Z\/N | vycentrovany kolem iv'N,
neboli

~ M = M
] 7

Meéjme tedy x € I, splitujici 22 — N je hladké. Zajima nds, pro které i plati iz € I;.
Dostavame

z'xel'i<:>’i:c—i\/ﬁ‘:i’x—\/ﬁ’§Aj,@)x—\/ﬁlgjgl.

Vidime, 7ze ¢m bliz je  k v/N, tim ¢astéji narazime na tutéz hladkou relaci.
Dobrou zpravou je, ze maximélni vzdéalenost klesa kvadraticky vzhledem k 1,
takze shod bude rychle ubyvat. Na druhou stranu, v blizkosti stfedu intervalu jsou
absolutni hodnoty nejnizsi, tudiz vyskyt hladkych relaci nejvyssi. Tuto situaci lze
samoziejmé zobecnit na = € I;, j € {1,...,k}, z* — 2N hladké. Potom

!/
ixefijﬁ‘x—j\/ﬁl<;2-]\j.

Zasadni otazkou nyni je, zda se relace nebudou opakovat az natolik, ze bychom
jich nakonec ziskali jesté méné, nez v klasickém kvadratickém situ. Nastavme si
tedy parametry tak, aby mély prosivaci intervaly priblizné stejnou celkovou délku
a zkoumejme pocet ziskanych hladkych relaci.

Zvolme si né¢jakou konstantu ¢ > 1 a feknéme, Ze chceme, aby byly maxi-
malni absolutni hodnoty c-krat mensi nez pivodné, ¢ili M Z toho plyne, ze
pocatecni prosivaci interval (pro ¢ = 1) bude tvaru

VA - L VR + 2] Nz

Nyni chceme vzit k co nejvétsi takové, ze celkova délka intervali nepresahne 2M
(jinak by pripadny vyssi pocet nalezenych hladkych relaci v této verzi mohl byt
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zpusoben vys$Sim poctem zkoumanych hodnot). Pocitejme:

k
Z%<2M

i—1 €

| /\

l
k xp (¢ — 1),

kde v poslednim kroku pouzivime odhad >% ,1/i <1+ Ink.

Musime si jesté uvédomit jednu dilezitou véc. Pokud vezmeme moc velké
¢, pak budou pro i & k prislusné intervaly prili§ kratké (v extrémnim pripadé
jednobodové). Naptiklad existuje-li prirozené ¢islo ng < k takové, ze I, je jed-
nobodovy, potom pro vSechna ny < ¢ < k porad pracujeme pouze s vyrazem
((z\/NDQ — i?N. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze je to pro nis vyhodné,
nebot tyto hodnoty jsou pomérné malé a tudiz s velkou pravdépodobnosti hladké.
Ma to ale jeden hacek.

Do celkové délky intervalil vzdy zapocitavame vyraz 2@—M (presnéji by to mélo
byt %, jednicka v citateli ovSem hraje zanedbatelnou roli). Pro jednobodové
intervaly je jeho hodnota mensi nez 1, pricemz casto je hodné blizko nule, jelikoz
klesa s rostoucim 7. Ve skutecnosti tedy soucet délek intervali muize byt vyrazné
vétsi nez ten, ktery ocekavame dle vypoctli. To ma za nasledek dvé véci:

1) Nalezneme-li vice hladkych relaci oproti zakladni verzi algoritmu, muze
k tomu prispivat praveé vétsi pocet zkoumanych hodnot.

2) Zvysuje se slozitost prosivaci faze: jednak vime (viz str. 8), Ze dohromady
provadime priblizné 2 - (délka intervalu) - Inln B déleni — jestlize zvysime
celkovou délku intervalli, zvysime také pocet provedenych déleni. Navic,
s kazdym dalsim intervalem musime nanovo pocitat mnoziny J., (def. viz
str. 4), diky ¢emu také drobné naroste Casova narocnost.

Protoze nasim hlavnim zajmem je ukazat, ze navrhovand modifikace je oproti
klasickému kvadratickému situ vyhodnéjsi, tento problém vyftesime tim, Ze inter-
valy délky 1 radéji viibec nebudeme zpracovavat (nebudeme v nich hledat hladké
relace). Pripadné si muzeme stanovit jinou minimélni délku intervalu (oznac¢me
ji d) a vSechny kratsi zanedbat.

Nasim cilem tedy bude odhadnout optimalni ¢ > 1 vzhledem k poc¢tu hladkych
relaci na intervalech

[iVN] —Z, [ivVN] +ZZ NZ, ie{l,....k}
délky vétsi nez 1. Vysledek porovname s pripadem ¢ = 1, ktery reprezentuje
standardni verzi kvadratického sita.

Cim vétsi ¢ zvolime, tim nizsf absolutni hodnoty budeme prosivat. Zaroveti se
ale budou jednotlivé intervaly zkracovat, coz od jistého momentu zpiisobi, zZe jejich
délka klesne pod d a prestanou nam pribyvat hladké relace. Da se tedy ocekavat,
ze s rostoucim ¢ se bude zpocatku jejich celkovy pocet zvySovat, az do chvile,
kdy zacnou byt intervaly I; pro ¢ blizko k prilis kratké. DAl uz bude pocet relaci
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nejspis klesat. Tuto hypotézu si ovérime prostiednictvim testti na dostupnych
hodnotéch, viz tabulky nize.

Otazkou zustava, jak odhadnout optimalni ¢, aniz bychom pro kazdou hodnotu
museli relace pocitat predem.

Jako nejjednodussi zpiisob se nabizi stanovit si zminénou minimalni délku
intervalu d a nasledné vzit nejvétsi ¢, pro které budou vsechny intervaly dlouhé
alespon d. Hleddme tedy maximalni ¢ spliujici

[Hexp(e-1)| = d,

neboli
(c—1) < M
cexp <o 71
Uz jsme si rozmysleli, ze potfebujeme zvolit d > 1. Zatim tedy vezmeme d = 3
(intervaly maji vzdy lichou délku). Na zdkladé vysledku testu pak zanalyzujeme,
zda neni lepsi vzit néjakou vétsi hodnotu.

Druhou moznosti je odhadnout pocet relaci pravdépodobnostné. Oznacme

u. = v, ", kde

Inz,

c— 7. > kd
Y In B ¢
2M~/ N
Te= —
C

Jinymi slovy, u. oznacuje pravdépodobnost nalezeni hladké hodnoty v intervalu
M M
[Wm — = VN + ZC} Nz

pro libovolné ¢ € N.
V klasické verzi s intervalem U\/N 1—M,[VN]+M } N Z a jednim polyno-
mem tedy océekavame 2Mwu; hladkych relaci. Ve vlastni verzi pracujeme s intervaly

I = [H\/m — ]Z\f [ivVN] + JZ\Q NZ

pro néjaké predem zvolené ¢. Kdybychom nebrali v potaz opakovani relaci, celkem
bychom jich méli

exple=l) g nr OMu, "%V 1 2Mu,
N uc == -
1

c Cc Z

=1 =1

(c—1) = 2Mu,.

~
~

C

Opakovani je bohuzel prilis ¢asté na to, abychom ho mohli zanedbat. Pokusme se
ho tedy kvantifikovat.

Definice. Necht i,7 € N, i <k, j | .
« R; bud mnoZina vsech hladkych relaci (z, 2% — i2N) z intervalu I,

e U; bud mnozina ,unikatnich“ hladkych relaci z intervalu I;, neboli takovych
h; = (z,2%* —i®N), Ze neexistuje [ | i, [ # 4, pro které by (fa@ i—sz — lzN)
byla hladka relace z I,
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e O;; bud mnozina unikatnich hladkych relaci z I; ,opakujicich® se v I,
¢imz se mysli ndsledujici. Necht je h; = (z,2? — j2N) hladka relace z I;.
Rekneme, zZe h; € O, ; pravé tehdy, kdyz

I. (;:1:, ;—2:1:2 - i2N) = (;357 ;—z (z? — jQN)> je hladka relace z I,

1. h; € Uj.

Néas budou zajimat predevsim velikost mnozin U;. Z uvedenych definic plyne,
ze pro kazdé prirozené ¢islo ¢ < k plati

Uil = |Ri] = > 10s;
”
j]#i

9

pricemz, jak uz vime,
2Mu
|Ri| = ——.
ic
Zbyva tedy urcit velikosti jednotlivych O; ;. Podminku I. z jejich definice lze
prepsat na dvojici ekvivalentnich:

L il’ € Iiv
j
. ; je hladké.

Druhou z nich ovSem miizeme opomenout. Uz totiz vime, ze ix € I; se da ekvi-
valentné vyjadrit podminkou

3xeli:14j<:>’x—j\/ﬁ‘<%-,%:i2%.

et DR
Pro poradek pripominame, Ze toto jsme odvodili za predpokladu, ze stredy jed-
notlivych prosivacich intervalit jsou iv/N misto [iv/N], coz je ale zanedbatelny
rozdil.

,Opakujici“ se relace se tedy nachédzi v prostiedni (i?/j*)-tiné intervalu ;.
Jenomze pokud ; neni hladké, pak je zrejmé vétsi nez B, tudiz ;—Z > B2 Proc>2
(coz je minimalni hodnota, se kterou pracujeme v nasi verzi) je ovSem maximalni
velikost prosivaciho intervalu M + 1 ~ B?. Prostiedn{ (i*/j?)-tina I; je proto
prakticky vzdy jednobodovy interval ([jv/N7]). Tuto situaci tedy mizeme klidné
zanedbat a podminku I. z definice O;; nahradit podminkou %Z‘ € [;. Tim si
vyrazné zjednodusime vypocet.

Z toho tedy plyne, Ze hladkych relaci z I; ,,opakujicich® se v I; bude piiblizné

2Mu i2
FC
;2

‘76

Mohlo by se zdat, ze tento vyraz je roven |O; ;|. Zatim jsme ovSem nezohled-
nili druhou podminku, a sice Ze tyto relace zaroven lezi v U;. Pokud bychom ji
ignorovali a od celkového poctu relaci odecitali tento podil pro kazdého délitele
J | 4, nejspis bychom nékteré relace odecitali vicekrat. Snadno se totiz muze stat,
ze se relace vedouci k témuz vektoru mocnin vyskytne v intervalech [;, I; a I;,
kde I | 7 | i, I # j # i. Abychom zjistili, kolik jich bude, zobecnime si stévajici
znacen.
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Definice. Necht i # j € N, j | i, t € N. Bud h; = (z,2% — j2N) hladka relace
z intervalu I;. Rekneme, Ze h; € O, ;; pravé tehdy, kdyz

. %x c UZ\/_—‘ Hie? [Z\/_—I tzc}
. hj [~ Uj.

Jinymi slovy, O; jt je mnozina unikétnich hladkych relaci h; = (z, 22 — j2N) z I
takovych ze ( x, 2 a2 — 2N ) je hladka relace z I;, ktera se nachazi ve vzdalenosti

nejvyse % od Jeho stfedu.

Jak tedy bude vypadat obecny vzorec pro |O; ;|7 Predstavme si nejdiiv, ze
chceme urcit |O; j1]. To je ekvivalentni vypoctu |O; ;|. Uz tedy vime, ze pokud
nebereme v potaz druhou podminku z definice, vyjde nam

2MU 32
FC

-2
e
J

Od tohoto vyrazu potiebujeme pro kazdé prirozené l | j, ;é j odecist pocet relaci
h = (z,2° — [*N), z intervalu I, takovych, ze h; = (z,? 1237 J2N) je hladk4
relace z I; nachazejici se v jeho prostredni ;—i-tiné, tj. v intervalu

[iVNT - D\/_W

iz 72

NZ.

Navic pozadujeme h; € U;, abychom nékteré relace neodecitali opakované.
Vidime tedy, ze pro vSechna [ (spliujici uvedené podminky) odecitdme presné ty

relace, které nélezi do O i . Tudiz
7 ?]

2Mu;, 2,
’Oz I 1| - - Z
i€ Uy
I#j
Ted uz neni tézké si rozmyslet, ze
2MU 32 2¢
G2
O = = 5[0,
j T

I#j

Vratme se nyni k vypoc¢tu unikatnich relaci. V novém znaceni pocitame

Uil = [Ril = >_ 104l -
jli
J#i
Dosazenim za |R;| a rekurzivnim vypocétem |O; ;1| jsme takto schopni urcit oce-
kavany pocet nalezenych hladkych relaci pro kazdé ¢ a c.

Bohuzel, sloZitost vzorce prakticky znemoziuje nalezeni optimalniho ¢ (vzhle-
dem k poctu hladkych relaci), pripadné porovnani s klasickou verzi kvadratického
sita (¢ = 1, kde oc¢ekavame 2Mw; hladkych relaci) jinak nez dosazenim konkrét-
nich hodnot N a c. Pocet intervalii navic roste exponencialné v ¢, takze rekurzivni
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vypocet relaci pro vsechny délitele vsech ¢isel az do exp (¢ — 1) by brzy zacal byt
prilis néroc¢ny.

Nabizi se proto rtizna zjednoduseni, které nam porad mizou napovédét, jak
volit parametr c. My si vybereme dvé - jedno poslouzi jako ,,optimisticky“ a jedno
jako ,pesimisticky“ odhad poc¢tu hladkych relaci. Na zdkladé testtt na dostup-
nych hodnotach N nésledné ovérime, zda tyto odhady davaji dobrou predstavu
o realném poctu relaci pro rizna c.

« pesimisticky odhad (E,.s): budeme pocitat pouze relace z intervalt I; a I,
kde p je prvocislo. Vyhodou je, ze vzdycky odecitame opakujici se hladké
relace jediné vzhledem k intervalu I, nehrozi proto zadna rekurze. Odha-
dovany pocet relaci tedy vyjde jako

2Mu, 2Mu, 2Mu,e,
- 2, (G5

C

R:

pe p*c

p prvocislo
p<exp(c—1)

2M Ple — Up2,
— et 2 T
p prvocislo p

p<exp(c—1)

Motivace tohoto odhadu je nasledujici: ¢im vic déliteltt néjaké ¢islo 7 ma,
totiz hodné intervali s mensim indexem, v nichz se jiz stejné relace mohly
objevit. Intuitivné tedy lze predpokladat, ze do poctu unikatnich relaci
prispéji nejvic pravé intervaly s prvociselnym indexem.

« optimisticky odhad (E,p): pro vSechny intervaly budeme uvazovat opako-
vani relaci pouze vzhledem k intervalu /;. Hodné hladkych relaci tedy zapo-
¢itame vicekrat. Na druhou stranu, vypocet bude opét pomérné jednoduchy.
Podobné jako v predchozim odhadu dostaneme

2Mu, | explel) <2Muc 2Muizc>

>

R:

c = ic i%c
_2M y +e"p(zc: Vi, — upe
=" |u > =

1=

Vybrali jsme 6 ruznych hodnot, na kterych jsme otestovali nase hypotézy.
Zkoumali jsme ¢isla tvaru 10¢ + 1, kde e je celé ¢islo z intervalu [15,20]. VSechny
jsou délitelné alespon dvéma riznymi prvocisly, takze splnuji podminky pouziti

kvadratického sita. Parametry M a B byly voleny dle vypoctt v [sekei 1.2] tj.

M = exp (vlannlnN),

\/lannlnN>

Bzexp( 5

V poloviné prfipadia (e = 16,17,18) bylo B kvuli prilis malému poctu naleze-
nych hladkych relaci vzato dvakrat vétsi. ,Maly pocet“ v tomto pripadé myslime
zejména vzhledem k tomu, aby bylo mozné sledovat rozdily mezi jednotlivymi
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hodnotami ¢. Najdeme-li totiz u vsech prili§ mélo hladkych relaci, obtiznéji na-
hlédneme vztahy mezi jejich poctem a hodnotou c.

Nutné tedy parametr B nenastavujeme tak, aby vysledny pocet hladkych
relaci korespondoval s mp (tfeba u e = 20 v nejlepsim pripadé dostaneme 50
relaci, pricemz pro dané N je mp = 135, u e = 16 mame relaci naopak zbytecné
moc). To samoziejmé neznamend, ze B volime plné libovolné, primarnim cilem
tohoto experimentu je vSak odhadnout zavislost po¢tu unikatnich hladkych relaci
na c.

Ve vsech pripadech uvazujeme bézné pouzivanou variantu s velkym prvocis-
lem. Kromé B-hladkych hodnot tedy bereme v potaz i ty, které jsou navic délitelné
jednim prvocislem v intervalu (B, B?). Princip této varianty byl podrobné popsan
v lsekel 1.3.11

Uvedme nyni jednotlivé vysledky. Pro prehlednost zvyraznujeme zelenou bar-
vou maxima ve vybranych dtlezitych sloupcich.

| N =10"+1
C Z |UZ| E |Rz| Iexp(c—l) Eopt Epes
1 48 48 127243 21 21
2 32 49 23405 15 15
3 36 82 o741 14 13
4 38 102 1583 14 12
) 44 140 467 15 11
6 54 171 143 18 11
7 55 181 45 21 11
8 57 191 15 24 11
9 60 202 5 28 11
10 63 216 1 31 11
11 61 203 1 29 10
12 59 192 1 27 10
13 55 175 1 26 9
14 52 164 1 25 9
15 50 160 1 23 9
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N=100+1

C Z |Uz| E |Rz| Iexp(c—l) Eopt Epes
1 137 137 202845 125 | 125
2 106 152 37311 88 88
3 119 268 9151 89 81
4 128 377 2525 101 | 76
) 132 5923 743 116 | 73
6 144 788 227 134 | 71
7 148 983 71 153 | 70
8 155 1400 23 172 | 70
9 165 2241 7 191 | 69
10 | 165 3883 3 208 | 68
11 161 4142 1 200 | 65
12 | 149 3892 1 188 | 61
13| 139 3681 1 177 | 58
14 ] 129 3500 1 167 | 55
15| 123 3330 1 159 | 53
N=10"+1
& Z |Uz| Z |Rz| Iexp(c—l) Eopt Epes
1 125 125 319465 161 | 161
2 100 154 58763 113 | 113
3 122 287 14411 116 | 105
4 124 401 3977 131 | 98
) 131 473 1171 151 | 94
6 140 542 359 174 | 91
7 152 631 113 198 | 90
8 170 683 37 222 | 89
9 179 753 11 244 | 88
10 | 183 791 3 266 | 87
11 180 784 1 271 | 84
12| 173 749 1 254 | 79
13| 164 708 1 240 | 75
14 | 154 664 1 227 | T2
15| 153 634 1 215 | 68
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N=10%+1

C Z |Uz| E |Rz| [exp(c—l) Eopt Epes
1| 132 | 132 | 497557 | 206 | 206
2 | 106 | 155 | 91521 | 145 | 145
3| 119 | 286 | 22445 | 149 | 135
41 122 | 383 6193 | 169 | 125
5| 138 | 559 1823 | 195 | 120
6 | 148 | 871 559 | 224 | 117
7| 153 | 1162 177 | 254 | 115
8 | 165 | 1635 57 284 | 114
9 | 176 | 2611 19 312 | 112
10| 189 | 4673 7 338 | 110
11 199 8814 3 |18637 108
12 | 187 | 8446 1 341 | 102
13| 171 | 7962 1 321 | 97
14| 165 | 7555 1 304 | 92
15| 161 | 7184 1 288 | 88
N =10"+1
& Z |Uz| Z |Rz| ]exp(c—l) Eopt Epes
1] 29 29 | 766997 | 63 | 63
2| 25 43 141081 | 45 | 45
3| 31 85 34601 | 44 | 40
4| 36 115 9547 | 48 | 37
51 38 111 2809 | 55 | 36
6 | 43 124 861 63 | 35
7T 45 134 271 73| 35
8 AT | 146 87 82 | 34
9 | 46 145 29 92 | 34
10| 42 147 9 102 | 34
11| 46 164 3 34
12 (4T 141 1 32
13 45 147 1 105 | 31
14| 43 150 1 99 | 29
15| 42 144 1 95 | 28
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| N =10"+1

C Z |Uz| E |Rz| [exp(c—l) Eopt Epes
1 29 29 1171127 | 82 82
2 23 38 215417 58 58
3 24 83 52831 o7 52
4 28 152 14577 63 49
) 31 261 4289 72 A7
6 32 5935 1315 84 46
7 38 954 415 96 45
8 41 1374 133 108 | 45
9 41 2272 43 120 | 44
10 47 4156 15 132 | 44
11 50 7911 5) 143 | 43
12 50 13577 1 150 | 42
13 49 12859 1 142 | 40
14 47 12233 1 135 | 39
15 47 11674 1 128 | 37

Poznamka (Analyza vysledkt). Z nasbiranych dat lze vyvodit nékolik zajimavych
ZAvVerl:

(1)

(i)

(iii)

Némi navrhovand metoda konzistentné ptinasi (pro vhodné zvolené c) lepsi
vysledky nez standardni kvadratické sito. V nékterych ptipadech (tfeba
e = 20) je zlepseni dokonce az na urovni 70%. Tento rozdil je naptiklad pro
e = 17 zasadni pro uspésnost celého algoritmu. Potfebujeme totiz nasbirat
7 + 1 hladkych relaci, coz je v dané situaci 140. Vidime, Ze pro ¢ = 1 jich
nemame dostatek. To jeSté neznamend, ze metoda presto nemize fungovat,
jistotu vSak mame pouze u ¢ € [6, 15].

Maximum unikéatnich hladkych relaci se ¢asto nabyva pro nejvétsi (nebo
skoro nejvétsi) ¢ takové, ze délka nejkratsiho prosivaciho intervalu je vétsi
nez jedna, pripadné nejmensi ¢ takové, ze délka nejkratsiho intervalu je 1.
To potvrzuje nas predpoklad, ze optimalni ¢ lze dobte odhadnout pomoci
delky Texp(e—1)- Rikali jsme, ze hleddme maximélni ¢ splitujici

[exp(c—l)‘ > d.

Jako pravdépodobné nejvhodnéjsi se ukazuje nastavit ¢ tak, aby nejkratsi
interval byl délkou co nejblize jedné, ale pfimo se ji nerovnal, nebo tak,
aby bylo nejmensi takové, ze ‘-[exp(c—l) = 1. MiiZzeme proto ponechat d = 3.
7 vysledkt téz vidime, ze ve vSech pripadech bychom pii takto urceném c
dostali vice relaci nez v klasické verzi. Navic to vétsinou (e = 16, 17, 18, 20)
vychazi dokonce jako nejlepsi volba.

Podobné kvalitni ndpovédu k volbé ¢ davd i ,optimisticky“ odhad E,p.
Vsimnéme si, ze pokud bychom urcovali optimélni ¢ podle jeho maxima,
dosli bychom prakticky ke stejnym hodnotam jako u odhadu zalozeném
na délce nejkratsiho intervalu (rozdil by byl v absolutni hodnoté nejvyse
jedna). Oproti nému ma ale jednu vyhodu — dokdze ndm naznacit, jaké zlep-
seni v porovnani se zdkladni verzi mtizeme priblizné ocekavat. Ilustrujme
to na prikladé e = 20.
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Oba zminéné odhady by nas vedly k optimalni volbé ¢ (11 nebo 12). E,,
pro ¢ = 12 predpovida 150 relaci. Skutecné jich ziskdme pouze 50, primé
porovnani proto rozhodné nepomuze. Dejme tedy tyto hodnoty do pomeéru
s prislusnymi hodnotami pro zakladni verzi:

(Eopt) 15 150

= — ~ 1,83
(Eopt) oy 82

(Z ‘Uil)c:12 _ @ ~ 1’72

(CNUil) = 29
Vidime, Ze tyto poméry jsou u sebe mnohem bliz. U zbylych zkoumanych N
mohou byt rozdily o néco vétsi, dava ndm to nicméné alespon hruby odhad
pomérného zlepseni vuci klasickém kvadratickému situ (pro dané c).

(iv) ,Pesimisticky“ odhad E,.s se bohuzel ukazuje jako prakticky obtizné po-
uzitelny. Nekopiruje totiz trend poc¢tu unikatnich relaci, chova se jako ne-
rostouci funkce. To je pravdépodobné zptisobeno klesajici hustotou prvo-
¢isel, zanedbavame tudiz porad vic a vic intervalii. Néco by se dalo vycist
z rychlosti poklesu — je patrné, Ze v okoli optimélniho c zpravidla E,.s klesa
nejpomaleji. Eventualné bychom mohli zkusit tuto funkci aproximovat né-
jakou ktivkou (nabizi se tfeba polynom stupné 3) a hledat bod s maximalni
derivaci. Takovy odhad by nam ovsem nejspiS neposkytoval dostatecnou
rozliSovaci schopnost. Z experimentdlnich dat je totiz ziejmé, ze tato deri-
vace by byla dost podobnéd (hodné blizkd nule) v okoli pomérné Sirokého
rozsahu hodnot c.

(v) Dle ocekavani s rostoucim ¢ vyrazné roste rozdil mezi 3" |R;| a Y |U;|, az
do momentu, kdy zacneme prosivat intervaly délky 1. Maximum vsech na-
lezenych relaci se tedy nabyva pro stejné nebo velmi podobné ¢ jako u uni-
katnich relaci. Toto je spiSe zajimavosti nezli uzitecnym faktem, ktery by
nam v praxi jakkoli pomohl.

Na zakladé téchto poznatku by postup pro libovolné N (klidné radové vétsi)
mohl vypadat nasledovné:

1) Odhadneme optimalni ¢ pomoci délky nejkratsiho prosivaciho intervalu, tj.
tak, aby pro d = 3 platilo

cexp(c—1)~ 1

2) Spocteme (Eop),. Mizeme priipadné tento odhad dopocitat také pro ¢
v okoli ¢, ¢ili naptiklad ¢ € [¢—2,¢+ 2|. Pokud bychom vidéli, ze E,,
nabyva na tomto intervalu maxima v jednom z krajnich bodt, nabizelo by
se pocitat odhad pro dalsi hodnoty ¢ v prislusném sméru, az dokud nezacne
ocekavany pocet relaci klesat. Nésledné vezmeme ¢’ = argmax (E,p) .. Vy-
sledné odhadované optimélni ¢ muzeme urcit néjakou kombinaci ¢ a ¢”,
tfeba jejich primeérem. Nakonec uréime E,, pro klasickou verzi (¢ = 1)
a spoc¢teme pomeér odhadt nalezenych relaci

_ (Eom)c
(Eopt)1 7

25



abychom se ujistili, Ze pouzitim vlastni verze MPQS lze ocekavat zlepseni

(a jak velké).

3) Jestlize ¢ > 1, zvolime vlastni verzi kvadratického sita s odhadovanym
optimalnim c. Pokud bychom dostali ¢ < 1 (coz se jevi jako krajné neprav-
dépodobné), zistaneme u klasické verze.

Zkusme se podivat, jak by tento postup fungoval na uvedenych datech.

e e =16, e = 18: oba odhady by se shodovaly s optimalni hodnotou c,
e ¢ = 20: odhady vedou k rtzné volbé c, které je ale pokazdé nejlepsi mozné,

e e=15e=17, e =19: k optimalnimu ¢ vede vzdy pouze jeden z odhadi,
ten druhy se vsak lisi jenom o 1 a znamenal by zanedbatelné nizsi pocet
nalezenych hladkych relaci, ktery by nicméné porad vyznamné prekonal
zakladni verzi.

Vysledky jsou tedy velmi priznivé. Presto bohuzel nemiizeme s jistotou rici,
ze uvedena metoda bude fungovat obecné. Vidime vsak, ze ve vSech zkoumanych
pripadech jsme dokézali pomoci vypocetné jednoduchych odhadi najit ¢, které
povedlo ke zvyseni po¢tu nalezenych hladkych relaci. Casto jsme dokonce zvolili
nejlepsi moznou hodnotu.

Problémem muze byt chybéjici metoda pro efektivni detekovani opakujicich
se relaci. Nejvic by pomohla u téch N, jejichz odmocnina je hodné blizko celého
¢isla, jako treba 10°+ 1 pro e sudé. Pomér poc¢tu vsech a unikatnich relaci je pak
nejvetsi (coz souvisi s tim, Ze jednotlivé prosivaci intervaly maji nejvétsi prunik),
jak je ostatné patrné z tabulek.

Na zavér jesté zminme, ze pro hodnoty, které nas zajimaji v praxi, tj. radoveé
N = 109 vychézi podle nasi metody jako optimélni ¢ = 32. Ové&fit, zda bychom
pii téchto parametrech opravdu dostali vic relaci (a o kolik), je bohuzel daleko
mimo nase vypocetni moznosti.
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2. Ciselné sito

2.1 Obecny princip

N&s tkol zustava nezménény. Na vstupu mame liché ptirozené ¢islo N dé-
litelné alespon dvéma riznymi prvocisly a snazime se ho faktorizovat tak, ze
najdeme kongruentni ¢tverce modulo N. Zméni se ale postup, kterym je budeme
hledat. Zatimco v kvadratickém situ jsme na jedné strané ctverec jiz méli a po-
moci hladkych relaci nad celymi ¢isly se totéz snazili dosdhnout na druhé strané,
soucasne.

Zacneme volbou monického polynomu f € Z [z] a 0 # m € 7Z tak, aby platilo
f(m) =0 (mod N). Miizeme si napiiklad zvolit d = deg f, polozit m = | NY/4]
a urcit koeficienty f podle zapisu N v bazi m. Potfebujeme ovérit, ze je f opravdu
monicky.

Jestlize d > 2, N > 24 (jak se ukaze pozdéji, pro doporucované hodnoty d
budou tyto podminky bezpecné splnény), pak pro kazdé i € {0,...,d} médme

@)gﬁ—QgNﬂ—ng—L
1

kde prvni nerovnost lze jednoduse dokazat indukci pro d > 2 pomoci faktu, ze
kombina¢ni ¢islo nabyva nejvétsi hodnoty, kdyz i = |d/2]. Déle plati

i (d)
(m+1)"=)" (.)m’.
i=0 \"
Jelikoz (f) < m, jedné se zaroveti o zapis (m + 1)? v bazi m, pFiem? koeficient
um? je roven 1. Protoze m? < N < (m +1)%, ma N um (ve svém zépisu v bazi
m) také 1. Tudiz je f monicky.
Déle mtuzeme predpokladat, ze f je ireducibilni. V opa¢ném ptipadé jsme totiz
z rozkladu f () = g (x) h (z) schopni dostat netrividlni faktorizaci N. Detaily lze
najit v Brillhart a kol.| (1981)).
Necht o € C je kofen f. Nemusime jej presné pocitat, staci nam pracovat
s nim coby symbolem urcujicim éiselné téleso K = Q [o] ~ Q[z] / (f). Zajimat
nas bude predevsim jeho podokruh

d—1
Zla)={>_ za':z,..., 241 € L}.
=0
Definujme homomorfismus g : Z [z] — Zy predpisem

@o (h) := h(m) mod N.

Jednd se o dosazovaci homomorfismus s jadrem obsahujicim ideal (f). Indukuje
proto homomorfismus @ : Z [z] / (f) — Zx dany vztahem

®o(h+(f)) :=h(m) mod N.
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Analogicky, dosazovaci homomorfismus ¢ : Z[x] — Z[a], h — h(«a) ma
jadro (f) a obraz Z|a]. Dle prvni véty o isomorfismu je tedy Z[a] ~ Z[x] / (f).
Konkrétné dostavame isomorfismus @y : Z [a] — Z [z] / (f) uréen predpisem

-1 -1
01 (Z Ziaz> = Z ziz' + (f).
i=0 i=0
Slozenim Py a Py ziskdme klicovy homomorfismus ¢ : Z [a] — Zy dany vztahem
-1 -1
% (Z zm/) = Z zym" mod N.
i=0 i=0

Algoritmus se bude snazit hledat dvojice prvka (ay,by), ..., (ax, by) € Z X Z
takové, ze

e Vie{l,...,k} :NSD (a;,b;) =1,
o TI¥, (a; — bija) = 42 pro n&jaké v € Z [a],
o TI¥, (a; — bym) = 2% pro néjaké z € Z.
Aplikovanim homomorfismu ¢ na rovnost v druhé podmince dostaneme

w(ﬁﬁu—@®>=wﬁf%

=1

Hw@—@®=¢Wﬂ

[T (a; — bim) = ¢ (7)* (mod N),

i=1
coz po zohlednéni treti podminky dava kyzenou kongruenci
2 =¢(7)? (mod N),
diky niz mizeme zkusit faktorizovat N prostfednictvim NSD (N, z + ¢ (7y)).
V dalsim pribéhu budeme potiebovat nasledujici pojmy.
Definice. Bud f € Z[z] ireducibilni polynom stupné d. Jsou-li aq, ..., a4 jeho
koteny v C, a = oy, pak normou prvku 8 = % c;a’ € Z[a] rozumime

d d )

N (B) = H Zcioz;-.

j=11i=0

Definice. Necht B € N je hladkd mez. Rekneme, Ze 3 € Z|[a] je Bgja-hladké,
jestlize jeho norma N () € Z je Bz-hladka.

Poznamka. Necht f (z) = 1.(f) (x — a1) -+ (x — ag), kde . (f) je vedouci koefi-
cient f. Potom

V nasem ptipadé je f monicky a tudiz N (a — ba) € Z.
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Vratme se k hledani dvojic (a;,b;). Postupovat budeme podobné jako v kva-
dratickém situ. Tehdy jsme si zafixovali parametr M a nasledné pro vsechna
v € {[VN] - M,...,[VN] + M} zkoumali, zda je 22 — N B-hladké pro zvole-
nou mez B. Nyni ovSem mame dvé proménné, potfebujeme tudiz dvourozmérny
prosivaci interval. Uréime si proto M € N a budeme prochazet dvojice (a, b), kde
a€{—M,...., M}, be{l,..., M}, spliujici

e NSD(a,b) =1,
e a— bm je Bz-hladké,
s a— ba je Byjy-hladke.

Prvni podminka nepotiebuje zadny komentar. S tou druhou jsme se jiz setkali
u kvadratického sita, takze vime, jak postupovat. Prosivime prvocisly p z fakto-
rizacni baze, vytvorime vektory mocnin modulo 2 a zapiseme je do fadkt matice
linearni faze. Pokud jich nasbirdame alespon mp+2, dokdzeme nalézt prvky, jejichz
souc¢in bude ¢tverec. Ted ovSem navic potfebujeme zohlednit treti podminku.

Misto a — ba budeme vlastné prosivat jejich normy, ¢imz problém prevedeme
do celych ¢isel, kde to uz umime. Takze pro kazdou dvojici (a, b) nyni potfebujeme
dvojnasobné dlouhy vektor mocnin — g + 1 souradnic prislusnych a — bm plus
g + 1 souradnic prislusnych N (@ — ba). V linedrni fazi tedy hleddme feseni
soustavy s matici, ktera ma 27 + 2 sloupcu. Potrebujeme tudiz nasbirat alespon
2rmp + 3 hladkych relaci.

Dilezitym dutsledkem pro fungovani ¢iselného sita je multiplikativita normy.
Snadno lze nahlédnout, ze pro libovolné 3, ' € Z [a] plati N (88") = N (5) N (5).
Jestlize je tedy S = ~? pro néjaké v € Z[a], pak N (8) = N (7)? je ¢tverec v Z.
Z toho potom plyne, ze pokud ma byt [] (a; — b;) ¢tverec v Z [a], coz je to, co
nas primarné zajima, musi nutné zaroven [[ N (a; — b;a) byt ¢tvercem v Z.

Obrécena implikace bohuzel rozhodné neplati. Vezméme si treba okruh Gaus-
sovskych celych ¢isel Z[i]. Je-li p = 1 (mod 4) prvodéislo, pak jej lze napsat
ve tvaru a® + b a ndsledné v Z[i] rozlozit na (a+ bi)(a — bi). To je soucin
dvou riznych (neasociovanych) prvodcinitelii, proto p neni ¢tverec v Z [i], pres-
toze N (p) = p*.

Problémem tady je, Ze norma tyto dva prvocinitele ,ztotoznuje®. Radi bychom
je tedy néjak rozlisili. V tomto konkrétnim pripadé se nabizi jednoduché reseni.
Misto normy bychom rozkladali piimo prvky a — bi, soutadnice ve vektorech
mocnin by pak korespondovaly s jednotlivymi prvociniteli normy < B. Podobné
je to mozné udélat kdykoli je Z [o] gaussovsky obor. K tomu je potieba znat popis
prvociniteli a fundamentélnich jednotek (analogie —1 v Z) tohoto okruhu. My si
ale ukdzeme postup, ktery nebude zdvisly na specidlnich vlastnostech Z [a].

Pro kazdé prvocislo p oznac¢me

R(p):={re€{0,....p=1}: f(r) =0 (mod p)}.
Vime, ze
N(a—ba) = b f (Z) .
Z toho plyne, ze pokud NSD (a,b) = 1, b Z 0 (mod p), potom
N (a —ba) =0 (mod p) < a = br (mod p) pro né&jaké r € R (p).
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Prosivani tedy bude probihat nasledovné: pro vSechna 1 < b < M vytvorime

pole hodnot N (a — ba)), —M < a < M. Pak pro kazdé prvocislo p < B, které
nedéli b, a kazdé r € R (p) nalezneme a = br (mod p) a hodnoty na téchto pozicich
v poli vydélime nejvyssi moznou mocninou p. Na konci procesu jsou Bgzj,-hladké
prave ty a — ba, které na prislusnych pozicich maji £1.
Pozndmka. V nejhorsim pripadé muze mit pro néjaké p polynom f az d korenii
mod p (neboli |R (p)| = d). Primérné nicméné oc¢ekavame |R (p)| = 1. Intuitivné
predpokldadame, ze funkéni hodnoty f jsou rovnomérné distribuované. Pak je
pravdépodobnost, ze p déli f (x), rovna 1/p. Rigorézni ndhled nabizi |[Pesiri (2007)),
Theorem 3.1.5.

V linearni fazi, stejné jako doposud, vyfesime homogenni soustavu nad Fy
s matici, jejiz fadky obsahuji vektory mocnin hladkych hodnot N (a — ba). Tim
ovsem ziskdme pouze mnozinu dvojic (a,b) € Z X Z, oznacme ji S, pro niz je
N (H(a’b)e g (a— boz)) ¢tverec. To je sice nutna podminka toho, aby byl ¢tvercem
(v Z[a]) samotny soucin [](,pes (@ — ba), nikoli vSak postacujici. Nastésti se
ukazuje, ze tuto potiz lze témeér zcela obejit tim, Ze si spolecné s prvocisly p,
které déli N (a — ba), budeme uchovavat také prislusné r € R (p).

Jsou-li a, b nesoudélné celd ¢isla, p prvoéislo a r € R (p), definujeme

v, (N (a — ba)) pokud a = br (mod p),
%(G_ba):{ (¥ (a=)) poked o =1y (mod )

Jejich vyznam si predvedeme na situaci Z o] = O, kde O znaci okruh ce-
listvych prvkia K = Q[a].

Pripomenme si nejdiiv nékteré jeho zakladni vlastnosti. Je znamo, ze se jedna
o Dedekinduv obor. Z toho mimo jiné plyne, ze

o kazdy nenulovy prvoidedl Ok je maximalni,

o kazdy nenulovy idedl Ok lze jednoznacné rozlozit na soucin prvoideala.

Déle, je-li P C Og prvoideal, pak obsahuje pravé jedno prvocislo p € Z
a Ok /P je téleso. Stupném P rozumime k € Z takové, Ze |Ox /P| = p*. Pokud je
prvoideal P stupné 1, ziejmé Ok /P ~ Z, a mame homomorfismus ¢ : Ox — Z,
s jddrem P urcen pomoci ¢ (a) = r mod p. Naopak, pro prvoéislo p a r € R (p)
existuje jediny homomorfismus O — Z,, ktery posild o na r mod p. Z prvni
véty o isomorfismu a vlastnosti O plyne, Ze jeho jadrem je prvoideal P stupné
1.

Mame tedy bijekci mezi {(p,7) : p prvoéislo,r € R (p)} a prvoidedly P C Ok
stupné 1 (které jsou generovany p a a —r). Cislo e, (@ — ba) tedy budeme inter-
pretovat jako mocninu prislusného prvoidedlu P = (p,a —r) C Ok v rozkladu
hlavniho idedlu (a — ba). Pozice ve vektorech mocnin piislusné normam budou
tudiz nové indexovany dvojicemi p,r (dle predchozi poznamky vime, ze délka
vektoru presto zustane priblizné stejna). Podrobny rozbor nejen této situace, ale
také obecného piipadu, kdy neméame zajisténo Z[a] = Ok, lze najit v Buhler
a kol.| (1993).

Dosavadni popis algoritmu rozhodné neni aplny, na nékterych mistech ¢inime
predpoklady, které splnéné byt nemusi (tfeba Z[a] = Ok). Cilem je vynechat
tosti a navrhu riznych modifikaci, které jsou hlavnim objektem naseho zajmu.
VsSechny detaily se nachézi v odkazované literatufte.
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2.2 Slozitost

Na zacatek si zavedme znaceni
L, [a, B8] := exp ((5 +0(1)) (Inn)® (lnlnn)l_o‘) , 0<a<l

Pfipomenme, ze f (n) € o(g(n)), pokud limn_m% = 0. Tedy o (1) vyjadiuje
funkci, ktera pro n — oo jde k nule.

Kromé toho budeme opét pouzivat znaceni jiz znamé z kapitoly o kvadratic-
kém situ, konkrétné ¢ (z,y) := {n € Z: |n| < z & n je y-hladké}|.

Vime, Ze potfebujeme najit 2w p+3 hladkych relaci (a, b) € ZxZ takovych, aby
a—bm i N (a — ba) byly B-hladké, pficemz a € {—M,... .M}, be{1,..., M},
NSD (a,b) = 1. Budeme tedy zkoumat, zda je hladky soucin

G(a,b):(a—bm)N(a—ba):(a—bm)bdf<z>.

Oznac¢me f (z) = 2%, c;2?, kde ¢4 = 1. Potom

bl f (Z) =a’ 4+ cg 10"+ - cob?.

Z toho muzeme udélat horni odhad |G (a,b)|. Vzpomenime si, Ze polynom f vznikl
zdpisem N v béazi m = |NY?|. Takze ¢; < NY¢ pro kazdé i € {0,...,d — 1}.
Stejné omezeni plati samoziejmé taky pro m. Déle vime, ze |a|, [b] < M. Celkem
tedy dostavame

G (a,b)] < (M + MNY") (d+ 1) MINY?
OIMNY(d+1) MINY
2

<
S (d+ 1) Md+1N2/d.

Polozme tedy X = 2(d + 1) M4 N?/¢. Nagim cilem je zvolit hladkou mez
B tak, aby Y258 ¢ili pravdépodobnost nalezeni hladké relace (a,b), byla co
nejvétsi. Nasledujici tvrzeni prevzaté z Buhler a kol.| (1993), Theorem 10.1, ndm

ukaze, jak takové B vypada.

Véta 2.1. Necht g je funkce definovand pro vsechna y > 2 splnujici g (y) > 1

a g(y) =y proy — co. Potom pro x — 0o
2 1
¥ (z,y) 2
kdykoli y > 2, pricemz rovnost nastdva prave tehdy, kdyz y = L, [%, ?]

Diikaz. Postupné odhadneme velikost vyrazu ZWT(Z”) v zavislosti na tfech moznych
hodnotach y. Nékolikrat pri tom pouzijeme pripomenme proto jeji znéni.
Jestlize u = {ﬁ—z, pak ¥ (z,y) ~ 2zu~*. Jinymi slovy, pravdépodobnost nalezeni
y-hladké hodnoty v intervalu [—z, z] je priblizné u=".

1 9l salileny 22 2zg(y) 1
« y>1, {5,2}. jelikoz 205 > 1, tak zp(i,z) >g(y) > L, {5,2}-
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. 1 1. X ¢ > 229(y) 2z 2z
y < L, [2, 4}. zatneme tim, ze 7705 > 5obs > S5

bychom radi vyjadrili pomoci [Vety 1.2 Mame
Inz

I (L [5.4])

a zajima nas hodnota u* (pro prehlednost vynechavame ¢leny o (1), které
asymptoticky stejné nic nezméni). Dostavdme

. Tento vyraz

u =4 (Inz)"* (Inlnz) ™/

u" = exp (ulnu)

1 1
= exp <4 (Inz)"? (Inlnz) /2 (ln4 + ilnlnx - 21n1n1nx>)

= exp (2 (In :13)1/2 (Inln :E)l/Q +h (513)) )

kde
1
h(x)=4 (lnx)l/2 (lnlnx)fl/2 <ln4 ~ 5 lnlnlnx>
4(In4 —Lilnlnlnz

= (Inz)"? (Inlnz)"/* ( lnlznx )

= (Inz)"? (Inlnz)"?0 (1),
takze .

ut =exp ((2+0(1) (na)* (ntnw)?) = L | 3,2].

Opét jsme dospéli ke stejnému vysledku, a sice

S = 37

o L, [%, ﬂ <y<L, [%, 2}: ozna¢me y = L, B, 6}. Podobnym vypoctem jako

vyse ziskame wé‘”y) =u' =1L, [l i] pro u = 5 (In 2)"? (Inlnz) ™2, &l

Protoze (5—1—%)/ =1- ﬁ =0&0= i§ a z predpokladu i < 4§ <2,

tak o + 2%5 nabyva minima v bodé g s hodnotou v/2. Tudiz

f;;i fg; > L. [2va].

Tim je tvrzeni dokazano. O
Tuto vétu aplikujeme na r = X = 2(d+ 1) MIN?4 y = B a funkci g
urcenou predpisem g (B) = 27 (B) 4 3. Z toho plyne, Ze optimélni hodnotou B

pro nalezeni potrebného poc¢tu hladkych relaci je Ly [%, g}
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Pozndmka. Mame-li a,b € {1,..., M}, pak kazdé prvocislo p < B déli pfiblizné
M?/p?* dvojic (a,b). Proto miizeme pocet dvojic, které nebudou mit zddného
netrivialniho spolec¢ného délitele, odhadnout zhruba jako

1
M? (1 - 2) ~ M? (1 —0,45) = 0,55 M2,

p<B p

Aproximaci Y 1/p? jsme uz diskutovali v prvni kapitole, viz str. 7-8. V nasi situaci
mame a € {—M, ..., M}, ocekavame tedy dvakrat vic nesoudélnych paru.

Déle nam tvrzeni poskytuje odpovéd na otazku, jak volit parametr M. Ten by
mél spliiovat rovnost M? = Ly B, \/ﬂ, nebot dle Poznamky prochézime O (M?)
dvojic (a,b).

V prosivaci fazi tedy potfebujeme vygenerovat Lx [%, \/ﬂ = B? relaci. Sa-
motné prosivani funguje obdobné jako u kvadratického sita, pocet operaci, které
vyzaduje, je proto ptiblizné Inln B krat délka intervalu. Ta je nyni 2M + 1, pri-
¢emz proces opakujeme M krat (prob = 1,2,..., M). Slozitost tudiz vychazi jako
O (M?Inln B) = Ly [},V/2]. Zbjvi tento vyraz vyjadiit vzhledem k N.

Rozeberme si nejdiive jednodussi ptripad, kdy zafixujeme stupen d (pricemz
N — o0). Vyjdeme z pravé zminéného vztahu M = Ly B, ?} Dosazenim
do vzorce pro X a zlogaritmovanim obou stran dostaneme

2 2
mX~m2+In(d+1)+(d+1) \2_ (In X)"? (InIn X)*2 + SN,

Prvni dva ¢leny jsou konstantni, mizeme je tedy rovnou zanedbat. Ze zbylych
dvou asymptoticky prevazuje ten posledni, nebof In X = O (% In N ) Cely vyraz
se tim padem zjednodusi na

2
In X ~ glnN.

Casova slozitost pro pevné d tedy vychazi jako
1
=, \/5} = exp ((\/5—# 0 (1)) (In X)*/? (lnlnX)l/Q)

b {2
= exp ((\/5—#0(1)) <21nN>1/2 (1112 —|—1n1nN>1/2>

d d

2 In 2

1/2
= 4o (1 d In N)"2 (Inln N)'/2
exp((m+o< >) ( +1n1nN) (1 V)2 (1n1n )
1 2

=Ly |=,—]|.
Slozitost kvadratického sita je v novém znaceni Ly [%, 1] Aby tedy byl tento
algoritmus z ¢asového hlediska lepsi, potrebujeme volit d > 5.

Podivejme se ted na pripad, kdy nemame zafixované d (tedy d — oo, N — 00).
1 V2

Vyjdeme opét ze vztahu M = Lx [5, 7} Tentokrat po aplikovani logaritmu

dostaneme o néco komplikovanéjsi aproximaci

dv/2 2
In X ~ \2/_ (In X)"? (InIn X)"/? + SN,
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Nasim cilem je zvolit d tak, aby X bylo co nejmensi. Jinymi slovy, snazime se
minimalizovat X vzhledem k d. Zderivujeme proto obé strany podle d, ¢im do-
staneme

X' V2

5 (In X)"? (Inln X)*/% +

dX'(1+1Inln X) 2

——InN
22X (In X)Y? (Inln X)/?  d?

a nasledné polozime X' = 0:

V2

2
- 1/2 1/2
0~ 5 (In X)"/* (Inln X) —ﬁlnN,

d~ 2" (In N)Y? (In X)™"* (InIn X) /%
Dosazenim tohoto vysledku do prvotni aproximace ziskame

In X ~ 2% (In N)"2 (In X)"* (InIn X)"/*,

(In X)** ~ 254 (In N)*? (InIn X)"/*,

3 5 1 1
ZlnlnX ~ In2+ ilnlnN—l— ZlnlnlnX,

Inln X ~ glnlnN.

To dosadime zpatky do druhého radku:

(In X)** & 2%2. 3714 (In N)'/? (Inln N)'/* |
InX ~4-373(n N)** (Inln N3,

Casova slozitost tohoto algoritmu je tudiz
1
Lx {2, \/5} = exp ((\/§+ o (1)) (In X)'/* (lnlnX)1/2>
4 23 13 1/2 19 1/2
= exp ((\/5—1—0(1)) (31/3(111]\7) (Inln V) ) <3lnlnN> )

4
— exp ((32/3 +o (1)) (In N)? (lnIn N)2/3>
1 4 1

Analogickym vypoctem lze zjistit, ze této hodnoty nabyva pro

Lo (BN

“\Inln N '
Poznamka. Pripomenme, Ze toto je optimalni stupen za predpokladu N — oc.
V praxi ovSem nepocitdme s nekonecnymi N. Mohli bychom se tedy pokusit
optimalizovat d pouze pro ndhodné volena N z néjakého intervalu konecné délky.

Priklad takového vypoctu se nachdzi v praci Pejlova (2016), sekce 4.1.2, kde
autorka pro N € [10'°, 10%] navrhuje brat

2.56In N\
Inln N

d =~
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Nesmime zapomenout ani na hledani mnozin R (p), neboli kofent f mod p. To
vsak nebude zadny problém. I kdybychom je hledali hrubou silou, dokazeme to
pro kazdé p udélat pomoci O (pd) nasobeni a s¢itani v Z,,. Takze dohromady pro-
vedeme maximalné O (pdng) = O (B?) = Ly [%, \/5} operaci. Slozitost prosivaci
faze se tedy nijak nezméni.

To samé plati také o ostatnich fazich ¢iselného sita. Tu linearni, ¢ili feSeni
soustavy linearnich rovnic s fidkou matici, dokazeme zvladnout ve stejném case
O(n3) =0(B%) = Lx [$,V2)].

Nakonec potfebujeme odmocnit samotné feseni soustavy [T, (a; — bjat) = 72
v Z|a]. Postup tady nebudeme podrobné rozebirat, zminime jenom, ze i to lze
provést v case O (B?), nebo dokonce mensim, pouZijeme-li techniky rychlého né-
sobeni (viz Buhler a kol.| (1993))). Kazdopadné to opét rozhodné nebude pomalejsi
nez prosivaci faze.

Celkova slozitost ¢iselného sita je proto opravdu Ly [%, 3;%}

2.3 Modifikace

Zacneme tim, Ze si zobecnime parametry pouzivané v zakladni verzi. V prosi-
vaci fazi zkoumame hladkost prvka a — bm a a — ba. Zatim to délame vzhledem
ke stejné hladké mezi B. Nic nam vsSak nebrani zvolit si ji samostatné pro kazdé
kritérium. Potom tedy budeme hledat dvojice (a,b) spliujici

e NSD(a,b) =1,

e a— bm je Bi-hladké,

e N (a—ba) je By-hladké,
kde By a B, definujeme jako

1
B Ly [5.9].
1
By=Ly |37

Parametry  a v nam tedy umoznuji ovliviiovat hodnoty téchto mezi. VSimnéme
si, ze pokud 8 = v = 32%, pak dostavame klasické ¢iselné sito. Vime totiz, ze

B? = Lx [4,v2] = Ly [}, 55].
Vypocet slozitosti nam napovidéa, jak volit optimalni stupen d. To ovSem ne-
znamena, ze v jinych verzich nemtize byt idedlni hodnota odlisna. Zobecnime ji

proto do tvaru
N\ 3
drd | — .
Inln N

Opét snadno nahlédneme prechod k zakladni verzi, staci vzit § = 3/3.
Konecné polozme
1
M = LN |:3, E:| .
Doposud jsme pracovali s predpokladem M = Ly [%, ?} = Ly [%, 32%], pouzivali
jsme tedy vlastné e = 32% Jak zadhy uvidime, nékdy je také vyhodné;jsi vzit trochu
jinou hodnotu.
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Analogicky jako v kvadratickém situ, i v tom ¢iselném muzeme pouzit variantu
s velkym prvocéislem B; < p < B?, piipadné velkym prvoidedlem P, ktery by
spliioval podminku By < N (P) < B2. Z toho vyplyvajici zmény algoritmu jsou
velmi podobné tém, které jsme popsali v predchozi kapitole, nebudeme je proto
specifikovat znova. Ukazeme si misto toho vylepseni, se kterym jsme se zatim
nesetkali.

Nez se k tomu dostaneme, udélejme si malou odbocku k faktorizaci metodou
eliptickych ktivek (ECM). Ta je velmi vhodné pro hledédni malych prvoéciselnych
délitellr, coz se ndm bude hodit pii posuzovani hladkosti. Zatim jsme si vystacili
s prosivanim. Brzy si vSak ukazeme modifikace, kde tento postup nelze obecné
aplikovat. Misto néj pouzijeme pravé ECM. Zajima nés tedy, jak to v nasich kon-
krétnich pripadech ovlivni ¢asovou slozitost. Budeme vychazet predevsim z na-
sledujiciho tvrzeni.

Véta 2.2 (Lenstra Jr| (1987), Theorem 1.1). Necht b,n € N a n neni mocninou
prvocisla. Jestlize ma n vlastniho délitele mensiho nez b, pak existuje ¢ > 0 takové,
ze ECM najde néjakého vlastniho delitele n v prumérném case nejvyse

2
Ly {, c} In?n.
3
My tento vysledek aplikujeme na b = B = Ly [é, -}, za n dosadime normu
prvku a — ba, ktera bude v absolutni hodnoté omezena Ly {%, }

Véta 2.3. Necht z,y > 0. Je-lin = Ly |3,2], b = Ly [},y|, ECM dokize
faktorizovat libovolné b-hladké cislo nepresahujici n v prumérném case nejvyse

2
Ly [3, c] In®n = bW

pro neéjaké ¢ > 0.

Pozndmka. Pripomenme vyznam w-notace. Podle definice

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze b = In“ n.

1

b= Ly [3,y] = exp (y (InN)'/3 (lnlnN)z/g) :
2 2 1
In“®W p = @ Ly [3,x] = exp (w (1) <1nx + 3 Inln N + 3lnlnlnN>) :
Chceme tedy
1/3 2/3 2 1
y(InN)” (InlnN)"” =w (1) (Inz + glnlanL glnlnlnN ,

neboli

y y (In N)? (Inln N)?/® B
N Inx + %lnlnN+ %lnlnlnN N
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Snadno lze odvodit, ze limita vyrazu na levé strané je rovna

3y ( In N )1/3‘ <1+ glnx+;1n1n1nN>1

lim 2Y
Nos 2 \InlnN Inln N

coz je ziejmé nekonecno.

Vime tedy, ze b = In“M) n. Faktorizace pomoci ECM spodiva v opakovaném
hledan{ netrividlnich délitelit néjakého b-hladkého m < n. Proces z tedy
opakujeme nejvyse log, n krat. Takze asymptoticky dokazeme faktorizovat v pri-
mérném case nejvyse Ly [%, c} In® n. Zbyva ukazat, ze je to rovno b°. Poditejme:

L, [g, c} In®n = exp (c (In5)*? (InIn b)1/3> b3/

= exp (c (Inb)** (Inln b)l/?’) exp (o (1) Inbd)

— exp (mb (0 (1) +e (1?11%6)1/3))

_ bo(l)-l—c(%)l/3

— po).

Presunme se nyni k samotnym modifikacim.

2.3.1 Kvadratické charaktery

V rozboru éiselného sita jsme se vlastné dopracovali k tomu, jak najit dvojice
(a1,b1), ..., (ag, br) € Z X Z takové, ze

o TI¥, (a; — bym) = 2% pro néjaké z € Z,
o TIX, (a; — bija) O = I? pro n&jaky idedl I C Ok.

Kvadratické charaktery nabizi zptisob, jak zvysit pravdépodobnost, Ze bude platit
to, co nas opravdu zajima, ¢ili [T%_, (a; — b;a) = ¥? pro néjaké v € Z [a]. Pojdme
si je tedy definovat.

Definice. Necht 0 # P C Ok je prvoidedl liché normy. Kvadratickym charakte-

rem P rozumime zobrazeni (F) — {—1,0,1} urcené predpisem

« (%) =0, pokud g € P,
. (%) =1, pokud 5 & P a 5+ P je ¢tvercem v Ok /P,

. (%) = —1, pokud 5 + P neni ¢tvercem v Ok /P.

Idea je jednoduché. Cim vice prvoidedltt P takovych, Ze (%) = 1 pro néjaké
f € Ok najdeme, tim pravdépodobnéjsi je, ze je ¢tvercem samotné 5 (v Ok).

Zvolime si tedy m prvoidealia Py, ..., P, s lichou prvociselnou normou vétsi nez
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B. Do vektort mocnin (respektive matice linedarni faze) priddme sloupce indexo-
vany ( ) pricemz pro dvojici (a,b) na pozici prislusnou P; zapiseme 1, pokud

(“ Pbo‘) = —1, v opacném pripadé zapiseme 0.

Otazkou zustava, jak takto definovany kvadraticky charakter v praxi spocitat.
Na konci [sekce 2.1] jsme nastinili, Ze prvoidedly P < Ok stupné 1 jsou v bijekci
s mnozinou {(p,r) : p prvocislo, r € R (p)}. Redlné tedy budeme pocitat charak-

a—br

tery tvaru ( - ) Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak pfesné musi vypadat.

Véta 2.4. Necht f € Z [x] je monicky ireducibilni polynom s korenem o € C. Ddle
méjme prvocislo p a celé cislo r splnujict f (r) =0 (mod p), f'(r) # 0 (mod p).
Je-li S mnoZina nesoudélngjch dvojic (a,b) € Z x Z takovijch, Ze p nedéli a — br
pro Fddné (a,b) € S a f'(a)® [Tiapes (a — ba) je ctverec v Z [, potom

a—br
()
(a,b)ES p

Pozndmka. Na prvni pohled nemusi byt jasné, zdali vibec f'(a)f € Z[«a] pro
nejaké g € Og. Dikaz, ze to plati pro libovolné 5 € Ok, poskytuje napriklad
Crandall a Pomerance| (2001), Lemma 6.2.3.

Diikaz. Bud v € Z[a] prvek, pro n&jz f' ()’ [apyes (@ — ba) = ~*. Uvazujme
homomorfismus ¢ : Z [a] = Z,, ktery posila o na r mod p. Podle pfedpokladu
pak dostaneme

o (v*) =1 TI (a—br)#0 (mod p),

(a,b)es

(N (f'()7) = TI (a=br)#0 (mod p),

(a,b)eS

H (a — b?") _ <H(a,b)65 (a— br)) 1
(a,b)eS p p

Poznamka. Tvrzeni poskytuje navod, jak upravit algoritmus v obecném pripadé,
kdy neméme zaruceno, ze Z [a] = Of. My se zabyvame predevsim situaci, v niz je
tato rovnost splnéna, proto bychom mohli vypustit predpoklad f’ (r) Z 0 (mod p)
a navic by nadm stacilo, ze je ¢tvercem v Z [a] prvek [, pes (@ — ba).

tedy

]

Radi bychom védéli, ze plati i opacna implikace, tedy

br
11 <a >_1:> Il (a—ba)=~" pro n&jaké v € Z[a] .
(ab)es \ P (a:b)eS

To nedokazeme urcit s jistotou, nicméné jak jsme si uz rekli, bude-li leva strana
splnéna pro dostatecné mnozstvi dvojic (p, ), s velkou pravdépodobnosti je impli-
kace pravdiva. V praxi se ukazuje, ze ,dostatecné mnozstvi“ znamena ptiblizné
3In N. Jiz driive jsme diskutovali, ze prumérné ocekavame |R (p)| = 1, jinymi
slovy, v pruméru pro kazdé testované prvocislo najdeme jednu vhodnou dvojici
(p,r). Posta¢i ndm tedy projit prvnich pfiblizné 31n N prvocisel vétsich nez B.
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Jak to ovlivni slozitost? Nyni tedy potfebujeme o asi O (In V) vic hladkych
relaci, coz dohromady déva ptiblizné O (rg)+O (In N). To je asymptoticky rovno
O(B)= Ly [%, 32%}, nebot In N = Ly [0, 1]. Vychazime opét z [Véty 2.1 Oproti
zékladni verzi ¢iselného sita se zméni pouze funkce g (y), kde y = B. Jak jsme ale
ukézali, potad bude pro y — oo rovna y't°). To znamend, Ze slozitost prosivaci
faze zistane beze zmény. I ta linedrni naddle pobéZi v ¢ase nanejvys B2.

Ted ale navic musime pro kazdou relaci vypocitat asi In N kvadratickych cha-
raktert, dohromady tedy BIn N = Ly [é, 32%} Samotny vypocet charakteru
je pro nas jednotkova operace (asymptoticky trva stejné jako napriklad NSD).
Kromé toho poc¢itdme mnoziny R (p), coz, jak je ndm uz znadmo, dokédzeme v za-
kladni verzi provést v ¢ase O (B?). Vypocet R (p) pro jedno p trva O (p). Nyni
téchto mnozin poéitdme o 31n N vic. Casova slozitost se tedy navysi o O (pIln N),
coz urc¢ité nenf vic nez O (B?), nebot In N = Ly [0,1] ap < B*> = Ly [%, 32%},

protoze O () + O (InN) = Ly {%, 32%} < Ly E, 3;%} = O (mp2).

Nic z toho nam tedy nezméni celkovou slozitost, kterd znovu vychézi jako

1 4
L[5 3m) =0 (#).

Kvadratické charaktery jsou diky tomu spise béznou soucasti ¢iselného sita. Slo-
zitost se jejich pridanim asymptoticky nezhorsi, na druhou stranu nam vyznamné
pomahaji zarucit, ze algoritmus probéhne podle oc¢ekavani.

2.3.2 Verze s vice polynomy

Zmovu se dostavame k modifikaci, kterou jsme jiz vidéli v kapitole o kvadratic-
kém situ. Nyni bude ovsem princip tuplné odlisny. Zatimco u MPQS bylo hlavnim
cilem snizit absolutni hodnotu prvka vstupujicich do prosivaci faze, ted budeme
zejména chtit nékteré vypocty vyuzit opakované (absolutni hodnota koeficientt
polynomu se dokonce zvétsi). Tato metoda byla poprvé popséna v ¢lanku (Cop-
persmith| (1993)).

Na vstupu tedy mame prirozené ¢islo N, které chceme faktorizovat. Zafixu-
jeme si stupen polynomt d a celé ¢islo m podle vzoru zakladni verze, tj.

1/3
d%5<lnN> ’

InlIn N

m~ NV,

Dilezité je tady slovo ,zafixujeme*, jelikoz stejné hodnoty budeme pouzivat
pro vSechny polynomy.

Hledéni hladkych relaci si nyni rozdélime do dvou ¢asti. Pomineme pro tuto
chvili podminku hladkosti v Z[a]. Zvolime si tedy parametry M = Ly [g,e}

a B = Ly [é,ﬁ} a nalezneme dvojice (a,b) v rozsahu |a| < M, 0 < b < M,
splnujici

e NSD(a,b) =1,

e a — bm je Bi-hladké.
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Tento proces budeme nazyvat ,celoc¢iselna faze“.
Déle polozme By = Ly [%, 7} a definujme nové parametry

Bi :7T31+1,
B£:7TB2+O(1HN).

Vsimnéme si, ze Bj urCuje pocet sloupcu matice linedrni faze prislusnych —1
a prvocislum p < Bj (celoéiselna faze), zatimco B urcuje pocet sloupcu prislus-
nych dvojicim (p,r), p < By prvocislo, r kofen f modulo p pro jeden polynom f
(budeme jich pouzivat vic) véetné kvadratickych charaktert (polynomiélni faze).

V obou pripadech zaroven plati, ze B; a B, maji tentyz zapis v L-notaci.
Predvedme si dikaz pro i = 1 (pro ptrehlednost vynechavame ¢leny o (1)):

1
In LN {%7 B]
exp (6 (In N)"? (InIn N)2/3>

exp (ln (ﬁ (In V)3 (In1n N)2/3)>
—exp (B(InN)? (Inln N)*® —In (5 (In N)'/3 (lnlnN)z/S))

(5
:exp<ﬂ+0 lnN)l/g(lnlnN)2/3)

:LN& ]

Bj =

nebot
In (8 (In N)"* (Inln N)>?)

(In N)? (Inln N)?/3
=0(1) (InN)"* (Inln N)*/*.

In (B (In N)'/3 (lnlnN)2/3> = (In N)Y3 (Inln N)**.

Obdobné lze ukézat také B) = L [g, ~
Tim se dostavame k ,,polynomiélni fazi“. V ni sestavime mnozinu polynomi
stupné d s korenem m modulo N velikosti

Bj 1
2-snfho]
B} N |3 B—7
To dokazeme udélat docela snadno. Opét si pomuzeme zapisem cisla N v bazi m.
Polozime fy (z) = ¢ ¢z, kde N = Y4 e;m?, 0 < ¢; < m. Nasledné vezmeme

!/

fi(@) = fo () +i(e—m), 0<i< DL
By
Zde nastava jiz zminény nartst absolutni hodnoty koeficienti. U téchto poly-
nomu muze dosahovat az mB]/Bj. To budeme muset zohlednit béhem vypoctu
slozitosti.

Pro kazdou dvojici (a,b) z celociselné faze a kazdy polynom f; vytvorime
trojici (a, b, f;) a budeme hledat ty, pro které plati

Ny (a —bay) = b, <Z) je By-hladke,
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kde ay, € C je koren f;. Cilem je nastavit parametry j3,,d, e tak, aby tuto
podminku pro kazdy polynom spliiovalo ptiblizné 2B} trojic. Nase matice linearni
faze ma totiz Bj sloupct prislusnych celoc¢iselné fazi plus B) sloupci piislusnych
polynomialni fazi pro kazdé f;. To dohromady dava 2Bj] sloupcii. Chceme tedy
také 2By = (By/B}) - 2B} fadku. Kazdy z nich bude patfit k pravé jedné z téchto
trojic (a, b, fi).

V linearni fazi klasicky nalezneme netrivialni feseni soustavy nad Fy. Oznacme
S mnozinu trojic prislusnych radkiam (uréenych timto resenim), jejichz linedrni
kombinace dava nulu modulo 2. Mtzeme ji rozdélit podle jednotlivych polynom
na podmnoziny Sy, = {(a,b, f) € S : f = f;}. V kazdé z nich plati

Sy,

pro néjaké wy, € Z [ay,].

Bud zy, = ¢y, (wy,), kde gy, : Zay,] — Zy je homomorfismus, ktery posila ay,
na m. Dale at x =[], xy,. Potom dva kongruentni ¢tverce modulo N' dostaneme
prostrednictvim

El;[m?c =[]]] (@ —mb) =[] (a — mb) = y* (mod N)

fi Sy, S

pro vhodné y € Z. (Detailni popis samotného odmoctiovani opét vynechame.)

Podivejme se tedy na slozitost takto nastaveného algoritmu. Nyni jsme pro-
sivani rozdélili do dvou édsti, nelze proto aplikovat [V&tu 2.1] Nastésti si v tomto
pripadé vystacime pouze s [Vetou 1.2|

V celoéiselné fazi nejdiiv hledame dvojice (a,b) € Z x Z spliujici |a| < M,
0 <b< M,NSD(a,b) = 1. Jejich pocet odhadujeme jako M? (konstanty stejné
asymptoticky roli nehraji). Zajima nas, kolik hladkych relaci na konci této faze
ziskame, takze tuto hodnotu vynasobime pravdépodobnosti, ze a — mb je hladké.
Horni mez absolutni hodnoty tohoto &isla je pfiblizné M N4, &ili podle
je tato pravdépodobnost rovna v~ pro u = In (MNl/d) /In By.

Nyni nés ceké nékolik technickych vypoéti. Vime, ze M = Ly [ €|. Zapis
druhého ¢lenu v L-notaci je

NY4 = oxp <(15 (In N)** (Inn N)1/3> Ly [; H

tudiz MNY4 = Ly [2 l}. Ted miiZzeme zjednodusit u:

374
o (MNY) L NP (nlnN)'P (V)Y
U= = = .
By B(InN)(Inln N)*®  §8(Inln N)"/?

Potom
. (nN)* /1

Ut =exp | ———————— (

df (Inln N) 3

= exp ((3_515 +o (1)) (In N)"® (In1n N)2/3>

1 -1
= Ly [3 355]

Inin N — In (§8) — ;lnlnlnN>)

41



Pocet hladkych relaci, které obdrzime z celoc¢iselné faze, je tedy

Ly |, 26 1 1
Mzu’uziN {13 1} =Ly [3,26—35].
Ly [+ 553 b
Pro kazdy polynom f; mame
Bj 2 1
NG, (a — bay)| < (d + 1) MANVAZL = 1y { 5 + ] ,
i B} 3 )

Vv

aM?= Ly {g, ed} =Ly [g, 65]. Tim padem je pravdépodobnost, Ze Ny, (a — bay;)
bude Bs-hladka, rovna u™" pro

u =

Inln N

Ly (2e0+3 4+l mN "
In B, oy

S+L/ImN N\ s+t 1 1
u = exp (—E ;” <lnrinN> (me jé +31nlnN—3lnlnlnN>

= exp 3
L 1’_€5+(15 |
3 3y

takze pro kazdé f; podminku hladkosti splnuje

Ly [£,2¢ — 55] :LNF 26—1—65—1]

1 66+5
Ly {3’ 3y

relaci. My potrebujeme, aby jich bylo alespon 2B! = Ly [%, 7}. Dostavame tedy
podminku

Nyni si rozmyslime, jakou slozitost maji jednotlivé ¢asti algoritmu:

o celociselnd faze: to nam je uz znamo z kapitoly o kvadratickém situ, vyjde
tedy jako O (M?Inln By) = Ly [}, 2¢],

o polynomiélni faze: tady musime na rozdil od predchozi faze délit jednotlivé
relace samostatné (nebot (a,b) jiz nejsou rovnomérné rozdéleny). K tomu
muzeme pouzit metodu eliptickych kiivek. Podle kazdou hodnotu
zpracujeme v ¢ase B = Ly [%,60(1)} = Ly %,0(1) . Pro kazdy po-
lynom jich mame Ly [ 2e — 3 66]’ slozitost polynomialni faze proto bude
B] .

ZLy [%,25 35/6’} Ly [ (1)} = Ly [%,26 — 553+ 08— 7} (¢len o (1) zde
stejné jako ve vétsiné piipadi pro prehlednost nepiseme),
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o linearni faze: O ((Bi)2> =Ly {%, QBL

« odmoctiovani: pro kazdé f; zabere nanejvys O (B3) ¢asu, takZe dohromady
to muzeme odhadnout pomoci B1By = Ly [g, B+ 7}.

Celkova slozitost je tedy souctem téchto ¢ty castkovych slozitosti. My se ji
snazime minimalizovat. Protoze v souctu asymptoticky zdlezi pouze na nejvétsim
¢lenu, Tesime vlastné nasledujici problém:

minimalizuj max (26, 2¢€ — 35ﬁ +08—7,28,8+ 7)
1 €0 1
hledem k 26 — — — — — >
vzhledem € 395 3 75_7
/67 77 57 6 Z 0'
Optimalnimi hodnotami jsou
46 + 13v1
= ~ 0.95094
p=e= < 108 ) !

= ; (2(4+ \/_>> ~ 0.82591,
/3
5= (2(16 - Vi3)) ~ 1.40175,

32/3

Vv,

novuji slozitost celého algoritmu na
1 1
Ly [3, 25} ~ Ly [3, 1.90188] .

To je v porovnani se zakladnim ¢iselnym sitem pomérné malé tispora. Navic
se ukazuje, ze pri hodnotach N, se kterymi se redlné pracuje, nakonec prevazi
pridané usili ve formé faktorizace metodou eliptickych kfivek misto prosivani
béhem polynomidlni faze a vypocty ve vétsim mnozstvi ¢iselnych téles. Proto se
tato varianta prakticky ¢asto nepouziva.

Mohlo by nas napadnout, zdali by néjaka jina volba poc¢tu polynomi ne-
vedla k lepsimu vysledku. Na prvni pohled nejspis neni ziejmé, pro¢ by prave
Ly [é, 8 — 7} meélo byt nejlepsi moznosti. Pojdme si tedy tuto variantu zobecnit.

Oznaéme P = Ly {%,p} pocet polynomu. Kazdému z nich bude v matici
linedrni faze pattit B sloupct. Tato matice proto bude mit

1 |
B+ PB, = Ly [3,5] 4Ly {

1
3,p+7} =Ly {S,maX(ﬁ,erv)

sloupct. Z toho plyne, ze podminku hladkosti by pro kazdy polynom mélo spl-
novat alespon Ly %, max (5 — p, v)} relaci. Podivejme se, jak se zméni slozitosti
jednotlivych ¢asti algoritmu:

o celodiseln4 faze: porad Ly [g, 26],
» polynomidlni faze: PLy [§,2e — 3] Ly [5.0(1)] = L [3.p+ 2 — 543],
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e linedrni faze: Ly B, 2max (5, p + 7)},

 odmociiovani: pro kazdy polynom maximalné O (B3), coZ dohromady dava
O(PB3) = Ly [%,ijQﬂ,

Resime tedy optimalizaéni problém

1
minimalizuj max (26, p+2——2max (B,p+7),p+ 27>

3003
1 € 1
hledemk 26— — — — — — > [ —
vzhledem € 395 3 375‘5 p
N 1 € 1
6_7_7_7
306 37 3v0 -
/8’77576’p>0

Podle ocekavani dostavame stejné optimalni hodnoty, pricemz

(4v3 - 14)1/3

~ 0.12503.
6

p=0—-7=

2.3.3 Verze s vice pocitaci

Nyni navrhneme vlastni modifikaci, kterou se budeme snazit minimalizovat
slozitost v situaci, kdy mame k dispozici vice pocitact. Vyjdeme z pravé predsta-
vené verze s vice polynomy. Pokusime se ji urychlit tim, ze paralelizujeme vypocty
v polynomidlni fazi. Kazdému pocitaci miizeme pritadit vlastni polynom, pro néjz
bude hledat hladké relace, které se slozi na ¢tverec v piislusném okruhu Z [ay,].
Vysledky z jednotlivych vétvi pak zkombinujeme v dalsi linearni fazi tak, aby
vysel ¢tverec i v Z.

Novym parametrem je tedy pocet pocitacli, oznacme jej

1
k=1 {ﬁ]
V13
Nejdiiv potrebujeme zajistit celociselnou hladkost. Jinymi slovy, prosivame
hodnoty a—mb. Postup se zatim nelisi od verze s vice polynomy, mtzeme si proto
pomoct vypocty z predchozi sekce. To znamend, ze v celoCiselné fazi dostaneme

hladkych relaci.
V dalsim kroku pro kazdy polynom f;, ¢ = 1,...,k, délime Ny, (a — bay,).
Jelikoz nyni mame k polynomu misto Bj/Bj, absolutni hodnota norem bude

omezena vyrazem
(d+1) MAINY
ktery ovsem v L-notaci da totozny vysledek, tj.
1

2
LN |:3,€5+5] .
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Nezmeéni se tudiz ani pravdépodobnost hladkosti Ny, (a — bay,), pro vSechny f; je
ocekavany pocet hladkych relaci

Ly|=2—— — = — —

1 1 €0 1
3’ 3068 3y 3o

Kazdy pocita¢ nyni potrebuje z téchto relaci v linearni fazi sestavit ctverec
v okruhu Z [ay,]. Tyto relace se zapisuji do matice s Ly [%, 7] sloupci (7, sloupct
pro prvocinitele a O (In N) pro charaktery). Z toho plyne podminka

Timto procesem ziskame k relaci, z nichz v dalsi linearni fazi potfebujeme
vytvorit ¢tverec v Z. Ted pracujeme s matici s mp, = Ly [%, 5} sloupci. Dalsi
podminkou je proto x > (. Stadi tedy vzit k = [ (neboli k = By).

Pojdme si rozmyslet, zda timto postupem dokazeme vylepsit slozitost. Opét si
muzeme pomoct analyzou z predchozi sekce. Jednotlivé faze vychazi nasledovné:

o celo¢iselné prosivani: O (M?Inln B;) = Ly [%, 26},

e polynomidlni faze: pro kazdy polynom Ly [ 2€ — W} pomoci metody elip-
tickych krivek,

o prvni linedrn{ fize: pro kazdy polynom O (B3) = Ly {%, 27},
« druhd linedrn{ faze: O (B?) = Ly [%, Qﬁ],
 odmoctiovani: pro kazdy polynom nanejvys O (B3) = Ly [%, 27]

Je tedy potieba Tesit optimalizac¢ni problém tvaru

1
inimalizuj 2¢,2¢ — ——, 27,2
minimalizuj max< €,2€ 305 v, 5)
1 1
vzhledem k 26—7—§— >y
3668 3y  3y0
ﬁa e 57 € Z 0.
Optimélnimi hodnotami jsou
1/3
46 13\/

( i ) ~ 0.95004,

; (4+¢_)) ~ 0.82591,

2
_(2(6-vi)”
32/3

~ 1.40175,
coz se shoduje s vysledky ve verzi s vice polynomy. Mohlo by se tedy zdat, ze obé
modifikace jsou ekvivalentni. To vSak neni pravda. Problémem je, Ze pridanim

pocitach setfime ve fazich, které nejsou asymptoticky dominantni.
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Vsimnéme si, ze polynomidlni faze nyni trva Ly {%, 2e — 30 6}, zatimco ve verzi

s vice polynomy trvala Ly [%, 2¢e — 300+ B — v}, kde 8 —~ > 0. Drobnou tisporu
ziskame i v odmocnovani, nebot 2y < 8 + 7.

O néco rychleji pobézi dokonce i linearni faze, prestoze ji provadime dva-
krat. Ve verzi s vice polynomy méame jeji slozitost odhadnutou jako O ((B{)Z)
Podivame-li se podrobnéji na prislusny vypocet, zjistime, ze jsme k tomuto vy-
sledku dospéli pomoci aproximace B + B = O (Bj), kde

Bi :7TBI+1,
By =7p,+O(InN).

Slozitost tedy v tomto pripadé vychazi presnéji O ((Bi + B§)2>, coZ samoziejmé
asymptoticky nic neméni. Ve verzi s vice pocitaci ovsem linearni faze dohromady
zabere pouze O ((B{)2 + (B§)2) To bohuzel nepostacuje k zisku néjaké asympto-
tické uspory. Tato faze proto spoleéné s celociselnym prosivanim (které se jako
jediné nijak nezrychli) stanovuje celkovou slozitost algoritmu opét na

1

LN [37

Muzeme si pro zajimavost rychle spocitat, kolik touto verzi usetfime v porov-

nani s tim, kdybychom ji celou pocitali s jedinym pocitacem. To by mohlo lépe
ilustrovat prinos paralelizace.

Zménila by se tedy slozitost polynomialniho faze na Ly {%,5 + 2¢ —

1 1
2| = Ly |=.28| ~ Ly |3,1.902] .
] = [528] ~ 2[5 1909

1
36817
prvni linedrni faze spolecné s odmocnovanim by nové trvaly Ly [é, B+ 27}. To
znamend, ze bychom ftesili optimaliza¢ni problém

1
minimalizuj max (26, B+ 2¢e — %, B8+ 27, 25)
1 € 1
hledem k 26 — — — — — >
vzhledem € 355 3 75_V

/3777576207

-

<\/_+17

coz by nas dovedlo k volbé

~ 0.5089,

~ 1.28711,

)
) ~ 085808,
)

5<\/_+17

1 (11v/33 + 69)
- 32

) ~ 1.11252.

Vsechny faze s vyjimkou druhé linearni by pak urcovaly slozitost celého algoritmu
na

1 1
Lnl=.2¢| = Ly |=.2.225] .
N[:s’ 6] N[:a’ ]
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Zminme na zavér jesté jednu variantu — predpoklddejme, Ze mame predem
pevné dany pocet pocitacti. To je model, ktery by mohl nejlépe reflektovat situaci
v praxi. Porad plati, ze potfebujeme priblizné By polynomt. Kazdy pocitac jich
tedy musi ,zpracovat “

B 1
LN
R E

Slozitost bude ovlivnéna nasledovné:

B—H].

o polynomidlni faze: kazdy pocita¢ provede Ly {%,6 — m} vypoctu v case
Ly [%, 2¢ — ﬁ}, takZe slozitost této faze bude Ly [é, 2¢ — ﬁ + 5 — /f],
o prvni linedrni faze & odmocnovani: obdobnou logikou Ly [%, 2y+ 3 — m].

Budeme tedy hledat feSeni problému tvaru

1
minimalizuj max (26, 2¢e — —+ 0 —K,2v+ B — K, 26)

3003
1 € 1
hledemk 26 — — — — — — >
vzhledem € 355 3 375_7
/87775767H20'

Miuizeme pripadné pridat podminku & < [, vic pocitaci ndm uz totiz stejné
nepomiize.

Vysledky v obecném tvaru (v zdvislosti na x) zde kvuli ndro¢nosti jejich popisu
uvadét nebudeme, dopocitat je pro konkrétni hodnoty (jak jsme to délali doposud)
samoziejmé neni problém. Z predchozich variant mizeme také nahlédnout, Ze
slozitost v tomto ptipadé vyjde jako Ly {%,x}, kde 1.902 < x < 2.225, pricemz
toto x klesa s rostoucim k.

2.3.4 Verze s predvypoc¢tem hladkych relaci

Druhé modifikace prezentovand v |Coppersmith! (1993)) je ve skute¢nosti velmi
podobné zékladni verzi ¢iselného sita. Rozdil spociva pouze v tom, ze hledani
relaci (a,b), pro néz je a — bm hladké, zahrneme do predvypoctu. Vysledky (vek-
tory mocnin) si zapiseme do tabulky. Nasledné, poté co dostaneme na vstup ¢islo
N, si (ndm uz dobfe zndAmym postupem) zvolime polynom f a budeme testovat
hladkost N (a — ba) vsech (a, b) z této tabulky. Zbylé faze probihaji beze zmény.

Vidime, zZe v tomto pripadé potrebujeme zvolit m predem a tudiz jej pouzivat
pro vsechny vypocty. Algoritmus proto bude fungovat pouze pro N v intervalu
[md, md+1), coz ale neni nijak zadsadni omezeni, protoze tento rozsah je docela
velky.

Jak se tedy zméndi slozitost, nezapocitame-li prosivani hodnot a — bm? Podle
analyzy z verze s vice polynomy dostaneme z predvypoctu Ly [%, 2¢e — ﬁ} hlad-
kych relaci. Tento vyraz tedy udava i slozitost ,,polynomialni faze“.

Na konci ndm zbude (opét viz analogicky vypocet z verze s vice polynomy)

L [4,2¢ — 55] , l1 pe 2 651
. N|5:%€~ 5052~ 34
Ly [1 eot3 3 306 38

37 38
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hladkych relaci (pouzivame pouze jednu hladkou mez B = By = By = Ly E, 6})

Matice linearni faze ma 27 + 2 = Ly [%, 6} sloupcti, potfebujeme jich tedy
alespon tolik. Dostavame podminku

2

Q¢ — = _
‘7308

)
3p
Linedrn{ fizi a odmoctiovani zvladneme v case O (B?) = Ly [%, 25}. Celkova
slozitost je tudiz
1 1

Ly |=,2e — — L

To néas privadi k optimaliza¢nimu problém tvaru

L)

. 1
minimalizuj max (26 - — 26)

305
2 e
vabledem k2 — 5 ;5 > 3
ﬁ757€ 2 07

jehoz Tesenim je tentokrat

5426
5:<18

5=(3(V6- 2))1/3 ~ 1.1048,
B (5 +2v6
€ = 74\/6

Protoze 2¢ — 555 = 23, vSechny faze jsou stejné casové narocné. Pro kazdé

faktorizované N tedy dostavame slozitost

1/3
) ~ 0.8193,

1/3
) ~ 1.0034.

1 1
Ly |=,28| ~ Ly |-,1.6386
N[?)’ P ] N{3’ ]
za cenu predvypoctu slozitosti
L [1 2} ~L [1 20068}
N 37 €| = N 3, . .

To je uz znacna tspora oproti zakladni verzi. Ma to vsak jeden hacek. Potre-
bujeme totiz dlouhodobé drzet v paméti tabulku velikosti radove

LN [;, 2e — 3;5] ~ LN [il)), 16386:| s
coz je z praktického (finanéniho) hlediska nerealné.

Ukazeme si jesté jedno schéma zaloZzené na tomto principu. Inspirovano je
navrhem faktorizaéni metody prezentované v Schnorr| (1982). Muzeme jej vnimat
jako specialni pripad vyse uvedené verze.

Nejprve zvolime m priblizné stejné velikosti jako ¢isla N, ktera pozdéji oceka-
vame na vstupu. Algoritmus pak bude fungovat pouze pro N splnujici podminku
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IN —m| < Ly {%, e}, coz je oproti predchozimu m? < N < m¢- Ly {%, H vyrazneé
mensi rozsah.
Déle polozime

fla)=a+(N—m),

1
BlszzLN[?),ﬁ},
2
M:LN |:3,€:|.

Predvypocet bude zahrnovat hledéni dvojic (a,—1), kde |a| < M takovych, ze

a —bm = a + m je By-hladké. Pravdépodobnost, zZe tato situace nastane, je u™",

kde
lnN th 1 2/3 _2/3
u = = =—(InN Inln N .
By B(InN)Y?(Inln N)/? 5( 2 )

Tedy u™ = Ly [%, —%} a ocekavany pocet hladkych relaci je tudiz

2 2
Mu™ =1Ly |2 e——]|.

2

My jich budeme chtit alespon Ly [%, b+ %}, coz bude splnéno kdykoli € > 35

2
38
Nyni pro néjaké konkrétni ptirozené ¢islo N z rozsahu [N —m| < Ly [%, e},

(v praxi bychom samoziejmé potiebovali € — = > €’ pro néjaké malé €').

které chceme faktorizovat, nalezneme trojice (a, —1, f) spliujici

a

Ny(a=ba) = b'f () = —f (~a) =a = (N = m)

je Ba-hladké. Takovou trojici objevime s pravdépodobnosti

1 €
—u_ g, L e
(4 Nl37 35‘|7

nebot |a — (N —m)| < Ly {%,e}, takze

wiN

—

, €

1nLN[ e
B 8

uzlnLN[

(In N)Y? (Inln N) =3

Wl

Zbude nam tedy
Ly [5.8+ 5]
Ly [5 5]
relaci. Z nich vytvorime matici linedrni faze a vypocet dokoncime klasickym zpi-

sobem.
Jak v tomto pripadé vyjde slozitost? Polynomidlni faze zabere Ly [%, B+ %}

i3] -

a Teseni soustavy Ly [%, 26] casu. Odmocnovani je nyni opravdu zanedbatelné,
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protoze pocitame v Z. Dostavame se tedy k optimalizacnimu problému
€
minimalizuj max (ﬁ + @, 25)

2
vzhledem k € > —

30
B,e > 0.

Reseni lezi na hranici € = %, coz muzeme, jak bylo zminéno, oSetfit pridanim
malého €. Timto FeSenim je nicméné

21/3
22/3

To dava pro jedno N slozitost pouze

1 1
Ly |=,20| ~ Ly |=,1.2114
N 3a B] N |:37 ]7

ovsem za neprimérené vysokou cenu predvypoctu Ly [%, e} a téz stejné pamétové
narocnosti. Toto schéma ma proto k praktické pouzitelnosti bohuzel jesté dal, nez
ostatni predstavené modifikace. Zustava tedy spise jen zajimavym teoretickym
konceptem.

2.4 Randomizované ciselné sito (RNF'S)

Analyza slozitosti ¢iselného sita a veskerych jeho doposud prezentovanych mo-
difikacich z velké c¢asti stoji na heuristickych odhadech. Zakladnim pilitem vsech
verzi je predpoklad existence dostatecného mnozstvi hladkych relaci, abychom
meli jistotu, ze v linearni fazi nalezneme netrivialni feseni soustavy. Prestoze
umime priblizné spocitat pravdépodobnost, zda bude obecné néjaké celé cislo
v zavislosti na jeho absolutni hodnoté hladké, nedokazeme to s urcitosti rict
i pro specifické hodnoty, s kterymi v ¢iselném sité pracujeme. Problémem je tieba
uplatnéni této obecné pravdépodobnosti v polynomialni fazi, kde zkoumame hlad-
kost norem Ny (a — bar) pouze pro (a,b) takové, ze a — bm je hladké. Diky tomu
nemame garantovano, ze hladkych relaci opravdu najdeme tolik, kolik potrebu-
jeme, pripadné s jakou pravdépodobnosti.

Ani tspéch této c¢asti algoritmu ale porad nestaci k tomu, abychom dospéli
ke kyzené kongruenci ¢tvercl. Linearni faze sice nyni nalezne netrivialni fesent,
miize se nicméné stat, ze nedostaneme ¢tverec v piislusném okruhu Z o] a nepo-
dati se ndAm odmocnit. Tomu se snazime zabranit ptidanim kvadratickych charak-
teru (viz . S jejich zvysujicim se poctem roste také pravdépodobnost
uspésného odmocnéni, nikdy ovsem nedosahne 1. Navic jsme i tady nuceni spo-
léhat na nékteré heuristické predpoklady.

Snaha vytesit tyto problémy vedla k ndvrhu randomizovaného c¢iselného sita
prezentovaného v ¢lanku Lee a Venkatesan| (2018). Ukazeme si, jak jejich algorit-
mus modifikuje klasické ¢iselné sito tak, aby slo stejnou casovou slozitost dokazat
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i pomoci rigorézni (nikoli heuristické) analyzy. Navic ndm RNFS poslouzi jako
inspirace k podobné tupravé Coppersmithovy verze s vice polynomy, kterou jsme
se zabyvali v [sekei 2.3.2]

Jak ndm napovida néazev, RNFS do volby nékterych parametrii zakomponuje
nahodu. V zakladni verzi ¢iselného sita mame presny postup, jak volit polynom f
v zavislosti na d a m. Jeho koeficienty jsou urceny zapisem m v bazi N. RNFS tyto
koeficienty bere pravdépodobnostné, pricemz zachova zakladni vlasnost, tj. ze m
je koren f modulo N. Podobné randomizujeme volbu kvadratickych charaktert
v linedrni fazi.

To ndm umoznuje analyzovat slozitost v prumérném pripadé na rozdil od nej-
horsiho, jako tomu bylo doposud. V nékterych oblastech jsou pak vypocty jed-
nodussi, diky ¢emu se dokdzeme zbavit veskeré heuristiky. Vysledkem je urceni
stredni hodnoty casu potiebného k nalezeni kongruentnich c¢tverci modulo N
a pravdépodobnosti selhani algoritmu. Primérny cas sice vyjde stejné jako v za-
kladni verzi ¢iselného sita, ¢ili

Ly B 324/3} ~ Ly [; 1.923] ,
nyni uz ovsem s rigorézni analyzou.

Dilezité tady je, ze stfedni hodnota se nepocita pres vstupy do algoritmu, ny-
brz pres jednotlivé parametry voleny v jeho pribéhu. Jinymi slovy, primérujeme
casovou slozitost pro kazdé N zvlast. Tento vysledek lze tudiz ocekavat nezavisle
na jeho hodnoteé.

RNF'S se ¢astecné zabyva jesté jednim problémem, ktery jsme zatim nezminili.
Na vystupu dostdvame kongruenci 22 = y* (mod N). Vime, Ze NSD (N, z + y)
déva vlastniho délitele N prave tehdy, kdyz x #Z £y (mod N). To dle
pro ndhodné vybrané x,y nastane s alespon polovi¢ni pravdépodobnosti. Plati
to ovsem i pro dvojici vygenerovanou ¢iselnym sitem? Nevime. Pouze heuristicky
predpokladame, ze ano. RNFS dokaze tuto nasi hypotézu ve specifickém pripadé
N = pg, p = q = 3 (mod 4) potvrdit. Této oblasti se dal vénovat nebudeme,
podrobnou diskuzi a dikaz lze najit v Lee a Venkatesan, (2018]).

2.4.1 Obecny princip

Nadale budeme pouzivat znaceni, které zname z klasického ¢iselného sita.
Zvolime si hladké meze

Kromé toho zafixujeme
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které nam stanovi stupen polynomu f, resp. rozsah bodl, v nichz ho budeme
vyhodnocovat. Jedinym novym parametrem bude

2
Sk
3

)

k:LN{

které omezi absolutni hodnoty jeho koeficientti.
Pro fungovani algoritmu je nezbytné, aby byly splnény nasledujici podminky:

(A) 671 <k,
(B) 5 < B

(C) 2¢— ﬁ - 6‘?’;“ > max (3, 7).

Jejich vyznam si vysvétlime pozdéji. Prozatim je tedy ponechame bez komentare
a prejdeme k samotnému principu RNFS.

Algoritmus si rozdélime na dvé ¢asti. Ta prvni se bude zabyvat vygenerovanim
dostatecného poctu hladkych relaci. Miizeme ji tedy ztotoznit s celoc¢iselnou plus
polynomialni fazi dle rozdéleni, které jsme pouzivali doposud. PopiSeme si nejza-
sadnéjsi rozdil oproti klasickému ¢iselnému situ a vysvétlime, jak ho lze vyuzit
k odstranéni heuristiky ve vypoctu slozitosti.

Zacneme hned popisem tohoto stézejniho rozdilu, kterym je zptisob volby
polynomu f. Doposud jsme brali f = 3" a;2, pficemZ a; byly uréeny zapisem N
v bazi 9 1

m Ly {3’ 5} ’
tj. N = Y a;m’. Rekli jsme, ze RNFS deterministickou volbu koeficienttt f méni

na pravdépodobnostni. Oznaéme f,, ,,, zminény polynom vznikly zadpisem m v bazi
N. Nové definujme

T
)

R(z) = ‘ ci (x —m) ',

I
=)

kde ¢; jsou nahodné volena ¢isla z intervalu {—LN [%, K — (5—1} , L [%, K — 5_1H.
Podminka (A) nam zajisti, Ze bude obsahovat i nenulova cel4 ¢isla.
Polozme

f(x) = fom(x)+ R(x).
Tim jsme do volby f pridali pozadovany ndhodny prvek. VSimnéme si, ze porad
plati jeho zdkladni vlastnost, ¢ili f(m) =0 (mod N). Muzeme tady vidét jistou
analogii s verzi s vice polynomy — volba jednotlivych f; by se dala popsat stejnym
zplsobem, s tim, Ze ¢ =i a ¢; = 0 pro vSechna 1 < j <d — 1.
Uz vime, Ze absolutni hodnota koeficientt f,, ,, je nejvyse Ly {%, 5*1}. Snadno
1ze nahlédnout, Ze u polynomu R (z) to bude maximéalné Ly [%, m} . Diky podmince

(A) jsou tedy koeficienty f v absolutni hodnoté opravdu omezeny Ly [%, H}.

Na rozdil od zakladni verze ¢iselného sita budeme v pribéhu algoritmu po-
stupneé volit razné dvojice (m, f) s vysSe uvedenymi vlastnostmi a hledat ptislusné
hladké relace. Zavedeme si proto nové znaceni.

Definice. Méjme m, f jako vyse. Rekneme, Ze (a,b) € X,, s pravé tehdy, kdyz
e la] <M, 1<b< M,
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e NSD(a,b) =1,
e a—mb je Bi-hladké,
e l.(f) Ny (a—ba) je By-hladké, kde I, (f) je vedouci koeficient f.

Pozndmka. V okruzich Z [x] / (f), kde f (z) =1.(f) (z —aq) - - (x — ayg), obecné
plati

Ny (a = ba) = (= bar) -+ (a = baa) = 1o () ¥ ().

Zatim jsme vzdy pracovali s monickymi polynomy, I. (f) tedy bylo rovno 1. To
po pri¢teni polynomu R (z) uz nemusi platit. Protoze algoritmus redlné porad
zkoumé hladkost hodnot b¢f (%), v linedrni fazi bude nutna drobna uprava.
Nalezeni kongruence ¢tvercii nyni bude vyzadovat netrivialni feseni soustavy
se sudym poc¢tem vektort mocnin (jinymi slovy, kongruence musi vzniknout sou-
¢inem sudého poé¢tu hladkych relaci), abychom méli v soucinu ¢len [, (f) na sudy
exponent. Nastésti to pro nas nepredstavuje zadny zasadni problém, v nejhorsim
pripadé najdeme dvé ruzna teseni s lichym poctem vektorti a secteme je. Pak
pozadovanou kongruenci dostaneme ze vztaht

l. (f) (a; — bym) = 2* pro ndjaké z € Z,

o e g

l. (f) (a; — bia) = +* pro néjaké v € Z [a],
1

.
Il

nebot k je sudé.

Pozndmka. Pro analyzu RNFS je klicové, aby Bs-hladkost I, (f) Ns (a — ba) byla
,dostatecné“ nahodnou udalosti. To samoziejmé zalezi na polynomu f. Tady
vstupuje do hry podminka (A), kterd zarucuje, Ze jeho ndhodnost se odviji prede-
v§im od polynomu R (z), nebot mé vyrazné vétsi koeficienty. Ty jsou (z definice)
uniformné ndhodné, na rozdil od f, ,, ().

Pozndamka. Nyni si muzeme vysvétlit také vyznam podminky (C). Z odvozenych
mezi pro koeficienty plyne, ze

bl f (Z)‘ < (d+1) M% = Ly [2,6(5—4—5

Déle si pomtizeme vypocty, které jsme provadeéli v (verze s vice po-
lynomy). Na zacétku mame Ly [é, 26] kandid4tt na hladké relace (pocet nesou-
délnych dvojic (a,b) takovych, ze |a|] < M, 1 < b < M). Podminku celoéiselné
hladkosti (a — bm je Bj-hladké) spliuje Ly [%, 2€ — ﬁ} para. Po provedeni po-

1 e+t
308 3y

lutni hodnoty norem omezeny Ly [%, € + /f} misto Ly [%, €d + 5_1}, coz zpusobi,
7e nam zbude

lynomidlni faze jich zbylo pouze Ly [%, 2e — ] Ted jsou ovsem abso-

1 1 6(54—/1]

Ly |22 — 97K
N[?)’e 356 37

hladkych relaci. Matice linearni soustavy ma Ly [%, 6} + Ly [%, 7} sloupcii, po-
trebujeme tedy

Ly E, max (3, 7)}
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vektorh mocnin, abychom meéli jistotu nalezeni netrivialniho feseni. Z toho se

odvodi podminka (C).

Z definice X, s vidime, Ze tato mnoZina obsahuje hladké relace vzhledem
k dvojici parametrii m, f. Snahou bude maximalizovat Sanci, ze alespon pro jednu
z nich jich najdeme dostateény pocet (potfebny k nalezeni netrividlniho feseni
v linedrni fazi). Matice mé& Ly [%, 6} + Ly [%, 'y} sloupcti, potfebujeme tedy

Ly [ max (5,7)]
hladkych relaci.

Toho dosdhneme tzv. stochastickym prohlubovanim. Zéakladni podstatou této
metody je, ze pro kazdou dvojici (m, f) budeme nalezeni do X,,  zkoumat pro
ndhodné mnozstvi part (a, b). Hloubka prohleddvani (mysleno minimalni M’ < M
takové, ze pro kazdé zkoumané (a,b) plati |a] < M’ 1 < b < M') bude v priaméru
ziejmé mensi nez u zakladni verze, aby se nezvysila slozitost. Mizeme se tedy
spoléhat, ze ndm to pro nékteré m, f presto bude stacit?

Predné si musime ukazat, Zze aspon v prumérném pripadé plati to, co jsme
v ¢iselném sité heuristicky predpokladali pro kazdy, a sice Ze mnozina X, s obsa-
huje dostatecny pocet hladkych relaci. Nyni tedy stojime pred slabsim tvrzenim,
které jiz umime dokézat. To je klicova vyhoda RNFS. Diky ptechodu k primeér-
nému pripadu jsme schopni rigorézné dokézat tvrzeni, na jejichz platnost jsme
doposud museli spoléhat heuristicky.

Véta 2.5. Jestlize plati podminky (A), (B), (C), pak

0 €0+ K 0
Epn s (1Xms]) > Ly [;,26_1*;5 ﬁ<1>_< - >§i+ (1))

Poznamka. Zkusme si intuitivné rozmyslet, pro¢ by néco takového mélo platit.
Vime, Ze Ly [%, 26} je maximalni mozna velikost X,, ;. Vyraz reprezentuje

ed+k
3y

1
308

pravdépodobnost hladkosti a —bm, zatimco znaci pravdépodobnost hladkosti

le (f) N¢ (a— ba).
Tato tvaha urcuje osnovu dikazu. Ziejmé tedy opét budeme potiebovat vy-
sledky jako ve|Véte 1.2| Z toho se nasledné odvodi, ze

1 1+4o(1
P, pm [a — bm je By-hladké] = LN[ Lo )]

3 3083

Neslozitéjsi je pak ukazat, ze pravdépodobnost hladkosti normy je

1 _65—1-/4,
37 3y

Ly

i tehdy, kdyz nebereme v potaz vsechny dvojice (a,b), nybrz pouze ty, pro néz je
a — bm hladké. K dukazu této ¢asti je nezbytna platnost podminky (B).
Musime si ale uvédomit, ze ¢ast uvedenych vysledka stoji na predpokladu
ireducibility polynomu f. Zpusob, kterym ho nyni generujeme, nam splnéni této
vlastnosti nezarucuje. Pro reducibilni polynomy zadnou podobnou teorii neméame,
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nezbyva tedy nez predpokladat, ze algoritmus v téchto pripadech selze. Nastésti
lze ukazat, Ze jich neni moc. Presnéji

_ 51
P[f reducibilni] < Ly [;_m 5 3+o(1)

Jelikoz budeme samplovat nejvyse Ly [é, } polynomi, tato pravdépodobnost se
zahrne do o(1). Takze stfedni hodnotu nijak neovlivni, kdyz ji budeme pocitat
pres vSechny (ne jen ireducibilni) polynomy.

Cely diikaz je hodné zdlouhavy a technicky, proto ho tady nebudeme provadeét.
Najit ho lze v |Lee a Venkatesan, (2018)) v kapitolach 5 a 8.

Pokrac¢ujme nyni v diskuzi o stochastickém prohlubovani. Predstavme si, Ze
prohledavani v normalni hloubce (Ja|] < M, 1 < b < M) s vyznamnou prav-
dépodobnosti selze, tj. Ze nenalezneme Ly [%,max (5,7)} hladkych relaci, jak
ocekavame. To znamena, ze | X,, ¢| bude Casto mensi, nez je jejich pramérna ve-
likost. Ve zbyvajicich pfipadech tedy musi byt | X,, ¢| velka. Tady by ndm proto
k nalezeni kyzeného poctu hladkych relaci stacilo prohledéavat do mensi hloubky.
Pojdme si tuto uvahu exaktné kvantifikovat.

Véta 2.6. Bud W ndhodna velicina se stredni hodnotou o K > 1 takové, Ze
0 <W < Kpu. Potom existuje i € {0,...,[logy, K|} spliujici

%

7 1
P > > —.
[W — 1+ ﬂogzK}] — 2it+l

Diikaz. Sporem. At pro kazdé i € {0, ..., [log, K|} plati

P({W > < —
W2 ] <
neboli ,
2 1
PV ————|>1——.
1+ [logy, K 1 20+l
Oznacéme

w (i) = { e R i€ {0,..., [log, K},
0 1= —1.
a zkusme nadefinovat W tak, abychom maximalizovali jeji stfedni hodnotu.
Dosazenim i = [log, K| do nerovnosti v predpokladu zjistujeme, ze v ale-
spoil (1 — 27 [os m*1)—tiné ptipadu nabyva W hodnoty mensi nez w ([log, K1).
Stfedni hodnota bude nejvétsi, pokud ve zbylé 2-Meg2 K1-1_ting piipad bude W
nabyvat maximalni hodnoty K.
Zaroven z predpokladu pro ¢ = [log, K| — 1 plyne, ze W bude v alespon
(1 — 27 Mo&2 KT)-tiné pifpadii nabyvat hodnoty mensi nez w ([log, K — 1). Takie
chceme-li maximalizovat stfedni hodnotu, musi nejvétsi mozny pocet, tj.

(1 _ o-Tlog K}-l) _ (1 _ 9 log, K1> = 9 Mg K11 _ting
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hodnot W spadat do intervalu [w ([logy K| — 1), w ([logy K)). Podobné dosaze-
nim vsech i € {0,..., [log, K|} dostaneme, ze W nabyva v 27""1-tiné pripadi
hodnot z intervalu [w (i — 1), w (7). Stfedni hodnota W proto splinuje

K,u [logy K 1 21,“ U L
< = — - <=4+ = =yp,
% 91+ logy K] + ; 211 1 4 ﬂogQ Kw =9 + 9 p
COZ je sSpor. O]
Oznacme 7 = 2¢ — ﬁ - E‘;” + 0(1). Potom v nasi situaci mame
W =X,
1
1% Z LN |:37T:| )

1
K <Ly [3,26—T:| i
To znamend, Ze existuje ¢* € {0,..., [log, K|} takové, ze

oz ]2 e

; _ 1/3 2/3 . . s
nebot [log, K| = O ((111 N)7?(Inln N) ) se absorbuje do ¢lenu o(1). Nasim
cilem je toto ¢* najit.

Budeme tedy postupné volit i € {0,...,[log, K|}. Pro kazdé z nich vy-
generujeme 271 dvojic (m, f), pricemz pro kazdou tuto dvojici vygenerujeme
27 Ly {%,max (B,7) + 2¢ — T] dvojic (a,b), o nichz rozhodneme, zda patii do
X ¢ €1 nikoli.

Pro¢ zrovna takovéto hodnoty? Necht ¢ = i*. Pak je oCekdvany pocet part
(m, f) splijicich | X, ;| > 2°Ly é, T] po vyzkouseni 2¢ moZnosti alespori 1. Se-
lThani (nenalezeni zddného vhodného paru) nastane pokazdé s néjakou konstantni
pravdépodobnosti. Pokud se ndm naopak vhodnou dvojici (m, f) najit podari,

potom
: 1
]P)a,b [(ayb) € Xm,f] Z QZLN |:3,7'—2€:| s

takZe po otestovani 27 Ly [%, max (5,7) + 2¢ — T] dvojic (a,b) o¢ekavdme mini-

malné Ly [%, max (3 ,7)} hladkych hodnot, coz je presné mez, které se snazime
dosdhnout. Navic, pravdépodobnost selhani je opét néjaka konstanta.
Stochastické prohlubovani jako celek proto selze také s konstantni pravdépo-
dobnosti. To pro nas bude dilezité pro minimalizaci pravdépodobnosti selhani
RNFS, jak uvidime pozdéji pri analyze jeho slozitosti.
Pozndmka. Protoze dvojice (a, b) pro vSechna (m, f) volime ndhodné, ziejmé nelze
k testovani celoc¢iselné hladkosti pouzit proces prosivani. S kazdou dvojici (a, b)
tedy musime pracovat samostatné. Na podobny proces jsme uz zvykli z polynomi-
alni faze (testovani hladkosti norem), kde se snazime dané hodnoty faktorizovat
pomoci metody eliptickych kiivek (ECM). Stejny postup aplikujeme i zde. Podle
nam tudiz otestovani hladkosti jedné hodnoty a — bm zabere

B = exp (0(1)In By) = exp (0 (1) 8 (In N)'? (In1n N)2/3> =Ly [;’ 0 (1)}

casu. Tentyz vysledek samoziejmé plati i pro Bs-hladkost norem, dohromady tedy
otestovani jedné dvojice (a,b) vychézi na Ly [%, 0 (1)}
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Tim je tedy ukoncena prvni ¢ast algoritmu. Ta druhd ma za kol z obdrzenych
relaci vytvorit kongruenci ¢tverci modulo N, coz odpovida linearni fazi a odmoc-
novani. Samotné reseni soustavy linearnich rovnic bude probihat prakticky beze
zmény, stézejni rozdil bude ve volbé kvadratickych charakteri.

Hruby princip je nasledujici. V zakladni verzi jsme hledali dvojice (p,r), kde p
prvocislo, r € {0,...,p— 1}, f(r) =0 (mod p). Tyto dvojice totiz davaji bijekci
s prvoidedly P C Ok stupné jedna. Protoze Ok /P =~ Z,, mohli jsme to, zda je
a — ba ¢tvercem v tomto faktorokruhu, rozhodnout pomoci Legendreova symbolu
(a’Tf”") Podobné dvojice budeme hledat i nyni, za tc¢elem randomizace ovsem
musime pracovat také s prvoidealy vyssi normy. K tomu je potieba rozsirit definici
Legendreova symbolu (na ,,polynomidlni“ Legendretv symbol), abychom mohli
pracovat nad K [z] / (f), K téleso, f ireducibilni polynom. Pak budeme ndhodné
volit k (do jisté meze) a hledat vhodné dvojice korespondujici s prvoidedly tohoto
stupné. Nasledné pomoci prislusného rozsiteného Legendreova symbolu urcéime,
zda je a — ba ¢tvercem v Ok / P.

Této problematice se nebudeme podrobnéji vénovat, nebof by si to vyzadovalo
spoustu dalsich znalosti z teorie ¢isel, jejichz vysvétleni je nad ramec této prace.
Dukladnou analyzu muze ¢tenar najit v |Lee a Venkatesan| (2018)), kapitola 6.

2.4.2 Slozitost

Vypocet sestava ze tii kroka. Nejprve urc¢ime slozitost prvni ¢asti RNFS (tj.
ekvivalent celoc¢iselné a polynomidlni faze). Poté nastinime vypocet linearni faze
a odmocnovani. Nakonec tyto dva vysledky spojime dohromady tak, aby cel-
kova slozitost vychazela co nejmensi. Postupujeme vlastné stejné jako u vsech
predchozich vypocti slozitosti — spocteme ji pro jednotlivé ¢asti algoritmu a pak
optimalizujeme parametry s cilem minimalizovat jejich soucet.

Provedme tedy prvni krok vypoctu.

Véta 2.7. Jestlize 3,7,0,¢€, k spliuji podminky (A), (B), (C) ze str. 51, potom
pro kazdé N € N najde RNFS s pravdépodobnosti alespon

2
1-— LN |:375_1 — K/:|

ireducibilni polynom f stupné d s korenem m modulo N a

Ly [ max (5,7)]

raznych dvojic (a,b) € X, f v pramérném case

1 1 €+ K
Ly |=,max (8,7) + — +
Diikaz. Vétsinu potrebnych argumentt jsme jiz vidéli v predchozi subsekei. Od-
vodili jsme, Ze jeden béh stochastického prohlubovéni uspéje / selze s né&jakou
konstantni pravdépodobnosti. Necht tedy p je pravdépodobnost selhani. Pak prav-
dépodobnost netspéchu po logaritmickém poctu opakovani je

p™ N =exp(cIn NInp) = Ly [1,clnp],
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coz je pro vhodné ¢ > 0 mensi nez Ly {%, 6ot — Ii]. To znamena, ze po logarit-
mickém poctu opakovani dosdhneme pozadované pravdépodobnosti tispéchu.
Déle vime, ze otestovani, zda jedna dvojice (a,b) lezi v X,, s, ndm zabere

e0+kK
3v |

Ly [%, 0 (1)} Casu, pricemz pro jedno 4 jich méme Ly [%, max (3,7) + ﬁ +
Pocet i, které prochazime, je

1 1 €+ K 1
1+ [logy Ly l?’,w + 37% =Ly [3,0(1)] :

Tento proces opakujeme cln N = Ly [0,1] = Ly [%,0(1)} krat. Vysledna pri-
mérna casova slozitost je proto

368 3y
jak jsme chtéli dokazat. O]

Ve vsech doposud prezentovanych verzich ¢éiselného sita vychézela slozitost ce-
lo¢iselné a polynomidlni faze dohromady Ly E, 26] . Podminka (C) nam zarucuje,
ze nyni nedosdéhneme horsiho vysledku. Samoziejmé, da se ocekavat (a zdhy to
potvrdime), ze optimalizace nastavi parametry tak, ze se z podminky (C) stane
rovnost, ¢im se slozitost opét dostane na stejnou troven. Nesmime ale zapome-
nout, ze ted jsme k ni prisli pomoci rigorézni, nikoli heuristické analyzy. To je
zasadni rozdil.

Nésledujici tvrzeni objasnuje slozitost druhé casti RNFS.

Véta 2.8. Mame-li pro néejaky ireducibilni polynom f stupné d s korenem m
modulo N

I -

riaznych dvojic (a,b) € X, ¢, pak RNFS s pravdépodobnosti alespor

2 §—xk!
1 - Ly |2, 270
o35

nalezne kongruenci ctverci modulo N v primérném case nejvyjse

Ly Ll)), 2 max (ﬁ,fy, 2;)1 .

Jelikoz jsme zde neuvadéli popis volby kvadratickych charaktert, pro kom-
pletni dukaz se opét odkdzeme na Lee a Venkatesan (2018). Nastinime pouze
jeho zakladni kroky.

Jiz vime, ze Casova slozitost TeSeni soustavy linearnich rovnic a odmocnovani
je Ly [%, 2 max (ﬁ,fy)}. Rozdil oproti vsem verzim, které jsme zatim vidéli, spo-
¢ivad ve vypoctu charakteri. Nyni je mnohem komplexnéjsi, vyzaduje si proto
nezanedbatelné mnozstvi ¢asu. Postupné se ukaze, ze
1 45}7

« samplovani paru (p, r) reprezentujici vhodny charakter x,, trva Ly [g, 5

 evaluace charakteru x,, na a — bo trvd Ly [%, %‘5},
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e pocet samplovanych charakteru je Ly E, 0 (1)}

Z toho plyne, ze

o samplovani vsech charaktert trva Ly [%, 435},

o evaluace kazdého charakteri na Ly [%, max (3, 'y)} hodnotach dohromady
trva Ly [%,max (B,7) + ?}

Spolecné s fesenim soustavy tedy dostavame slozitost

Ly l;,max <2 max (,7), max (3,7) + 2;, ?)1 )

coz je ekvivalentni vyrazu v tvrzeni.

Problém by tedy nastal, pokud by %‘5 bylo vétsi nez max (3,7). Pak by se
slozitost druhé ¢asti RNFS v porovnani s ostatnimi modifikacemi mohla vyrazné
zvysit. Nastésti se ukaze, se to neni nas pripad. Optimalizaci parametri dosta-
neme stejny vysledek jako v zakladni verzi ¢iselného sita.

Véta 2.9. RNES pri splnéni podminek (A), (B), (C) ze str. 51 pro libovolné
N € N s pravdépodobnosti alespon

2
1-— LN |:37(5_1 — /€:|
nalezne kongruenci ctverci modulo N v priumeérném case
1 4 1
Ly [3, 32/3} ~ Ly [3, 1.923] .

Druikaz. Kombinace predchozich dvou tvrzeni nas privadi k optimaliza¢nimu pro-
blému tvaru

1 ) 20
minimalizuj max <maX (B,7v) + % + 63:/1, 2 max (ﬁ, v, 3))
vzhledem k 67! < K

671<€5+f£

_L_ €0+ Kk
360 3y
/87’}/75’67I€207

2¢

> max (f8,7)

jehoz limitnim optimalnim fesenim (nalezené hodnoty nejsou fesenim zformulo-
vaného problému, lezi na hranici mnozZiny pripustnych feseni) je
2
§ = 33 ~ 1.4423,
1
_ s—1 _ ~
coz urcuje celkovou slozitost RNFS (i obou jeho ¢ésti) na

1 4 1
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2.4.3 Randomizované ciselné sito s vice polynomy

Podobnosti mezi RNFS a Coppersmithovou verzi ¢iselného sita s vice poly-
nomy jsme se zatim dotkli jenom okrajové. Vidéli jsme, Ze volba po-
lynomu f v randomizovaném c¢iselném sité je zobecnénim zptsobu volby ve verzi
s vice polynomy. Toto pozorovani miize pro nas byt odrazovym mistkem k ran-
domizaci Coppersmithovy verze tak, abychom (stejné jako u klasického ¢iselného
sita) nahradili heuristickou analyzu rigorézni pfi zachovani asymptotické casové
slozitosti. Ukazme si navrh takové modifikace.

Muzeme klidné pracovat s obecnéjsi verzi, kde pocet polynomu

1
P=Ly {3’ P }
je libovolny. Cilem je tedy najit jedno m a P ireducibilnich polynomi f; s korenem
m modulo N a Ly E,max (6,7—1—/))} dvojic (a,b) takovych, ze (a,b) € X, y,
pro néjaké f;.

Predné je potteba Tict, Ze se mirné zméni jedna z podminek fungovani algo-

ritmu. Parametry nyni musi splnovat

(A) 61 <k,

(B) 671 < 3=,

(C) 2¢ — 555 — G + p > max (8,7 + p).

Podminky (A) a (B) potfebujeme ze stejnych divodu jako v RNFS. Podminka
(C) zarucuje, ze nalezneme dostatecny pocet hladkych relaci. Tento novy tvar
vychazi z jiného zpiisobu jejich generovani a jiného poctu sloupctt matice soustavy.
Podrobnéjsi diskuze byla provedena na konci

Jednotlivé polynomy budeme generovat tplné stejné jako v  RNFS. Zadné
zmény nenastanou ani ve volbé kvadratickych charaktert. Nejvétsi rozdil je proto
v stochastickém prohlubovani. Doposud jsme podle volili dvojice (m, f)
tak, abychom pro néjakou z nich nasli potfebny pocet hladkych relaci. Nyni bu-
deme aplikovat dvakrét. Poprvé k nalezeni vhodného m, podruhé vhodné
mnoziny polynomi velikosti P, k nimz budeme generovat dvojice (a, b) a testovat,
zda lezi v X,, s, pro n¢jaké f; ze zminéné mnoziny polynomd.

Pojdme si to tedy popsat podrobnéji. Z (ted mame trochu jinou
podminku (C), ta je ovSem silnéjsi) plyne, ze

B (B (o) = Liv [5.7].

kde 7 = 2¢ — ﬁ — “;:” + o (1), pricemz Ef (| Xo f|) < Ly [%, 26], protoze stejné

omezeni plati pro kazdé X, ;. Takze podle|Véty 2.6|existuje i € {0,. .., [log, K},
kde K < Ly [3,2€ — 7], sphiiujici

1 1
P [Ey (1Xng) 2 2L [5,7]] 2 5o

Ke kazdému ¢ z uvedeného intervalu ndhodné zvolime 27! hodnot m. Pak tedy
alespon pro jednu dvojici (m*,i*) ofekavame, ze bude platit

" 1
By (X)) 2 2" Ly 5,7].
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tudiz taky

Ef(p) (Z ’Xm*,f(P)‘) > Qi*LN |:;,T+p} s
FP)
kde f) zna¢i mnoZinu polynomii velikosti P (kazdy s kofenem m modulo N).
Netispéch, tj. nenalezeni zadné takové dvojice nastane s néjakou konstantni prav-
dépodobnosti.
Opétovnou aplikaci dostédvame, ze existuje j € {0,..., [log, K'|},
kde K' < Ly E, 2¢ — T}, splnujici

> —.
= 9+l

o 1
Pf(P) Z ‘Xm*7f(p)’ > 212" Ly {3,7’ + p}

F(P)

Ke kazdému j z tohoto intervalu nahodné zvolime 27+ mnozin f*). Potom tedy
minimalné pro jednu trojici (m*,i*, j*) ofekédvame, ze bude platit

Z ’Xm* f(P)‘ > 2j*2i*LN |:1,7'+p} .
F(P) ’ 3

To, Ze nenajdeme ani jednu takovou trojici, opét nastane s néjakou konstantni
pravdépodobnosti.
Protoze vybirdame z Ly {%,26} dvojic (a,b), tak ocekavand hodnota poctu

polynomti f € f) pro které jeden ndhodné vybrany par (a,b) lez v X, ;, je
sk ok 1
272" Ly [3,7‘—|—p—2€] .

Abychom tedy mohli ocekavat Ly [%, max (3,7 + p)} nalezenych hladkych relaci,
potfebujeme otestovat 2777277 Ly [%, max (5,7 +p) +2e — 7 — p} dvojic (a,b).
I do tretice je pravdépodobnost selhani néjaka konstanta.
Shrnme si tedy cely postup:
1) pro kazdé i € {0, ..., [log, K1}, kde K < Ly [},2¢ — 7], ndhodné volime
2i+1 hodnot m,
2) ke kazdému m vygenerujeme 27+ mnozin f*), kde j € {0,. .., [log, K'},
piicemz K’ < Ly [3,2¢ =7 — p)|,

3) ndhodné zvolime 27727 Ly [é, max (8,7 +p) +2e — 7 — ,0} dvojic (a, b) pro

kazdou dvojici (m, e )) a otestujeme a — bm hladkost,

4) o kazdé ze zbylych 279271 Ly E, max (3,7 + p) + E‘;J;”” — p} dvojic (pravdé-
1 1

podobnost ze a — bm je Bi-hladké je Ly [5, —@}) rozhodneme, zda patii
do X, ; pro viechny f € f(P).

Pravdépodobnost, Ze nedostaneme Ly [%, max (3, v + p)} hladkych relaci, je

néjakd konstanta. Jak uz vime z RNFS, logaritmickym poctem (Ly [%,0(1)])

opakovani dokazeme pravdépodobnost selhani srazit pod Ly [%, K — 5_1}.
Nyni uz neni problém ani spocitat ¢asovou narocnost tohoto procesu:

61



o otestovani a — mb hladkosti jedné dvojice si vyzaduje Ly E,o(l)] casu,
pricemz pro kazdé i € {0, ..., [log, K|}, j € {0,..., [log, K'|} jich médme
PARRSV AR RN [%, max (3,7 +p) +2¢ — 7 — p},

+ nésledné otestovani nalezeni do X, s pro kazdou ¢tvefici (m, f,a,b), kde
a —bm je hladké a f € f): PLy [%,0(1)} =Ly [%,p},

o Ctveric (m, ) a, b) prokazdéi € {0,..., [log, K}, 5 € {0,..., [log, K'|}

mdme 2712712727 Ly (3, max (8,7 + p) + = — g,

» [logy K1, [logy K] = Ly [$,0(1)].
Tudiz celkova slozitost stochastického prohlubovani, neboli primérny cas po-
tfebny k nalezeni pozadovaného poc¢tu hladky relaci, je

1 1 €+ K €+ K
Ly |= - _
N l3>maX <max(ﬁ,7+p)+ 303 + 3 p,max (3,7 + p) + 3y )] )

cOZ je rovno

1 €+ K 1 1
Ly [B,max(ﬁ,’y—kp) + 3 + max (W —p, O)] =: Ly [S,Tl] )

Druhou ¢ast randomizovaného ciselného sita s vice polynomy, tj. prevod relaci

. v o 7V v Ve v —_ _1
na kongruenci ¢tvercii, dokazeme s pravdépodobnosti alesponn 1 — Ly [%, L g }
zvladnout v primérném case nanejvys

L B,zmax (ﬁ,v +p, 25)] = Iy [5.1).

3 3
(ekvivalent [Véty 2.8]).

Zbyva uz jenom optimalizovat parametry tak, aby byl soucet téchto dvou
castkovych slozitosti co nejmensi. Jedna se tedy o optimalizacni problém tvaru

minimalizuj max (77, T)

vzhledem k 07! < &

0+ kK
51 < &
2
1 €0 + K
%— - - TR
‘%5 3 + p > max (8,7 +p)

/87’}/75767"€7p Z 07
jehoz limitnim optimalnim feSenim je
3 46 + 1313
= € = _—
108

(2(4+ v13))"" ~ 0.82501,

2(16- vig))
32/3

1/3
) ~ 0.95094,

1
=3
|

~ 1.40175,

k=01 0.71339
p = —~=~0.12503.
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Randomizované ¢iselné sito s vice polynomy tedy s pravdépodobnosti alespon

2
1-— LN |:3,/€—51:|

nalezne kongruenci ¢tverci modulo N v primérném case

1/3
1[92+ 26V/13 1
Ly |= <+> ~ Ly [3,1.90188],

3’ 27

coz je stejny vysledek jako v klasické verzi ¢iselného sita s vice polynomy.
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Z.aver

Postupné jsme si predvedli vypocet ¢asové slozitosti zakladnich verzi a riznych
modifikaci kvadratického a ¢iselného sita. U prvniho zminéného algoritmu zadna
z predstavenych variant neprinesla asymptotické zlepSeni. Vysvétlili jsme si vsak,
ze i presto v praxi prinasi znacné vyhody a staly se proto spise jeho standardni
soucasti.

Naproti tomu se ukéazalo, ze situace v ¢iselném situ je presné opacna. Vidéli
jsme nékolik modifikaci, které snizili asymptotickou c¢asovou slozitost. Lehky po-
kles diky opakovanému pouziti nékterych vypocti prinesla verze s vice polynomy.
Ten ovsem nebyl dostatecny na to, aby v rfadech soucasné faktorizovanych cisel
prevazil slozitost pridanych ¢asti, které se asymptoticky neprojevily. O vyraznéjsi
zlepseni se postaralo zahrnuti ¢asti prosivaci faze do predvypoctu. Tady pak ale
do hry vstoupily praktické problémy spojené s ukladanim velkého mnozstvi dat
v pameéti. Nase verze s vice pocitaci zas prinesla pouze zlepsSeni, které nemélo
vliv na ¢asové nejnarocnéjsi ¢ast algoritmu, tudiz ani na celkovou asymptotickou
slozitost.

Zjistili jsme tedy, ze mensi asymptoticka slozitost nemusi nutné znamenat
¢asovou usporu v praxi. Ta se naopak miize objevit u dvou teoreticky casové rov-
nocennych algoritmi. Snazili jsme se proto pti analyze a porovnavani jednotlivych
schémat zohlednit obé hlediska, aby byly nase vysledky redlné aplikovatelné.

Uplné jiny typ modifikace nabidlo randomizované ¢iselné sito (pripadné jeho
navrhovana verze s vice polynomy). To preneslo analyzu nejhorsiho pripadu (ne-
boli worst-case scenario) na prumérny, diky ¢emu bylo mozné uréit ¢asovou slo-
zitost na zakladé rigoréznich vypoctl. Dostali jsme tedy mnohem presvédcivejsi
dikaz, ze faktorizace probéhne v uvedenych casech.
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