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Uvod

Algebraicka geometrie se uz od svych zacatki zabyva hledanim kotent poly-
nomil ve vice proménnych. Mezi témito polynomy zaujimaji vyznamné misto tzv.
eliptické k¥ivky, tj. rovnice tvaru y? = f(z), kde f je polynom stupné 3 bez n4-
sobnych korenti. Uz ve tretim stoleti naseho letopoctu se jimi zabyval Diofantos,
byt jim tak nefikal a neznal koncept algebraické geometrie.

Problém, kterym se Diofantos ve své Aritmetice zabyval, zni takto: ,Rozdélit
zadané c¢islo na dvé mensi ¢isla takova, Ze jejich soucin je krychle minus jeji
hrana.“ Pro Diofanta byla ¢isla jen kladna a racionalni a krychli se mysli treti
mocnina néjakého cisla. Tedy Tesil rovnici

yla—y) =2’ -

Kdyz polozime a = 6 a od obou stran odec¢teme 9, dostaneme rovnici
6y —y  —9=a>—x—09.

Nakonec substituujeme y = ¢y’ + 3 a x = —2/, coz vede na

y/2 — 317,3 —ZL”—‘;—9,
a to je rovnice eliptické krivky.

Dalsi slavny matematik, ktery zkoumal podobné problémy, byl Fibonacci.
Ten nazval prirozené ¢islo n kongruentnim cislem, pokud existuje racionalni ¢islo
r takové, ze 2 —n, r%, 2 + n jsou nenulové druhé mocniny raciondlnich &isel.

Je-li n kongruentni é&islo, tak soucin (r? — n)r?(r? + n) je nenulova druha
mocnina racionalniho éisla, a pokud poloZime r? = x, dostaneme rovnici

y2 = 2(x — n)(z +n)
a zase dostavame rovnici eliptické krivky.

Soucasny nazev dostaly eliptické krivky v devatenactém stoleti — souvisi s pro-
blémem hledani obvodu elipsy a obecnéji s délkou oblouku.

Me¢jme elipsu se stfedem v poc¢atku a uvazujme poloptimku zacinajici v po-
catku, ktera svira s kladnou ¢asti osy x thel 6. Pak délka oblouku mezi prisecikem
elipsy s polopiimkou a priisec¢ikem elipsy s kladnou ¢asti osy x je funkce proménné
f. Timto problémem se zabyval hlavné Euler.

Pti snaze o zobecnéni dosli matematici k funkcim tvaru

fa) = ["R(t\P®))dt

kde ¢ je konstanta, R je racionalni funkce a P je polynom stupné 3 nebo 4, ktery
nema nasobné koreny. Témto funkcim zacali fikat eliptické integrdly.

O par desitek let pozdéji se Jacobi zabyval opacnym problémem: Pokud zname
délku oblouku, je mozné spocitat ithel? Spolu s Abelem prisli s kladnou odpovédi.
Pritom nasli tridu funkei, které slouzi k invertovani eliptickych integrali, a nazvali
je eliptické funkce.



Rovnice eliptické funkce definované nad néjakym prostorem méa v tomto pro-
storu néjaka reseni. Pokud je nakreslime, dostaneme obrazek ktivky. Nikdo nejspis
neprisel na lepsi jméno, tak se jim zacalo tikat eliptické krivky.

Dalsi rozvoj teorie eliptickych kiivek vedl k objeviim mnoha aplikaci v osm-
desatych letech minulého stoleti. Hlavni aplikace jsou v kryptografii a napriklad
Lenstrav algoritmus slouzi k faktorizaci ¢isel. O aplikacich Siroce pojednava |Wa-
shington,

Tato prace se zaméruje na teoretické aspekty eliptickych krivek, konkrétné na
Tateovu-Safarevicovu grupu a jeji souvislost s rankem k¥ivky.

V prvni kapitole zopakujeme zakladni pojmy a zavedeme znaceni. Ve druhé
kapitole se budeme zabyvat zaklady teorie profinitnich grup, jak je vylozil Ribes
ve svych pozndmkéch z prednasek. Uplnéjsi zdroj predstavuje jeho kniha Profi-
nite Groups (Ribes a Zaleskii, 2010). O téch bude fe¢ predevsim proto, Ze jedna

Ve tfeti kapitole definujeme ustiedni pojem celé prace — Tateovu-Safarevi¢ovu
grupu — a podrobné vysvétlime, jak souvisi s raciondlnimi body na kfivce. V
jistém smyslu méri, jak moc dand kiivka nesplnuje Hasseho princip. Nakonec ve
c¢tvrté kapitole vyslovime Birchovu-Swinnerton-Dyerovu domnénku, coz je jeden
z problému tisicileti. Birch a Swinnerton-Dyer v Sedesatych letech numerickymi
vipocty dosli k domnénce, kterd spojuje fad Tateovy-Safarevi¢ovy grupy a rank
eliptické krivky.



1. Pripravné prace

1.1 Eliptické krivky

Definice 1. Bud K téleso. MnoZinu {(z,y) | z,y € K} znacime A% a nazy-
vame ji afinni rovinou, popr. dvourozmérnym afinnim prostorem. Uvazujme tro-
jice (z,y,2), kde x,y,2 € K a alespori jeden prvek je nenulovy. Rekneme, Ze trojice
(21,y1,21) @ (T2,Y2,22) jsou ekvivalentni, coZ znacime (x1,y1,21) ~ (T2,Y2,22), pokud
existuje nenulovy prvek A € K takovy, Ze (r1,y1,21) = (Ax2, Ay2, Azo). Tridu ekvi-
valence prislusejici (x,y,z) znacime (z : y : z) a mnoZinu vech trid ekvivalence
znacime P2 a nazgvdme ji dvourozmérnym projektivnim prostorem.

Kdyz je z # 0, tak (z : y : 2) = (x/z : y/z : 1). Ale pokud z = 0, tak
nemuzeme délit, nebo se mizeme dohodnout, ze to odpovidé prifazeni nekonecné
hodnoty soufadnici x nebo y. Proto prvkium tvaru (z : y : 0) fikdme body v ne-
konecnu. Ostatnim bodtm Fikame konecné a miZzeme je ztotoznit s prvky A2
pomoci zobrazeni (z,y) — (z:y: 1).

Definice 2. Eliptickou kiivkou E definovanou nad télesem K rozumime mnoZinu
bodu x,y € K, které spliuji rovnici

y? =23 +ax + b, (1.1)

kde a,b € K. Té rikaime Weierstrassova rovnice eliptické krivky mebo rovnice
ve Weierstrassove tvaru.

Lze ukazat, ze diskriminant kubického polynomu na pravé strané rovnice
je roven 4a® 4 27b%. Pozadujeme, aby tento polynom nemél ndsobné kofeny v zad-
ném nadtélese K, tj. 4a® + 27b% #£ 0.

Muzeme uvazovat rovnici tvaru

Y2+ arzy + asy = 2 + asx? + aux + ag, (1.2)

kterou nazyvame zobecnénd Weierstrassova rovnice. Pokud se charakteristika teé-
lesa K nerovna dvéma nebo t¥em, tak lze snadno prevést rovnici do tvaru
rovnice (|1.1]).

Uvazujme na chvili specidlni pripad — krivku definovanou nad Q. Tedy E je
zadand rovnici y? = 23 + o’z + V', kde koeficienty a’,b’' jsou raciondlni éisla. Zba-
vime se jmenovatelil tak, ze vynasobime obé strany rovnice vhodnym prirozenym
¢islem, a dostaneme

cy® = cx® +ax + b,

kde a,b,c jsou cela ¢éisla a ¢ # 0. Vyndsobime obé strany celym &islem ¢®. Tim
dostavame
(*y)? = (x)® + (ac®)(Pz) + b,

a nakonec substituci y; = 3y, 11 = ¢®z dostaneme Weierstrassovu rovnici s ce-
lo¢iselnymi koeficienty, ktera definuje stejnou kiivku. Tedy pro eliptickou krivku
definovanou nad racionalnimi ¢isly mizeme BUNO uvazovat rovnici s celo&isel-
nymi koeficienty:.



Chceme-li uvazovat krivku E v projektivnim prostoru, tak musime homogeni-
zovat rovnici (L.1)). Tim dostaneme y?z = 2® + ax2z? + bz*. Body tvaru (z :y: 1)
na projektivni kiivce odpovidaji bodim (z,y) na afinni kiivce. Abychom objevili
nové body, dosadime z = 0 a dostaneme 0 = 2. Tedy x = 0 a y je libovolné.
Bod (0 : 0 : 0) ale neni soucésti projektivniho prostoru, tedy y # 0. Jenze pro
libovolné nenulové y plati (0:y:0) = (0:1:0). Tedy na kiivce E je jen jeden
bod v nekonecnu.

Nadale budeme krivky uvazovat v afinnim prostoru. Bod v nekonecnu k nim
jen umeéle pridame a budeme s nim zachazet jako se specialnim pripadem. Pokud
je E kiivka definovand nad télesem K rovnici (1.1]), tak pro libovolné téleso L O K
definujeme

E(L)={0}yuU{(xy) € L x L |y*= 2"+ ax + b},
kde O = (0:1:0).

Definice 3. Bud E eliptickd krivka nad K o g € Klz,y|. Zobrazeni E(K) — K
definované vztahem (a,b) — g(a,b) nazyvame regularni funkce na F.

Oznacme f = y* — 23 — ax — b. Pak f je ireducibilni v Klz,y], tedy (f) je
prvoideal a jeho libovolny nasobek definuje konstantné nulovou reguldrni funkci
na E. Pak z Hilbertovy véty o nulach plyne, Ze existuje izomorfismus okruhi

K[z,y]/(f) — {reguldrni funkce na E}

definovany vztahem ¢ — ((a,b) — g(a,b)). Protoze (f) je prvoidedl, tak je
K[z,y]/(f) obor integrity, ktery znac¢ime K[E] a nazyvame ho souradnicovy okruh
E.

Oznac¢ime K (F) podilové téleso souradnicového okruhu a uvazujme jeho prvek
1 = g/h. Predpokladejme, Ze h neni konstantné nulové. Pak je mnozina nul funkce
h, tj. N ={(a,b) € E(K) | h(a,b) = 0}, konetna, a mame zobrazeni

E(K)\N = K
definované vztahem (a,b) — g(a,b)/h(a,b). Takové ¢ nazveme raciondlni funkci

na F, ktera je requldrni na E '\ N.

Definice 4. Bud K perfektni téleso a Ey, By eliptické krivky nad K. Rekneme, Ze
dvojice (fi1,f2) requldrnich zobrazeni na E; je regularni zobrazeni ¢ : E; — FEj,
pokud pro kazZdé rozsireni téles L O K je splnénd podminka

Pe B(L) = (£i(P), f2(P)) € Ex(L).

Definice 5. Bud ¢ : Ei — FEy reqularni zobrazeni eliptickych krivek nad K.
Rekneme, Ze ¢ je konstantni, pokud pro kaZdé rozsiveni téles L O K plati, Ze
obraz ¢(L) je jednobodovy.

1.2 Grupovy zakon

Bud F eliptickd kiivka definovand rovnici (1.1 a budte P, = (z1,y1), P» =
(22,y2) body na FE takové, ze P, # O # P,. Definujeme bod P; = (x3,y3), ktery
znaCime P; = P; + P5 nasledovné:



o Pokud z; # x5, tak

$3=m2—$1—$2, y3:m($1—x3)—y1, kdemzm_yl
To — I
o Pokud zy = 29 a y; # ys, tak P, + P, = O.
. Pokudplngayl#O,tak
32
x5 =m* — 2y, ys = m(r1 — x3) —y1, kdem = x21+a.
n

J PokudP1:Pgayle,takP1+P2:O.
Navic pro kazdy bod P na E definujeme
P+O=P

Na predchozi definici se prirozené muzeme divat i geometricky. Mame-li body
P, a P, na kiivee E, tak uvazujeme primku, kterd témito body prochéazi. Tato
primka protind kiivku E ve tfetim bodu Pj. Tento zobrazime v osové soumeérnosti
podle osy = a dostaneme bod Pj. Ostatni pripady si lze predstavit obdobné.

Kdyz jsou soutradnice bodli P, a P, prvky télesa L a toto téleso obsahuje koe-
ficienty a,b, tak souradnice bodu P; + P, jsou taktéz v L. Tedy FE(L) je uzavienda
na operaci + a plati nasledujici véta.

Véta 1. Bud E eliptickd krivka nad K definovand rovnici (1.1) a bud L O K
rozsirent téles. Pak E(L) s operaci + definovanou vyse tvori komutativni grupu,
jejiz neutralni prvek je O.

Dtikaz predchozi véty vynechame. Spolu s tim jsme vynechali detaily tykajici
se geometrické predstavy scéitani bodi. Oboji 1ze najit v knize Rational points on
elliptic curves (Silverman a Tate, 1992).

Definice 6. Meéjme eliptické krivky E., Es definované nad telesem K a bud ¢ :
E\ — E5 nekonstantni reqularni zobrazeni. Kdyz ho sloZime s vhodnou translact,
dostaneme reguldrni zobrazent, které posle neutrdlni prvek Ey(K) na neutrdlni
prvek Eqo(K). Takové zobrazeni nazgvdme isogenie.

Lze ukazat, ze isogenie je zaroven grupovy homomorfismus. Pokud je to izo-
morfismus, fekneme, ze tyto kfivky jsou izomorfni. Mnozinu vSech isogenii ¢ :
Ey — E5 zna¢ime Hom(E),FEs). Pokud E; = Es, tak skldddnim isogenii dosta-
neme opét isogenii, tedy mizeme znacit End(F) = Hom(E,E).

Pro m € Z definujeme zobrazeni [m] : E — E. Pokud m > 0, tak pro P €
E(Q) polozime [m](P) = P+ --- 4+ P. Pokud m < 0, tak [m|(P) = [-m|(—P). A

- -

n
nakonec [0](P) = O. Tomu zobrazeni budeme fikat ndsobeni. Indukei 1ze ukazat,
ze pro kazdé m # 0 to je isogenie.
Navic budeme pro m € Z znacit

E[m] = {P € BE(K) | mP = O}.

Definice 7. Pokud md téleso K nulovou charakteristiku a zobrazeni [ : Z —
End(E) nent izomorfismus (tj. okruh End(E) je ostre vétsi nez Z), tak rekneme,
ze krivka E md komplexni nasobeni.

Detaily tykajici se zobrazeni kiivek uvadi |Fulton.
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1.3 Prunik kvadrik

Definice 8. Bud K téleso a n € N. Kvadrikou dimenze n rozumime mnozinu
tvaru
{(xO N xn) € ]P)TIL(JFl ’ Q(:E()rxh s ,I’n) = 0}7

kde q je nenulovy homogenni polynom stupné 2 nad K v proménnych
Loy L1yeow,yLp.

Obecné plati, ze prinik dvou kvadrik dimenze 2 je elipticka krivka. Dikaz
véetné detailniho vypoctu s prevedenim do Weierstrassova tvaru uvadi Knaft a kol..
My se zamérime na specialni pripad, ktery vyuzijeme pozdéji, tak jak ho rozpra-
coval Washington| v sekci 2.5.4.

Bud K téleso charakteristiky rizné od dvou a budte a,b,c,d,e, f nenulové prvky
K. Uvazujme rovnice

av? +bv? =e, cu?®+ dw? = f,

které chapeme jako plochy v prostoru se souradnicemi w,v,w. Jejich prinik je
krivka a dokazeme, Ze je-li neprazdny, pak je to elipticka kiivka definovana rovnici
ve Weierstrassove tvaru.

Nez budeme zkoumat prinik, podivame se na prvni rovnici oddélené. Budeme
ji chapat tak, ze dava kiivku C' v roviné uréené prvky w,v. Bud P = (ug,v9) bod
na C' a L primka prochazejici bodem P majici smérnici m, tj.

u=1uy+t, v=1vy+mi.

Chceme najit druhy prisecik L a C. Dosazenim do rovnice pro C' s vyuzitim toho,
ze au? + bvy = e, dostaneme

a(2uot + t?) + b(2vgmt + m*t*) = 0.
Pripad t = 0 odpovida (ug,vp), takze mizeme vytknout ¢ a dostat tak

2aug + 2bvgm
p= 0O
a + bm?

¢imz dostavame souradnice druhého pruseciku

2aug + 2bvgm 2amug + 2bvgm?
a + bm? a + bm?

U = Uy —

Konvenci zavedeme, ze pripad m = oo déva bod (ug, — vp).

Pokud (u,v) je bod na C' se souradnicemi v K, pak smérnice piimky spojujici
body (u,v) a P je rovnéz v K, nebo rovnad nekoneénu. Tedy méame bijekci mezi
hodnotami m véetné nekonecna a body na kiivce C' véetné bodil v nekonecnu.
Tedy jsme krivku C' parametrizovali.

Ted pronikneme C' s plochou cu? + dw + 2 = f. Dosadime do této rovnice
vyraz pro u, ktery jsme dostali z vypoc¢tu vyse, a dostaneme

2aug + 2bvom> 2

dw?® = —( _
v = e{uo a + bm?



coz muzeme prepsat na
d(w(a+bm?))? = (a+bm?)%f — c(bugm?® — 2bvgm — aug) = (b*f — cb®ud)ym* +. . .,

a to potfebujeme prevést na Weierstrassiv tvar.
Meéjme krivku definovanou rovnici

v? = au® + bu® + cu® + du + e,

kde a # 0. Necht existuji p,q € K takové, Ze bod (p,q) lezi na této kiivece. BUNO
muzeme predpokladat p = 0 (jinak zménime soutadnici u na u + p). Nejprve
predpokladejme ¢ = 0. Pokud d = 0, pak ma kiivka singularitu v bodu (0,0),
takze predpokladame, ze d # 0. Pak

v

P =d() el ) o

( 2 TG

u?

coz snadno pievedeme do Weierstrassova tvaru s proménnymi d/u, dv/u?,
Ted uvazujeme ptipad, kdy g # 0. Mame nésledujici vétu.

Véta 2. Bud K téleso charakteristiky rizné od dvou. UvaZujme rovnici

v? = au' + bud + cu® + du + ¢,

kde a,b,c,d € K. Necht

2qv+q)+du  4¢%(v + q) + 2q(du + cu®) — (dPu?/2q)

)
U2

w3
Polozme
ay =d/q, ay=c— (d®/4¢%), as=2qb, as= —4q¢’a, as= asay.
Potom
Y2+ arxy + azy = 2° + axx”® + agx + ae.

Inverzni transformace je

— (2 _
- 2q(x +¢) — (d /2q)’ v=—qt u(ux d)'
y 2q

Diikaz. Uvadi Washington (2008) (Véta 2.17).

Tedy podle predchozi véty mizeme prepsat rovnici
d(w(a +bm?)?* = (b f — cb?ud)m* + ...

do Weierstrassova tvaru. Vypoctem navic lze ukazat, ze tato kiivka je izomorfni
puvodni ktivce F.



1.4 p-adicka cisla

Zvolme libovolné prvocislo p a bud a € Z nenulové. Pak existuje jednoznacné
uréené n € NU {0} takové, Ze p" | a a p"*! { a. Definujeme v,(a) = n a toto
zobrazeni nazyvame p-valuace. Pro nenulové racionélni ¢islo a/b definujeme jeho
p-valuaci vztahem v,(a/b) = v,(a) — v,(b). Nakonec definujeme v,(0) = oo.

Definice 9. Bud K téleso. Rekneme, Ze zobrazeni |- | : K — [0,00) je norma,
pokud pro vsechna x,y € K splniuje:

o |z| =0 prdvé tehdy, kdyZ x =0,

o |oy| = |z[lyl,
o lz+yl <l|z|+]yl

Je-li |-| norma na K a polozime-li d(z,y) = |x —y|, z,y € K, pak je zobrazeni
d metrika na K.
Na mmnoziné racionalnich ¢isel definujeme p-adickou absolutni hodnotu nasle-
dovné:
2 p~@) pokud z € Q\ {0},
e = 0 pokud z = 0.

Pro kazdé prvocislo p plati, ze | - |, je norma, tedy indukuje p-adickou metriku.
Navic plati, ze téleso Q neni plné vzhledem k p-adické metrice. Zuplnéni znacime
Q, a ffkdme mu téleso p-adickych ¢isel. Stejné tak mizeme Q zuplnit vzhledem
k euklidovské metrice a dostaneme téleso redlnych c¢isel, které budeme v tomto
kontextu znacit Q..

Véta 3. (Ostrowski) J?ud| - | metrividlni norma na Q, tj. ezxistuje a € Q takové,
Ze |a] # 0. Oznacme Q ziplnéni Q vzhledem k indukované metrice. Potom plati
bud Q = Qu, nebo ezistuje pravé jedno prvocislo p takové, Ze Q = Q,.

Dikazy tvrzeni a detaily konstrukce lze najit v poznamkach z prednasek Al-
gebraic number theory (Milnel 2020).

1.5 Eliptické krivky nad Q

V této casti budeme uvazovat eliptické krivky definované nad Q a vyslovime
dvé zasadni véty — Lutzové-Nagellovu a Mordellovu-Weilovu — které nam umozni
zkoumat strukturu grupy F(Q).

Ted uz mtizeme vyslovit prvni dilezitou vétu.

Véta 4. (Mordellova-Weilova) Bud E eliptickd krivka definovand nad Q. Pak je

grupa E(Q) konecné generovand.

Predchozi véta je neuvéritelné hluboka a jeji diikaz by zabral moc mista. Proto
uvedeme jen povsSechny plan dikazu. Prvni krok je obsazen v nasledujici véte.

Véta 5. Bud G komutationi grupa takovd, Ze indez |G : 2G| je konecny. Necht
existuje zobrazeni h : G — [0,00) splriujici:



e Pro kazdé M € R je mnozina {P € G | h(P) < M} konecnd.
o Pro kazdé Py € G existuje konstanta kg takovd, Ze pro vsechna P € G plati

h(Py + P) < 2h(P) + Ko.

o Ezistuje konstanta r takovd, Ze pro vsechna P € G plati

h(2P) > 4h(P) — k.

Pak je G konecné generovand.

Dtikaz Mordellovy-Weilovy véty pak spoc¢iva v nalezeni vhodného zobrazeni
h : E(Q) — [0,00) a dokazani pozadovanych vlastnosti. Bud z = a/b € Q, kde
a/b je zlomek v zdkladnim tvaru. Definujeme H(z) = maz{|al,|b|}. Pro P =
(x,y) € E(Q) definujeme H(P) = H(x). Chceme, aby h byla nezdporna funkce
a v jistém smyslu aditivni. Tedy definujeme h(P) = log(H(P)). Pro libovolné
P je H(P) > 1, tedy h(P) > 0. Tato zobrazeni nazyvame vyska a logaritmicka
vyska. Zbytek dukazu lze nalézt v knize Silverman a Tate| (1992).

Soucasti diukazu Mordellovy-Weilovy véty je i ovéreni faktu, ze grupa
E(Q)/2E(Q) je konecnd. Ukazeme to jako disledek Véty 24] kterou uvedeme poz-

déji. Plati to i obecnéji, coz rikd nasledujici véta, tzv. slaba Mordellova-Weilova.

Véta 6. Bud K O Q rozsireni téles konecného stupné a bud E krivka definovand
nad K. Pak pro kaZdé prirozené cislo m > 2 plati, Ze E(K)/mE(K) je konecnd
grupa.

Diikaz. Uvadi Silverman (2009) (Véta VIIL1.1).
[l

Véta 7. (Lutzové-Nagellova) Bud E eliptickd krivka zadand rovnici (1.1)), kde
a,b € Z. Necht P = (x,y) je prvek E(Q) konecného rddu. Pak xy € Z, a je-li
y # 0, pak y* | 4a® + 2702

Z Lutzové-Nagellovy véty okamzité plyne, Ze je torzni podgrupa E(Q) ko-
neéné, nebot pro libovolnou eliptickou kfivku nad Q@ mizeme BUNO uvaZo-
vat jeji Weierstrassovu rovnici s celoc¢iselnymi koeficienty. Totéz plyne rovnéz
z Mordellovy-Weilovy véty, protoze podle ni je torzni podgrupa E(Q) konecné
generovana, a protoze ma prvky jen konecného radu, tak je sama konecna.

Vime, ze E(Q) je koneéné generovana abelovskd grupa. Tedy je izomorfni
grupé 2 @ L/mZ S ZL/nZ @ - - - ® Z/n;Z, kde r,nq, . ..,n; € N. Navic podgrupa
E(Q) izomortni Z/mZ & Z/nsZ & - - - & Z/n;Z je pravé torzni podgrupa E(Q).

Tedy pro libovolnou eliptickou kiivku E definovanou nad Q existuje prirozené
c¢islo r a konecna grupa G takové, ze

E(Q) =7 &G.

Toto r nazyvame rank ktivky E.
Abychom popsali strukturu grupy F(Q), staci nalézt torzni podgrupu a rank.
V pripadé torzni podgrupy hledani neuvéritelné usnadnuje nasledujici véta.
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Véta 8. (Mazur) Bud E eliptickd krivka definovand nad Q. Pak je torzni pod-
grupa E(Q) izomorfni néjaké z ndsledugjicich grup:

Z/nZ, kden € {1,...,10,12},
Z]27. & Z)2nZ, kden € {1,2,3,4}.

Diikaz. Lze nalézt v ¢lanku Mazur (1978).

Priklad. Spoc¢itame torzni podgrupu krivky definované rovnici
Y =1 — 2.

Diskriminant je roven 27 - (—2)? = 108. Pokud y = 0, tak hleddme celociselné
kofeny rovnice 3 = 2. Ta ale Zadné celoc¢iselné (ani racionédlni) kofeny nemaé.
Déle uvazujeme piipad, ze y # 0. Tady hledame celd ¢isla y takova, ze y | 108.
Tedy y € {£1,4+2,£3,46}. Pro tyto hodnoty y hleddme celoc¢iselné koreny z
rovnic

23—y —2=0.

o 2% — 3 = 0 nem4 celoéiselné kofeny,

e 2% — 6 = 0 nem4 celoéiselné kofeny,

e 2% — 11 = 0 nem4 celo&fselné koieny,

o 13 — 38 = 0 také nemd celociselné koieny.

Tim padem je torzni podgrupa této kiivky trividlni, tj. obsahje jen bod O.

Priklad. Spoc¢itame torzni podgrupu krivky definované rovnici
' =2+ 1.

Hodnota diskriminantu je 27. V ptipadé y = 0 dostavame bod (—1,0) jako kan-
diddta na prvek torzni podgrupy. Kdyz y # 0, tak y? | 27, tudiz y € {£1,+3},
a opét hledame celociselné koreny rovnic.

o 23 =0 ma kofen 0, a tedy mdme kandidaty (0, & 1),
o 23— 8 =0 md kofen 2, a tedy dostavame kandidaty (2, + 3).

Ted postupné u vsech kandidat ovérime, jestli maji koneény rad. Diky Ma-
zurove vété vime, ze prvky torzni podgrupy maji rad nejvyse 12. Tedy pokud pro
kazdé n € {1,...,12} plati nP # O, pak P nemd kone¢ny rad.

Z definice okamzité vidime, ze 2(—1,0) = O, tedy tento prvek ma rad 2. Bod
(0,1) ma 1ad 3, nebot (0,1) + (0,1) = (0, —1) a (0, — 1) + (0,1) = O. Pro bod
(0, — 1) skoro stejnym vypoctem zjistime totéz.

Nakonec se podivame na body (2, & 3). Zjistime, Ze ndsobky bodu (2,3) jsou
(0,1),(—1,0),(0,—1),(2,—3), O. Tedy tento prvek ma iad 6. Analogicky zjistime,
ze i bod (2, — 3) je fadu 6.

Torzni podgrupa je v tomto pripadé sestiprvkova. Pohledem na seznam vsech
moznosti v tvrzeni véty |8 zjistime, Ze jedina grupa, ktera pripada v uvahu, je
Z]6Z.
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Priklad. Spoc¢itame torzni podgrupu krivky definované rovnici

Yt =2 — .
V tomto pripadé je diskriminant —4. Pokud y = 0, tak mame tfi potencidlni
prvky: (—1,0),(0,0), (1,0). Kdyz y # 0, tak y € {1, £2}.

o 73 — 2 — 1 =0 nem4 celociselné kofeny,

o 2° — 1 —4 =0 nem4 celo¢iselné kofeny.
Tedy méame celkem tii kandidaty. Okamzité z definice plyne, Ze vsechny tyto
prvky jsou fadu 2. Tim padem se zfejmé jedna o Kleinovu ¢tyrgrupu, tj. Z/27Z @&
7]27.

Priklad. Spocitame torzni podgrupu krivky definované rovnici
y2 = 2® — 24003z + 1296702.

Hodnota diskriminantu je 4-(—24003)34-27-1296702% = —9917964518400. V pri-
padé, ze y = 0, dostavame tii kandidaty: (—177,0), (66,0), (111,0). Ted prozkou-
mdme piipad y # 0. Z Lutzové-Nagellovy véty vime, Ze y? | —9917964518400.
Vsimneme si, ze 3149280% = 9917964518400, tedy y | —3149280. Tim padem pro
vsechny délitele d ¢isla 3149280 hledame celociselné koreny rovnice

2 — 240032 + 1296702 — d*> = 0.

Protoze 3149280 ma 120 délitelu, tak z praktickych divoda uvadime jen ty, kde
hledané teSeni existuje.

o 2% — 24003z + 1296702 — 6482 = 0 m4 celo¢iselny koien 39,
o 23 — 240032 4 1296702 — 9722 = 0 ma4 celo¢iselny kofen 147,
o 23 — 240032 + 1296702 — 1620? = 0 m4 celociselny koien —69,

o 2% — 240032 + 1296702 — 9720% = 0 m4 celoéiselny koien 471.

Pfimo z definice je vidét, ze body (—177,0), (66,0), (111,0) maji fad 2. Tedy
sbivé  oveiit, jak je to s body (39, 4648), (147, £972), (—69, £1620)
a (471, £9720).

Nésobenim bodu (39,648) dostaneme (147,972), (—177,0), (147, — 972), (39, —
648), O, tedy je fddu 6. Pro bod (39, — 648) to spocitdme analogicky.

Vypoctem zjistime, ze (147,972) + (147,972) = (147, — 972), tedy tento prvek
je rddu 3. Analogicky to plati pro bod (147, — 972).

Nisobky bodu (—69,1620) jsou (147, — 972), (66,0), (147,972), (—69, — 1620)
a O. Stejné tak bod (—69, — 1620) je fadu 6.

Body (471,9720) a (471,—9720) jsou rovnéz radu 6. Nasobky prvku (471,9720)
jsou (147,972), (111,0), (147, — 972), (471, — 9720) a O.

Torzni podgrupa ma celkem 12 prvkia. Z véty |8 tedy mame dvé moznosti —
ZJ127 a 7./]27. & 7./ 67Z. Protoze grupa Z /127 obsahuje prvek radu 4, tak je torzni
podgrupa izomorfni Z/27 & Z./6Z.
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2. Profinitni grupy

Definice 10. Bud (I, <) castecné usporadand mnozina, kterd je navic nahoru
usmeérnénd, tj. pro libovolné proky a,b € I existuje ¢ € I takovy, Ze a < ¢ a zdaroven
b < c. Uvazme systém mnozin indexovany pomoci proki I, tedy (G;)ier, a méjme
pro libovolné i,j € I, i < j zobrazeni f; ; : G; — Gj.

Navic poZadujeme, aby platily ndsledujici dvé vliastnosti:

o fii je identické zobrazeni na G;.
e Pro vsechna t < j <k plati f;, = fijo fjr.

Systém (Gy)ier spliujici tyto podminky nazveme inverznim systémem mnozin
nad 1.

Pokud je kazdé G; grupa (okruh, modul, topologicky prostor) a kazdé f; ; je
homomorfismus grup (okruhti, modult, popf. spojité zobrazeni), tak hovorime
o inverznim systému grup (okruhti, moduli, topologickych prostort).

Definice 11. Inverzni limitou systému (G;)ie; rozumime

lglGl = {(1’1‘)1‘61 € HG'L ’ VZ,j el:q <j = fi,j($j> = l’l}

i€l

Je-li (G;)ies inverzni systém grup (okruht, moduli), tak je @Gi podgrupa
(podokruh, podmodul) soucinu [];c; G;.

Definice 12. Bud (G,-,"%e) grupa s topologii na své nosné mnoziné. Na soucinu
G x G budeme uvaZovat soucinovou topologii. Jestlize jsou obé zobrazeni (x,y) —
ry a x — x71 spojitd vzhledem k zadané topologii, Tekneme, Ze G je topologicka
grupa. Tyto dvé podminky mizZeme ekvivalentné nahradit jedinou — poZadujeme
spojitost zobrazeni (z,y) — x~'y.

7 definice je zfejmé, ze libovolna grupa s diskrétni topologii tvori topologickou
grupu. V dalsim textu budeme u vsech grup uvazovat diskrétni topologii, pokud
nebude feceno jinak.

Véta 9. Necht I je mnozZina a pro kazdé i € I bud G; topologickd grupa. Pak
soucin grup [L;e; Gi spolu se soucinovou topologii je rovnéz topologickd grupa.

Diikaz. Oznatme G = [[;c; Gy, [ : GxG — G, f(xy) =27y, fi : Gix Gy — Gy,
fi(z,y) = 2~ 'y. Chceme dokézat spojitost f.
7 predpokladu je pro kazdé i € I zobrazeni f; spojité. Tedy mame pro kazdé
i € I spojité zobrazeni m; o f = f; o (m; X m;), kde m; : G — G; je kanonicka
projekce a m; X m; : G X G — G; X G; je po slozkach kanonicka projekce. Spojitost
f plyne z definice.
m

7, predchoziho je zfejmé, zZe miizeme uvazovat inverzni systém topologickych
grup, kde zobrazeni jsou spojité grupové homomorfismy. Mizeme tedy definovat
nasledujici pojem.
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Definice 13. Rekneme, e topologickd grupa je profinitni (prokonecnd), pokud je
izomorfni inverzni limité konecngch grup s diskrétni topologii.

Véta 10. Bud (G;)ier inverzni systém Hausdorffovych topologickych prostorii.
Pak inverzni limita 1&1 G, je uzavrend podmmnoZina topologického prostoru [[;c; Gi.

Diikaz. Dokézeme, ze doplnék lim G; je oteviend mnozina. Bud x € [[;c; Gy,
T ¢ l&nGh tedy existuji ¢,5 € I, v < j takové, ze f; ;j(x;) # z;. G; je Hausdorffuv
prostor, takze existuji disjunktni oteviené mnoziny U,V tak, ze f;;(x;) € U,
x; € V. Pro kazdé k € I definujeme

U pokud k =1,
T =4 fi; (V) pokud k= j,
G jinak.

Pak plati, ze [I,c; Tk je oteviend mnozina v []c; G, obsahuje = a je disjunktni
S 1&1 G;.
[

Véta 11. KazZdd profinitni grupa je kompaktni.

Diikaz. Konecny topologicky prostor je kompaktni. Souc¢in kompaktnich prostori
je podle Tichonovovy véty téz kompaktni. Tedy podle predchozi véty je inverzni
limita uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru, tudiz je sama kompaktni.

]

Véta 12. Bud G kompaktni topologickd grupa a H jeji podgrupa. Pak je H ote-
vrend praveé tehdy, kdyz je uzavrend a md konecny indez.

Diikaz. Bud H oteviena. Pak kazda rozkladova tiida aH,a € G je také oteviena
a z kompaktnosti GG plyne, ze takovych tiid je koneéné mnoho. Navic jsou vSechny
rozkladové tiidy oteviené, a tedy H je doplnék konec¢ného sjednoceni otevienych
mnozin. Tudiz je H uzaviena.

Naopak, necht H je uzaviena s koneénym indexem. Kazdé rozkladova tiida
aH,a € G je uzaviend; tim padem je doplnék H konecné sjednoceni uzavienych
mnozin, coz je uzaviena mnozina, tedy je H otevrena.

]

Véta 13. Bud X topologicky prostor. Pak NTJE:
1. Komponenty souvislosti X jsou jednobodové mnoziny.

2. Pro kazdé body x,y € X, v # y existuji neprazdné disjunktni otevrené
mnoziny A, B takové, Zex € A, y€e Ba AUB = X.

3. Pro kazdé body x,y € X, v # y existuje obojetnd mnoZina A takovd, Ze
reA yé¢ A
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Dikaz. 1 = 3: Mé&me libovolné body x,y € X, x # y. MnoZina {z,y} je
z predpokladu nesouvisld, tedy obsahuje neprazdnou obojetnou mnozinu. Tim
padem jsou obé mnoziny {z}, {y} obojetné.
3 = 2: Definujeme B jako doplnék A, a ihned dostavame tvrzeni.
2 = 1: Bud K komponenta X a zvolme libovolné body z,y € K, x # y.
7, predpokladu existuji neprazdné disjunktni oteviené mnoziny A, B takové, ze
r€ A yeBaAUB=X.Tim piddem jsou mnoziny AN K, BN K neprazdné
disjunktni a oteviené v K, které splnuji (AN K)U (BN K) = K. To je spor se
souvislosti K, a tedy m& K jen jeden prvek.
O

Definice 14. Bud X topologicky prostor. Rekneme, Ze X je totalné nesouvisly,
pokud splnniuje ekvivalentni podminky z Veéty[13.

Véta 14. KazZda profinitni grupa je totdlné nesouvisld.

Diikaz. Bud G;,i € I projektivni systém koneénych grup s diskrétni topologii
a G = @G, Dokéazeme, ze pro kazdy prvek g € G,g # 1 existuje obojetna
mnozina, kterd obsahuje 1 a neobsahuje g. Jeji doplnék je obojetna mnozina,
ktera obsahuje g a neobsahuje 1. Z definice topologické grupy plyne, ze pro kazdy
prvek g € G je translace p, : G x G — G, py(x) = ¢ - v homeomorfismus.
Obojetnou mnozinu obsahujici 1 posuneme o néjaky prvek h € G a dostaneme
neprazdné disjunktni oteviené mnoziny oddeélujici libovolné prvky g,h € G.

Zvolme g € G, g # 1 a oznacme 7;, 1 € I jako prirozenou projekci I&H G, — G;.
Existuje i € I takové, Ze m;(g) # 1. Tedy 7= *({1}) je oteviend podgrupa G, kterd
neobsahuje g.

Pro profinitni grupu G plati, ze je-li H oteviena podgrupa G, pak je H podle
véty [12| uzaviend, a tedy obojetna. Tim je dikaz dokoncen.

O

Véta 15. Necht G je Hausdorffova, kompaktni a totdlné nesouvisld topologickd
grupa o bud {H;},e; mnoZina wvSech oteviengch normalnich podgrup G.

Pa;k ﬂiEI H’L - {1}

Diikaz. Zvolme libovolné g € G, g # 1. Checeme dokazat, ze existuje oteviena
normalni podgrupa H < G, ktera neobsahuje g. Z totalni nesouvislosti G mame
obojetnou mnozinu U C G, ktera obsahuje 1, ale ne g.

Ve zbytku dikazu budeme pro T' C G a n > 1 znacit

T"={tity.. .ty | t1,...,t, €T}, T ={t""|teT}.

Uvazme V = (G \ U) N U?. Protoze U je kompaktni, tak je U x U kompaktni
v G x G. MnoZina U? je obraz U x U v zobrazeni (z,y) — xy, které je spojité,
tedy U? je té7 kompaktni. U je oteviend, G\ U je uzaviena, tedy kompaktni. Tim
padem je V kompaktni.

Meéjme h € U. V zobrazeni (x,y) — xy se (h,1) zobrazi na h, coz lezi v G\ V.
Protoze V' je kompaktni, tedy i uzaviend, tak je vzor G\ V oteviend podmnozina
G x G obsahujici (h,1), a tedy obsahuje i W) x X}, kde W} je oteviené okoli
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bodu h, a X} je oteviené okoli bodu 1. Polozme W), = Wy NU, X}, = X; NU
a dostdvame W, X, C (G\V)NU? C U.

Systém {W}, | h € U} je oteviené pokryti U, a protoze je U uzaviend, tak
existuji hy, ..., h, € U takové, ze {W},, | i = 1,...,n} je rovnéz oteviené pokryti
U. Polozme X = N, X, aY = X N X1 Pak Y je oteviené okoli 1 spliujici
Y CU,aUY =UL, W, Y C Ui, Wy, Xj, C U. Induktivné plati pro vSechna
i > 1,22 UY" C U, tedy H = J2,Y" je oteviend podgrupa G, a H C U.
Nakonec definujeme H = N,cq gH’ g~ t. Protoze H' je oteviend, tak mé koneény
index. H je prunik kone¢né mnoha otevienych podgrup, a je tudiz sama oteviena,

tedy je to podgrupa s pozadovanymi vlastnostmi.
O

Véta 16. Topologicka grupa je profinitni pravé tehdy, kdyz je Hausdorffova (jako
topologicky prostor), kompaktni a totdlné nesouvisld.

Diikaz. 7 ptredchozich vét vime, ze profinitni grupy maji pozadované vlastnosti.
Naopak bud G topologicka grupa, ktera je Hausdorffova, kompaktni a totdlné
nesouvisla. Definujeme grupu H jako projektivni limitu lim G/N, kde N pro-
bihé pfes oteviené normalni podgrupy G. Podle véty [12] maji oteviené podgrupy
kone¢ny index, tedy H je profinitni. Dokazeme, ze G = H.

Z univerzalni vlastnosti projektivni limity plyne existence prirozeného zobra-
zeni f: G — H. Jak G, tak H jsou kompaktni Hausdorffovy prostory. Uzaviené
podmnoziny G jsou kompaktni a f je zobrazi na kompaktni, a tedy uzaviené
podmnoziny H. Sta¢i dokazat, ze f je spojita bijekce.

V definici H faktorizujeme modulo oteviené podgrupy, tedy sjednoceni jejich
rozkladovych trid je oteviend mnozina, a tudiz jsou vSechny projekce spojité.
Prostota f plyne z Véty [15]

Bud (¢;Gi)ier prvek H, kde G;,i € I jsou oteviené normélni podgrupy G
a g; € G. Pak pro kazdé ¢ € I je G;, a tedy i ¢;G; je neprazdnad uzaviena pod-
mnozina G. Chceme dokézat, ze N;c; ¢:G; je neprazdnd. At pro spor N;c; g:G; = 0.
Pak 7z kompaktnosti G existuj{ indexy iy,...,4, € I takové, ze N}_; g, Gi, = 0.
G;,1 € I je inverzni systém, takze existuje s € I, 7 > iq,....i,, a z definice inverzni
limity plati ¢;G; C Ni_y 9, Gy, = 0. Ale G; je neprézdnd, coz je spor.

O

Bud G topologicka grupa a uvazujme systém
N={N|N<QG,[G: N]<oo,N je otevieni},

ktery je Castené usporadany inkluzi. Navic, jsou-li N1,Ny < G a [G : N, [G :
Ny < oo, pak Ny NNy, S G & [G: NN Ny < oo. Tedy plati, ze (N, C) je
nahoru usmérnénd mnozina.

Pokud je G obecnd grupa bez zadané topologie, tak na G uvazujeme tzv.
profinitni topologii. To je nejmensi topologie splnujici podminku, zZe pro kazdou
normalni podgrupu N konec¢ného indexu je indukovand topologie na G/N dis-
krétni. Baze profinitni topologie je systém rozkladovych trid

{gN|geG,N <G, [G: N] < oo}.
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Tim padem muzeme uvazovat systém N pro libovolnou grupu G.

Puvod ndzvu profinitni topologie v tomto kontextu neni nijak zdhadny (na
rozdil od nazvu eliptickych krivek), ale presto je trochu matouci. Zduraznime
tedy, ze se nejedna o stejnou topologii, jakou maji profinitni grupy.

Prvky {G/N,N € N} jsou konecné grupy s diskrétni topologii a prirozend
volba homomorfismt spliuje predpoklady inverzniho systému.

Definice 15. Inverzni limitu G = @G/N pres viechny podgrupy N € N zna-
cime G a Tikdme j¢ profinitni zuplnéni G.

Ptirozené projekce G — G /N indukuji spojity homomorfismus G — G. Pro-
finitni ziplnéni ma univerzalni vlastnost, coz rika nasledujici véta.

Véta 17. Necht G je libovolnd grupa, H profinitni grupa a f : G — H homo-
morfismus grup. Oznacme ¢ : G — G pfirozeny homomorfismus z predchoziho
odstavce. Pak existuje jednoznacné urceny spojity homomorfismus grup g : G- H
takovy, Ze f = g o ¢.

Véta 18. Obraz G v homomorfismu ¢ je hustd podgrupa G.

Diikaz. M&jme neprazdnou otevienou mnozinu U C G. Cheeme ukézat, Ze exis-
tuje g € G takovy, ze ¢(g) € U. Protoze G C [Tven G/N, tak z definice soucinové
topologie plyne, ze U obsahuje neprazdnou podmozinu tvaru GNIl ~env Un, kde
Ux = G/N pro viechny N € N aZ na koneéné mnoho vyjimek. Tedy muZeme
BUNO piedpokladat, Ze samotnd mnozina U je v tomto tvaru.

Budte Ny, ..., N ty prvky N, pro které plati Uy # G/N. Potom je N' =
Ny NN Ny rovnéz prvek N. Uvazujme prirozené projekce G/N' — G/Nj,
i=1,...,kaoznacme V;,...,V, C G/N' vzory Uy, v téchto projekcich. Polozme
V=vin---NV.

Obraz libovolného prvku z G N [Then Uv v G/H' musi z definice inverzni li-
mity lezet ve V. A protoze je G'N [I,en Un neprézdna, tak je neprazdna i V.
Analogicky zvolme g, jehoz obraz v G/H' lezi ve V. Pak g € U, coz jsme chtéli.

O

Bud G profinitni grupa a H jeji oteviend podgrupa. G je podle véty [L6| kom-
paktni, a tedy ma H podle véty |12 konecny index. PoloZzme N = e g 'Hy.
Pak N C H a navic je N normdlni podgrupa G. G je kompaktni, a tedy je ¢(G)
také kompaktni. Tim padem je ¢(G) uzaviens v G. Tedy, pokud je G profinitni,
tak je ¢(G) uzaviend a husta v G, tedy ¢(G) = G a zobrazeni ¢ : G — G je na.

Je snadno vidét, ze

Ker(@) = (N | N 4G, [G: N] < oo},

tedy ¢ je prosté pravé tehdy, kdyz prinik na pravé strané obsahuje jen neutralni
prvek grupy G. Z vét a plyne, Ze pro profinitni grupu je ¢ prosté. Tim
padem jsme dokazali nasledujici vétu.

Véta 19. Bud G profinitni grupa a G jeji profinitni zuplnéni. Pak je zobrazeni
¢ : G — G izomorfismus.
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Zvolme pevné prvocislo p. Uvazme N jako indexovou mnozinu s béznym uspo-
radanim. Pak (N, <) je nahoru usmérnéna. Pro i € N budeme uvazovat okruh
Z/p'Z. Je-li i < j, pak chceme definovat homomorfismus ¢; ; : Z/p’Z — Z/p'Z.
Pro a € Z definujme ¢; j(a mod p’) = a mod p'. Snadno ovéfime, Ze se jednd o
okruhovy homomorfismus spliujici podminky v definici inverzniho systému. Jeho
inverzni limita je okruh Z, = I&n Z/p'Z, ktery se nazyva okruh celych p-adickych
Cisel.

Relace délitelnosti na N je usporadani. Ziejmé (N, |) je nahoru usmérnénd
mnozina. Pro m,n € N takové, ze m | n, je zobrazeni ¢, : Z/nZ — Z/mZ,
definované predpisem ¢, ,(a mod n) = a mod m, okruhovy homomorfismus.
Opét se jedna o inverzni systém, tentokrat s inverzni limitou 7, = @Z/ n. Lze
ukazat, ze 7 [1, Z,, kde p jde pres vSechna prvocisla.

Bud L D K Galoisovo rozsiteni téles, tj. L je algebraické normalni a separa-
bilni rozsiteni K. Polozme

F={Fteleso | K C F C L,F D K je Galoisovo rozsifeni konetného stupné}.

Pro kazdé F' € F je Gal(F/K) konefnd grupa a muzeme na ni uvazovat diskrétni
topologii. Plati, ze (F, C) je nahoru usmérnénd mnozina, kde horni zavora prvku
F\, F, € Fjetéleso F1 Fy. Méjme Fy C Fy. K-automorfismy z Gal(F»/K) muzeme
zuzit na Fy a tak dostdvame homomorfismus grup Gal(Fy/K) — Gal(F/K).
Rozsiteni tedy tvofi inverzni systém indexovany mnozinou F, a tedy mizeme vzit
inverzni limitu Jim Gal(F/K). Lze dokazat piimo, ze Gal(L/K) = Jim Gal(F/K).
Specialni pifpad této konstrukee je grupa Gal(Q,Q).

Véta 20. (Krull) Bud L D K Galoisovo rozsiteni a oznacme G = Gal(L/K).
Bud [L : K] svaz vsech téles F takovych, ze K C F C L a [G : 1] svaz uza-
vrengych podgrup G. Pro F' € [L : K] definujeme ®(F) = Gal(N/F). Pak ® je
antiizomorfismus svazi [L : K| a [G : 1].

Diikaz. [Ribes| (2013) (Véta 1.8)
O]

Véta 21. (Leptin) Bud G profinitni grupa. Pak existuje Galoisovo rozsirent téles
L D K takové, Ze G = Gal(L/K).

Diikaz. Bud F' libovolné téleso. Polozme T jako disjunktni sjednoceni mnozin
G /U, kde U probihé pres vSechny norméalni oteviené podgrupy G. Definujeme
téleso L jako L = F(T'), tedy téleso vsech lomenych polynomiélnich funkei s koe-
ficienty z F' a proménnymi z T'. Grupa G pusobi na T' nasledujicim zptisobem:
je-lige G ag'U e G/U, pak g(¢’U) = gg’'U, coz indukuje akci G na L. Polozme
K=L%={leL]|g(l)=1Vg e G}, coz je podtéleso L. Dokazeme, 7e L D K
je Galoisovo rozsiteni s Galoisovou grupou G.

Prol € L oznatme G, = {g € G | g(I) = I} < G a oznacme t; € G/U,,
v =1,...,n proménné ve vyjadreni prvku [. Pak N, U; C G|.

G je oteviena podgrupa G, a tedy ma koneény index. Tim padem ma orbita
prvku [ v akei grupy G kone¢né mnoho prvki. Oznacme je {l =1y, ..., }. Uvazme
polynom f(X) = TIT/_, (X —{;). Akce G tento polynom zobrazi sdm na sebe, takze
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f € K[X]. Tedy je [ algebraicky nad K. Navic ma f jen jednoduché koteny, tudiz
je [ separabilni nad K. Rozsiteni K (ly,...,l.) D K je navic normalni. Tudiz je L
sjednoceni normalnich rozsiteni nad K, a tedy je L O K normalni. Dostavame,
ze L O K je Galoisovo rozsiteni.

Ozna¢me H = Gal(L/K). Ztejmé plati G < H. Zbyva dokazat, ze G = H.
Bud U normalni oteviend podgrupa H a LY ty prvky télesa L, které jsou pevné
body vsech zobrazeni z U. Pak LY D K je podle Krullovy véty (Véta ko-
necné Galoisovo rozsifeni, ozna¢me ho LY = K(I1,...,1.), kde l},...,l, € L. Pak

i1Gry CGNU, tedy GNU je oteviend v G. Tim padem je inkluze G — H
spojitd a G je uzaviena podgrupa H. Protoze G a H fixuji stejné prvky, tak
z Véty 20| plyne G = H.

O
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3. Tateova-Safarevicova grupa

3.1 Abstraktni nonsens

Definice 16. Bud M aditivni abelovskd grupa a G libovolnd grupa. Rekneme, Ze
M je G-modul, pokud G pisobi na M, tj. kaZdému g € G prislusi automorfismus
g : M — M, a navic pro vSechna m € M a g1,g2 € G plati (g1g2)(m) =
91(g2(m)). Pokud pro kazdé g € G je akce proku g identické zobrazeni na M, tak
rekneme, Ze akce je trividlnd.

Ptisobeni G na M muzeme také chapat jako zobrazeni G x M — M definované
vztahem (g,m) +— g(m). Mame-li na G a M zadané topologie, tak pozadujeme,
aby toto zobrazeni bylo spojité vzhledem k topologii na M a soucinové topologii
na G x M.

Bud L D K Galoisovo rozsiteni téles a E elipticka krivka definovana nad K.
Ozna¢me G = Gal(L/K). Pak E(L) je G-modul, kde ptisobeni grupou G na L je
definované oc¢ividné.

Definice 17. Budte My, My G-moduly. Pokud je ¢ : My — My homomorfismus
abelovskyjch grup a zachovdva akci grupy G, tj. pro vsechna g € G a my € M,
splnuje ¢(gmy) = gp(my), tak rekneme, Ze ¢ je homomorfismus G-moduli.

Pro grupu G a G-modul M definujeme mnozinu sestavajici z pevnych bodu
MY = {m € M | gm = m pro viechna g € G}.
Pak je z definice snadno vidét, ze M je podmodul M.

Definice 18. Méjme posloupnost G-modulii a jejich homomorfismi

s My O M, O M

Rekneme, Ze posloupnost je exaktni v M, pokud Ker(¢,,1) = Im(e,). Posloup-
nost je exaktni, pokud je exaktni vsude.

Definice 19. Kratkou exaktni posloupnosti rozumime exaktni posloupnost tvaru
0—> M; — My — M; — 0.

A7 na izomorfismus tato situace nastava prave tehdy, kdyz M; C My a M3 =
Mg/Ml.

Definujeme nultou kohomologickou grupu nasledovné: H°(G,M) = M =
{m € M | gm = m pro vSechna g € G}. Pokud G pusobi trividlné, tak
H°(G,M) = M. Ve druhém uvedeném prikladé plati H°(Gal(L/K),E(L)) =
E(K).

Definice 20. M¢jme G-modul M a zobrazeni f : G — M. Rekneme, Ze f je
zktizeny homomorfismus, pokud pro vsechna ¢,, g2 € G plati

f(9192) = f(g91) + 91f(g2)

Definujeme pro libovolné m € M zkriZeny homomorfismus f,, : G — M
predpisem,
fm(g) = gm —m.
Zkrizené homomorfismy v tomto tvaru nazyvame hlavni.
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Mnozinu vsech zkfizenych homomorfismtu f : G — M oznacime Z(G,M), a
pokud je na grupach G a M zadané topologie, tak navic chceme, aby tato zobra-
zeni byla spojita. V kontextu kohomologie nazyvame prvky Z(G,M) téz kocykly.
Zktizené homomorfismy tvori aditivni grupu a v pripadé trivialnitho ptisobeni G
plati Z(G,M) = Hom(G,M).

Mnozinu vSech hlavnich zkiiZzenych homomorfismi oznacime B(G,M) = {f,, |
m € M}. Prvkam B(G,M) se také 1ika kohranice.

Definujeme prvni kohomologickou grupu H'(G,M) = Z(G,M)/B(G,M). Po-
kud G piusobi trividlné, tak pro vSechny g € G a m € M plati gm —m = 0, tedy
B(G,M) = 0 a H'(G,M) = Hom(G,M) je mnozina grupovych homomorfismi
z G do M.

Kohomologické grupy se daji definovat obecné pro kazdé n € N. (Rotman,
2009) Nam budou stacit jen nultd a prvni.

Bud ¢ : M; — M, homomorfismus G—modult. Pak zuzeni ¢| me je zobrazeni
kohomologickych grup H°(G,M;) — H°(G,M,). Vezmeme-li prvek f € Z, pak
¢+ definované predpisem (¢.(f))(g) = ¢(f(g)) je zobrazeni kohomologickych grup
Hl(G,Ml) — Hl(G,MQ).

Véta 22. Krdatkd exaktni posloupnost G—moduli 0 — M, — My — Mz — 0
indukuje dlouhou exaktni posloupnost kohomologickiych grup

0 — HY(G,M;) — H(G M) — HY(G, M) >
2 HY(G,M,) — HNG, M) — HY(G,M;).

Diikaz. Bud ms € M. Existuje my € M, takové, Ze se zobrazi na ms a pro kazdé
g € G splnuje gmo — mg € M. Zobrazeni G — M; dané vztahem g — gmo — mso
je zki{Zzeny homomorfismus a definujeme 6(m3) jako tfidu ekvivalence H'(G,M;)
prislusejici tomuto zobrazeni.

Mame li jiny prvek mj € My, ktery se zobrazi na mg, tak se piislusny zkiizeny
homomorfismus 1isi od pavodniho o hlavni zkiizeny homomorfismus g — g(m} —
mg) — (mf — my), tedy je 6 dobre definované.

Zbytek dikazu je zakladni kohomologie.

[

Véta 23. Bud E eliptickd kfivka a o # 0 endomorfismus na E.Pak o : E(K) —

E(K) je na.

Driikaz. |Washington| (2008) (Véta 2.22)
[

Polozime-li v predchozi vété K = Q a uvazime-li o jako nasobeni ptirozenym
¢islem n, dostaneme kratkou exaktni posloupnost

0 — E[n] - E(Q) = E(Q) — 0. (3.1)
Polozme G = Gal(Q,Q). Z druhé kapitoly vime, Ze je profinitni. Plat{
H°(G.E(Q) = E(@)° = E(Q).
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Na grupé E(Q) budeme uvaZovat diskrétni topologii. PouZijeme vétu 22| na krat-
kou exaktni posloupnost z predchoziho odstavce a dostaneme exaktni posloupnost

0 — E(Q)[n] = E(Q) = E(Q) —» H'(G,E[n]) — H'(G,EQ)) = Hl(G7E(<(@)),)
3.2

ktera indukuje kratkou exaktni posloupnost
0 — E(Q)/nE(Q) — HY(G,E[n]) — HY(G,E(Q))[n] — 0. (3.3)

Tuto posloupnost nazyvame Kummerova.

Totéz plati i v pripadé, ze uvazime E jako kfivku nad p-adickymi ¢isly. Realna
¢isla budeme znacit Q, a pokud néco plati pro realna ¢isla a p-adicka cisla
pro vSechna prvocisla p, fekneme, Ze to plati pro Q, pro vsechna p < oco. Dale
budeme znacit G, = Gal(Q,/Q,). V tomto ptipadé dostdvame kratkou exaktni
posloupnost

0 E(Q,)/nE(Q,) - H(GyEln]) - HNGpE@)n] - 0. (34)

Vnofeni Q < Q, se dé rozsifit na vnofeni Q < Q,. Tedy grupa G, plsobi
na Q a toto pisobeni definuje homomorfismus G, — G. Mdme-li zkiiZzeny ho-

momorfismus G — E(Q), tak slozenim s homomorfismem G, — G dostaneme
zktizeny homomorfismus G, — E(Q,). Tim paddem dostdvame homomorfismus

grup H'(G,E(Q)) — H' (G, E(Qy))-
Definice 21. Pro n € N definujeme Selmerovu n-grupu jako

Su(E/Q) = Ker (Hl(G,E[nD S Hl(Gp,E@p)))

p<oo

a Tateovu-Safarevicovu grupu jako

I1(E/Q) = Ker <H1<G,E<@>> S Hl(Gp,E@))).

p<oo

Je trividlni ovérit, ze kdyz jsou A,B,C' G-moduly (abelovské grupy, okruhy)
aa:A— B, f:B — C homomorfismy, tak je nasledujici posloupnost exaktni
0 — Ker(a) — Ker(B o a) = Ker(f) —
— Coker(a) — Coker(83 o a) < Coker(8) — 0.

Pouzijeme to na zobrazeni H'(G,E[n]) — HY(G, E(Q))[n] a H (G, E(Q))[n] —
[Ty<oo H'(G,,E(Q,))[n] a mame kratkou exaktni posloupnost

0 — E(Q)/nE(Q) — S,(E/Q) — LL(E/Q)[n] — 0. (3.5)

Neni tézké uvérit, ze definice obou grup jsou korektni a ze exaktnost posloup-
nosti je dulezitd, mimo jiné tfeba proto, ze by konecnost grupy S, (E/Q)
implikovala slabou Mordellovu-Weilovu vétu. Pozdéji se presvédcime, ze je Selme-
rova grupa opravdu konecna. Ted by nas ale zajimalo, jak vypadaji jejich prvky,
a to zejména v pifpadé Tateovy-Safarevicovy grupy.

22



3.2 2-sestup

Budeme ftesit zdanlivé nesouvisejici problém. Budte ey, es, e3 po dvou riizna
celd ¢isla a necht E je eliptickd kiivka zadand rovnici 4? = (z—e;)(z—e2)(z —e3).
Chceme hledat raciondlni body (z,y) na kiivce E. Pokud ey, es,e3 € Q, tak lze
zménou souradnic prevést rovnici na tvar, kde jsou eq,es,e3 celd ¢isla, takze tento
pripad uvazovat nebudeme.

Protoze soucin [[>_, (x — ;) je ¢tverec, tak by intuitivné mél kazdy ¢initel byt
,blizko ¢tverci®, coz zapiSeme jako

T — e = au®
x — ey = bv?
2
T —e3 = cw”,
kde a,b,c,u,v,w € Q. Pak y? = abc(uvw)?, tedy abc je ¢tverec. Vhodnou volbou
u,v,w lze docilit toho, zZe a, b, ¢ jsou bezctvercova cela cisla. Odectenim rovnic

(3.6) dostaneme

au® — bv? = ey — e
au® — cw® = es — ;.

Coz jsou dvé kvadriky pfesné v tom tvaru, jaké jsme uvazovali v sekci [I.3] Tedy
jejich prinikem je eliptickd kiivka Cpp., kterd je izomorfni piivodni kiivce E.
Tim padem se ptivodni problém redukuje na hledani racionalnich bod na ktivce
Ca,b,c-

Uvazujme zéapis cisla z jako zlomku v desitkové soustavé. Je-li délka citatele
i jmenovatele seshora omezena hodnotou N € N, tak z rovnic (3.6) plyne, ze
Citatele a jmenovatele ¢isel w,v,w by mély byt omezeny ptiblizné hodnotou N/2.

Protoze hledame mensi feSeni, tak Fermat tuto metodu pojmenoval sestup.
Pouzival ho ve dvou podobéach. Prvni je, Ze z existence feseni néjaké rovnice
vyvodil existenci mensich feseni pribuzné rovnice a tak postupoval dal, dokud
nenalezl dostatecné mald feSeni, aby mohl ru¢né ovérit vsechny moznosti. Druha
podoba je, ze k néjakému feseni nalezl mensi feseni téze rovnice. Z toho by ale
plynulo, Ze existuje nekonecna ostre klesajici posloupnost prirozenych ¢isel, coz je
spor s principem dobrého usporadani. Tedy ptivodni rovnice neméla reseni. Timto
zpusobem dokazal Fermat svoji velkou vétu v pripadé n = 4. V soucasné dobé
se tato metoda pouziva v jiné formé. Hledame isogenie kiivek a mensim bodem
rozumime bod s mensi vyskou h.

Vratme se k ptivodnimu problému. Hleddme trojice (a,b,c) takové, Ze na kiivce
Cap,e lezi alesponi jeden bod s raciondlnimi soufadnicemi. K tomu ndm pomize
nasledujici véta.

Véta 24. Bud E krivka zadand rovnici y* = (x—ey)(x—eq)(z—e3), €1, €2, €3 € Z.
Zobrazeni
¢: E(Q) — (Q°/(Q")*) ® (Q°/(Q")*) & (Q/(Q")?)
zadané jako
(x,y) — (r — e, o — ey, @ —e3) kdyZ y # 0,

(€1,0) — ((e1 —e2)(e1 —e3),e1 — €2, 1 — €3),
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(€2,0) — (e2 — €1, (ea — e1)(e2 — €3), €9 — €3),
(e3,0) = (e3 — e1,e3 — e, (e3 — e1)(e3 — €2)),
oo (1,1,1),
je homomorfismus a plati Ker(¢) = 2E(Q).

Driikaz. (Washington, 2008))(Véta 8.14)
[l

Vsimneme si, ze dvé nenulova racionalni ¢isla x, zo patii do stejné tridy ekvi-
valence v Q*/(Q*)?, pokud je z;/z5 druhd mocnina raciondlniho ¢isla. Z rov-
nice je vidét, Ze ¥ — e; je ekvivalentni a modulo (Q*)2. Tedy pokud je
(z,y) € E(Q) a neni fadu 2, tak zobrazeni ¢ tento bod posle na hledanou trojici
(a, b, ¢). Navic je hledanych trojic jenom koneéné mnoho, coz ¥ika nasledujici véta.

Véta 25. Polozme

S ={p | pje prvocislo ap|(e; — ez)(e; — e3)(ea — e3)}.

Pokud je p prvocislo a plabc, pak p € S.

Diikaz. (Washington, 2008))(Véta 8.13)

Tedy zobrazeni ¢ z Véty [24] indukuje prosty homomorfismus
E(Q)/2E(Q) = (Q*/(Q")*) & (Q*/(Q")*) @ (Q*/(Q")?).

Jsou-li a,b, ¢ bezctvercova celd cisla, tak z Véty [25] plyne, ze pokud (a,b,c) lezi
v obrazu ¢, tak ¢isla a, b, c jsou souciny prvocisel z mnoziny S. Protoze S je
konecnd, tak je modulo (Q*)? jen konecné mnoho takovych éisel a,b, c. Tedy je
obraz ¢ kone¢nd mnozina. Coz dokazuje slabou Mordellovu-Weilovu vétu (Véta
@proK:Qam:Z

Uvazujme mnozinu S, C (Q*/(Q*)?) @ (Q*/(Q*)?) & (Q*/(Q*)?) vsech trojic
(a,b,c) takovych, ze Cyp. obsahuje p-adicky bod pro vSechna p < oo. Trojice
(a, b, c) takové, ze Cy p . mé raciondlni bod, ur¢ité patii do Sy. Tedy opét zobrazeni
¢ z véty [24] indukuje prosty homomorfismus

¢ : E(Q)/2E(Q) — Ss.

Pokud definujeme I1I; = S5/ Im(¢), tak vidime, ze prvky I, odpovidaji takovym
trojicim (a, b, ¢), ze C,p . ma p-adicky bod pro vSechna p < oo, ale nema racionalni
bod.

Je ihned vidét, ze posloupnost

0— E(Q)/2E(Q) —» Sy — Il — 0 (3.9)

je exaktni a silné pfipomind posloupnost (3.5 pro n = 2. To neni ndhoda, a proto
zbytek kapitoly vénujeme vysvétleni, jak souvisi kohomologie s hledanim racio-
nalnich bodi na kiivce. Toho dosdhneme tak, Ze popiSeme prvky H'(G,E(Q)).
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Definice 22. Bud E elipticka krivka nad telesem K. Homogennim prostorem
krivky E rozumime dvojici (C, ), kde C' je hladkd krivka nad K a p: Cx E(K) —
C je raciondlni zobrazeni definované ve vsech bodech, které splnuje

« VpeC u(p,0)=np,
« VpeC VPQ € E(K) u(up, P),Q) = ulp, P+Q),
e VpgeC 3ANPeEK) ulp,P)=q.

Misto u(p, P) budeme psat p + P. Z kontextu bude jasné, jestli + znamend
grupovou operaci na E(K), nebo akci F(K) na C.

Muzeme definovat zobrazeni v : C' x C' — E(K). Jsou-li p,q € E, tak definu-
jeme v(q,p) jako ten jednozna¢né urceny prvek P € E(K) splnujici u(p,P) = q a
budeme ho znacit v(q,p) = q — p.

Lemma 26. Bud C' homogenni prostor krivky E nad K. Pak pro vsechna p,q € C
a P,Q € E(K) plati

cp+O0=p p—p=0,
e pt(g—p)=p, p+P)—p=P,
e (q+Q)—(p+P)=(q—-p)+Q—P.

Diikaz. (Silverman) 2009)(Sekce X.3, Lemma 3.1)
[

Véta 27. Bud E elipticka krivka nad K a C' homogenni prostor krivky E. Zvolme
po € C a definujme zobrazeni 0 : E(K) — C predpisem 6(P) = py + P. Potom
plati

e 0 je izomorfismus,
« VpeC VP e E(K) p+P=00"(p) + P),

e« VpgeC q—p=0""(q) — 07 (p).

Diikaz. (Silverman, 2009)(Sekce X.3, Tvrzeni 3.2)
[

Definice 23. Rekneme, Ze homogenni prostory C a C" krivky E nad K jsou ekvi-
valentni, pokud ezistuje izomorfismus 6 : C'— C" takovy, Ze pro vsechna p € C a
P € E(K) plati 0(p + P) = 0(p) + P. Tridu ekvivalence, kterd obsahuje E, na-
zyvdme trividlni. Pozdeji wvidime, Ze tridy ekvivalentnich homogennich prostori
tvori grupu. Tu nazgvame Weilova-Chéateletova a znacime ji WC(E/K).

Véta 28. Bud C homogenni prostor krivky E nad K. Potom C patri do trividlni
tridy prave tehdy, kdyzZ obsahuje alespon jeden bod se souradnicemi v K.
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Diikaz. (Silverman) 2009)(Sekce X.3, Tvrzeni 3.3)
[l

Véta 29. Bud E eliptickd krivka nad K. Pak ezistuje bijekce WC(E/K) —
HY (Gal(K/K),E(K)) definovand ndsledovné. Bud C' homogenni prostor E a

zvolme py € C'. Prislusné tridy ekvivalence znacime hranatymi zdvorkami a defi-
nujeme [C] — [g — g(po) — po], kde g € Gal(K/K).

Diikaz. (Silverman, [2009)(Sekce X.3, Tvrzeni 3.6)
[

Tedy vidime, ze WC(E/K) je doopravdy grupa. Navic mtuZzeme prepsat defi-
nice obou dvou grup z predchozi ¢asti.

Sn(F/Q) = Ker (Hl(G,E[n]) =1 WC(E/QP)>

p<oo

I(E/Q) = Ker (WC’(E/Q) =l WC’(E/@,,))
p=<o0

Tim pddem je II(E/Q) podgrupa WC(E/Q). Tedy podle véty [28] prvky
I(E/Q) odpovidaji tfiddm ekvivalence homogennich prostoru E, které obsa-
huji p-adicky bod pro kazdé p < oo, a netrividlni prvky navic zaroven neobsahuji
zadny racionalni bod. Takze v jistém smyslu grupa (£ /Q) méfi, jak moc kiivka
FE porusuje Hasseho-Minkowského princip.

Tate a Safarevic se domnivali, ze je III(£/Q) konecné. V plné obecnosti je to
dosud otevieny problém, ale v pristi kapitole uvidime, ze v nékterych specialnich
pripadech byla tato domnénka potvrzena.

Véta 30. Bud E eliptickd krivka nad Q a necht n je libovolné prirozené cislo.
Pak je S,(E/Q) konecnd.

Diikaz.  (Milnel |2006) vénuje dikazu sekci IV.3. V obecnéjsi podobé tuto vétu
uvadi (Silverman, [2009) (Sekce X.4, Véta 4.2(b)).
O

Nésledujici dusledek okamzité plyne z toho, Ze posloupnost (3.5)) je exaktni.

Dusledek. Pro libovolnou eliptickou kiivku E nad Q a libovolné prirozené ¢islo n
jsou grupy E(Q)/nE(Q) a III(E/Q)[n] konecné.

Chtéli bychom nahlédnout, jak spolu souviseji exaktni posloupnosti a
(3.9). Tedy znovu uvazujeme eliptickou ktivku E definovanou rovnici y* = (x —
e1)(z — e2)(x — e3), kde ey, 5, €3 jsou po dvou rizna celd ¢isla. Pak pro libovolna
racionalni ¢isla ag, aq, as, jejichz soucin je ctverec, mame kiivku Cy, 4,4, V pro-
ménnych vy, vy, v3. Ta je definovana jako primik kvadrik a;vf — ajv? =e;—eq, kde
i € {2,3}. Pfedtim jsme tuto kfivku znacili C, ., ale kvili pfehlednosti znaceni
to ted pozménime.
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Zvolme raciondlni ¢islo d, které splituje d* = ajasas (tzn. zvolime znaménko).

Tedy existuje raciondlni zobrazeni ¢ : Cy, 45,4, — E(Q) dané predpisem
U(v1,02,v3) = (a;0] + €5, dvrvavy),

které nezavisi na volbé i € {1,2,3}.

Zobrazeni ¥ neni bijekce. Kdyz dvéma soufadnicim bodu (vy, ve, v3) zménime
znaménko, tak ho ¢ zobrazi na stejny bod E jako ten puvodni. Tedy ,typicky“
bod na E ma ¢tyTi vzory v zobrazeni 1. Stejnou vlastnost ma i nasobeni dvéma,

tedy zobrazeni [2] : E(Q) — E(Q), P — 2P.

To plyne z toho, ze E[2] obsahuje 4 prvky: kromé O jesté reseni rovnice
pro y = 0. ProtoZze E[n| uvaZujeme se soufadnicemi v K a kiivka je z definice
nesingularni, tak jsou kofeny vzdycky tii rtzné.

Bylo by krasné, kdyby existoval izomorfismus ¢ : Cy, 405 — E(Q) takovy,
ze [2] o p = 1. Takové ¢ skutecné existuje. Washington ho konstruuje v dukazu
Véty 8.14 (v nasem ¢islovani jde o Vétu .

Definujeme f1 : Cay az,05 X E(Q) = Cay a,05 Predpisem p(p,P) = ¢~ (p(p)+P).
Lze snadno ovérit, ze u splinuje axiomy v definici . Tim padem je (Cuy 49,05, 1)
homogenni prostor krivky F.

Tedy podle Véty existuje jednoznacné urceny kocyklus z H'(G,E(Q))
pifsluSejici kiivee Cy, a4, Tespektive piimo trojici (ay,az,a3) € (Q*/(Q*)?) &
(Q*/(Q*)?) & (Q*/(Q*)?). Lze ukazat, ze piislusny kocyklus mé obraz v E[2],
tedy je to prvek H'(G, E[2]).

Ztotozmili jsme prvky (Q*/(Q*)?) @ (Q*/(Q*)?) & (Q*/(Q*)?) splitujici, Ze sou-
¢in souradnic je ¢tverec s prvky H'(G, E[2]). Odtud uz ihned plyne, Ze existuje
bijekce mezi prvky Ss tak, jak jsme ji definovali v této sekci, tj.

Sy = {(a1, a2, a3) | Cy; 45,05 ma p-adicky bod pro vsechna p < oo},

a prvky Selmerovy 2-grupy. Tedy tyto grupy jsou izomorfni. Z exaktnosti po-
sloupnosti (3.5)) a (3.9) plyne, ze jsou izomorfni i Il = Sy/ Im(¢) s ILI(E/Q)[2].
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4. Birchova-Swinnerton-Dyerova
domnénka

V této kapitole se vratime k problému, ktery jsme zminili v sekci — hle-
dani ranku eliptické krivky. Dosud neexistuje zadny obecny algoritmus na ur-
¢eni ranku, ale jsou heuristiky, které usnadnuji ho spocitat v konkrétnich pripa-
dech. Milne uvadi obecny algoritmus, ktery ale predpoklada konecnost Tateovy-
Safarevicovy grupy.

Zvolime-li nazdarbtih néjakou eliptickou ktivku, tak bude jeji rank dost maly.
Bhargava a Shankar| dokazali, ze primérny rank vsech eliptickych krivek defi-
novanych nad Q je nanejvys 3/2. Tento vysledek byl od té doby jesté zpresnén.
V soucasné dobé je velice oblibend domnénka, zZe primérny rank je presné roven
1/2. Presto se spousta experti domnivé, Ze rank neni nijak shora omezen, a ma-
tematici se vénuji hledani kiivek s co nejvétsim rankem. Soucasny drzitel rekordu
je Noam [Elkies| jenz nasel kiivku definovanou rovnici

v +aoy+y=a’—2°
— 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x
+ 344816117950305564670329856903907203748559443593191803612
66008296291939448732243429,

pro kterou plati » > 28. Tuto rovnici lze prevést do Weierstrassova tvaru jen za
cenu zvetseni hodnot koeficienti.

Je-li p prvocislo, tak je Z/pZ téleso, které budeme znacit F,. Navic budeme
v této kapitole znacit #G pocet prvku koneéné grupy (nebo koneéné mnoziny)

G.

Definice 24. Bud E eliptickd krivka definovand nad Q, tj. E je definovand rov-
nici

y* = 2° + axr + b,
kde a,b jsou BUNO celd ¢isla, a bud p prvocislo. Uvazujeme krivku E' definovanou

nad I, rovnici
Y =2 +cx +d, (4.1)

kde c =a mod p ad =0 mod p. Krivku E' nazjvime redukci krivky E modulo
p. V pripadé, Ze E' je nesinguldrni eliptickd krivka nad F,, tj. 4¢* 4+ 27d*> # 0
(mod p), tak Tekneme, Ze redukce E modulo p je dobra.

ProtoZe v definici eliptické kiivky chceme, aby 4a® + 27b% bylo nenulové, tak
je hned vidét, Ze pokud p # 2,3 a zdroveri p  4a® + 2702, tak je redukce E modulo
p dobra. Tedy se F redukuje dobre pro vSechna prvocisla, az na konecné mnoho
vyjimek. Chtéli bychom koeficienty a/,b’ € Z takové, Ze rovnice y* = 2> + a'z + b’
definuje kiivku izomorfni ptivodni kfivce, a navic je pocet prvocisel p takovych,
ze p | 4a” 4 270"* minimdlni. Lze ukézat, Ze takové koeficienty existuji, a v tom
piipadé nazyvame y? = x® + a’z + b minimding rovnici krivky E.

Definice 25. Bud E eliptickd krivka definovand nad Q rovnici (1.1) a bud p
prvocislo takové, Ze redukce E' krivky E modulo p neni dobra. Tedy rovnice (4.1
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ma ndsobny koren modulo p. Pokud ma koren nasobnosti 3, rekneme, Ze redukce
je aditivni. Pokud ma koren nasobnosti 2, tak redukci nazveme multiplikativni.
V' pripadé multiplikativni redukce navic rozlisujeme mezi dvéema pripady.

Pokud jsou smérnice tecen v singuldrnich bodech prvky F,, tak rekneme, Ze je
redukce E modulo p stépici multiplikativni. V opacném pripadé je redukce nesté-
pici multiplikativni.

Je-li F eliptickd krivka nad QQ a p je prvocislo takové, ze se F modulo p redu-
kuje dobre, tak polozme N, = #E'(F,), kde E’ je redukce E modulo p. Protoze se
E redukuje dobre v nekonec¢né mnnoha ptipadech, tak mizeme zkoumat limitni
chovéni posloupnosti N,. V padeséitych letech napadlo Bryana Birche a Petera
Swinnerton-Dyera, ze by rust této posloupnosti mohl souviset s rankem krivky FE.
Protoze méli pristup k jednomu z méla tehdejsich pocitaci, tak experimentdlné
dosli k néasledujici domnénce.

Domnénka 31. Pro kazZdou eliptickou krivku E nad Q existuje konstanta C
takovd, Ze
. Ilp<p %
lim ———— =C,
P—o (log P)"
kde r je rank krivky E.

Birch a Swinnerton-Dyer timto postupem ve vétsiné pripadi dokazali urcit
rank, ale protoze [[,<p N,/p s rostoucim p osciluje, tak nedokazali dost presné
spocitat C. Tedy chtéli tuto domnénku formulovat jinak. (Milne, [2006))(str. 161)

Bud FE elipticka krivka nad Q a p prvocislo takové, ze redukce £ modulo p je
dobra. Definujeme koeficienty a, vztahem N, = p + 1 — a,. Pokud je redukce £
modulo p Spatna, tak definujeme

0 je-li redukce E modulo p aditivni,
ap, =<1 je-li redukce F modulo p Stépici multiplikativni,

—1  je-li redukce E modulo p nestépici multiplikativni.

Definice 26. Bud E eliptickd krivka nad Q a koeficienty a, jako vyse. Definujeme
L-funkci krivky E vztahem

1 1
LE'(S) (gpal;ldp 1— app—s) <dol;=!ip 1 — app—s —+ p1—23>-

Hasseho véta fikd, ze |a,| < 2,/p. (Washington, 2008)(Véta 4.2) Tim padem
L-funkce konverguje pro R(s) > 3/2. Plati, ze tuto funkci lze analyticky rozsitit
na celou komplexni rovinu. Dikaz uvadi Washington| ve ¢trnacté kapitole jako
diisledek tzv. Tanijamovy-Simurovy domnénky. Tady ji nebudeme vysvétlovat,
jen uvedeme, ze ji pro ktivky, které pro zadné prvocislo p nemaji aditivni redukci,
tzv. semistabilni, dokazal ve svém slavném ¢lanku Andrew [Wiles. V tplnosti tuto
domnénku dokézali [Breuil a kol.

Budeme ignorovat konecné mnoho Spatnych prvocisel a fakt, ze nekonecny
soucin definujici Lr v bodé s = 1 nekonverguje. Dosadime s = 1 do definice
L-funkce a formalnimi tipravami dostaneme

1 B r P 172
1;[1—‘?+;_1;IP‘Z’H 1;[p—ap—irl l;INp
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Hodné neformalné se da tict, ze kdyz ma krivka vétsi rank, tak ma vic bodu
modulo p pro vic prvocisel p. Birch a Swinnerton-Dyer to na zakladé experimen-
talnich vypoctt formulovali presné jako nasledujici domnénku.

Domnénka 32. (Slabd Birchova-Swinnerton-Dyerova) Bud E eliptickd krivka
nad Q a bud'r jeji rank. Pak Lg(s) md v bodé s = 1 nulu 7ddu r, tj. existuje funkce
g, kterd je holomorfni a nenulovd na néjakém okoli bodu 1 a spliuje Lg(s) =

(s = 1)"g(s)-

Birch a Swinnerton-Dyer se snazili svoji domnénku zpresnit, aby slo néco rict
nejen o hodnoté r, ale i o volné bazi podgrupy E(Q) izomorfni Z".

Definice 27. Bud E eliptickd krivka nad Q a bud P € E(Q). Definujeme zobra-
zeni h : E(Q) — [0,00) vztahem

2np
lim h( )

~ 1
WP) = =
() 2TL—)OO 4n Y

kde h je logaritmickd vyska z diskuze po vete @ Zobrazeni h nazyvdme kanonicka
vyska.

Dtikaz existence limity z prechozi definice a analogie véty [5| pro zobrazeni h
je obsahem véty 8.18 v knize Washington, (2008)).

Definice 28. Bud E eliptickd krivka nad Q a bud h kanonickd vyska. Pro body
P.Q € E(Q) definujeme parovani podle vysky vztahem

(P,Q) = h(P + Q) — h(P) — Q).

Véta 33. Pdrovdani podle vysky (-,) je bilinedrni. Jsou-li navic Py, ..., P, € E(Q)
takové, Ze det((P;,P})i j=1...r) # 0, pak jsou body Py, ..., P, linedrné nezdvislé, tj.
splnuji nasledujici podminku: Pro libovolnd celd cisla aq, ... ,a, takovd, Ze a1 P, +
coo4a.P.=QO, plati a; = 0 pro vSechna 1 =1,...,r.

Diikaz. (Washington, [2008])(Véta 8.25)
[

Bud F kiivka nad Q, p prvocislo a oznacme E’ redukci F modulo p. Definu-
jeme zobrazeni E(Q) — E'(F,). Chceme bodu P = (z,y) € E(Q) prifadit bod
P = (') € E'(F,). Pokud z,y € Z, tak definujeme 2’ = 2 mod p, v/ =y
mod p. Je-li x =a/be Qaptb, tak i’ méa v F, inverzni prvek. Tedy definujeme
2’ = a'b/"1. Pro y to definujeme analogicky. Pokud p déli jmenovatele z nebo
y, tak lze ukézat, ze déli oba jmenovatele, a v tom priipadé definujeme P’ jako
bod v nekonecénu na kiivce E’. Pokud je redukce F modulo p dobra, tak plati, Ze
zobrazeni E(Q) — E'(Q,) je grupovy homomorfismus. Dale polozme

Ey(Q,) = {P € E(Q,) | P’ je nesinguldrni}.
Je ihned vidét, ze Ey(Q,) je podgrupa E(Q,), protoze O je nesingularni, stejné

jako soucet dvou nesingularnich bodu. Navic je faktorgrupa E(Q,)/Ey(Q,) ko-
necnd (Milne, [2006) (Veta 4.1(a)). Oznacme ¢, = #(E(Q,)/Eo(Q,)).
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Véta 34. Bud E eliptickd krivka definovand nad C. Pak existuji wy,w, € C
takové, zZe L = Zwi ® Zwy je mriz v C a existuje izomorfismus grup C/L = E(C).

Diikaz. (Washington, 2008))(Véta 9.21)
[

Je-li E definovan nad Q, mtzeme BUNO piedpokladat, Ze ws € R. Pokud
E[2] C E(R), polozme € = 2w,, a 2 = w, jinak.

Domnénka 35. (Birchova-Swinnerton-Dyerova) Bud E eliptickd krivka nad Q.
Necht E md rank r. Potom existuji linedrné nezdvislé body Py, ..., P, € E(Q).
V pripadé, Ze r = 0, klademe det((P;,P;)) = 1. Oznac¢me Er torzni podgrupu
E(Q). Predpokldidejme navic, Ze II(E/Q) je konecnd. Potom plati

i LE(5) QT ) #111(E/Q) det((, )
-1 (#Erp

V pripadé, ze rank krivky E je nulovy, predchozi domnénka predpovida, ze
rozvoj funkce Lg(s) na okoli bodu 1 je

Q(I1, ¢) #UL(E/Q)
LE(S) = (#ET>2

Pokud r = 1 a P generuje E(Q)/FEr, tak vypada rozvoj nasledovné:

+ ¢leny vyssich rad.

Q(I1, ¢)#1I(E/Q)h(P)
(#Er)?

Jednim z dusledku této domnénky je i to, ze Lg(1) = 0 prave tehdy, kdyz E(Q)
je nekonecna. Toto tvrzeni rovnéz neni dokazané, ackoliv bylo dosazeno pokroku.
Coates a Wiles| dokézali, ze kdyz E(Q) mé komplexni nasobeni a Lg(1) # 0, tak
je E(Q) konecna.

V roce 2000 uverejnil Claytv matematicky institut sedm problémau tisicileti a
na vyteseni kazdého vypsal odménu jeden milion dolart. Na tento seznam zaradili
i Birchovu-Swinnerton-Dyerovu (BSD) domnénku.

Birch a Swinnerton-Dyer svoji domnénku numericky ovérili v mnoha konkrét-
nich pripadech. K dspésnému vyteseni je ale potieba dokazat konec¢nost II1. Lze
to pouzit i naopak: predpokladat platnost BSD domnénky a z toho spocitat pocet
prvkua II1.

I pres desitky let trvajici snahu a vypsanou odménu se podarilo vytesit jen
nekolik specidlnich pripadi, ve kterych byla zaroven vyresena i konec¢nost I11.

Gross a Zagier| dokdzali, Ze pokud mé Lg(s) v bodé s = 1 nulu fadu 1, tj.
Lg(1) =0 a zaroven L';(1) # 0, pak je rank E alespon 1.

Kolyvagin| rozvinul teorii kiivek nad racionalnimi ¢isly a z vysledkt v tomto
¢lanku a ¢lanku (Gross a Zagier| (1986) vyplyva, Ze je-li kiivka E definovand nad
Q, tak Lg(1) #0 = r=0anaopak Lg(l) =0 & L5(1) #0 = r=1.

Jak Kolyvagin, tak Gross se Zagierem tato tvrzeni dokazali za predpokladu, ze
kiivka FE splituje Tanijamovu-Simurovu domnénku. Tim padem z difve zminéného
¢lanku (Breuil a kol., |2001) plyne, Ze tyto vysledky plati pro vSechny eliptické
krivky nad Q.

Le(s)=(s—1) + cleny vyssich radu.
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Tedy pokud pro eliptickou krivku FE, jejiz rank je bud 0 nebo 1, existuje
nenulova konstanta £k splnujici

lim LE(S)

I ) =

tak BSD domnénka plati. Bohuzel ale nejsou znamé zadné vysledky pro krivky
ranku vétsitho nez 1.

V 1vodu jsme zminili kongruentni ¢isla. Jeden z mnoha disledki BSD do-
mnénky je feSeni problému kongruentnich ¢isel. Ten spociva v rozhodnuti, je-li
zadané ¢islo kongruentni.

Pripomenme, ze prirozené ¢islo n je kongruentni, pokud existuje raciondlni
¢islo r takové, ze 12 —n, 72, 2 +n jsou nenulové druhé mocniny racionalnich &isel.
Lze ukazat, ze n je kongruentni pravé tehdy, kdyz existuje pravouhly trojihelnik
s raciondlnimi délkami stran takovy, Ze jeho obsah je roven n. Zaroven jsme v
uvodu uvedli, Ze s timto problémem souvisi elipticka ktivka zadana rovnici

y* = z(r —n)(z +n) = 2° — n’r.

Pripomenme, ze prirozené ¢islo n je kongruentni, pokud existuje racionalni
¢islo r takové, ze 12 — n, 72, r? + n jsou nenulové druhé mocniny raciondlnich
¢isel. Lze ukazat, ze n je kongruentni ¢islo pravé tehdy, kdyz existuje pravouhly
trojuhelnik s racionalnimi délkami stran takovy, ze jeho obsah je roven n. Zaroven
jsme v ivodu uvedli, ze s timto problémem souvisi eliptickd kiivka zadana rovnici

y* =x(r —n)(z+n) =2° —n’e

Fibonacci dokézal, Ze 5 je kongruentni &slo. Uplné problém vyftesil az Jerrold

B. Tunnell v roce 1983, kdy dokéazal (v trochu jiné podobé) nésledujici vétu.

Véta 36. (Tunnell) Bud n bezctvercové prirozené cislo a polozme

f(n) =#{(r,y,2) € A | n = 2 4 2% + 822},
g(n) = #{(zy,2) € Z° | n = 2° + 2y° + 3227},
j(n) = #{(z,y,2) € Z° | n/2 = 2* + 2° 4+ 82%},
k(n) = #{(z,y.2) € Z° | n/2 = 2* + 2y* + 82°}.
Je-li n kongruentni a liché, pak f(n) = 2g(n). Je-li n kongruentni a sudé, pak

j(n) = 2k(n). Navic, pokud pro krivku definovanou rovnici y* = x* — nz plati
domneénka |39 (slaba BSD), tak plati i opacnd implikace.
Diikaz. (Tunnell, |1983))

O

Krasa Tunnellovy véty spociva v tom, ze 1ze snadno oveérit f(n) # 2g(n), popr.
j(n) # 2k(n), a tim paddem rozhodnout, Ze n neni kongruentni.

Pokud méme pravouhly trojihelnik s raciondlnimi délkami stran a, b, ¢ a
obsahem n, tak ho zobrazime na raciondlni bod (x,y) na kfivce definované rovnici

y? = 23 — n?z nasledujicim piedpisem

nb  2n?

b
(a, ’C)H(C—a’c—a

),
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a opacné definujeme

2 —n? 2nx 2%+ n?

(@y) — (— — =)

Lze ukézat, Ze tato zobrazeni jsou vzajemné inverzni bijekce, a tedy n je racionalni
¢islo prave tehdy, kdyz ma dana krivka netrividlni racionalni body.
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Z.aver

V préci jsme definovali zakladni pojmy a uvedli jsme nékteré vlastnosti elip-
tickych krivek. Nejvyznamnéjsi je ta, ze body na krivce tvori grupu. Mordellova-
Weilova véta (Véta [4)) tikd, Ze v piipadé kiivek nad raciondlnimi ¢isly je tato
grupa konecné generovand, tedy se rozklada na direktni soucin konecéné grupy a
Z". Tuto koneénou grupu je snadné popsat (zejména diky Vété , a tim padem
se problém hledéni raciondlnich bodi na kfivce redukuje na nalezeni hodnoty r,
tzv. ranku.

Definovali jsme Tateovu-Safarevicovu grupu a vysvétlili jsme, ze jeji prvky
odpovidaji tfidam ekvivalence homogennich prostorii prislusné krivky, které maji
p-adicky bod pro vSechna p. Trivialni prvek III navic odpovida jediné tridé, ktera
zaroven obsahuje racionalni bod.

Hasseho-Minkowského véta tika, ze polynomialni rovnice stupné 2 ma racio-
nalni feseni pravé tehdy, kdyz ma redlné a p-adické TeSeni pro kazdé p. Eliptické
krivky jsou definované rovnicemi stupné 3, tedy tuto vlastnost, tzv. Hasseho-
Minkowského princip (téz Hasseho nebo lokélné globélni princip), vitbec spliiovat
nemuseji. Tateova-Safarevi¢ova grupa méif, jak moc dand kiivka tento princip
porusuje.

Nakonec jsme uvedli pojmy potiebné k formulaci Birchovy-Swinnterton-
Dyerovy domnénky (Domnénka . Ta tik4, jak ¥ad Tateovy-Safarevi¢ovy grupy
souvisi s rankem kiivky.

Dtisledek netrivialnosti studované latky je, Ze jsme v pribéhu narazili na
mnoho otevienych problémi. Vzhledem k tématu prace je nejvyznamnéjsi ko-
necnost III. Kladné vyfteseni tohoto problému by dokézalo platnost algoritmu
pro vypocet ranku a zaroven by znamenalo vyznamny krok k vyteseni Birchovy-
Swinnerton-Dyerovy domnénky.

Dalsi otevieny problém v této oblasti je uspokojivy popis grupy Gal(Q/Q).
O té vime, Ze je nespocetna a profinitni, ale jediné dva prvky, které umime popsat,
jsou identita a komplexni sdruzeni.
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