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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace se zabyva zavedenim skalarniho sou¢inu a determinantu, které jsou
dalezitymi nastroji analytické geometrie. Naplni prace je paralelné vést vyklad téchto dvou
klicovych konceptl pokrocilejsi algebry — skalarniho sou¢inu a determinantu — primarné
z hlediska geometrického, nikoliv algebraického. Cilem prace je ukézat, jak se daji ob¢
zobrazeni odvodit jen na zékladé¢ feSeni geometrickych probléml v dvourozmérném
prostoru a nasledné jak je pfenést do prostoru trojrozmérného. Prvni ¢ast prace je vénovana
hledani odchylek dvou vektort v roviné a pocitani obsahu trojuhelniku. Oba typy tloh jsou
feSeny nékolika zpisoby a na jejich zaklad¢ se pak odvodi skalarni soucin a determinant.
Druha cast prace je pak veénovéana trojrozmérného prostoru, zejména pak odchylkdm
vektord, pfimek a rovin a objemu Ctyfsténu a rovnobéznosténu. To je pak doplnéno
o zavedeni nékterych pojmii  linearni algebry, zkoumani algebraickych vlastnosti
skalarniho soucinu i determinantu a zobecnéni pojmi do n-rozmérného prostoru. Posledni
¢ast prace je vé€novana analyze vybranych cCeskych stfedoskolskych ucebnic matematiky
z hlediska vyskytu a pojeti vykladu skalarniho souc¢inu a determinantu. VSechny ulohy jsou
doplnény obrazky vytvofenymi v programu GeoGebra. Prace je primarné urcena
pro stiedoSkolské uclitele 1 Zaky a studenty ucitelstvi matematiky, pfipadné kohokoliv

dal$iho se zajmem o analytickou geometrii.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the introduction of scalar product and determinant,

which are important tools of analytic geometry. The purpose of the thesis is to provide

a parallel interpretation of these two key concepts of advanced algebra - the dot product
and the determinant - primarily from a geometric, not an algebraic, point of view. The aim
of the thesis is to show how both representations can be derived just by solving geometric
problems in two-dimensional space and then how to transfer them to three-dimensional
space. The first part of the work is devoted to finding the angle between two vectors in

the plane and to calculating the area of a triangle. Both of problems are solved in several
ways and then the scalar product and determinant are derived. The second part of the work
is devoted to three-dimensional space, in particular the angle between two vectors, lines
and planes and the volume of a tetrahedron and parallelogram. This is then supplemented
by the introduction of some notions of linear algebra, an investigation of the algebraic
properties of the dot product and determinant, and a generalization of the notions to

the n-dimensional space. The last part of the thesis is devoted to the analysis of selected
czech high school mathematics textbooks in terms of the occurrence and interpretation

of the dot product and determinant. All problems are accompanied by pictures created

in GeoGebra. The work is primarily intended for secondary school teachers and students,

students of teaching mathematics or anyone else interested in analytical geometry.
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Uvod

Se skalarnim soucinem jsme se pravdépodobné vsSichni setkali jiz na stfedni Skole.
VétSinou nam bylo feceno, jak se skalarni soucin definuje, pro¢ se jmenuje skaldrni
a ze slouzi k vypoctu odchylky dvou vektorti. Pojem determinantu se na druhou stranu
vetSinou na stfedni Skole nezavadi, ackoliv ve vysokoskolské matice, zejména v linedrni
algebfe, je to pojem zasadni. Protoze v matematice bychom m¢li nastroje objevovat,
nikoliv je pouze bez jakékoliv motivace definovat a nasledné o nich suse vyslovovat

tvrzeni, budeme v celé praci postupovat timto zptisobem.

Hlavnim cilem této prace je ukézat, jak se da skaldrni soucin a determinant odvodit jiz
na stfedni Skole pouze na zékladé feSeni néjakého geometrického problému. Néplni prace
je paralelné vést vyklad téchto dvou klicovych koncepti pokrocilejsi algebry — skalarniho

soucinu a determinantu — primarn¢ z hlediska geometrického, nikoliv algebraického.

Dalsim cilem préce je pak propojit dvé odvétvi matematiky, linearni algebru a analytickou
geometrii, a ukdzat zdkiim nebo studentim, ze pojmy z algebry, které si ¢asto neumime
konkrétn¢ predstavit, mizeme odvodit nastroji geometrickymi. Cilem je pak také ukazat,
jak se skalarni sou¢in a determinant daji pfenést do prostoru a vést paralelni vyklad téchto

dvou konceptl

Prace je urcena primarné pro studenty ucitelstvi matematiky, ale také pro zaky stfednich
Skol, ktefi se o téma zajimaji. Bakalafska prace by také mohla slouzit jako pomocny

material pro sttedoSkolskeé ucitele.

V prvni kapitole pfipomeneme nékteré zasadni pojmy stfedoSkolské analytické geometrie,
které budeme déle pouzivat. Budeme vyuzivat pfevazné stredoSkolskych definic.

v

Ve druhé kapitole se zaméfime na analytickou geometrii v roving€. Nejdiive se budeme
vénovat hledani odchylky dvou vektorti v roving, pfi¢emz se problém budeme snazit
vyftesit vice zpusoby. Pied obecnym feSenim vzdy vyfeSime konkrétni ptiklad, coz ndm
usnadni nasledné obecné odvozeni. Poté budeme definovat skalarni soucin a prozkouméame
jeho algebraické vlastnosti. V druhé casti kapitoly se budeme zabyvat obsahem

trojihelniku vymezeného dvéma vektory, kde odvodime obecny nastroj k jeho pocitani.



Takovym nastrojem bude determinant, ktery opét odvodime n€kolika zptisoby a nasledné

prozkouméme jeho algebraické vlastnosti.

Tieti kapitola bude vénovéana trojrozmérnému prostoru. Zabyvat se budeme pieneseni
skalarnitho sou€inu a determinantu do prostoru a jejich uplatnéni pro feSeni
stereometrickych uloh, tedy hledani odchylek ptimek ¢i rovin a vypocet objemu Ctyisténu,

respektive rovnobéznosténu.

Posledni kapitola je vénovana analyze vybranych cCeskych stiedoskolskych ucebnic
matematiky z hlediska vyskytu a pojeti vykladu skaldrniho soucinu a determinantu.
V posledni kapitole se podivame do nékolika vybranych sttedoskolskych ucebnic, z nichz
jedna je internetovd. Zde nas bude zejména zajimat, jakym zplsobem autofi pfistupuji
k tématu skalarniho soucinu, zda jeho zavedeni né&jak motivuji, jakym zplsobem ho

definuji, atp.

Ke zvolenému tématu je k nalezeni mnoho praci, ucebnic i skript, znichz nckteré
vyuzijeme zejména pro definovani pojmi. Vzhledem k povaze prace budeme ale prevazné
postupovat a odvozovat samostatné. Prace bude doplnéna obrazky vytvofenymi

v programu GeoGebra.



1 Zakladni pojmy stiedoSkolské analytické geometrie

Protoze se v celé praci budeme zabyvat vektory a jejich vyuzitim, pfipomeneme si nékteré
zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat. Pojmy budeme definovat stfedoskolskym

zpiisobem.

Vznik a vyvoj vektort v historii matematiky se uskutecnil ve tiech zakladnich, vzajemné
na sebe navazujicich pfistupech k jejich pojeti: geometrickém pojeti (zalozeném
na operacich s orientovanymi useCkami), fyzikdlnim pojeti (zalozeném na operacich
s vektorovymi fyzikalnimi veli¢inami) a algebraickém pojeti (abstraktnim pojeti vektort
jako prvka axiomaticky vytvofen¢ho vektorového prostoru v linedrni algebfe).

(Polék, 2014, s. 333)

V této praci budeme pracovat zejména s pojetim geometrickym, budeme ale i zkoumat
algebraické vlastnosti odvozenych analytickych nastroji. Vektor zavedeme geometricky

pomoci orientované usecky.

Definice 1: orientovana tisecka
Orientovana usecka je Usecka, u niZ je urceno, ktery jeji krajni bod je tzv. pocatecni bod;
druhy krajni bod je jejim koncovym bodem. Orientovanou usecku s pocatecnim bodem A

a koncovym bodem B zna¢ime AB. (Pomykalova, 1993, s. 138)

Jako nulovou orientovanou usecku oznacime uUsecku, jejiz pocateéni a koncovy bod

splyvaji. Velikost orientované usecky AB je stejna jako velikost isecky AB.

B

Obr. 1: Orientovana usecka

Poznamka: Orientovana usecka se nekdy zna¢i AB, my ji ale budeme v celé praci znacit

AB.



Orientované usecky vyuzijeme pro zavedeni vektord. Nazorn¢ fecCeno, dvé orientované
useCky budou urcovat stejny vektor, kdyz budou stejn¢ velké a budou mit stejny smér.

(Kocandrle, Bocek, 1995, s. 22)

Upftesnime nejdiive, co je to smér orientovanych tisecek. VSechny nésledujici definice jsou

pfevzaty z ucebnice (Kocandrle, Bocek, 1995).

Definice 2: smér

Dv¢ nenulové orientované usecky AB a CD maji stejny smér, jestlize:

a) bud pfimky AB a CD jsou rovnobezné rizné a body B, D lezi ve stejné poloroving
s hrani¢ni pfimkou AC (obr. 2).

b) nebo ptimky AB a CD jsou totozné a prinikem poloptimek AB a CD je opét
poloptimka (obr. 3).

Obr. 2: Orientované Usecky se Obr. 3: Orientované Usecky se stejnym
stejnym smérem, varianta a) smérem, varianta b)
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Definice 3: vektor
Nenulovy vektor je mnozina vSech orientovanych tusecek, které maji stejnou velikost

a stejny smér. Nulovy vektor je mnozina vSech nulovych orientovanych tsecek.

B

E

Obr. 4: Tti orientované usecky predstavujici tyz vektor

Na obr. 4 vidime tfi orientované usecky, které piedstavuji jeden vektor, nebot’ maji stejnou

velikost 1 smér.

Poznamka: Jestli dv€ rizné orientované Usecky piedstavuji tyz vektor, mizeme ovéfit
konstruk¢né nasledujicim zpisobem. Aby dvé rizné orientované usecky AB a CD
predstavovaly jeden vektor, musi mit usecky AD a CD spole¢ny stied. Neboli body

A, B, C, D musi tvofit rovnobéznik. (viz obr. 5)

B

C

Obr. 5: Ovéfeni, ze dve orientované tsecky tvori jeden vektor
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Definice 4: souradnice vektoru

Je-li vektor u urfen orientovanou use¢kou AB, kde Alaq, a,],B[bq,b,],
resp. Alaq, a,, as], B[by, by, as], nazyvaji se &isla u; = b; — aq a u, = b, — a, (popiipadé
v prostoru jesté u; = by —a;) soufadnice vektoru u. Zapisujeme u = (uq;u,),

resp. u = (Uq; Uy; Us).
Definice 5: s¢itani vektori
Soucet vektori u = AB av = BC je vektor u + v = AC.

Tvrzeni: Pro vektory vroviné plati: u+ v = (uy +vy;u, +v,), resp. v prostoru

u+v= (ul + Ul;uZ + vz;u3 + U3).

Ditkaz: Tvrzeni dokaZeme jen pro vektory v roviné. Protoze u = (b —aq; b, — ay)

av = (¢; — by; ¢, — by), miiZeme si rozepsat soufadnice u + v nasledujicim zptisobem:
u+v=_(c;—a;¢;,—a;) =(by—ay+cy —by;b; —a; +c; —by)

Dostavame pak, ze u + v = (uy + vy; u, + v,). Pro vektory v prostoru lze dikaz provést

stejnym zptisobem.

Definice 6: nasobeni vektoru skalarem
Nasobek nulového vektoru ¢islem k je nulovy vektor. Nasobek nenulového vektoru
u = B — A ¢islem k je vektor C — A, pticemz C je bod, pro ktery plati:
1) |AC| = |k|-|AB]
2) Je-li k = 0, lezi bod C na poloptimce AB; je-li k < 0, lezi C na polopfimce opacné
k AB.

Tvrzeni: Soutadnice vektoru ku = (kuq; ku,), resp. ku = (kuq; kuy; kus).

Dutkaz: Napt. v (Koc¢andrle, Bocek, 1995, s. 35).

Definice 7: linearni kombinace a linearni zavislost 2 vektorua
Vektor au+ bv + cw, kde a,b,c € R, se nazyva linearni kombinace vektori u,v,w.

Linearni kombinace jednoho vektoru je jeho nasobek.

Dva vektory nazveme linedrné zavislé, pokud jeden znich lze vyjadfit jako linearni

kombinaci druhého.
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Poznamka: V roviné jsou tedy dva vektory linedrné zavislé, pokud je jeden nasobkem

druhého.

Definice 8: velikost vektoru
Velikost vektoru u je velikost kterékoliv orientované usecky AB urcujici vektor u.

Velikost vektoru u znac¢ime |u|.

Tvrzeni: Pro  vektory vroving, resp. vprostoru, plati: |u| = uf +uZ,
resp. |u| = yu? + u3 + ul.

Diitkaz: Trivialné pomoci Pythagorovy véty.

Definice 9: odchylka dvou vektori
Maji-li dva nenulové vektory u, v umisténi AB, AC, nazyva se velikost konvexniho uhlu
BAC thel vektori u,v. Jsou-li pifimky AB,AC navzajem kolmé, fikdme, ze i vektory

AB, AC jsou kolmé.
Protoze budeme odvozené vztahy pozdéji aplikovat na piimky a roviny, pfipomeneme
jejich analytické vyjadieni.

Definice 10: obecna rovnice primky
Rovnice ax + by + ¢ = 0, kde alesponi jedno z Cisel a, b je nenulové, se nazyva obecna

rovnice piimky.

Definice 11: obecna rovnice roviny
Rovnice ax + by + cz + d = 0, kde alespon jedno z Cisel a, b, ¢ je nenulové, se nazyva

obecna rovnice roviny.

Pozndamka: Vektor n = (a; b), resp. n = (a; b; c¢), je vektor kolmy na danou piimku,

resp. rovinu, a nazyvame ho normalovym vektorem.
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2 Anylyticka geometrie v roviné

V této kapitole budeme pracovat s vektory v roving. Jak vime, ze mezi zakladni metrické
ulohy v planimetrii, tedy geometrii v roving, patfi urCovani velikosti (nebo vzdalenosti),
uhli a obsahii. Budeme chtit tyto tfi dovednosti vyfesit v souvislosti s vektory. Velikost
vektoru jsme jiz zavedli v prvni kapitole, vime tedy, Ze velikost vektoru u = (uy;u,) se
spocita jako \m . Zbyva nam tedy vyiesit dvé ulohy s vektory — urcit odchylku mezi
nimi a vypocitat obsah trojahelniku jimi vymezeného, pfi¢emz u obou uloh budeme chtit

odvodit obecny vzorec.

Zaroven budeme postupovat opacné nez je tomu zvykem, tedy od matematického
problému smérem k zavedeni nového pojmu. Nebudeme tedy zavadét pojem a teprve
potom ukazovat jeho geometrickou interpretaci, jak je tomu casto zvykem. Budeme také
vzdy nejdiive fesit konkrétni ptiklad, u kterého zjistime, jak pii feSeni tllohy postupovat,

a az nasledné budeme provadét obecné odvozeni.
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2.1 Uhly a skalarni sou¢in
Budeme nejdiive zkoumat prvni z uvedenych problémi, tedy hledani odchylky dvou
vektorti. Dovednost najit odchylku dvou vektori pro nas bude uzitecna naptiklad pro
feSeni obecného trojuhelniku, jehoz vrcholy budou zadany pomoci soufadnic. Dale pak
budeme pomoci odchylky vektorti pocitat i odchylky pifimek v rovin€ a odchylky piimek

a rovin v prostoru.

Nejdiive se ale zaméfime na specidlni ptipad odchylky, kterou je kolmost.

Kolmost dvou vektori
Nasim cilem tedy nejdiive bude zjistit, co pro kolmé vektory plati a také jak jednoduSe

kolmy vektor najit.

Priklad 1: Je dan vektor u = AB = (4;3). Naleznéte vektor v = (v;v,), ktery je

k vektoru u kolmy.

Reseni konstrukcni: Vektor si zakreslime do soustavy soufadnic, tak Ze A[0,0], a zkusime
k nému kolmy vektor najit jen pomoci obrazku. Pokud navic budeme pozadovat, aby
lul = |v|, je zfejmé, ze vektory po doplnéni na rovnobéznik tvoii étverec. Konstrukéné

pak dostavame dvé feseni: v4 = (3; —4) a v, = (—3;4) (viz obr. 6).

V2

U1

Obr. 6: Kolmé vektory — konstrukéni feseni
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Pozorovani: VSimneme si, ze vektory vq,V, vzniknou z vektoru u prohozenim jeho

soufadnic a zménou znaménka u jedné ze soufadnic.

Reseni algebraické: Vektor u ozna¢ime AB a hledame k nému kolmy vektor v = AC.
Sta¢i nam tedy najit takovy bod C[cy, ¢c;], aby trojuhelnik ABC byl pravothly s pravym
uhlem pii vrcholu A. Bod A umistime opét do pocatku, tedy A[0,0] a B[4,3].

Pro vektor v tedy plati:
v=AC= (¢, —0;¢c; = 0) = (cy;¢2) = (vy;v2)
Tedy bod C ma soufadnice [vy; v,].

Protoze je hledany trojuhelnik pravouhly, pouzijeme Pythagorovu vétu. Nejprve uréime

velikosti vSech stran trojuhelniku:

a = |BC]| =\/(v1—4)2+(v2—3)2

b=yl = /v12+v22
c=lul=42+32=5
Z Pythagorovy véty pak dostavame:
(v, — 4%+ (v, —3)2 =vZ + v+ 25
Rovnost upravime a vyjadiime napft. v,:

vi —8v; + 16 + V2 — 6V, + 9 = vZ + v3 + 25

8v; +6v, =0
4v, +3v, =0
Ay
vy = 3

, v 4v - N . , ‘v
Vektor v ma tedy soutfadnice (v1 ;= Tl) Vidime, ze naSe uloha ma nekone¢n€ mnoho

feSeni, coZ je ziejmé, protoze jsme po vektoru v nepozadovali danou velikost.

Pro ¢; = 3 dostavame vq = (3; —4) a v, = (—3;4), stejné jako pfi konstruk¢énim feseni.
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Obecny postup: Provedeme ted’ stejny postup obecné. Mame tedy vektor u = AB =
(uq;uy) s pocateénim bodem v pocatku soufadnic a hledame vektor v = AC = (vq;v,),

tak aby trojuhelnik ABC byl pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu A.

Vyjadiime si délky stran: C

a=|BC|=+/(c; —u)? + (cp — up)?

b=|v|= [cZ+c2

v
c=lul= /uf+u§

A

Obr. 7: Obecné urceni kolmého vektoru

Pouzijeme Pythagorovu vétu a upravujeme:
a? = b% + c?
(cp —up)?+ (¢ —up)? = cf +¢cf +uf +uj
2 —2ciuy +c2 +c2—2cuy, +us =ct+c2+ud+ui
Po odecteni steynych ¢lenil a vyd€leni rovnosti —2 dostavame:
(1) U, + Uy Uy = 0

Zjistili jsme tedy, Ze aby byly vektory u = (uq;u,) a v = (v;;v,) kolmé, musi platit

rovnost (1).

VétSinou ale budeme chtit nalézt jeden konkrétni kolmy vektor k u. Soutadnice vektoru v

Y s . u1v
muzeme pomoci (1) zapsat jako (v1 ;— ; .
2

). Pro v; = tu, pak dostadvame:

v = (fuy; +u,y)

Shrnuti: Potvrdila se tedy naSe hypotéza, Ze k nalezeni kolmého vektoru k vektoru u staci

obrétit jeho soufadnice a u jedné z nich zménit znaménko.
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Hledani obecné odchylky

Od zkoumani kolmych vektort se ted’ pfesuneme k obecnéjsimu zadéni. Nasim cilem bude
zjistit odchylku mezi dvéma danymi vektory v rovin€. Nejdiive opét vyfesime konkrétni
ptiklad a nasledné odvodime obecny néstroj pro pocitani odchylky dvou vektord v roving.

Predpokladame znalost kosinové véty a souctovych vzorc.

Priklad 2
Jsou dany dva vektory v roviné u = (1; 2) a v = (3; 1). Zjistéte, jakou maji odchylku.

(&)

Obr. 8: Hledani obecné odchylky dvou vektort
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2.1.1 Odvozeni pomoci kosinové véty

Mame tedy dva vektory v rovin€ a hledame jejich odchylku. Zamysleme se tedy, co vse
zname. U obou vektorti zndme jejich soufadnice, a tedy umime spocitat jejich velikost.
Kdyz spojime jejich koncové body, vznikne nam trojuhelnik, u kterého umime spocitat
1 noveé vzniklou stranu. Mame tedy trojuhelnik, u kterého zname velikosti vSech tii stran,
a tedy mtizeme vyuzit kosinové véty. Véta je pro uplnost a korektnost uvedena i s ditkazem

na konci kapitoly (Véta 1: kosinova).

Zaméime se jeste na vzorec, ktery jsme obdrzeli, tedy:

cos g = UV + UV,
lullv]

Vsimnéme si, ze v Citateli jsme obdrzeli vyraz, ktery vystupoval u Kolmost dvou vektori.

Ovéfime tedy, Ze vzorec plati 1 pro kolmé vektory, tedy kdyz ¢ = g Protoze cosg =0,
dostaneme:

0= UV + Uy,
lul|v]

Kdyz rovnost vynasobime |u||v|, coZ mizZeme, nebot’ je to vzdy kladné ¢islo, vyjde nam:
UV +upv, =0

To je ale pfesné¢ podminka, kterou jsme odvodili u kolmosti. Jak vidime, vyraz

U,V + U, v, je pro pocitani odchylek zasadni, zavedeme pro néj proto specidlni nazev.

Definice 12: skalarni soucin

Vyraz u,v; + u,v, nazveme skalarni soucin vektori u a v a budeme ho znacit u - v.

Shrnuti: Odchylka dvou nenulovych vektori u a v je tedy takové ¢ € (0, m), pro které
plati:
u-v

COoS =
? = Tullvl
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Reseni Piiklad 2: Vyiesime piiklad pomoci kosinové véty. Vektory si doplnime na

trojthelnik a dostaneme vektor w = (—2; 1), pfipadné vektor k nému opaény.

Obr. 9: Ptiklad 2, feSeni pomoci kosinové véty

Spocitame délky vSech stran trojihelniku:
a=|u|l= \/m =5
b=lwl=/(-22+12=+5
c=|v|= \/m =410

PouZzijeme kosinovou vétu pro nas trojihelnik:

5=10+5—2-\/%c05(p
10\/§c05(p=10

~| )

cos @ =

gD:

A )

Poznamka: Mizeme si vS§imnout, Ze trojuhelnik ABC je pravouhly s pravym thlem pfti

vrcholu € a ¢ jsme tedy mohli vypocitat pomoci goniometrickych funkei, napt. takto:

g W15 V2
vl v1io 2

Vs

<P=Z

V jinych ptipadech ale takové Stésti mit nebudeme a vyuziti kosinové véty bude nutné.

Uved'me jeste jiny piiklad, aby bylo zfejmé, Ze kosinova véta je opravdu potieba.
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Priklad 3
Jsou dany vektory u = (1;4) a v = (3; —2). Urcete jejich odchylku.

Uréime soufadnice vektoru w = (—2;6) a spocitime velikosti ‘

vSech stran:

a=|w|l=+(-2)%+62 =40 = 2V10 |
b=|ul =12 + 42 =17 w
c=Iv| =32+ (-2)> =13 e

Trojuhelnik neni jist¢ pravouhly, ani jinak specidlni

(rovnoramenny ¢i rovnostranny). Nezbyva tedy nez pouzit v
kosinovou vétu: B
_ I . Obr. 10: Odchylka dvou
40 =17+13—-2-V17-V13cos ¢ vektort, PAKlad 3
-10 5 15v221
cos @ = = — = —
¢ 2V17 -vV13 V17 -+/13 221
15v221 ,
(@ = arccos <— 7) ~ 109°39
Obecny postup

Vyuzijeme kosinovou vétu pro feSeni naseho problému. Chceme ziskat analyticky nastroj,

jak vypocitat odchylku ¢ vektorti u a v.
Budeme postupovat stejné¢ jako pii feSeni Priklad 2. Nejdiive potiebujeme vektory doplnit
na trojuhelnik a vyjadfit velikosti jeho stran. Doplnime-li vektory na trojuhelnik ABC (viz

obr. 11), je mozné si vyjadiit nové vznikly vektor CB pomoci vektorii u a v. Jak je

z obrazku vidét, vektor CB = u — v. Tvrzeni vyslovime a dokazeme jeste algebraicky.
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Obr. 11: Vyjadfeni tieti strany trojuhelniku

Tvrzeni: V trojuhelniku ABC, kde AB = u a AC = v plati: CB = u — v.
Diikaz: Necht'Alay; a,], B[by; by], Clcy; c,). Pak AB = u = (by — aq; b, — ay),
AC =v = (Cl —aq;Cy _az)aCB = (bl_cl;bz _Cz).

Uréime soutadnice vektoru u —v = (b —ay — ¢y + a4; b, —a, — ¢, + a,). Vidime, Ze
soufadnice bodu A se odectou a ziskavame u — v = (b; — ¢q; b, — ¢;) = CB. Tvrzeni je

tedy pravdivé. m

Vratme se tedy k jadru véci. Pro trojuhelnik ABC pouzijeme kosinovou vétu:
lu—v|? = |u|? + |v|?> — 2|ul|v| cos ¢

Protoze chceme vypocitat odchylku ¢, vyjadiime si cos ¢:

lul? + |v|? — |u—v|?
COoS =
¢ 2[ul[v]

Takové vyjadieni by nam mohlo jiz stacit, protoZe jiZ odchylku ¢ umime vypocitat jen

pomoci soufadnic u a v.
Zkusme si ale jesté Citatel rozepsat pomoci soufadnic u a v:

(VaF@) +(Vi+ ) - (Ve = + G- v?)

2|ullv|

cos @ =

Odmocniny a mocniny se vyrusi:

uZ +uj +vi +vi — (U —v1)* — (uy — v)?
2|ul|v|

cos @ =

Zavorky umocnime a dostavame:
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uf +us + v+ v —ud + 2w — vi—ud + 2u,v, — v3
2|ullv|

cos @ =

Stejné Cleny odecteme a dostaneme:

2uq V1 + 2u,v,
2|ullv|

cos @ =

Po zkraceni zlomku 2 ziskavame:

U1 +uUyv,

COoS =
T

Vidime, Ze uprava citatele se vyplatila, nebudeme tedy muset konstruovat vektor u — v

a odchylku spocitame rovnou pomoci soutadnic zadanych vektort.

Zkusme jesté ptedchozi dva piiklady vyteSit pomoci odvozeného vzorce:

Priklad 2:
u1U1+u2U2 13+21
COoS = =
L T T RV varey PV
5 5 1 V2
Y= V0 svz vz 2
T
Y= Z
Priklad 3:
ulvl + uzvz 1 * 3 + 4 " (_2)
COoS = =
YT T vl VT T2 3 (2
=5 —5v221
cos@ = 7 Vi3 =251

15v221
@ = arccos (— T) ~ 109°39’

Vidime, Ze u obou postuptl jsme obdrzeli stejné vysledky.
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Zamétfme se jeste na vzorec, ktery jsme obdrzeli, tedy:

U1 +uyv,

COS =
T Tl

Vsimnéme si, ze v Citateli jsme obdrzeli vyraz, ktery vystupoval u Kolmost dvou vektori.

Oveétime tedy, ze vzorec plati 1 pro kolmé vektory, tedy kdyz ¢ = g Protoze cosg =0,
dostaneme:

UV T U
lul|v|

Kdyz rovnost vynasobime |u||v|, coz muzeme, nebot’ je to vzdy kladné ¢islo, vyjde nam:
ulvl + uz 172 = 0
To je ale pfesné¢ podminka, kterou jsme odvodili u kolmosti. Jak vidime, vyraz

u v, + Uy v, je pro pocitani odchylek zasadni, zavedeme pro né¢j proto specialni nazev.

Definice 12: skalarni soucin

Vyraz u,v; + u,v, nazveme skalarni soucin vektori u a v a budeme ho znadit u - v.

Shrnuti: Odchylka dvou nenulovych vektori u a v je tedy takové ¢ € (0, ), pro které
plati:
u-v

CoS =
? = Tullvl

Véta 1: kosinova

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, ¢ a vnitini thly jsou a, 8, v, plati
a? = b? +c? — 2bccosa
b? = a? + ¢? — 2accos 8

c? =a?+ b?—2abcosy
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Ditkaz:
Véta je vyslovena pro obecny trojuhelnik, dokazeme ji tedy postupné pro ostrouhly,
tupouhly a pravouthly trojahelnik. Za¢neme s pravouhlym trojuhelnikem.

a) pravouhly trojuhelnik
Pokud by byl trojuhelnik pravothly s pravym uhlem pfi vrcholu C, chceme pak dokazat
rovnost: ¢ = a? + b? — 2ab cos g
Protoze ale cos% = 0, dostavame piimo rovnost Pythagorovy véty, a tvrzeni tedy plati.

b) ostrouhly trojihelnik
Jak jsme jiz vidéli, Pythagorova véta je specidlnim piipadem véty kosinové. Budeme tedy
chtit Pythagorovu vétu vyuzit i ve zbylych
ptipadech. Trojuhelnik si tedy pomoci vysky C
rozdélime na dva trojuhelniky pravouhli.

Oznacime P patu vysky na stranu ¢, ¢, = PB

acCy = AP.

JelikoZ jsou trojuhelniky APC a BPC jsou

pravouhlé, plati pro velikosti jejich stran o 3
A Ch P Ca
Obr. 12: Diikaz kosinové véty

Pythagorova véta:
(1) ¢p? +v.2=b?
(2) 2 +v.2 =a?
Pokud od prvni rovnosti ode¢teme druhou a dostavame: (3) ¢,? — c,? = b? — a?
Navic plati ¢, = ¢ — ¢,. Dosadime do (3) a upravime:

(c —cg)? —c,2 =b*—a?
c? —2ccy + cg? — ¢z =b%—a?
c? —2cc, = b%? —a?

(4) b?2 = a? + c? — 2cc,
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Pro thel g plati z trojuhelniku BPC: cos f = %‘1, a tedy plati ¢, = a cos . Dosadime do

(4) a dostaneme druhou z rovnosti kosinové véty:
b? = a? + ¢? — 2accos B

Pokud bychom do (3) dosadili ¢, = ¢ — ¢, a pouzili rovnost cos a = %b, dostali bychom
prvni rovnost kosinové véty:
cp?—(c—cy)? =b%—a?
cp? —c?+ 2cc, — 2 = b%—a?
—c?+2cc, = b*—a?
a’? = b?+c? —2chcosa
Zbyva dokazat tieti rovnost, pro kterou bychom si zkonstruovali napiiklad vysku v, a

postupovali stejné€ jako pii odvozeni prvnich dvou rovnosti.
¢) tupouhly trojuhelnik

Pokud by byl napt. thel a tupy, budeme postupovat podobné. Zkonstruujeme vysku v, a

ziskame tak pravouhly trojuhelnik APC.
C

Ve

P T | A c B
Obr. 13: Kosinové véta pro tupothly trojihelnik
Protoze je trojuhelnik PBC pravouhly, plati v ném Pythagorova véta:
(B)a?=(x+c)?+v?
Z trojuhelniku APC dostavame v, = bsin(m — @) a x = b cos(mr — a). Dosadime do (5):

a? = (bcos(m — a) + ¢)? + (b sin(r — a))?
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Protoze cos(m — @) = — cos a a sin(m — a) = sin a, dostdvame:

a’ = (c — bcosa)? + (bsina)?
a? = ¢? — 2bccosa + b? cos? a + b? sin® a
a? = ¢ — 2bc cosa + b?(cos? a + sin? a)

a’> = b? + c? — 2bccosa

Véta tedy plati i pro tupothly trojuhelnik. m
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2.1.2 Odvozeni pomoci souctovych vzorcu

Odchylku dvou vektorii jsme jiz odvodili pomoci kosinové véty. Zamysleme se tedy jesté
nad dalSim zplsobem, jak odchylku najit. Nase odchylka ¢ je vnitini thel v obecném
trojihelniku vymezeném vektory u a v. Vime také, ze thly umime jednoduSe najit
v pravouhlych trojuhelnicich, zkusime tedy néa$ problém pievést na problematiku

pravouhlych trojuhelniki.

Reseni P¥iklad 2: Jak vidime na obr. 12, pravotihlé trojiihelniky mazeme vytvofit tak, Ze si

situaci doplnime o thly, které vektory sviraji s osou x.

Obr. 14: Priklad 2, feSeni 2

Z pravouhlych trojuhelnik dostdvame:

COS Py = \/ig = g, tedy ¢,, = arccos (g) ~ 63°26'
sin @, = \/2_3 = %g’ tedy ¢, = arcsin (Zsﬁ) ~ 63°26’

_ 3 WD  arecos (210  1go26’
COSPy = 5= 10 , tedy ¢, = arccos( m ) ~ 18°26

sin ¢, = \/%_0 = \/1100, tedy ¢,, = arcsin (\/1100) ~ 18°26'

Vidime, Ze ani jeden z thli neni tabulkovy. Pokud bychom uhly ¢, a ¢, spocitali

a odecetli je, dostali bychom ptiblizny vysledek:

s
@ = 63°27' —18°27' = 45° = 1
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Pokud ale chceme ptesny vysledek, musime bud aplikovat vzorec pro rozdil

cyklometrickych funkci, nebo pouzit souctové vzorce pro funkce goniometrickeé.

Pro cyklometrické funkce plati tyto vztahy (obr. 13 a 14), které jsou pfevzaty z
(Bartsch, 1983, s. 377-378):

arcsin x, — arcsin x, = .
=arcsin [x, /(1 = x3) — x, /(1 = x})] (x;x, =0 nebo x{ +x3} £1),
= m—arcsin [x, /(1 —x3)—x; J(1 =x})] (x; >0, x, <0, x} +xI>1),

—

= —m —aresin [x; /(1 —x3) = x, J(1 = x3)] (x; <0, x, >0, x{ + x5 > 1),

Obr. 15: Rozdil arkus sint

Arccos X, — arccos X, =

= —arccos {x,x, + [\/(1 = x}] /(1 — x3)}  (x, 2 x3),
= arccos {x;x; + [/(1 — x})] /(1 — x3)} (x; < x),

Obr. 16: Rozdil arkus kosint

Vzorce vyuZijeme a spocitdme odchylku ¢, naptiklad pomoci arkus sinti:

(25 _ (V10
@ = arcsin 5 arcsin 10
2

(2B (IO VIO | (2vEY
@ = arcsin 5 10 10 5
(25 90 V10 |5\ (32 2
¢ = arcsin z 100 1 o5 | = arcsin z 10

0

0
B _(5V2\ C(V2\ m
(p = arcsin 10 = arcsin 2 = 7
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Vidime, ze jsme obdrzeli ptesny vysledek, vzhledem ke slozitosti vzorce spi§ zkusime

pouzit souctové vzorce, pouzijme napt. vzorec pro kosinus:

cos @ = cos(@, — @) = COS @, COS @,, + sin ¢, sin @,,

V5 3V10 2v5 V10

COSP=7%"70 T 10
15V2 +10v2  25vV2 2
cose = 50 ~750 2
T
°=3

Obecny postup
Zvolme vektory u, v svirajici thel ¢ tak, Ze oba vektory lezi v prvnim kvadrantu. Situaci si
muzeme doplnime o uhly ¢, a ¢,, tedy uhly, které dané vektory sviraji s osou x.

Prevedeme tak ulohu na feSeni pravouhlych trojahelnik.

Vyjadieme si tedy sinus a kosinus thlt ¢, a @,: v
U1
COS @, = ol
. U2
sin ¢, = ol
. _ Uz
sin ¢, = ]
COS @, = e Ufz !
lul !
1
My bychom chtéli vyjadfit kosinus, ptipadné :
sinus samotného thlu ¢. U1 uy

L. Obr. 17: Odvozeni pomoci souétovych vzorct
a) pomoci sinu:

sing = sin(@, — @)

sin @ = sin @,, cos — sin @,, cos
u v v u
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b) pomoci kosinu:
Cosy = COS((pu - <pv)
COS (p = COS @, COS ¢, + sin @, Sin @,

W v Uz Uy UVt Uy

COSQY =— ~—+— =
lu| |v|  |ul |v| |ul|v
u- v
COS =
? = Tl

Vidime, ze ve vyjadieni pomoci kosinu jsme opét obdrzeli skalarni soucin. Ve vyjadieni
pomoci sinu jsme dostali podobny vyraz: u,v; — u,v,, kterému se vsak podrobné budeme
vénovat az v kapitole o obsazich. Ob¢€ vyjadreni, tedy pomoci sinu i kosinu, jsou korektni.
Je vsak vhodnéjsi pracovat s funkci kosinus. Uvédomime-li si, Ze hledand odchylka vzdy
lezi v intervalu (0; ) a funkce kosinus je na tomto intervalu prosta (viz obr. 18), budeme

pii vypoctu thlu vzdy dostavat jednozna¢nou odpoveéd’. Naopak pro funkci sinus plati:

Vx € (O; %) :sinx = sin(mw — x)

y = COSX

y = sinx

05

05 1

-05

Obr. 18: Grafy funkci sinus a kosinus

Pti pouziti sinu bychom tedy nedostavali jednoznacnou odpoveéd’, nybrz dvojici thli (jeden

ostry a jeden tupy), pouze pii kolmosti bychom jednozna¢nou odpovéd’ obdrzeli.
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Vsimnéme si jesté, jak se ob& vyjadfeni budou ménit, pokud zaménime potadi vektora.

Tedy nebudeme-li hledat odchylku u a v, ale v a u.

UV + uUyv,
COSPyupy = —T7 7 —

|u||v
vlul + vzuz

08 Poa = Tyl
) UV — UV

S Pur = T |
) VUuy — V1Uy
Sin gpv,u =

vl |ul
Plati tedy:
COS gy = COS Py y
SIN @y = —SiN @y,

U vyjadfeni pomoci sinu tedy zalezi na potadi vektord. Ze vzorce totiz nedostaneme
klasickou odchylku, nybrZz odchylku se znaménkem. Definujme proto tzv. orientovany

thel.
Definice 13: orientovany thel

Orientovany uhel je uspotadana dvojice polopfimek se spolecnym pocatkem. Prvni
poloptimka je po€atecni rameno a druha koncové rameno orientovaného thlu. Orientovany
uhel s pocatecnim ramenem VA a koncovym ramenem VB zapiSeme AVB a na obr. 19

vyzna¢ime obloukem. (Pomykalova, 1993, s.145)

Obr. 19: Orientovany thel
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Definice 14 (orientace vektorii)

Rekneme, ze linedrné nezavislé vektory u a v svirajici uhel ¢ jsou orientovany kladné,
pokud ¢ prochazime od u kv proti sméru hodinovych ruci¢ek, a jsou orientovany

zaporng, jestlize jej prochdzime ve sméru hodinovych rucicek. (Plistdkova, 2013, s. 11)

U U
Obr. 20: Kladna orientace Obr. 21: Zéporna orientace
Poznamka: Nabizi se jest¢ otazka, jak by se feSila uloha, kde by jeden vektor lezel

v prvnim kvadrantu a druhy napt. ve ¢tvrtém. Pak bychom jednotlivé odchylky od osy x

neodecitali, ale s¢itali. Ilustrujme si to na prikladu.

Priklad 4
Méjme vektory u = (4; —3) av = (1; 4). Urcete jejich odchylku.

4

[?Q'F,’

LP?J

Obr. 22: Odchylka vektori z jinych kvadranta
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Reseni: Odchylku vypoéitame pomoci souétovych vzorci. VyuZzijeme kosinu, protoZe ten

nam odchylku vypocita jednoznacné:

cos ¢ = cos(@, + @) = cos @, cos ¢,, — sin @, sin @,,
4 1 3 4 -8  8/17
5 V17 5 vi7 svi7 85

8V17
@ = arccos <— F) ~ 112°50’

cos @ =

Zkusme také dosadit do vzorce, ktery jsme odvodili, a uvidime, jestli dostaneme stejny

vysledek:
u-v
cosQp = ———
Y7 Tullvl
4-1+(-3)-4 -8 8v17
cos @ = = =——
5vV17 5V17 85
8v17
¢ = arccos (— ?> ~ 112°50’

Vzorec tedy patrné funguje i pro ptipad, kdy odchylku dostaneme jako rozdil odchylek

vektorli s osou x, ale 1 v ptipad¢, kdy odchylky s¢itame.

Obecny postup

cos ¢ = cos(¢@y, + ¢,) = cos ¢, cos @, — sin @, sin @,

u v |up| vy

U vy —Uy U U Uy Uy Dp
lul vl ful [v] ful v |ul |v|
Dostavame pak stejny vzorec jako pro dva vektory v prvnim kvadrantu:

u-v
COoS =
? = Tullvl

Poznamka: Vektory mohou lezet 1 v jinych kombinacich kvadrantli, nebudeme ale tyto

moznosti jiz zkoumat, nebot’ stejnym zptisobem se vzdy dopracujeme ke stejnému zavéru.
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Véta 2: souctové vzorce
. ; A ’
Pro libovolné uhly x,y € (O; 5) plati:
sin(x + y) = sinx cosy + sinycos x
cos(x +y) = cosxcosy + sinxsiny

Poznamka: Véta se da vyslovit 1 pro x,y € R a plati. Protoze ale v nasem piipadé x a y
predstavuji odchylky vektori od horizontalni osy, staci vétu vyslovit a dokazat v této

formé.
Ditkaz: Mé&jme trojuhelnik ABC, kde P je pata vysky na stranu ¢ a ozna¢ime

|A£ACP| = x,|4BCP| = y.

P

Obr. 23: Diuikaz souctovych vzorct

Vyjadfeme si obsah trojihelniku pomoci thlu (x + y):

G |BC| - |AC| - sin(x + y)
B 2

Obsah trojuhelniku ABC ale dostaneme i jako soucet obsahtt APC a PBC:

o _lapi-ipc
aPC =T 5
_|PB|-|PC]
BPC =T 5
Protoze sinx = % acosy = %, rozsifime si zlomky ve vyjadieni S pc vhodné tak, aby

nam tam tyto podily vznikly:
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g _IAPI-1IPC| |BCIIACI 1 |AP] |PC] |BC||AC|—1|BC||AC| i
e = z IBCIIAC| — 2 TAC| 1BC| 2 sinx cos y
] . |PB| |P]
Podobné budeme postupovat u Sgpc, plati siny = 7-=a cosx = =

¢ _|PBI-|PC| |BC||AC| _1 |PB| |PC|
Bpc — 2 |IBC||AC| ~— 2 |BC| |AC]

1
- |BC||AC| =§|BC||AC|sinycosx

Vime, zeS = SAPC + Sch, plati tedy:

|BC| - |AC|-sin(x+y) 1 ) 1 )
> =EIBCIIACIsmxcosy+§|BC||AC|smycosx

a ziskavame:

ODbé¢ strany vynasobime vyrazem
yvy yr IBCIAC]

(1) sin(x + y) = sinxcosy + siny cos x
Pro - y pak dostaneme:

sin(x — y) = sinx cos(—y) + sin(—y) cos x

(2) sin(x —y) = sinx cosy — siny cos x

Zbyva vyjadiit cos(x +y). Vyuzijeme sudosti funkce kosinus a nasledné pouzijeme

definici kosinu pomoci sinu:

(3) cos x = cos(—x) = sin (—x + %) =sin (g - x)

Pokud pfifadime x = g — z, dostaneme jesté:
. s
sinz = cos (—Z + E)
7T .
(4) cos (E - x) = sinx
Pro cos(x + y) aplikujeme (3) a nasledné pouZijeme (2):

cos(x + y) = sin <% —(x+ y)) = sin <(§ - x) — y>

cos(x + y) = sin (g - x) cosy — siny cos (g — x)
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Pouzijeme (3) a (4):
(5) cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
Pro cos(x — y) postupujeme stejné jako u sin(x — y):

cos(x —y) = cos(x + (—=y)) = cosx cos(—y) — sin x sin(—y)

(5) cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

Tvrzenti je tedy pravdivé. m
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2.1.3 Odchylka piimek — FeSené priklady
Protoze jiz vime, jak pocitat odchylky dvou vektorti v roving, ptirozené ptejdeme k hledani

odchylky dvou pfimek. Nejdiive ptipomeneme definici odchylky dvou pfimek v roving.
Definice 15: odchylka dvou piimek
Odchylkou ¢ dvou ptimek p, q v roviné nazyvame:

a) v pripad¢ riznobéznych pifimek velikost ostrého nebo pravého uhlu, ktery piimky

sviraji

b) v ptipad¢ rovnobéznych ptimek velikost nulového uhlu
Chceme-li tedy spocitat odchylku dvou pfimek pomoci odchylky vektorii, musime zajistit,
aby nam vzdy vychazel ostry nebo pravy uhel, tedy aby cos¢ = 0. Jsou-li tedy dany
pfimka p se sm€rovym vektorem s, a pfimka g se smérovym vektorem sg, odchylku
téchto vektort spocitdme podle jiz znamého vzorce:

Sp* Sq

|Sp||Sq|

cos @ =

My ale chceme, aby cely zlomek vychdzel vzdy nezaporny. Protoze je jmenovatel vzdy
kladné cislo, staci zajistit, aby 1 Citatel byl vZdy nezdporny. Proto pfiddme absolutni

hodnotu a odchylku dvou pfimek budeme pocitat podle vzorce:

|Sp'sq|

|Sp||3q|

cos @ =

Poznamka: Misto smérovych vektor mizeme pouzit vektory normalové. Tedy:

|"p ' nql

T gl
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Obr. 24: Odchylka dvou pfimek

Priklad 5
Urcete odchylku ptimek p:x + 2y —1=0aq:4x+ 3y +3 = 0.

Reseni: UrCime si normélové vektory: n, = (1;2) an, = (4; —3) a dosadime do vzorce:

1-44+2-(=3)] 2 _2V5
VIZ+22- 2 +(=3)2 55 25

cos @ =

= 2V5 79°42'
¢ =arccos| — | ~
Poznamka: Pokud bychom vypocitali pfimo odchylku vektori, dostali bychom thel tupy,
tedy ™ — ¢.

Priklad 6
Urcete vSechny piimky g, které s piimkou p: x + 2y + 1 = 0 svira uhel g
Reseni: Normalovy vektor pfimky p je n, = (1;2). Hledame tedy normalovy vektor

n, = (a; b) piimky q tak, aby platilo:

cos = [, - 1y

3 |"p||nq|
Do rovnice dosadime a feSime:
1 |a+2b|
2 +5-Va?+b?

Protoze jsou obé€ strany nezdporné, mizeme rovnici umocnit:

1_az+4ab+4b2
4 5-(a?+b2)
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Zbavime se zlomkt a upravime:

5a? + 5b? = 4a? + 16ab + 16b?
a’> —16ab = 11b?

Pravou stranu miizeme upravit na ¢tverec:

(a — 8b)? — 64b2 = 11b?
(a — 8b)2 = 75b2

Odmocnime a vyjadiime a:

a—8b=+5V3b
a=(8+5V3)b

Napf. pro b = 1 dostavame dv¢é moznosti:
n, =(8+5V31)vn, =(8-5V3;1)

Piimky jsme tedy obdrzeli dvé&, pfesnéji feCeno jsme obdrZeli dva sméry. VSechny piimky

q maji tedy tyto rovnice:
(8+5V3)x+y+c; =0,c;, ER
(8-5V3)x+y+c;=0,c; ER

Zvolime-li ¢; = ¢, = 0, a tedy obé piimky budou prochazet pocatkem soustavy soufadnic,

situace vypada nasledovné (viz obr. 22).

q1

P
/3

Obr. 25: Dvé piimky svirajici s pfimkou p dany uhel
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Piiklad 7
Jsou dany dvé pfimky p:ax +y —4 =0,q:x + 2y + 8 = 0. Urcete hodnotu parametru
a € R tak, aby:

a) pfimky byly kolmé
b) odchylka ptimek byla %

(Petakova, 1998, s. 108)
Reseni:
a) Piimky maji normalové vektory m, = (a;1) a ny = (1;2). Aby byly piimky
kolmé, musi platit:
o E o@D - 2)]
2 |(a; DIIA;2)]
Vyrazy v rovnici si rozepiSeme podle definice:
0= la + 2|
VaZz +1-v5

ProtoZe je jmenovatel zlomku na pravé strané vzdy nenulovy, miZzeme jim rovnici

vynasobit. Dostaneme pak:
0=la+2|

Jedinym feSenim je tedy a = —2 a ptimka p mé rovnici —2x +y — 4 = 0.

/

Obr. 26: Piiklad 7a
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b) Aby piimky sviraly thel g, musi platit:

\/E_ la + 2|
2 Jaz+1-5

Zbavime se zlomkil, tedy vynasobime rovnici 2v/5 - VaZ? + 1:
V10-y/a?2+1=2"|a+ 2|

Rovnici umocnime. Protoze jsou ob¢ strany rovnice nezaporné, bude to
ekvivalentni Gprava:
10(a? + 1) = 4(a + 2)?
Rovnici vydélime dvéma, zavorky rozndsobime a umocnime a vSechny cleny
pfevedeme na levou stranu:
5a2+5=2a?’+8a+8
362 —8a—-3=0
Vytesime kvadratickou rovnici:

8+.(—8)2—-4-3-(-3) 8++64+36 810
= 2-3 - 6 ~ T 6

. 1
Dostavame a; = 3 aa, = -3
Resenim jsou tedy dvé piimky:

p1:3x+y—4=0

1
pzz—§x+y—4=0

Rovnici pfimky p, mizZeme jesté vynasobit —3:

p:x—3y+12=0

Obr. 27: Piiklad 7b
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2.1.4 Algebraické vlastnosti skalarniho soucinu v roviné

V této kapitole se budeme vénovat skalarnimu soucinu z vysokoskolského pohledu.
Skalarni sou¢in dvou nenulovych vektori u a v jsme definovali jako u v, + u,v,.
Nenulové vektory jsme zvolili, protoze jsme vzorec odvozovali skrze geometricky problém

hledani jejich odchylky. Definici mizeme vSak bez problému rozsitit i o nulové vektory.
Bude pak platit:
(u=ovv=0)>u-v=>0

Skalarni soucin je tedy funkce, kterd dvéma vektoriim pfifazuje redlné ¢islo. Oznacime-li V
mnozinu vSech vektord v roving, fekneme, je skalarni soudin zobrazeni z V XV do R.
Prozkoumejme tedy jeho algebraické vlastnosti, na které se budeme snaZzit nahlizet

1 geometricky.

Jiz ze stfedni $koly zname pojmy jako komutativita, asociativita ¢i distributivita. Mohlo by
nas tedy napadnout tyto vlastnosti zkoumat u skaldrniho soucinu. Problémem ale je, ze tyto
vlastnosti se tykaji operaci, tedy zobrazeni V XV — V. Skalarni soucin ale dvéma
vektorlim nepfifazuje vektor, ale realné Cislo, jak jsme jiZ uvedli. Zavedeme proto nékolik
pojmi, abychom algebraické vlastnosti skalarniho soucinu, a pozd¢ji i determinantu, mohli

popsat.

Pied samotnym zkoumanim vlastnosti skalarniho soucinu pfipomeneme, resp. zavedeme,

nékolik pojm1 z linedrni algebry, abychom vlastnosti mohli pojmenovat a zkoumat.
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Definice 16: téleso
Télesem rozumime kazdou usporadanou trojici (T,*,0), kde T je alespont dvouprvkova

mnozina, * a o jsou operace na T a plati (a,b,c € T):

a) a*b=b=*a

b) aeb=boa

c) (axb)*xc=ax(bx*c)

d) (aeb)oc=ao(boc)

e) I0ETVa€T:0xa=a

f) 31€TVa€T:1ca=a

g) VaeETi—a€T:a*x(—a)=0
h) Va#03a ' €T:aca =1
i) (a*b)oc=(aoc)*(boc)

Poznamka: Operace *, resp. o, se nazyva séitani, resp. nasobeni, 0 je tzv. nulovy prvek

télesa T a 1 jeho jednotkovy prvek.

Poznamka: MnozZiny vSech raciondlnich, redlnych a komplexnich ¢isel s operacemi + a -
tvofi télesa (Q, +,7), (R, +,-), (C, +,-). Nulovym prvkem je ¢islo 0 a jednotkovym prvkem
¢islo 1. Mnoziny N a Z s operacemi + a - netvoii télesa, nebot’ neobsahuji inverzni prvky

vzhledem k néasobeni (tedy nespliiuji podminku h)).

Definice 17: vektorovy prostor
Necht' T je téleso a V je mnozina. Uspofadanou trojici (V, +,-), kde + je vnitini operace na
V, tedy zobrazeni V XV — V, a - je vn¢j$i operace na V v T, tedy zobrazeni T XV - V,
nazveme vektorovym prostorem nad télesem T, jestlize:

a) Vuv,weV:(u+v)+w=u+@w+w)

b) AneVVueV:n+u=u=u+n

c) VvueVi—uelV:iu+(—u)=n=(—u)+u

d VvuveViu+v=v+u

e) Va,beTVxeV:(a+b)-u=a-u+b-u

f) Va,beTVueV:(ab)-u=a-(b-u)

g) Vu€eV:1-u=u,kdel jejednotkovy prvek v T

Prvky z mnoziny V nazyvame vektory, prvky z t€lesa T skalary.
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Poznamka:

a) Mnozina vSech vektoru v roving, tedy mnozina uspotadanych dvojic redlnych cisel
R? tvoii vektorovy prostor nad t&lesem R.
b) Samotna mnozina R nad télesem R tvofi vektorovy prostor. Dokonce plati obecné,

ze libovolné téleso T nad télesem T tvofi vektorovy prostor.

Definice 18: linearni zobrazeni
Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni f prostoru V do prostoru

W se nazyva linearni zobrazeni, jestlize plati:

a) VuveV:flu+v)=fw+f(v)
b) VueVVa€eT:f(au) =a- f(u)

Poznamka: Prvni vlastnost nazyvame aditivita a druhou homogenita.

Definice 19: linearni forma
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem T. Linedrni formou na prostoru V budeme

rozumét kazdé zobrazeni f prostoru V do télesa T, pro které plati:
a) VuveV:flu+v)=fw+f(v)
b) Vu € VVa € T: f(au) = af (u)

Poznamka: Vsimnéme si, v ¢em se Definice 18: linearni zobrazeni a Definice 19: linearni
forma 1i§i. Zaménime-li v definici linedrniho zobrazeni vektorovy prostor W za téleso T,
dostaneme definice linearni formy. Protoze kazdé téleso T je vektorovym prostorem nad
stejnym telesem T, mizeme fict, Ze linearni forma je jen specidlnim pfipadem linedrniho
zobrazeni, kde W = T. Vratime-li se tedy k prostoru vSech vektorti v roving, je kazda

linearni forma v ném zobrazeni R? — R.

Priklad 8

Ovéite, jestli zobrazeni, které vektoru ptifadi jeho velikost, je linearni formou.

Reseni: Ovétime prvni podminku pro konkrétni vektory u = (3;4),v = (5;12).

lu+v| =[(8;16)] =82 +16% =320

45



lu| + |v| = V32 + 42 + /52 + 122 = /25 + V169 = 18 = /324 # |u + v|, nejedna se

tedy o linearni formu.

Definice 20: bilinearni forma
Necht' V' je vektorovy prostor nad télesem T. Bilinearni formou na prostoru V budeme

rozumét kazdé zobrazeni f kartézského soucinu V X V do télesa T, pro které plati:

a) Vuv,w eV:f(u+v,w)=f(u,w)+ f(v,w)
b) Vuuve€VVa€eT:f(au,v) =a-f(u,v)
¢c) Vuv,w eV:f(u,v+w)=f(u,v)+ f(uw)
d) Yu,veVVa€eT:f(uav) =a-f(u,v)

Poznamka: Prvni dvé vlastnosti pfedstavuji linearitu formy f v prvni sloZzce, druhé dvé

linearitu formy f v druhé¢ slozce. (Bec¢vat, s. 326, 2005)

Definice 21: vlastnosti bilinearni formy
Mgjme bilinearni formu f:V X V — T. Rekneme, Ze f je:
a) Symetrické forma,
pokud Vu,v € V: f(u,v) = f(v,u)
b) Antisymetricka forma,
pokud Vu,v € V: f(u,v) = —f(v,u)
c) Pozitivné definitni forma, resp. negativné definitni forma

pokud Vu € V: f(u,u) = 0, resp. Vu € V: f(u,u) <0
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Vlastnosti skalarniho soucinu

Véta 3

Skalarni soucin je symetricka pozitivn¢ definitni bilineérni forma.
Poznamka: Symbol & budeme pouzivat pro dokazanou podminku.
Ditkaz:

1) Dokazme nejdiive, Ze je skalarni soucin bilinearni forma.

(u+v)-wiu-wtv-w

(U+v)w=(u+v,u +vy) (W, wy) =
= (u1 + 171) *Wq + (uZ + vz) Wy = UiWq + 120441 + U Wo + VyaWo
uU'wt+v-w= (u1W1 + uZWZ) + (171W1 + v2W2) = uwq + 12040 + U, Wy + VUoWo @

(aw) - v £ a(u-v)

(auw) - v = (auq, auy) - (v, v,) = auy vy + au,v,
a(u-v) = a(uv; + uyvy) = auy vy + auyv, @

uviEwZu-v+tu-w

u-(W+w) = (up,up) (v +wy, v +wy) = ug (v +wy) +u (v +wy) =
== ulvl + u1W1 + uZUZ + u2W2
u-v+u-w= v, +uv,) + (Uw; +u,wy) = u vy +uywy + u,v, + u,w, @

u-(av) £ a(u-v)

u- (av) = (uq, uy)(avy, avy) = uav, + uyav, = au v, + au,v,

a(u ) 17) = a(ulvl + quz) = auqvq + au,v, @
Skalarni soucin je tedy bilinearni forma.
2) Dokazme, Ze je skalarni soucin symetricka bilinearni forma.

uvv-u
u'v:ulvl+uzvz

VU= VU + VU = U +Uuv, D
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3) Na zavér jeste dokazme, Ze skalarni soucin je pozitivné definitni forma.
w-u= (U, up) (g, up) = uf +uj
Protoze Vx € R:x2 > 0, pak i u? = 0 au? = 0. A jelikoZ soucet dvou nezdpornych

¢isel je také nezaporné Cislo, platiu-u > 0. m
Véta 4
VuelViu-u=0ou=o
Duikaz: Za¢neme dikazem implikace " = ":
Vychézime tedy z ptedpokladu, ze u - u = 0.

Z piedpokladu dostdvame u? +uZ =0, a tedy u? = —u3. Pak ale jsou jisté u; i u,
nulové. Protoze pokud by nulové nebyly, pak by na levé stran¢ bylo vzdy ¢islo kladné, na

pravé strané Cislo zaporné, a ta se rovnat nemohou.
Diikaz "&" je jesté jednodussi. Vychazime z predpokladu, ze u = o, tedy
u-u=0-0+0-0=0,atvrzeni plati. m

Vsimnéme si jeste, Ze se odchylka vektorti nezméni, pokud oba vektory budeme nésobit

redlnymi Cisly se stejnym znaménkem. (obr. 25)

2v

"19 o ) u

%
—0.5v
Obr. 28: Odchylka nasobku vektort

Tvrzeni: Vu,v € VVa,b € R: (ab > 0) = ¢,(u,v) = ¢,(au, bv)
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Diikaz:

u-v
cos @, = Tallwl
_au-bv (auy, au,) * (bvy, bv,)
Cos @, = lau||bv| \/(aul)z + (auy)? - \/(bvl)z ¥ (bv,)?
_ au, bv, + au,bv, _ ab(u,v; + u,v,)
S bE 2 JvE sz lallbllullv]

Protoze ab > 0, miizeme ab nahradit vyrazem |ab|, a tedy i vyrazem |a||b|:

lal|bl(uyvy + upvy) Wy tuv, u-v
lal|b|[u]lv] |ul|v| |ul[v|

Dokézali jsme tedy, Ze cos @, = cos@,. Obecné¢ by se uhly ¢; a ¢, pfimo rovnat
v , 4 11w ., ... .
nemusely, napt. uhly ¢, = - @ @ =-—— se nerovnaji, ale jejich kosiny ano.

Protoze ale pro odchylku dvou vektort plati ¢ € (0, ),a pak jisté @, = @,. ®
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2.2 Obsahy a determinant
V této cCasti se budeme vénovat obsahim, konkrétné¢ v souvislosti s vektory obsahu
trojhelniku vymezeného dvéma vektory v roviné. Budeme postupovat stejné jako pii
hledani odchylky, tedy vzdy nejdiive vyfeSime konkrétni piiklad a nasledné néstroj
odvodime obecné. Takovym nastrojem bude v tomto piipad¢ determinant, o kterém na
zaveér podkapitoly vyslovime a dokdzeme nékteré vlastnosti. Predpoklddame znalosti

o rtiznych zpisobech vypoctu trojuhelniku z planimetrie.

Priklad 9
Jsou dany vektory u = (4;3) a v =(3;4). Vypocitejme obsah trojuhelniku, ktery

z vektort vznikne spojenim koncovych bodu.

Obr. 29: Obsah trojuhelniku vymezeného dvéma
vektory

2.2.1 Odvozeni pomoci funkce sinus

Resme tedy Piiklad . Zakladnim zptisobem, jak vypoéitat obsah trojiihelniku, je uréit ho
jako polovinu ze soucinu libovolné strany a jeji vysky. Problémem ale je, ze my zadnou
vysku pfimo zadanou nemame. Kdyz si ale vysku x na stranu |u| vyjadiime pomoci sin ¢,

r r = x rw L] O W r
dostavame sin ¢ = rd tudiz x = |u| sin ¢. MZzeme tedy psat:

1 . 1 _ 25
S=§|v||u|smgo =E'\/32+42-\/42+325m<p =751n(p
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Protoze jiz mame odvozeny skalarni soucin, vime, Ze:

Wy +uv, 12412 24
lullv| 25 = 25

cos @ =

Dopocitame sin ¢, a protoze vime, ze ¢ je ostry thel, je sin ¢ > 0:

oy (24>2_ 252 -24% 49 7
e 25) ~ | 25¢ |25 25

Obsah trojuhelniku je tedy:

Obecny postup

Stejny algoritmus provedeme ted’ obecné. Obsah trojuhelniku tedy spocitame podle vzorce:
1
S = EIvIIuI sin ¢

ProtoZe uz mame odvozeny skalarni soucin, vime, Ze plati:

cosp = UV + U0,
lul|v|

VyuZzijeme zakladniho vzorce sin? x + cos? x = 1, odkud vyjadiime sinus:
b

sing = +4/1 — cos? x

Protoze 0 < ¢ < m, atedy sin¢ = 0, za sin ¢ dosadime vyraz +v1 — cos? x:

1
S = 3 |v||ul/1 — cos? x

uv

Za kosinus dosadime a upravujeme:

[ullv]

$= 2ol [1- ()
2 lullv|

1 juunvnz — (u-v)?

S ==|v|lul
2 (lullv])?
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. V(ullv)? - (u- v)?
~2

|ul|v]

|v||ul

1
S = E\/(uf + ud) (W + v3) — (U vy + Uyv,)?
1

s = zJufvf +udv} + udv? +udvd — ufv? - 2uiviup, — udv

S = E\/ufvzz — 2u VUV, + UGV

_ \/(u1v2 — UV )?

S 2

S = 5 luy vy — uv, |
Ziskali jsme tedy, ze obsah trojuhelniku lze pocitat podle vzorce:
S== -
) luy v, — upvs|

Vsimnéme si, Ze na vyraz u,v, — u,v; jsme jiz narazili v Odvozeni pomoci sou¢tovych
vzorci. Vyraz opét pojmenujeme a budeme na zavéru podkapitoly zkoumat jeho

vlastnosti.

Definice 22: determinant

Vyraz u, v, — u,v; nazveme determinant vektorti u a v a piSeme:
det(u,v) = u,v; — uq v,
Poznamka: Obsah trojuhelniku daného dvéma vektory je tedy S = % |det(u, v)|.

Diisledek: Obsah rovnobézniku daného dvéma vektory je S = |det(u, v)|.

Priklad 10
Jsou dany body A[—2,1], B[1,0], C[—1,5]. Urcete obsah S trojuhelniku ABC.

Reseni:. Uréime soufadnice vektora AB = (3;—1), AC = (1; 4) a obsah spo¢itdme pomoci

determinantu:

S—ld AB,AC —1d 3;,-1),(1;4 —13-4- 1-1—13
= > |det(4B, A0)| = |det((3; —1), (1, 4)| =53 4= (-1)- D =—
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2.2.2 Odvozeni pomoci rozdéleni na mensi trojuhelniky
Trojuhelnik v Priklad si také mizeme rozdélit na tfi mensi trojuhelniky, jejichz obsah

dokézeme snadno spocitat.

0
N

Obr. 30: Rozdéleni na mensi trojuhelniky

Dostavame:

1- . 7
S=Sl+52+53= + + =§

Obecny postup
Provedeme ted’ stejny algoritmus obecné. Pfevedeme si problém na jednodussi ulohu tak,

Ze si vytvofime tf1i menSi trojuhelniky, jejichZz obsah dokédZeme pomoci souinu stran

a vysek spocitat. vo f--m-m---- \
N
] \
1 \
1 \
1 \\
: \
! \
1 \
1 \
v 1 \
1 \
Sl : 53 b
Ay
| AY
: \
by
Ug | - [, _ _ _ _ _ _ _
LTS :
- - 1 u :
1 1
Gl U1

Obr. 31: Obecné odvozeni determinantu pomoci
rozdéleni na mensi trojuhelniky
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Obsah § trojuhelniku vymezeného vektory u, v se bude rovnat souctu obsahti tii barevnych

trojuhelnikti z obr. 28. Tedy:

S = 51 + Sz + 53
V(v —uy)  uy(ug —vy) (g —v) Wy —uy)
5= 2 2 2

S ‘U1U2 - vluz + uzul - uzvl + ulvz —_ uluz —_ vlvz + v1u2
N 2

Po secteni ¢lent v éitateli zlomku dostavame:
U1V — Uy
B 2
1
S = 5 det(u,v)

Poznamka: V tomto piipadé jsme dostali obsah jako polovinu determinantu bez absolutni
hodnoty. Je to zpiisobeno volbou vektorti. Oba vektory jsou v naSem piipad¢ v prvnim
kvadrantu a navic sviraji ostry uthel, coz obecné samoziejmé platit nemusi. Prvni odvozeni
je vtomto sméru obecnéjsi a elegantnéjsi. Jak jsme si jiz vSimli u skalarniho soucinu,
det(u,v) = —det(v,u). Samotny determinant bez absolutni hodnoty nam tedy nepocita

obsah, ale tzv. orientovany obsah.

Takovy obsah se znaménkem zname 1 napf. z integralniho poctu, kdy obsah mezi grafem
funkce a osou x ziskdme z urcitého integralu kladny, pokud je graf nad osou x, a zaporny,

pokud je graf pod ni.

Definice 23: orientovany obsah
Orientovany obsah trojuhelniku o obsahu S, ktery je urCeny vektory u a v, oznaCime S

a definujeme:
S = §, pokud jsou u a v orientovany kladné

S = =S, pokud jsou u a v orientovany zaporné
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2.2.3 Odvozeni pomoci Heronova vzorce
Z planimetrie vime, Ze obsah trojuhelniku se déa také vypocitat pomoci Heronova vzorce,

zname-li velikosti vSech tfi stran trojuhelniku.

V naSem piipadé mame velikosti vSech tfi stran k dispozici, proto Heroniiv vzorec

pfesto jej pro zajimavost uvedeme.

Znéni a dikaz Heronova vzorce opét pfipomeneme na konci této podkapitoly (Véta 5:

Heronitiv vzorec).

Reseni Priklad : Vyiesime tedy piiklad jesté pomoci Heronova vzorce.

C

A

0 1 2 3 4

Obr. 32: Regeni Pikladu 10 pomoci Heronova vzorce

Vypocitame vSechny tfi strany trojuhelniku:
a=|w|= \/m =2
b=|v|=432+42=5
c=lul=42+32=5

Velikosti dosadime do Heronova vzorce:

10 +vV2 (10 + 2 10 ++/2 10 ++/2
)

Vyrazy v zavorkach pfevedeme na spole¢ny jmenovatel a dopocitdme:
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_ 1042 10-V2 V2 V2
S=lT=2 )

2
o 100-2 1 (49 7
N 4 2 J4 2

Vyuzijeme ditkazu Véta 5: Herontiiv vzorec a rovnost (4), kterou vyndsobime 16:

Obecny postup

1652 = (2bc + b? + c? — a®)(2bc — b? — c? + a?)
Pravou stranu upravime tak, abychom mohli pouzit vzorec A?> — B?:

1652 = —(b? + ¢? — a? + 2bc)(b? + ¢? — a? — 2bc)
165% = —((b? + c? — a?)? — 4b?%c?)
1652 = 4b%c? — (b? + c? — a?)?

Zavorku umocnime a pravou stranu upravime:

165% = 4b?c? — (b% + c?)? + 2a%(b? + ¢?) — a*
16S? = 4b?%c? — b* — 2b%c? — ¢* + 2a?b? + 2a%c? — a*

Dostavame rovnost:
(5) 1652 = —a* — b* — c* + 2b%c? + 2a%b? + 2a?c?

Vyjadiime si velikosti stran trojuhelniku:

a=|wl=lu-vl=(u —v)?%+ (U — 1)
b=|v|= fvlz+v§
c=lul= ’uf+u§

Velikosti dosadime do vyrazu (5) a dostavame:

16S? = —(u? — 2uyv; + v +us — 2uyv, + v2)? — (U2 + u3)? — (V2 + v3)?

+2(u? + u2) (W2 + v3) + 2(u? — 2uyv; + V2 +us — 2u,v, + v2) (U + ul)

+2(u? — 2u vy + V2 + uZ — 2uyv, + v2)(vE + v2)?
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Po velmi dlouhé tipravé vyrazu na pravé strané dostaneme:
1652 = 4‘(u1172 - u2v1)2
Rovnost vydélime 16 a nasledné odmocnime:

1
S = E |u1172 — U Vg

Véta 5: Heronuv vzorec

Obsah trojthelniku ABC je S = \/s(s —a)(s—b)(s—c), kde s je polovina obvodu

trojihelniku.

Diikaz: Vychéazejme ze zékladniho vzorce pro vypocet obsahu trojuhelniku:

cbsina
(1S =
2
Rovnost (1) umocnime:
c?b?(sin a)?
@5t = N

Vyuzijme kosinovou vétu:
a’? = b%?+ c? — 2bccosa
Vyjadiime cos? a a pomoci néj sin? a:

a’?—b?>—c*> b?>+c?—-a?

cosa = —2bc B 2bc
b? + c? — a2\’
cos’a = (2—bc>
b2 + c? — a2\
(3) sina=1-— <2—bC>

Do rovnosti (2) dosadime za sin? a pravou stranu rovnosti (3) a nasledné upravime:

ew(1- ey

4
1 4c?b? — (b? + c? — a?)?
260 4c2h?
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1
(4) % = E(Zbc + b? + c? —a?)(2bc — b? — c? + a?)

52 = (0 + 0~ a))(@ ~ (b~ )

_(b+c+a).(b+c—a).(a+b—c)_(a—b+c)

52
2 2 2 2

52_a+b+c a+b+c—2a a+b+c—2c a+b+c—-12b

2 2 2 2

, _a+tb+c a+b+c a+b+c a+b+c

oSS ) (2 (02
2 2 2 2

KdyZ misto a+:+c = % dosadime s a rovnost odmocnime, dostdvame Herontv vzorec:

S = \/s(s—a)(s—c)(s—b) ]
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2.2.4 Algebraické vlastnosti determinantu v roviné

Véta 6
Determinant je antisymetrické pozitivné definitni bilinearni forma.
Diikaz:

1) Dokéazeme nejdiive, Ze je determinant bilinearni forma.

det(u + v.w) £ det(u,w) + det(v, w)

det(u + v,w) = det((ul + vy Uy +vy), (wy; WZ)) =
= (uy +vw, — (uz + v2)wy
= U Wy + VW, — UpWq — VW,
det(u,w) + det(v,w) = (uywy — u,wy) + (Vw, — v,wy)
= U Wy + VW — UW — VW D

det(aw, v) = a - det(u,v)

det(au, v) = det((auy; awy), (vy;v,)) = awy v, — auy vy
a-det(u,v) = a(u,v, — au,v,) = au v, — au v,

det(uw, v + w) £ det(u,v) + det(u,w)

det(u, v + w) = det((ug;uy), Wy + wy; v, + wy))
= u; (v + wy) —uy(v1 + wy)
= U Uy + U Wy — UV — UyWy
det(u,v) + det(u,w) = (u v, — uyvy) + (W, — uyw;)
=W Vy + U Wy — UV, — UW D

det(u,av) £ a - det(u,v)

det(u, av)

det((us; uy), (avy; avy)) = uyav, — uyav,
= au v, — AUy,

a-det(u,v) = a(u,v, — u,v,) = au,v, — au,v, A

Determinant je tedy bilinearni forma.
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2) Dokazeme, Ze je determinant antisymetrickéd forma.
det(u, v) £ —det(v,u)
det(u,v) = u,v, — uyv;
—det(v,u) = —(V1uy — VUy) = VU, + VU = UV, — UV D
3) Dokazeme, Ze je determinant pozitivné definitni forma, tedy Ze det(u, u) > 0.

det(u,u) =uqu, —u,u; =0=>0m

Poznamka: Zjistili jsme, ze determinant neni pouze pozitivn¢ definitni forma, ale Ze plati

silngjsi tvrzeni: det(u,u) = 0

Zamysleme se, co takova vlastnost vyjadiuje geometricky. Vlastnost nam tika, ze pokud je
trojihelnik ur€en dvéma stejnymi vektory, pak je jeho obsah nulovy. Pfesné¢ji feceno
takové vektory trojuhelnik vibec netvofi. Vyslovime jesté trochu ponékud obecnéjsi

tvrzeni.

Tvrzeni: Vu,v € V 3k € R: (v = ku) = det(u,v) =0

Tvrzeni ndm ftikd, Ze determinant bude nulovy, pokud zvolené vektory budou linearné
zavislé.

Diikaz: det(u,v) = det(u, ku) = det((ul; U,), (kul,kuz)) = uku, —uyku; =0 m

Tvrzeni je tedy pravdivé a je pomémné vyznamné. Budeme-li totiz chtit zjistit, jestli tfi
body 4, B, C v rovin¢ tvofi trojuhelnik, bude stacit napf. vypocitat determinant vektori AB
a AC. Pokud determinant vyjde nenulovy, vektory jsou pak jisté linearn€ nezavisle¢, a body

A, B, C tedy tvofi trojuhelnik.

Priklad 11
Jsou dany body A[—2,0],B[4,—3],C[—6,2]. Urcete, jestli tvofi trojuhlenik.
(Krynicky, 2010)

Reseni: Uréime soufadnice dvou vektori:
AB = (6,-3),AC = (—4,2)
Vypocitame determinant:

det(AB,AC) =6-2—(=3) - (=4) =12 —-12 =0
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Vektory AB, AC jsou tedy linearné zavislé a body A4, B, C netvofii trojuhelnik, protoze lezi

v pfimce, jak mizeme vidét na obr. 33.

Obr. 33: Kolinearni body

Vztah mezi skalarnim sou¢inem a determinantem
Na zavér kapitoly uvedeme vzajemny vztah mezi skalarnim soucinem a determinantem. Jiz

vime, Ze ob¢ bilinearni formy lze pouzit k vypoctu odchylky ¢ dvou vektorti u a v, nebot”:

_ u-v
2= vl
) _ det(u,v)
T Tl

Vyuzijeme-li rovnosti sin? ¢ + cos? ¢ = 1, dostaneme:

u-v\? det(u,v) 2
)+ e -
lullv| lullv|
Kdyz rovnost vynasobime |u|?|v|?, dostdvame vztah mezi skaldrnim soudinem

a determinantem:
2
(u-v)? + (det(u,v))” = |ul?|v|?

o v e , . rw . ’ 2 I3
Pozndmka: Stejné jako misto (sin ¢)? piseme sin? ¢, budeme namisto (det(u,v))” psét

det?(u,v). Vlastnost tedy zapiseme takto:

(u-v)? + det?(u,v) = |ul?|v|?
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3 Analyticka geometrie v prostoru

V této kapitole budeme zkoumat vektory v prostoru a budeme postupovat podle stejného
planu jako v druhé kapitole. Nejdiive prozkoumame odchylku dvou vektorti a obsah
trojuhelniku vymezeného dvéma vektory v prostoru. Nasledné situaci rozsitime o dalsi
vektor a bude nas zajimat, jak spocitat objem cCtyfsténu vymezeného tfemi vektory
v prostoru. Zaroven budeme opét nejdiiv fesit konkrétni piiklady a az potom budeme
odvozovat. Nejvice nds pak bude =zajimat, jak se definice skaldrniho soucinu

a determinantu daji prenést do prostoru a k ¢emu se daji vyuzit.

Poznamka: V celé kapitole budeme pouzivat kartézskou soustavu soutfadnic na obr. 34.

)

z

Obr. 34: Kartézska soustava soufadnic
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3.1 Uhly a skalarni sou¢in

Nasim cilem nejdiive bude zjistit odchylku dvou vektort v prostoru. VyifeSme tedy
nasledujici priklad.

Piiklad 12

Jsou dany body A[0;0;0],B[4;4;2],C[2;2;4]. Urcete odchylku vektort u = AB
av = AC.

[}

Obr. 2: Odchylka dvou vektor v prostoru

ReSeni: Jak mizeme vidét na obr. 35, oba vektory lezi v jedné roviné ABC. Odchylku ¢
tedy spocitdame pomoci kosinové véty pro trojuhelnik ABC. Spocitame nejdiiv velikosti

vSech stran:

a=|BC|=+(-2)2+(-2)2 +22 =12 =23
b=|v|=v22+22+42=+24=2V6
c=lul=v42+42+22=+36=6

Dosadime do kosinové véty:

a? = b? + ¢? — 2bc cos @
12 = 24 4+ 36 — 24V6 cos ¢
2 _2V6 6

CosQp = —

J6 6 3
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V6
¢ = arccos <?> ~ 35°16'

Obecny postup

KdyZ budeme postupovat obecné, z kosinové véty dostaneme:

lu—v|? = |u|* + |v|* - 2|ul|v| cos ¢
2|ullv|cos ¢ = [ul* + |v|* — lu—v|?

lul? + |[v|* — |lu—v|?
COS =
¢ 2[ul[v|

Vyraz na pravé strané¢ rozepiSeme pomoci definice velikosti vektoru. Odmocniny

a mocniny se vyrusi a dostdvame:

uZ +ul +ul + v+ vi+vi— (uy —v1)? - (U — 1) — (uz — v3)?

cose = 2[ullv|

Zavorky umocnime a ¢leny secteme, dostavame pak:

2u V1 + 2Uuy v, + 2UzV3 UVt UV, + U3 V3

cosp = =
2|ul|v| lul|v|

Vidime, ze v Citateli zlomku jsme obdrzeli vyraz ptipominajici skalarni soucin v roving, je

tedy smysluplné definici skalarniho soucinu rozsitit i pro vektory v prostoru.

Definice 24: skalarni soucin dvou vektoru v prostoru

Skaldrnim soucin vektorti u a v v prostoru nazveme vyraz u,v; + u,v, + uzvs a piSeme:
Uu'v= ulvl + uzvz + u3v3
Poznamka:

1) Pro odchylku dvou vektorti v prostoru plati, stejné jako v roving:

u'v

|ul|v|

cos @ =

2) Vroviné jsme skalarni soucin odvodili dvojim zpisobem — pomoci kosinové véty
a pomoci souctovych vzorcli. Druhy zplisob se v prostoru obecné provést neda.
I kdybychom vypocitali odchylky vektorit u a v od roviny xy, k nalezeni odchylky

u a v bychom se nedostali.
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3.1.1 Odchylka primek a rovin — feSené priklady
Protoze jsme odvodili néstroj pro hledani odchylek dvou vektort v prostoru, piirozené ted’
muzeme fesit ulohy, kde budeme hledat odchylky dvou pfimek ¢i rovin, pfipadné pifimky

a roviny.

Priklad 13
Naleznéte odchylku dvou télesovych thloptic¢ek v krychli.

‘ H

Obr. 36: Odchylka télesovych uhlopfic¢ek v krychli

Reseni: Krychli ABCDEFGH si zvolime tak, ze A[0;0;0],B[1;0;0],C[1;1;0]
a G[1;1;1]. ZapiSme si jesté soufadnice vrcholu H: H[O0; 1;1]. Vypocitame soufadnice

vektortt AG a BH:
AG=G-A=(1;1;1)
BH=H-B=(-1;1;1)
Spocitame uhel ¢:

|AG-BH| |-1+1+1] 1

COoS = = = —
?=laGIBHI~ ~ v3.v3 3

Dostavame tedy, Ze ¢ = arccos G) ~ 70°32'.
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Priklad 14
Naleznéte odchylku télesové a sténové tthlopticky v krychli.

[ |

Obr. 37: Odchylka télesové a sténové thlopticky

Reseni: Budeme pracovat ve stejné krychli jako v Piiklad 1. ZapiSeme si nejdiive
soufadnice potiebnych vrcholt: A[0; 0; 0], B[1;0;0],G[1; 1;1]. Vypocitame soufadnice
vektori AG a BG:

AG = (1;1;1)
BG = (0;1;1)
Spocitame uhel ¢:

|AG-BG| 10+1+1] 2 _
|AG||BG]  V3-v2 /6

2/6
6

“| 5

cos @ =

Dostavame tedy, Ze ¢ = arccos (g) ~ 35°16'.

Piiklad 15
Urcete odchylku dvou sténovych uhlopfic¢ek v krychli.
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A

B

Obr. 38: Odchylka dvou sténovych thlopficek v krychli

Reseni: Krychli opét zvolime stejné jako v predchozich piikladech. Uréeme si vrcholy 4, C

a H.Tedy A[0,0,0],C[1,1,0], H[0,1,1].
Urcime soutadnice vektori AC a AH:
AC = (1,1,0)
AH = (0,1,1)
Urcime odchylku ¢:

JAC-AH| 0+1+0 1
|ACI|AH| ~ 2-v2 2

= arceos () =5
<p—arcc052 —3

cos @ =

.....

dostaneme trojuhelnik ACH, jehoZ kazdé strana ma velikost sténové thlopficky, a je tudiz

rovnostranny. Uhel ¢ je tudiz g

Piiklad 16

Naleznéte odchylku dvou stén pravidelného Ctytsténu.
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A\

4

B

Obr. 39: Odchylka stén Ctyisténu

Reseni: Ctyfstén jsme zvolime tak, e A[0;0;0] a B[1;0;0]. Protoze vyska

. ., . L. 3 .. [1.43
rovnostranného trojuhelniku ma velikost g, vrchol C ma soutadnice [E ; g; 0].

Soutadnice vrcholu D pak dostaneme z pravouhlého trojuhelniku ATD, kde T je tézisté

podstavy. Protoze |AT| = 3 % = £ a|AD| = 1, dostavame |[TD| = ’ f

Vrchol D mé tedy soufadnice E, g ; \/3_g]

Urcime soutadnice vektoru S 45C a SypD, kde Sy E, 0; 0]:

V3
SABC: C_SAB = (0,7, )

0
V3 V6
SABD:D_SAB:<O? ?)

Spocitame uhel ¢:
1
|SapC - SapD| |0 +Z+O| 21

1SasClIS4sD]~ 3.3 3
2 2

cos @ =

1
@ = arccos (5) ~ 70°32'

Priklad 17

v v w7 7 s sr s
Urcete vSechny ptimky g, které s osou z sviraji tthel 3
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Reseni: Smérovy vektor osy z je napt. u = (0; 0; 1). Hledame tedy viechny takové piimky

q s normalovymi vektory v = (x; y; z), aby platilo:

T |0x + Oy + 12|
cos— =

3_ﬁ. /x2+y2+zz

Po upravé dostavame:

|z|
Vx2 4+ y2 + 72

Rovnost umocnime, ¢imz se zbavime absolutni hodnoty i odmocniny:

1
2

1 7?2

4 X2+ y? 4+ z2
Zbavime se zlomku a dostaneme:
x2+y2—-322=0

Pokud rovnost zaddme do grafického programu, napf. GeoGebra, vidime, Ze vznikla

kuzelova plocha. VSechny piimky q, pro které [0,0] € g, lezi v této kuzelové plose.

Obr. 40: Kuzelova plocha



3.1.2 Algebraické vlastnosti skalarniho soucinu v prostoru
Na zavér povidani o skalarnim soucinu jesté¢ ovétime, ze skaldrni soucin v prostoru ma

stejné vlastnosti jako skalarni soucin v roving.

Véta 7

Skalarni soucin v prostoru je symetrickd pozitivné definitni bilinearni forma.
Dutkaz:
1) Nejdiive dokédzeme, Ze se jedna o bilinedrni formu.

(u+v)- wZu-w+v-w

(u+v) w=(u; +v;u, +vyus +v3) (Wi wy;wy) =
= (uy +v1) wy + (U +v3) wy + (Uuz +v3) - wz =
= wU Wy + VW + UpyWy + VW, + UsWs + V3w
u-wt+v-w = Ww; +uw, + uzws) + (vywy + vew, + vaws) =
= U Wy + VW + UWy + VW, + UzWs + V3w D

a(u-v)

[l-

(au) v

(auw) - v = (auq; auy; aug) - (v1; v5; v3) = au vy + au,v, + ausgvs
a(u " 17) = a(u1v1 + quz + U3v3) = aulvl + aquz + aU3v3 @

u-v+EwZzu-v+u-w

u-(W+w) = (uguzuz) - (v +wis vy +wy v +ws) =
= (v +wy) +up (v, + wy) +uz(vs +wg) =
=WV F U Wy + UV + UpWy + Uz V3 F U3W5 =
u-v+u-w= v +uv, + uzvs) + (Wwy + uyw, + uswy) =
= UV + U Wy + Uy Uy + UW, + UV + U3 D

a(u-v)

[l

u- (av)

u- (av) = (uq; uy; u3) - (avy; avy; avy) = uyavy + uyav, + usavs =
== aulvl + au2U2 + au3v3

a(u-v) = a(uy vy + uyvy + ugv3) = au vy + auyv, + augv; O

Skalarni souc¢in dvou vektorti v prostoru je tedy bilinearni forma.
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2) Dokazeme, ze je skalarni soucin v prostoru symetricka forma.
uvv-u
UV =U v + UV, +UzVs
VU= VU + VUy + V3Uz = UV + UV, + Uz V3 D
3) Zbyva jesté dokazat, ze skalarni soucin v prostoru je pozitivné definitni forma,
budeme tedy dokazovat, ze u - u = 0.
u-u = (g up; uz) - (g up; uz) = uf +uj +ul

Protoze soucet tii nezdpornych Cisel je vzdy ¢islo nezaporné, tvrzeni plati. m

Véta 8

VueViuru=0ou=o
Ditkaz: " = ": Vychazime tedy z ptedpokladu, ze u-u = 0.

Z piedpokladu dostavame u? + u3 + u3 = 0, odkud plyne, 7e u = 0. Kdyby totiz vektor

nebyl nulovy, na pravé stran¢ bychom dostali kladné ¢islo.
Dtkaz "<" je jesté trivialnéjsi. Vychazime z pfedpokladu, Ze u = o, tedy
u'u=0:-0+0-0+0-0 =0 atvrzeni plati.

Zjisitli jsme tedy, Ze vSechny vlastnosti skalarniho soucinu v roviné€ plati i pro skalarni

soucin v prostoru.
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3.1.3 Skalarniho sou¢in v n-rozmérném prostoru
Na zavér jesté definici skaldrniho soucinu zobecnime. Stejné jako jsme definici skalarniho
soucinu zobecnili z roviny do prostoru, mizeme definovat skaldrni soucin v libovolném

prostoru dimenze n.

Definice 25: skalarni soucin v prostoru dimenze n
Skalarni soucin vektori u = (uy;uy; ...;uU,) @ v = (V4 Vy; ...; V)V prostoru dimenze n
definujeme nésledovné:

n

u*v=uv + Uy Vo + -+ unvn = 2 uka
k=1

Definice 26: délka vektoru a velikost uhlu v prostoru dimenze n

Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem, tzv. euklidovsky vektorovy prostor.

Délkou vektoru u nazyvame realné ¢islo |u| = vu - u.

Velikost ¢ uhlu mezi vektory u a v definujeme takto:

uv

a) cos@ = prou # o,b # o, € (0; )

[ullv]
b) cosg =0prou =0nebou =o0

Jestlize plati cos ¢ = 0, nazyvame vektory u a v kolmymi. (Novotnd, Trch, 1989, s. 110)
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3.2 Obsahy a vektorovy soucin

Stejné jako jsme v predchozi podkapitole zkoumali hledani odchylek v prostoru, budeme
se ted zabyvat vypoctem obsahu trojuhelniku, ktery je vymezeny dvéma vektory

v prostoru. Opét zacneme piikladem.
3.2.1 Odvozeni pomoci funkce sinus

Priklad 18
Jsou dany body A[0;0; 0], B[4;4;2],C[2; 2;4]. UrCete obsah trojihelniku vymezeného
vektoryu = ABav = AC.

A

Obr. 41: Obsah trojuhelniku vymezeného vektory v prostoru

|

5., ., . rir , 1 : o
Reseni: Obsah trojuhelniku spocitdme pomoci vzorce S =Ebc sin . Velikosti stran

spocitame jako velikosti vektorti u a v:

b=lvl =224 =2V6
c=lul=[4%42)]=6

ProtoZze mame zavedeny v prostoru skaldrni soucin, spocitdme cos¢ a nasledné

dopocitame sin ¢:

uv 4-2+4-2+2-4 24 2

lullv] 12v/6 126 V6

cos @ =

2|5
<%
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Tudiz mtzeme dopocitat obsah S

1 1 V3
S=§bcsin(p=§-2\/€-6-?=6\/§

Obecny postup
Proved’'me stejny postup obecné. Méjme v prostoru dva vektory u a v a chceme vyjadrit
obsah trojuhelniku vymezeného danymi vektory. Postupujme stejné jako pii feSeni

predchoziho ptikladu:

1 1 1
S = > lul|v|sing = > lu||v|]/1—cos2 ¢ = 3 |u||v|

Po tpravé dostavame:

1
§ =Sy (ullv)? - (u- v)?

Velikosti vektorti a skalarni soucin rozepiSeme podle definice, odmocniny a mocniny se

vyrusi a dostaneme:

1
S = E\/(uf +uZ + ud) (Wi + v +v2) — (U vy + UV, + UzV3)?

Vyraz pod odmocninou ozna¢me P a upravme ho:

P = uivi + uivs + ulv: + udv? + uivi + uivi + udv? + udvi + uivi —uivi —
U2 — udvi — 2u v UV, — 2U VU3V — 2UpVpUs D3

Po odecteni stejnych ¢lenti dostaneme:

P = u?v2 + u?vi + uiv? + udv: + uiv? + uiv:i — 2u v U v, — 2U VU3 Vs

— 2Uy VU3 V3

Vidime, ze vyraz P se neda zapsat jako druhd mocnina néjakého souctu ¢i rozdilu, jako

tomu bylo v rovin€. Definici determinantu tedy nebudeme rozSifovat pro dva vektory
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v prostoru. Pozdéji si ukazeme, ze determinant ma smysl definovat az pro tfi vektory

V prostoru.

Vyraz ale obsahuje 9 s¢itanct, které mtizeme sdruzit a zapsat pomoci druhé mocniny:

P = (u?,v%; — 2uyv,usvs + u?3v2%,) + (U?,v?; — 2u v usvs + u?3v?%)) +

(u21v22 = 2uy 01UV, + u22U21)
P = (upv3 — uzv,)® + (uzvy — uyv3)? + (W v, — upvy)?

Pro obsah S tedy plati:

= E\/(u2v3 —u3V;)? + (U3v; — Uyv3)? + (Uyv; — Uy vy )2

Vsimnéme si, Ze obsah S se spocita jako polovina velikosti vektoru z, kde:
z = (UpV3 — UzVq; UgVy — Uy V35 Uy Vs — Upy)
Definice 27: vektorovy soucin
Vektorovym soucin vektorti u = (uq; uy; uy) a v = (vq; v,; v,) definujeme jako
U XV = (UpV3 — UsVp; UgVy — Uy V3; Uy Vp — UpVy)
Poznamka:

1) Libovolnym prohozenim soufadnic vektoru u X v by se obsah trojuhelniku
nezménil. Pozdé&ji si vSak ukaZeme, Ze vektor s timto pofadim soufadnic ma i dalsi
vyuziti.

2) Vsimnéme si, Ze soufadnice vektoru z jsou determinanty dvouslozkovych vektort,

které vzniknou z vektort u a v:

z = (det((uz; us), (v5; v5)); det((ug; w), (vs; v1)); det((us; up), (v v2)))

3) Obsah S rovnobé&zniku daného vektory uavje S = |u X v|.

4) Pro vypocet vektorového soucinu mizeme pouZit

jako pomiicku pouzit diagram na obr. 21, kde Uy Uz Uz Uy
zelené Sipky smétujici doprava bereme s kladnym >< ><
Vp Vz V3 Vg

Obr. 42: Pomicka pro vypocet vektorového
soucinu
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znaménkem a Cervené Sipky sméfujici doleva se znaménkem zépornym.

Priklad 19

Urcete obsah rovnobézniku vymezeného vektory u = (1;3;2) av = (4;1; 1).

Obrazek 43: Piiklad 20

Reseni: Uréime soufadnice vektoru u X v a nasledné€ vypocitame jeho velikost.

uxv=03-1-2-1;2-4—-1-1;1-1-3-4) = (1;7; -11)

S=luxv| =12+ 72+ (-11)2 =171 ~ 13,08
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3.2.2 Algebraické vlastnosti vektorového soucinu
Zjistili jsme, Ze pro obsah trojuhelniku, resp. rovnobézniku, v prostoru se pocitd pomoci

vektorového soucinu. Prozkoumejme tedy jeho vlastnosti.

Nejdiive se zamysleme, jaké zobrazeni jsme jiz zavedli. Skaldrni soucin i determinant
v roving jsou bilinearni formy, tedy zobrazeni R? X R? — R, skalarni soucin v prostoru je

pak zobrazeni R x R3 — R a je to také bilinearni forma.

Vektorovy soudin pfifazuje dvojici vektordi v prostoru vektor, je to tedy zobrazeni R3 X
R3 - R3, a tudiz to neni biline4rni forma, ktera vzdy zobrazuje vektory do t&lesa. Mohlo
by nas tedy napadnout zkoumat, jestli vektorovy soucin neni linedrni zobrazeni. Do
linedrniho zobrazeni ale vzdy vstupuje jen jeden vektor, ktery se zobrazi na jiny. Do
vektorového soucinu vstupuji ale vektory dva a vysledkem je jeden jiny vektor. Zavedeme
tedy pojem analogicky, ktery rozsifuje definici linedrniho zobrazeni pravé na ptipad, Ze

zobrazujeme dva vektory.

Definice 28: bilinearni zobrazeni
Necht V je vektorovy prostory nad télesem T. Zobrazeni f:V XV — V nazveme

bilinearni, pokud Vu,v,w € VV a,b € T plati:

a) f(au+ bv,w) = af(u,w) + bf(v,w)
b) f(u,av + bw) = af (u,v) + bf (u,w) (Repik, 2014, s. 14)

Poznamka: Bilinearni zobrazeni se da obecné definovat jako zobrazeni U X V — W.

Véta 9

Vektorovy soucin je bilinearni zobrazeni.
Duikaz:
a) (au+bv)xw=a(uxw)+b(vxw)
Oznaéimem = (au+ bv) xwan=a(uxw) + b(v xw)
m, = (au, + bvy,)ws — (aus + bvs)w, = au,ws + bv,ws — ausw, — bvsw,

m, = (aus + bvg)w; — (auy + bv)ws = auswy + bvsw; — auyws — bv;ws
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ms = (au; + bvy)w, — (au, + bv,)w, = auyw, + bvyw, — au,w; — bv,w;
ny = a(uy,ws — uswy) + b(v,ws — v3w,) = au,ws — auzw, + bv,ws — bvsw, = my
ny, = a(usw; — uyws) + b(vswy — vywy) = augw; — auws + bvsw, — bvyws = m,
ny = a(uwy — uywy) + b(vywy, — v,wy) = auyw, — au,wy + bvyw, — bv,w; = my
Plati tedy (au + bv) Xxw =a(uxw) + b(vxw). @

b) ux (av+bw) =a(uxv)+b(uxw)
Opét oznatime m =u X (av+ bw) an = a(u X v) + b(u X w).
my; = uy(avs + bws) — us(av, + bw,) = au,v; + bu,ws — auzv, — bugw,
m, = usz(av; + bw;) —uy(av; + bws) = ausv; + busw; — au,v3 — buywsg
my = uy(av, + bw,) — uy(av, + bw;) = auyv, + buyw, — au,v; — bu,w;
ny = a(uyv3 — UsVy) + b(Uuyws — Uswy) = au,vs — ausv, + bu,ws — busw, = my
n, = a(uzv; —uyv3) + b(usw; — uyw3) = augv, — auy vz + buzw; — buyw; = m,
ny = a(u vy, —uyvy) + b(uyyw, — uy,wy) = au v, — au,vy + buyw, — buy,w; = my
Platitedy u X (av + bw) =a(uXv) + b(uxw). m

Vektorovy prostor je tedy bilinearni zobrazeni.
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3.3 Objemy a determinant
Od hledani obsahu trojuhelniku se ted’ logicky pfesuneme ke zkoumani objemt. V roviné
jsme zkoumali obsah trojuhelniku vymezeného dvéma vektory a analogickou tulohou

v prostoru je vypocet objemu Ctyfsténu vymezeného tfemi vektory.
Vytesime opét nejdiive konkrétni piiklad a déle odvodime obecny vzorec pro vypocet

objemu Ctyfsténu.

Priklad 20
Vypocitejte objem ¢tyisténu ABCD, kde A[0,0,0], B[3,1,0],C[1,4,1], D[2,1,5].

Obr. 44: Objem Ctyf'sténu

Reseni: Vypocitame nejdiive soufadnice vektort u, v a w:

u=AB = (3;1;0)
v=AC=(1;41)
w=AD = (2;1;5)
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Objem cCtytsténu se pocitd podle vzorce V = %Sp - v. Obsah podstavy spoc¢itame pomoci
vektorového soucinu:
1 1
Sp =5 (uxv)] =§|(1-1—0-4;0-1—3-1;3-4—1-1)|

2
V131
2

1 1
Sp =5 1(1;-3;11)] = E\/12 +(=3)2+112 =

Pro vypocet objemu potifebujeme jesté ziskat velikost vysky, budeme proto hledat vektor

n = (nq4; ny; ng), ktery je kolmy k vektorim u a v. Pro vektor n tedy plati:
Du-n=0
2)v-n=0
Z podminek dostavame:
(1) 3Tl1 + n, = 0
(Z)Tll +4'n2 +n3 =0
Z kombinace obou rovnic vyjadiime druhou a tieti soufadnici pomoci prvni soufadnice.
KdyzZ ozna¢ime n, = t, dostavame:
n = (t; —3t; 11t)
Nam stacilo najit jeden kolmy vektor, proto za t miZeme zvolit libovolné nenulové ¢islo,
napi. t = 1:
n=(1;,-3;11)
Dale oznacime p ptfimku prochazejici bodem A a kolmou k roviné ABC (vektor n lezi na
pfimce p). Z bodu D vedeme kolmici k pfimce p, patu této kolmice oznac¢ime R. Velikost

hledané vysky v je pak v =|AR|=|w|-cosf, kde 6 je odchylka m a w.
(Kocandrle, Bocek, 1995, s. 60)
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Vztah v = |AR| = |w| - cos 6 plyne z pravouhlého trojihelniku ARD (viz obr. 45).

P

R

n

A

Obr. 45: Velikost vysky ve Ctyfsténu
Spocitame cos 8 pomoci skalarniho soucinu:

n-w 1-2—-3-1+11-5 B 54
In|[lw| V1I+9+121-V4+25+1 +/131-/30

cosfO =

Dopocitadme objem:
V=cz8"v

V=c-S5, |lw|-cosb

, 1 V131 - 54
32 VI31-4/30
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Obecny postup
Postupujme ted’ obecné. M¢éjme tii vektory u = (ug; uy; us),
v = (v1;v5;v3) aw = (Wy; Wy; Ws), které urcuji ¢tyistén ABCD. Checeme odvodit nastroj,

jak pocitat jeho objem.

Jiz vime, ze obsah podstavy spoCitdme jako S, = % |lu X v|. Musime tedy odvodit
soufadnice vektoru n, ktery je kolmy na vektory u a v. Musi tedy platit dvé podminky:

MDu-n=0
RQv-n=0

Podminky si rozepiSeme:

(1) uing + Uny + u3Tl3 = O

(2) ving + Uony + 173713 = O

Vsechny soutadnice vektoru si vyjadiime napt. pomoci ns. Od v, - (1) odeéteme u, - (2).

Dostavame pak:

ViUyNy; — UV N, + v1U3n3 - u1173n3 =0

Ny (ViUy — Uy v;) + n3(viuz —uyv3) =0
U1U3 - u1173

Bn,=—-——"mn4
ViU; — UV

Kdyz od v, - (1) odeéteme u, - (2), obdrzime:

vzulnl - uzvlnl + UzU3n3 - u2v3n3 = O

11 (Vauy — Upvq) + n3(Vauz —upv3) =0
VU3 — Uy V3

BG)ny=———"n;
Vrouy — Uy

Zvolime-li n; = 1, ziskdme jeden z vektorti kolmych na vektory u, v:

, UpV3 — VU3 U V3 — VU3
n = ; 01
VU — UV ViU — U4V,
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Pokud pro vektor m plati, ze m = (v,u; —u,v,)n’, je vektor m také jist¢ jednim

z vektort kolmych na u, v. Soutadnice vektoru m jsou pak:
m = (UV3 — VaUs; UsVy — Uy V3 UgVp — UgVy)

Vidime, ze vektor m = u X v. Zjistili jsme tedy, Ze vektorovy soucin u X v ma dvé

dualezité vlastnosti:

1. |u X v| je obsah rovnobézniku daného vektory u a v

2. u X vjevektor kolmykuiv

Vratime se k hledani vektoru n. Jiz jsme zjistili, ze vektor m = u X v je kolmy k obéma
vektorim u 1 v.
Jak jsme jiz zjistili pfi feSeni predchoziho ptikladu, pro vysku v plati: v = |w| - cos 8, kde

0 je odchylka m, resp. m, a w. Ur¢ime tedy vysku a cos 6 vyjadiime pomoci skalarniho

soucinu:
m-w (uxv)-w (uUxv)w
v=|w|-cosb =|w|l——=|w|- =
|m||w] Im| - [wl lu x vl
Plati tedy:
1
V=§Sp-v
v 1 1I % | (uxv)-w
=——lu ——
32 |lu x v|
1
V=g(u><v)-w

Definice 29: smiSeny soucin

Vyraz (u X v) - w nazveme smisenym soucinem vektorti u, v, w.

Protoze (u X v)-w je skalarni soucin dvou vektori u X v a w, a ten mize nabyvat
1 zapornych hodnot, neobdrzime klasicky objem. Analogicky jako jsme u determinantu
v rovin¢ zavedli orientovany obsah, u smiSené¢ho souinu zavedeme tzv. orientovany
objem. A podobné jako vrovin¢ jsme pred zavedenim orientovaného obsahu zavedli
orientaci vektort, uvedeme ted’ pojem pravotocivé a levotocivé baze podle (Koc€andrle,

Bocek, 1995).
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,Mejme v prostoru tri vektory a,b,c urcené orientovanymi useckami PA,PB,PC.
Predstavme si, Ze polozime pravou ruku na rovinu PAB tak, Ze pokrcené prsty této ruky
udavaji smer otdaceni, které poloprimku PA prevede do poloprimky PB (samoziejmé
nejkratsim moznym smérem, tj. vnitikem konvexniho uhlu APB). Jestlize p7i této poloze
ruky sméruje vztycCeny palec do stejného poloprostoru s hranicni rovinou PAB jako vektor
¢, nazyvd se baze (a, b, c) pravotodiva baze. V pripadé, Ze vztyceny palec sméruje do

opacného poloprostoru nez vektor ¢, nazyvd se baze (a, b, c) levotoéivd badze.

Obr. 47: Levotociva baze
(Koéandrle, Boéek, 1995, S. 55) (Koéandrle, Boéek, 1995, S. 56)

Obr. 46: PravotoCiva baze

Pomoci pravotocivé a levotocivé baze pak definujeme orientovany objem.

Definice 30: orientovany objem
Rekneme, Ze orientovany objem V &tyisténu daného vektory u, v, w je zaporny, pokud je
baze (u,v,w) pravotoiva, a kladny, pokud je baze (u,v,w) levotociva. Oznaéime-li V

objem Ctyfsténu, pak miiZeme napsat:

V =V pro pravotocivou bazi

V = —V pro levotocivou bazi

Poznamka: Protoze budeme chtit pocitat klasicky objem, nikoliv orientovany, budeme pro

objem Ctyfsténu daného tifemi vektory psat:

1
V=€|(u><v)-w|
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Poznamka: ProtoZe objem rovnobé&Zznosténu se vypocita podle vzorce V = S, - v, kde S, je

obsah rovnobézniku, jeho objem bude:
V=|(uxv)- w|

Priklad 21
Rovnobéznostén ABCDEFGH je dan tiemi vektory u = (3;0;0),v = (5;4;0) a w=
(4; 3; 6). Urcete jeho objem a povrch.

Obr. 48: Rovnobéznostén

Reseni: Spocitame nejdfive objem V. Vime, Ze plati V = |(u X v) - w|, dosadime tedy:

vV =|((3;0;0) x (5;4;0)) - (4;3; 6)|
V=(0:0—0-4;0-5—3-0;3-4—0-5)-(4;3;6)|
V=100;0;12)-(4;3;6)| =|0-4+0-3+12-6| =72

Povrch S spocitdme jako soucet obsahil vSech stén, kazdé dve protéjsi stény jsou ale stejné,

coZ nam trochu usnadni praci.
S=2"uxv)|+2 - |(uxw)|+2-|(vxw)|
Spocitame obsahy jednotlivych stén pomoci vektorového soucinu:
|(uxv)| =12
l(uxw)|=1](0-6—-0-3;0-4—3-6;3-3—0-4)| =|(0; —18;9)| = V405
(wxw)|=[(4-6—-0-3;0-4—5-6;5-3—4-4)| =|(24; —30; —1)| = V1477

Dostavame tak povrch:

S=2-1242-V405 + 2 - V1477 = 24 + 18V5 + V1477 ~ 141,11
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3.3.1 Determinant v prostoru
Zaméfime se jeSté na vyraz (u X v) - w. RozepiSeme si ho pomoci soufadnic vektort

Uu, v, w a upravime:
(U X V) W = (UpV3 — VaUs; UgVy — Uy V35 U Vp — UpVy) * (Wy; Wos W3)
(uXv)-w=w;(Uv3 — vouz) + wy(Usvy — Uy v3) + wy(uy vy — upvy)
(U X V)W = Uy U3W; — UsVUWy + UV Wy — U UsWy + UV W3 — UV W3
Pokud ¢leny vyrazu preskupime, ziskavame:
(D) (uXv) W =1uv,W3 — UgVy,W; + V3 WolUs — U3Wolly + W Uy Vs — WUy Uy

Vsimnéme si, Ze vyraz, ktery jsme obdrzeli, pfipomina determinant dvou vektord v roving,

jen se vyraz rozsifil o soufadnice tietiho vektoru. ZapiSme si nejdiive determinant dvou

rv oW

vektord v roviné pomoci matice, tedy tabulky, jejiz fadky tvoii nase vektory:
Uy Uz
det(u, v) = det (171 772) = UV, — Uy

Vidime, jakym zptsobem volime prvky matice, abychom determinant ziskali.

Uy  Up
><
vy V3

Obr. 49: Pomticka pro vypocet determinantu v
roviné

ZapiSme si do tabulky i tfi vektory v prostoru a zndzornéme, jak pomoci jejich soufadnic
dostaneme vyraz (1).

Uy 3

v vy

Obr. 50: Znazornéni
vypoctu vyrazu (1)
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Z obr. 46 vidime, ze vyraz (1) je jen rozSifenim vypoctu determinantu dvou vektori
v roving, s rozdilem, ze ted’ pracujeme se tfemi vektory o tfech soutadnicich. Ma tedy

smysl rozsifit definici determinantu i pro tfi vektory v prostoru.

Definice 31: determinant ti'i vektori v prostoru

Determinantem vektori u, v, w v prostoru je vyraz:
u1v2W3 - U3U2W1 + U1WZU3 - U3W2u1 + Wlqu3 - W3u2v1
Determinant vektord u, v a w znac¢ime tfemi zpusoby:

U U Uz
vy Uy V3

Uy Uy uUj
det(u,v,w) =det| V1 V2 V3 |=
Wy W, W3

Wy Wy W3

Diisledek: Objem ctyisténu tedy pocitdme podle vzorce
1
V= gldet(u,v,w)l

Piiklad 22
Vypocitejte objem Ctytbokého jehlanu ABCDV, znate-li soufadnice bodu
A[2,3,4],B[—1,4,—2],D[0,2,—5],V[3,2,1]. (Petakova, 1998, s. 104)

Reseni: Objem ¢&tyibokého hranolu se spocitd jako tfetina objemu rovnobé&znosténu.

Vypocitejme soutfadnice vektort, které jehlan urcuji:
AB = (-3;1;,-6),AD = (—2;-1;-9),AV = (1, -1, -3)
Objem pak spocitdme pomoci determinantu:

1
V =3 ldet((=3;1,-6),(~2; =1, -9), (1;~1;-3))|

Spocitame determinant:

-3 1 -6
—2 =1 —=9|=(=3):(-1) (=3) =1+ (=1 (=6) + (=2) - (~1) - (=6) —
1 -1 -3

(=3)- (=D -(=9)+1-1-(-9)—2-1-3 =

=-9-6—-12+27-9-6=-15
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Dopocitame objem:

V—1| 15|—15—5
=3 =3 =

Priklad 23
Na ose 2z urCete bod Z tak, aby objem Ctyfsttnu ABCZ, kde
A[2,-3,1],B[1,0,3],C[3,1,—1], byl 14. (Petakova, 1998, s. 104)

Reseni: Bod Z ma soufadnice [0,0,c]. Vypoéitime nejdiiv soufadnice vektori, které
Ctyfstén urcuji:

AB = (-1;3;2),AC = (1;4;,-2),AZ = (—2;3;¢c— 1)
Vime, ze objem ma vyjit 14. Tedy plati:

1
6|dt(( 1;3;2),(1;4;-2),(-2;3 1)) =14

Ur¢ime nejdiive determinant:

-1 3 2
1 4 =2|=-4(c-1)+16+6—-6+12—-3(c—1)=—-4c+4+28—-3c+3
-2 3 c¢c—-1

Tedy det((—l; 3;2),(1;4;-2),(—2;3;¢c — 1)) =35—7c. Dosadime do rovnice

a dostavame:
1 |35 —7c| = 14
6 ‘=

Rovnici vynasobime g:

|5—c| =12
Tudiz5 —c = 12,nebo 5 — ¢ = —12. Resenim je tedy ¢c; = =7 ac, = 17.
Resenim jsou tedy body:

Z1[0,0,-7],Z,[0,0,17]
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3.3.2 Algebraické vlastnosti determinantu v prostoru

Abychom mohli zkoumat vlastnosti determinantu v prostoru, musime si nejdiive uvédomit,
co je to za zobrazeni. Determinant v roviné je zobrazeni, které dvéma vektortiim pftifazuje
realné Cislo, a dokézali jsme, Ze se jedna o tzv. bilinearni formu. Determinant tfi vektort
v prostoru je zobrazeni, které tfem vektortiim piifazuje realné ¢islo, nemiize se tedy jednat
o bilinearni formu. Analogicky jako jsme linedrni zobrazeni zobecnili na bilinearni
zobrazeni, bilinearni formu zobecnime pro tii a vice vektort a zavedeme tzv. multilinearni

formu.

Definice 32: multilinearni forma

Zobrazeni f:V; XV, X ... X V;, > R nazveme multilinearni formou, pokud plati:

a) f(u+vy,vy, .., =fWvy, .., vn) + f(V, Vg, ..., V)

b) f(avy, vy, ..., v) = af (v, vy, ..., Uy)

a obdobné rovnosti pro ostatni proménné. (Motl, Zahradnik, 1994, s. 259)

Véta 10

Determinant v prostoru je multilinearni forma. Neboli plati:

a) det(u+v,w,z) = det(u,w,z) + det(v,w, 2)
b) det(au,v,w) = adet(u,v,w)
c) det(u,v+w,z) =det(u,v,z) + det(u,w, z)
d) det(u,av,w) = adet(u,v,w)
e) det(u,v,w + z) = det(u,v,w) + det(u, v, z)

f) det(u,v,aw) = adet(u, v, w)
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Pted oveéfovanim podminek obecné si nejdiive na konkrétnim piikladé ukazeme, Ze plati
prvni  dvé podminky. M¢éme tedy vektory wu = (4;-3;2),v=(1;3;-5),
w=(2;3;4),z = (1;1;2) akonstantu a = 2.

det(tu + v,w,z) = det(u,w, z) + det(v,w, z)

5 0 -3
dettu+v,w,z) =12 3 4 |=
1 1 2
=5-3-2—3-3-14+2-1-(-3)—-5-1-441:0:4—-2-0-2=
=30+9—-6-20=
=13
4 -3 2 1 3 -5
det(u,w,z) + det(v,w,z) =2 3 4|+|2 3 4 |=
1 1 2 1 1 2

=4-3-2-1-3-2+2-1-2—-4-1-4+
1-(-3)4—-2-(-3)"2+1-3:2-1-3-(=5)+2-1-(-5)—-1-1-4+
1:3:4-2-3-2=
=24-6+4—-16—12+12+6+15-10—-4+12-12 =

=13

det(au, v, w) = adet(u,v,w)

8 —6 4
det(au,v,w)=|1 3 —5|=
2 3 4

=8-3:4—2-3-4+1-3:4-8-3-(=5)+2-(=6)-(=5)—1-(=6) 4=
=96 — 24+ 12 + 120 + 60 + 24 =

= 288
4 -3 2
adet(u,v,w) =21 3 -=5|=
2 3 4

=2(4-3-4—-2:3:2+1-3:2—4-3-(=5)+2-(=3):(=5)—1-(=3)-4) =
=2(48 — 12 + 6 + 60 + 30 + 12) =2- 144 = 288

Vidime, Ze tvrzeni pro nami zvolenou konstantu a vektory plati. Obecny diikaz provedeme

také pouze pro prvni dvé podminky. Diivod je jednoduchy, dikaz by byl velice dlouhy
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a pouze bychom opakovali stejné mechanismy, nebot kazda dalSi podminka je jen

obdobou jednou z prvnich dvou podminek.

Duikaz: Dokazeme tedy linearitu pro prvni dvé slozky.
a) det(u+v,w,2) = det((uy + vy; Uy + Va5 us + 3), (Wy; Wy w3), (245 255 23) ) =
= (uy + v)wazz — (ug + v3)wazy + (uz + v3)wiz; — (Ug + v1)wsz,

+(uz + vo)wszy — (up + vy)wyz3 =

= U1WyZ3 + ViWpZ3 — U3zWpZ — U3WyZ + UzW12, + V3W1Zy — U1 W3Zy

—V1W3Zy + UpyW3Z 1 + VaW3Z) — UpWZ3 — Uy WqZ3
det(u,w, z) + det(v,w,z) =
= U WyZ3 — UzWyZ + W1ZoUs — W3ZoUy + Z{UW3 — Z3UpWq + V1 Wy Z3 — U3WyZy
FW1Z3V3 — W32,V + Z1VU,W3 — Z3VU,Wy
Tudiz det(u + v,w, z) = det(u,w, z) + det(v,w, z)

det(au, v,w) = au v,w3 — AUzV,W; + AV Wollz — QU3WLU; + AW U, V3 — AW3U, Uy

= a(U VW3 — U3V Wy + U3 Wolly — UsWoly + Wil U3 — W3y Uy)

a(U;V,W3 — UsVWy + Uy Wyl — UsWolly + W l,Us — WallyVg)

adet(u,v,w)

= AU VW3 — QU3 VW, + AU Wolls — AUsW,o Uy + AW, U, V3 — AW3U, T,
Tudiz det(au, v,w) = adet(u,v,w) =

Rekneme, Ze determinant tii vektorti v prostoru je multilinearni forma.
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3.3.3 Determinant v n-rozmérném prostoru
Na zavér kapitoly o determinantu tii vektorti uvedeme, jak se determinant definuje obecné
v linedrni algebte. Nejdiive ale musime definovat n¢kolik pojmt. VSechny definice jsou

pievzaty z (Novotna, Trch, 1989).

Definice 33: matice
Necht' T je téleso. Obdélnikovou tabulku prvka z T sestavenych do m tadkd a n sloupct
nazyvame matici typu (m,n) nad télesem T. Je-li m = n, hovoiime o ¢tvercové matici

fadu n.

Definice 34: poradi
Necht’ n je ptirozené Cislo. Poradim prvkii 1,2, ...,n rozumime kazdou uspotadanou n-tici

(i, iy, -, i) prvki 1,2, ..., n, kde se kazdy z prvka 1,2, ..., n vyskytuje pravé jednou.

Definice 35: inverze v poradi
Inverzi v potadi (iy,iy,...,1,) rozumime kazdou dvojici &isel i,,ig takovou, Zze r <s

a zaroven i, > i (tj. vétsi Cislo se v potadi vyskytuje pfed mensim Cislem).

Definice 36: permutace
Permutaci m mnoziny {1,2,..,n} rozumime kazdou bijekci mnoziny {1,2,...,n}.

. _ , . I,00, )l , ,
Permutaci 7 zapisujeme pomoci matice typu (2,n) ve tvaru Ql' 2 .n>, ve které prvni

1'j 2= Jn
fadek nazyvame poradim vzori, druhy fadek poradim obrazii a pro kazdé x € {1,2, ...,n}

je m(ix) = jx. Mnozinu v8ech permutaci mnoziny {1,2, ..., n} zna¢ime S,,.

Definice 37: znaménko permutace
Znaménkem permutace 7 rozumime celé &islo (—1)**™, kde k je pocet viech inverzi

v potadi vzorti a m pocet vSech inverzi v pofadi obrazli. Znaménko permutace m zna¢ime

sign(m).
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Definice 38: obecna definice determinantu
Necht A = (aij) je Ctvercova matice fadu n nad télesem T. Determinantem matice A

rozumime prvek det A z t€lesa T, pro ktery plati:

121
detA = Z sign( )a1sla252 o Qg

5152 ...Sn
TESy

B (1 2n>
n= 5152“'571
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4 Analyza stiredosSkolskych ucebnic

V této kapitole nahlédneme do nékolika vybranych ceskych stiedoskolskych ucebnic
matematiky a budeme zkoumat jejich pfistup k zavedeni skaldrniho sou€inu. Téma
determinantu se ani v jedné ucebnici nevyskytuje, ackoliv svou nérocnosti nijak
nepfevazuje téma skaldrniho soucinu. NaSim hlavnim cilem bude zjistit, jak autofi
zavedeni skalarniho souc¢inu motivuji. Budeme zkoumat 4 stfedoskolské ucebnice, z toho

jedna je ucebnice internetova.

4.1 Prometheus: Matematika pro gymnazia

V ucebnici je skaldrnimu soucinu vénovana kapitola 2.5. Nejdiive se zde definuje velikost

vektoru v roviné i prostoru, jednotkovy a nulovy vektor.
Skalarni soucin se zavadi bezprostiedné poté, viz obr. 51.

Skalirni soucin, ktery ted zavedeme, je velmi diilezity. Jeho ndzorny
vyvznam ukaZzeme pozdéi.

Skalarni souéin dvou vektorii u = (uy;us), v = (vy;v2) v ro-
viné je éislo

w1ty + v,
Skalarni sou€in dvou vektorii w = (uy; uz; ug), v = (vy; ve;v3)
v prostoru je ¢islo

U3V + UoUa + Uzvy.

Obr. 51: Matematika pro gymnazia (Kocandrle, Bocek, 1995, s. 40)

Jedinou motivaci pro zavedeni skalarniho soucinu je tedy presvédceni autorti o diileZitosti
pojmu. Po definici nasleduji feSeny piiklad a véta o algebraickych vlastnostech skalarniho

soucinu, kterd je nasledné dokazana.
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Autofi dale definuji thel dvou vektord v roving a pro specidlni polohu vektorti odvozuji

vztah u - v = |ul|v| cos ¢ a nasledné uvadi vzorec cos ¢ =

ullvl

Obr. 52: Matematika pro gymnazia: geometricky vyznam skaladrniho
soucinu (Kocandrle, Bocek, 1995, s. 43)

V ucebnici tedy nenalezneme odvozeni skaldrniho souc€inu, piipadné jeho odvozeni. Autoii

skalarni soucin definuji a ndsledné€ ukazuji jeho vlastnosti.

95



4.2 Prometheus: Prehled stfedoSkolské matematiky

V ucebnici je skalarnimu soucinu vénovana kapitola 10.8. Autor nejdiive definuje velikost

vektoru a uhel dvou vektorti, ndsledné pak hned zavadi skalarni soucin (viz obr. 32).

Skalarnim soucinem v - v dvou nenulovych vektoru u, v nazfvame reilné
¢islo, které dostaneme jako soucin velikosti vektort u, v a kosinu velikosti tthlu ©
téchto vektort (obr. 10.32):

u-v=|ull|v|cosyp

b

Skalarni sou¢in dvou vektoru u, v, z nichZ alesponi jeden je nulovy, se klade
roven nule:

u-v=_0
Obrazek 53: Prehled stiedoskolské matematiky (Polék, 2008, s. 558)
V ucebnici tedy nalezneme jiné zavedeni nez v piedchozi uc¢ebnici. Autor definuje skalarni
soucin pomoci odchylky dvou uhld, ackoliv jest¢ nemame k dispozici analyticky nastroj
jeho pocitani.
Na rozdil od piedchozi u¢ebnice zde nalezneme poznamku k ndzvu skalarniho soucinu.

Nézev skalarni soucin pochdzi ztoho, ze fyzikadlnim veli¢indm, které jsou urceny
jednoznaéné svou cCiselnou hodnotou, se tik4 skalary nebo skalarni veli¢iny. Operaci, jiz
kazdé dvojici vektorti z daného vektorového prostoru V ptitazujeme jejich skalarni soucin,

nazyvame skalarnim nasobenim vektoru. (Polak, 2008, s. 558)

Nasledné jsou v ucebnici uvedeny algebraické vlastnosti a vyjadieni skaldrniho soucinu

pomoci soufadnic vektord.

Ackoliv tedy v uCebnici nalezneme definici skalarniho soucinu, ze které je vidét jeho
geometrickd interpretace, neni jasné, pro¢ bychom takové zobrazeni méli definovat a pro¢
timto zpisobem. V ucebnici tedy nenalezneme motivaci k zavedeni skalarniho soucinu,

stejné jako v ucebnici ptedchozi.
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4.3 Didaktis: Matematika pro stiedni Skoly
V této ucebnici nalezneme skaldrni soucin ve tieti kapitole. Kazda kapitola v ucebnici

zacina kratkym motivacnim textem, ktery nalezneme 1 zde (viz obr. 50).

Uvodni motivaéni text ma pfinést studentim zdiivodnéni, pro¢ se dané problematice

vénuji, piip. jak dale ziskané védomosti a dovednosti vyuziji. (Vondra, 2016)

Na letistnim radaru jsou vyznaceny sou- i v matematice, fikd se tomu poldrni
stredné kruznice a stdle se zde otdci paprsek  soufadnice. V kartézskych souradnicich je
nebo cheete-li polopfimka. Proé tam nejsou  bod urcen dvéma cisly, prvni #ikd, o kolik
dvé na sebe kolmé osy? Radiovy signdl se mdme z poédtku posunout ve sméru
pouzivany k uréeni polohy letadla a ke sle-  osy x, a druhé, o kolik se mdme posunout
dovini jeho pohybu umoziiuje uréit, kterym ve sméru osy y. Poléirni soufadnice jsou

smérem a jak daleko se objekt nachdzi. také dvé éisla. Prvni uddvd vzddlenost bodu
Pritom ,.jak daleko® se méfi od jediného od poédtku a druhd velikost tihlu sevieného
bodu. Pomocné soustredné kruznice pak kladnou poloosou x a polopfimkou urcenou
pomdhaji v rozhodovini, které z letadel pocitkem a popisovanym bodem. Odchylka
blizicich se z riznych smérit je blize. Tento  polopFimek Jje viastné odchylka jistych
zpiisob popisu bodu v roviné se pouzivd vektorti, o které bude fec v této kapitole.

Obr. 3: Didaktis, ivodni text (Vondra, 2016, s. 22)

Z Gvodniho textu se dozvime o dilezitosti poldrnich soufadnic, které kazdému bodu
piitazuji vzdalenost a thel. Uvodni text tedy splituje sviij G&el, nebot’ se v kapitola vénuje
uhlom.

Samotny skalarni soucin se ale definuje bez jakékoliv motivace (viz obr. 51).

Dva vektory je mozné také ndsobit. Pfitom je potfeba mit na paméti, ze sou-
¢inli dvou vektord je vice, a proto budeme disledné pouzivat piivlastky, zde
budeme mluvit o skaldrnim sou¢inu vektord.

SKALARNI SOUCIN

~ Skaldrni soudin dvou vektorti a, b se oznacuje a - b.

Obr. 55: Didaktis, zavedeni skalarniho souc¢inu (Vondra, 2016, s. 22)
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Nasledné pak v ucebnici nalezneme algebraické vlastnosti skalarniho soucinu a jeho

geometricky vyznam. Odchylka dvou vektort se zde odvozuje stejné jako v prvni ucebnici.

Za zminku pak jisté stoji ptiklad na konci kapitoly, kde maji zaci za kol spocitat obsah

trojuhelniku (viz obr. 52).

. Vypocitejte obsah tro)uhelmku ABC, kde A[ 3 —3] Bl4; 2] C[ L 4}

K vypoctu obsahu trojihelniku podle uvede-
ného vzorce potiebujeme soufadnice dvou
vektorll s pocatecnim bodem v jednom vrcho-
lu trojuhelniku a koncovymi body ve zbylych

dvou vrcholech trojihelniku, napr.Aé,Aé

Ve vzorci pro vypocet obsahu trojihelniku
vystupuji délky dvou stran trojahelniku —

A5 |AEI-‘AC|-sina v nadem piipadé velikosti vektorii uréenych
= 2 vrcholy trojuhelniku.
Sing— "Jl B Vyuzijeme vztah sin’ ¢+ ws o= "
: 2 2 néhot vyjadfime sinus, pfitom vime,
F i =Rl SETE o fe < 180°. : nr
J;r 452 -fIZ + 72 Hodnotu funkce kosinus vypocitame podle
vzorce pro vypocet odchylky dvou vektoru.
4 9
| sina=|1—
- [JN \1'53
- 2
R e 74 - 53J_49

§— \}'72+52 -\123+7Z -sina

o R )f? J74.53—49 _ \J7a.53-49* _ 39
2 5 2 2

.' Obsah trojuhelniku ABC je % _]2

Obr. 4: Didaktis, obsah trojihelniku

Je tedy Skoda, ze se na zakladé vypoctu tohoto ptikladu v ucebnici neodvozuje obecny
postup, jak pomoci soufadnic dvou vektorti spocitat obsah trojuhelniku, a tedy Ze se

nedefinuje determinant.
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4.4 realisticky.cz

Zavedeni skaldrniho souc¢inu nalezneme v kapitole 7.2.7. Autor konstatuje, Ze umime
nasobit Cislo a vektor, ale nikoliv dva vektory mezi sebou. Nésledné autor srovnava vzorec
pro vypocet velikosti vektoru, absolutni hodnoty realného ¢isla a velikosti komplexniho

Cisla (viz obr.) a na zakladé¢ této uvahy definuje skalarni soucin.

Vzpominka: velikost vektoru [u|=/u] +u; .

Vzorec ptripomind vzorce pro velikost (absolutni hodnoty) ¢isel:
e redlné &islo |x| =vx’ =vx-x,
e komplexni &islo |z =vVa® +b* =z z.

V obou piipadech jsme ziskali velikost jako odmocninu ze soucinu (Cisla se sebou samym
nebo s ¢islem komplexné€ sdruzenym) = zkusime zavést ndsobeni vektoru s vektorem tak,
aby pfedchozi postieh platil i pro vektory.

o == (30,)- (30, = 06] +285 = v+,

Jak by vypadal vzorec pro souéin dvou riznych vektortt u = (u;u,), v =(v;;v,)?
u-v=(usu, ) (v3vy) = upy, +uyv,

Obr. 57: realisticky.cz (Krynicky, 2020)

Zavedeni je odliSné od vSech ptfedchozich a pro zéky je jisté pfinosné si v§imat analogii
mezi riznymi matematickymi strukturami, nicméné definice jako takovd motivovana neni.
Bylo by vhodnéjsi skalarni soucin definovat, podobné jako jsme to udélali my, na zakladé
hledani odchylky, a na zavér zminit tuto analogii. Neni totiz ani jasné, pro¢ bychom takové

nasobeni dvou vektort méli zavadét.
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Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo zejména piedstavit zavedeni dvou pojmi z analytické
geometrie — skaldrniho sou¢inu a determinantu, a to na zdklad¢ feSeni geometrickych
problémti. Myslim, Ze tento cil se podafil a ¢tenaf ma moznost pomoci feSeni uloh

a odvozeni si samostatn¢ oba pojmy odvodit.

Prace je clenéna do c¢tyf kapitol. V prvni kapitole se podatfilo prehledné¢ uvést zékladni
¢ast prace tvoii druhd a tfeti kapitola, ve kterych se skalarni soucin i determinant podaftilo
nckolika zpisoby odvodit a prezentovat jejich vlastnosti. Zaroven se podatilo druhou
a treti kapitolu vést podobnym zpiisobem, tedy stejnou posloupnosti feSenych uloh,
piipadné uloh analogickych. Posledni kapitola je vénovéna stfedoskolskym ucebnicim,
pricemz ani v jedné z nich se pii zavedeni skalarniho soucinu nepostupovalo stejné jako

v této bakalaiské praci, tedy od feSeni tloh k zavedeni nového pojmu.

Prace by se jist¢ dala rozSifit v mnoha smérech, zejména asi s ohledem na posledni
kapitolu, ve které se analyzuji pouze Ctyfi, nicméné Casto pouzivané, ucebnice. Jisté by se
tedy dalo pracovat s vétSim mnozstvim ucebnic, pfipadné nejen tuzemskymi. DalSim
pfirozenym roz$ifenim prace by pak byla sbirka uloh, pfipadné popis historického vyvoje

skalarniho sou¢inu a determinantu.
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