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viacstupnovej stochastickej tlohy, ktorych cielom je maximalizovat zisk lekarni.
Viacstupnovi tlohu rozsirime pridanim pravdepodobnostnych obmedzeni. Nasle-
duje prakticka cast, kde sa blizSie pozrieme na redlne data, ktoré je potrebné
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Uvod

Stochastické programovanie, zndme tiez pod nazvom stochastickd optimali-
zécia Birge a Lauveaux] (1997)), predstavuje matematickd Struktiru, ktord slazi
na modelovanie rozhodnuti za neistoty. Stochastické programovanie je relativne
nova oblast matematiky, ktora sa datuje do 50. rokov 20. storocia, ked George B.
Dantzig, uznavany ako otec simplexového algoritmu pre linedrne programovanie,
napisal priekopnicku pracu ,Linear Programming under Uncertainty* Dantzig
(1955). Vo svojej praci George B. Dantzig priblizil motivaciu vytvorenia modelu
stochastické¢ho programovania, kde je potrebné sa rozhodovat na zaklade neis-
toty. Konkrétne islo o tlohu stochastického programovania, kde bolo potrebné
zahrnit neisté poziadavky pri rieSeni optimalneho rozdelenia flotily dopravcov na
trasy leteckych spoloc¢nosti, aby sa splnilo ocakavané rozlozenie dopytu. Jednou
z dalsich prvych préac je napriklad mozné najst aj v Beale| (1955]). Stochastickému
programovaniu sa odvtedy dostalo velmi vela pozornosti a vyvinulo sa do jednej
z hlavnych oblasti vyskumu a bodu zadujmu pre matematicki komunitu. Jednou
z najznamejsich knth je Birge a Lauveaux] (1997) alebo |A. Shapiro a Ruszczysnki
(2009) kde mézeme néjst znacné mnozstvo teoretickych poznatkov, ako aj rozne
algoritmické metédy. S postupnym vyvojom réznych algoritmov a vypoctovych
metod sa stochastické programovanie zacalo aplikovat na Siroké spektrum prob-
lémov, ako je napriklad energetické odvetvie - vyroba elektriny, dalej financéné
planovanie, riadenie a dodavanie v ramci obchodnych refazcov a mnoho dalsich
odvetvi. Rozne aplikacie stochastického programovania mozeme najst v |Wallace
a Ziembal (2005)).

Cielom tejto prace je spracovanie teoretickych poznatkov o dvojstupnovych
stochastickych tlohach a nasledne zovSeobecnenie na T-stupnové stochastické
ulohy. V oboch pripadoch sa blizsie pozrieme na prevedenie tychto iloh za pred-
pokladu diskrétneho rozdelenia. Pri spracovani poznatkov budeme vychadzat
predovsetkym s vyssie spominanych knih Birge a Lauveaux (1997),A. Shapiro
a Ruszczysnki (2009) a Shapiro a Ruszczynski| (2003)). Néasledne si predstavime
scenarovy strom a jeho konstrukciu. Teoreticki cast tejto prace zakonc¢ime pod-
robnym popisom metoédy tvorby scendrovych stromov, konkrétne sa pozrieme
na momentovi metdédu a metddy zalozené na trajektoriach. V tom pripade bu-
deme cerpat zakladné poznatky z clanku [Hgyland a Wallace (2003) a |Dupacova
a Stépan, 2002

V praktickej casti tejto praci sa zameriame uz na konkrétne viacstupnové
stochastické modely. Ako prvé si predstavime znamy dopravny problém, ktorého
podrobné spracovanie spolu s réznymi metdédami rieSenia mozeme najst popi-
sané v knihe |Dupacova a Lachout| (2011)). Ako prvé sa zameriame na konstrukciu
dvojstupniového modelu. Jednoduchsiu verziu tohto modelu, ako aj jeho rozsire-
nie, mozeme néjst v bakalarskej praci [Tekulovd (2020). Nésledne si predstavime
viacstuptiovy stochasticky model, ¢o predstavuje hlavny prinos tejto prace. Ulo-
hou tychto modelov bude maximalizovat zisk lekarni s tym, Zze dopyt po liekoch
je neznamy a teda predstavuje spominani neistotu. Na zaver si zakladny model
rozsirime o pravdepodobnostné obmedzenie.

V pripade tejto prace budeme konstruovat modely pre redlny problém a apli-
kovat na historické data. Konkrétne sa pozrieme na optimalizaciu rozvozu liekov



do lekarni v meste Praha. Zameriame sa na centrum Prahy a to na lekarne, ktoré
sa nachadzaju v ¢asti Praha 1 a Praha 2. Okruh lekarni ztizime na komercénu siet
lekérni. Co sa tyka liekov tak v modeloch sa obmedzime na viacero typov balenf
jedného lieku.

V poslednej casti tejto praci sa pozrieme na historické data, ktoré boli poskyt-
nuté pre ucel tejto prace spolo¢nostou IQVIA. Na zdklade dat, ktoré ocistime o
sezéonnu zlozku, vygenerujeme scenarové stromy za pomoci software Python. Pre
vypocet jednotlivych modelov budeme pouzivat software Gurobi. Po ziskani vset-
kych vysledkov sa blizsie pozrieme na jednotlivé optimalne rieSenia.



1. Viacstupnové stochastické
programovanie

Stochastické linedrne programovanie (SLP) je velmi rychlo rastice odvetvie
optimalizacie. V poslednych rokoch bolo publikovanych mnoho akademickych vy-
skumov a ¢lankov prave na tito tému. SLP sa zaobera rieSenim linearnych opti-
malizacnych tloh, v ktorych sa vyskytuji ndhodné veli¢iny.

Téato oblast optimalizacie je Specificky zaujimava, pretoze sa zaobera problé-
mami a scenarmi, s ktorymi sa bezne stretavame v nasom kazdodennom zivote.
Néhoda a neistota sa vyskytuju aj v roznych sektoroch a odvetviach, ako je na-
priklad finanény sektor, poistovnictvo, energetika a mnoho inych. Ovplyvneny
nahodou a neistotou je napriklad aj majitel potravinového obchodu, ktory pri
objednavani tovaru nevie s urcitostou povedat kolko kusov, ktorého tovaru sa mu
podari predat. Do tivahy je potrebné brat dva najdolezitejsie faktory a to je aby
bol pozadovany dopyt zédkaznikov splneny a zaroven aby na druhu stranu nebolo
tovaru prilis vela ¢o v pripade nizkeho dopytu moze znamenat stratu, kedze by
tovar musel byt vyhodeny. Stochastické modely linedrneho programovania rozde-
[uji rozhodnutia, ktoré sa vytvaraju, do dvoch kategorii.

1. Rozhodnutia prvého stupna - st to rozhodnutia, ktoré sa musia uskutocnit
predtym, ako sa ndhodné udalosti stani skutocnostou. Inymi slovami, pred
tym, ako dojde k realizacii ndhodnych javov.

2. Rozhodnutia druhého stupna - tieto rozhodnutia su prijimané az po tom,
¢o sa dozvieme vysledky ndhodnych udalosti.

Pre lepsie porozumenie sa mozeme blizsie pozriet na priklad majitela obchodu.
Na zaciatku kazdého tyzdna musi spravit rozhodnutie, kolko spotrebného tovaru
urcitého druhu objednéa. Avsak dopredu nepozna pocet kusov tovaru kolko sa mu
podari v ten tyzden predat. Kedze to je spotrebny tovar tak ma stanoveny datum
spotreby a teda je potrebné brat ohlad aj na tento aspekt. Teda rozhodnutie kolko
kusov spotrebného tovaru nakupi je rozhodnutie prvého stupna. Nasledne pocas
celého tyzdna predava svoj tovar, ktory urcuje jeho zisk. Mnozstvo predaného
tovaru je zalozené na nahode a teda je to rozhodnutie druhého stupna.

V nasledujiicom texte si predstavime vseobecny dvojstupnovy model stochas-
tického programovania a potom sa zameriame na tlohu s diskrétnym rozdele-
nim. Pojmy a oznacenia pouzité v texte sme prevzali z knihy Birge a Lauveaux
(1997), doplnené o informdcie z knihy |A. Shapiro a Ruszczysnki| (2009). Formula-
ciu dvojstupnového stochastického linearneho modelu moézeme tiez najst spraco-
vanu v bakalarskej préci [Tekulova (2020). Néasledne si strucne predstavime prav-
depodobnostné obmedzenia. Dalej sa uz zameriame na viacstupriové stochastické
programovanie a rozne formulacie lohy.



1.1 Linearna dvojstupnova uloha stochastického
programovania

V tejto casti sa budeme zaoberat tzv. dvojstupnovym optimalizacnym prob-
lémom. Pomenovanie dvojstupnova tloha plynie priamo zo samotného priebehu
problému. Ako prvé je totiz potrebné vykonat rozhodnutie «, ktoré oznacuje roz-
hodnutie prvého stupna. Potom nasleduje realizacia nahodnej udalosti w € €2,
ktory je definovany na pravdepodobnostnom priestore (2, F, P), ¢im zaistime
déta pre rozhodnutie druhého stupna. Redlny ndhodny vektor &(w) vyjadruje za-
vislost na nahode, kde element w vyjadruje skutocnost, Ze sa jednd o nahodnu
veli¢inu. Na zdver nasleduje rozhodnutie druhého stupna y(w) € R, ktoré je
z4vislé na elemente w. Uloha druhého stupiia alebo dvojstupiiovd tloha potom
minimalizuje vektor y(w). VSeobecne formulujeme dvojstupriovi linedrnu sto-
chasticku tlohu nasledovne

min ¢z 4+ EQ(x £()) (1.1)
st. Az =b> (1.2)

x >0,

kde deterministicky urcené su redlne vektory b € R™ ¢ € R™ a matica
A € R™>™_ Vektor £(w) sa sklada z vektorov g(w) € R™ a h(w) € R™, a zo
stlpcov matic T'(w), W (w) € R™>*"2:

£w) = (q(w)", h(w)" T(w)", W(w)")". (1.3)

Maticu W (w) nazyvame rekurzivna matica. V pripade, ze W (w) nezévisi na
w, hovorime o tlohe s fixnou rekurziou.

Této uloha zavisi nielen na rozhodnutiach prvého stupna x, ale aj na realizacii
vektoru &(ws) = &,. Funkciu Q(x,&(w)) povazujeme za ucelovi funkciu druhého
stupna. Optimum pre tito funkciu ndjdeme pomocou linedrneho programovania
pre konkrétne zvolené &(w) € Q. Ulohu mozeme zapisat nasledovne

min q)"y() (1.4
st. T(w)x+ W(w)y(w) = h(w)

Ak existuje také ¢ a w € ), pre ktoré (|1.4) nemd Ziadne pripustné riesenie,
potom hodnotu ucelovej funkcie druhého stupna definujeme ako Q(x,&(w)) =
+o00. V pripade, Ze je tloha neohranicend zdola tak Q(x,§(w)) = —oc.

1.1.1 Dvojstupnova uloha stochastického programovania
s diskrétnym rozdelenim

Dvojstupnovi tlohu SLP mo6zeme tiez vnimat ako tlohu s diskrétnym rozdele-
nim. Predpokladdme, Ze ndhodny vektor &(w) ma diskrétne rozdelenie s kone¢nym



poc¢tom moznych realizacii. Potom vieme dvojstupnovy model SLP preformulovat
ako deterministickt tlohu linearneho programovania.

Nech &(w) je ndhodny vektor s diskrétnym rozdelenim. Ozna¢me mnozinu re-
alizacii ako S C Ny, pricom uvazujeme, ze je konecna. Potom jednotlivé realizacie
mozeme vyjadrit ako

& =&ws) Vs=1,....5. (1.5)
Hodnotu nédhodnej veli¢iny &(w) pri s-tej realizacii formulujeme ako
§(ws) = (q(WS)th(WS)T7T(w8)7 WS)Tv (1.6)

budeme ju nazyvat scendrom s. Dalej p, oznadime ako pravdepodobnost s-tého
scenara. Potom plati

P(g(w) = &(ws)) = ps. (1.7)

Stredni hodnotu ucelovej funkcie druhého stupna Q(x, £(w)) vieme explicitne
vyjadrit ako

s
ElQ(x, &(w))] = E_:lpsQ(%E(ws)), (1.8)
kde
Q(, &(ws)) = inf{q(w.)"ys : T(ws)x + Wy, = h(w,),ys > 0}. (1.9)

Mozeme vidiet, ze kazdy scenar s ma svoju vlastni pravdepodobnost p,. Z
toho vyplyva, ze viac pravdepodobné scenare budu do tlohy vstupovat s vacsou
vahou ako tie s mensou pravdepodobnostou.

Pre dané z sa ocakdvana hodnota E[Q(x, &(w))] rovnd optimalnej hodnote
ulohy linedrneho programovania

S
i DYRCHN (1.10)
s &
st. Tox+ Wy, = hy Vs=1,....,5, (1.11)

y, >0, Vs=1,...,S. (1.12)

Nésledne mozeme zapisat tilohu prvého a druhého stupna spolu. Dvojstupnovi
linedrnu ulohu (1.1)) formulujeme pre diskrétne rozdelenie veli¢in ako

S
min ¢’z +Y p.(aly.) (1.13)

z,yl,...,yS o
s.t. Tix + Wy, = h,, Vs=1,....5, (1.14)
Ax =0,
x>0,
ys > 0, Vs=1,...,S.
Na zaklade takéhoto formulovania tlohy budeme minimalizovat cez argument
zloZeny z vektora « a vy, ...,ys. Vektory odpovedaju jednotlivym scenarom na-

hodného vektora €(ws) = &;. Ako mdzeme vidiet, tak po jednotlivych tpravach
sme dostali Standardnt tlohu linedrneho programovania.
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1.1.2 Pravdepodobnostné obmedzenia

Vseobecne mozeme formulovat pravdepodobnostné obmedzenie v nasledujicej
forme

Pr{G(z,§) <0} > a. (1.15)

Hodnotu funkcie rozhodnutia & a ndhodného vektoru & oznacujeme ako G(x, &).
Pravdepodobnost obmedzujeme parametrom « € [0,1], ktory je pevne dany.

Ulohy s pravdepodobnostnymi obmedzeniami rozliujeme na dva typy a to na
ulohy s individudlnymi pravdepodobnostnymi obmedzeniami a tlohy so zdruze-
nym pravdepodobnostnym obmedzenim.

Zdruzené pravdepodobnostné obmedzenia

Ako prvy typ pravdepodobnostného obmedzenia si predstavime zdruzené prav-
depodobnostné obmedzenie. V tomto pripade pozadujeme aby boli vSetky na-
hodné obmedzenia sihrnne splnené s vopred stanovenou pravdepodobnostou a.
Ulohu formulujeme nasledovne

min B((,€)) (1.16)
st. Pr{Gi(xz,€) <0,i=1,....1} > q,
pricom f(x,&) a Gi(x,&),i =1,....,I st linedrne funkcie a o € [0,1]. Vyhoda

tejto formulacie je, ze pri kazdom pripustnom rieseni mame garantované splnenie
vsetkych podmienok stucasne s pravdepodobnostou aspon « .

Individualne pravdepodobnostné obmedzenia

Ako druhy typ tloh s pravdepodobnostnymi obmedzeniami si predstavime
individudlne pravdepodobnostné obmedzenia. Na rozdiel od zdruzeného pravde-
podobnostného obmedzenia v individualnom plati, Zze kazdé nahodné obmedzenie

g; musi byt splnené aspon s pravdepodobnostou «;,7 = 1...,1, ktora je vopred
dana, t.j.

max  E(f(x.£)) (1.17)

st. Pr{Gi(z,&) <0} >a;i=1,...,],

pricom f(x,&) a G;(x,€),i = 1,...,I st linedrne funkcie a «o; € [0,1],7 =

1,...,I. Ako mozeme vidiet tak tato formuldcia je oproti zdruzenej jednoduchsia.

Specidlnym pripadom individualnych pravdepodobnostnych obmedzeni je tzv. se-

parabilny model. Znamena to, ze funkcie G;(x,&),i = 1,...,I st separovatelné v

x a §. Zapisujeme ako

Potom mézeme obmedzenie prepisat ako
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Nech F; je margindlna distribu¢na funkcia xi;,7 = 1,...,I. Potom plati

Fi(Gix) <1l—o4i=1,....1 (1.20)

co ekvivalentne, za pomoci kvantilu rozdelenia F; ndhodnych vektorov &, =
1,...,I mozeme zapisat ako

Gilz) < F'(1—ay),i=1,....1I (1.21)

1.2 Viacstupnova uloha stochastického progra-
movania

V tlohe dvojstupnového stochastického programovania, predpokladame, zZe
ndhoda je realizovana az po prijati rozhodnutia prvého stupna. Avsak, vicsina
praktickych tuloh, ktoré je potrebné riesit zahina postupnost rozhodnuti, ktoré
reaguju na vysledky, ktoré sa vyvijaju postupne v case. ZovSeobecnenim tejto
ulohy na postupnost realizacii nahody, dostaneme 1lohu viacstupnového stochas-
tického programovania. Casovy horizont je rozdeleny na ,stupne*, kde kazdy
stupen obsahuje realizaciu ndhody v tej danej faze problému. Uvedené znacenie
a formuldcie budeme ¢erpat z knihy |A. Shapiro a Ruszczysnki (2009), [Shapiro a
Ruszczynski (2003) doplnené o poznatky z knihy Dupacova a Stépan| (2002).

Vseobecne, pri formulacii viacstupnovej stochastickej optimalizacnej tlohy je
dolezité si vymedzit vysSie spomenuty c¢asovy horizont a urcit postupnost casov,
v ktorych budeme vykonavat rozhodnutia. Predpokladame, Ze nase rozhodnutia
budii vykonané v ¢ase t € {1,...,T}. Dalej budeme uvazovat postupnost nahod-
nych dat

§= (&, &r), (1.22)

ktoré predstavuju stochasticky proces. Historiu procesu nahodnych dat do casu ¢
budeme zapisovat ako

€ = (&1, &), (1.23)
a postupnost rozhodnuti

x = (xy,...,@7). (1.24)
Rozhodovacia premennd x; je deterministicky redlny vektor a x, t € {1,...,T}

st realne nahodne vektory. Nahodné premenné obsiahnuté v procese €& mozu mat
pomerne vSeobecny charakter, zvycCajne sa vsak uvazuja redlne ndhodné vektory.
Ako uz bolo spomenuté v predchadzajicej ¢asti, realizacie tohto ndhodného pro-
cesu sa nazyvaju trajektorie resp. scenare.



Hodnota &; a rozhodnutie @, st zname na zaciatku riesenia problému. Kla-
covym predpokladom je princip neanticipativity, ¢o znamena, ze rozhodnutie v
caset € 1,...,T je mozné urobif len na zaklade informacii dostupnych do casu t,
a nezavisi na buducich ndhodnych détach a rozhodnutiach. Postupnost rozhod-
nuti je stochasticky proces, pretoze x; zavisi na &. Hodnotu &; budeme povazo-
vat za konStantni a znamu pred vykonanim rozhodnutia prvého stupna v kaz-
dom rozhodovacom procese. Vektor @, reprezentuje rozhodnutie v prvom stupni,
ktoré musi byt vykonané predtym, ako budu k dispozicii dalsie informacie. Vektor
Xo(x1; &2) zobrazuje rozhodnutie v druhom stupni, ktoré zavisi na rozhodnuti v
prvom stupni @; a ndhodnom vektore &;. To znamena, zZe sa uz moze prisposo-
bif informaciam dostupnym z predchadzajicich rozhodnuti. Analogicky budeme
pokracovat az do posledného stupna T'. Teda vektor

xr(x1, ..., xr-1;82,. .. ,&7) (1.25)

vyjadruje posledné rozhodnutie v stupni 7. Toto rozhodnutie zavisi na vset-
kych predchddzajucich stupnioch a na celej histérii ndhodného procesu &r). Na
obrazku mozeme vidief znazorneny tento rozhodovaci proces, ktory sme po-
pisovali.

rozhodnutie x; rozhodnutie x, rozhodnutie x;
pozorovanie & pozorovanie &; pozorovanie &

Obr. 1.1: Rozhodovaci proces.

Z uvedeného postupu je zrejmé, ze optimalne riesenie x; v jednotlivych stup-
noch zavisi iba na histérii ndhodného procesu do casu t, ¢im je zabezpeceny
princip neanticipativity.

1.2.1 Vseobecna viacstupnova tloha stochastického prog-
ramovania

Stochastickt optimaliza¢ni tlohu s viacerymi stupnami je mozné formulovat
roznymi sposobmi. V tejto casti si predstavime vsSeobecni formuldciu a potom
sa pozrieme na zapis pomocou systému rekurzivnych rovnic. Pri tomto budeme
vychadzat z formuldcii, ktoré st dostupné v|Dupacova a Stépan| (2002), A. Shapiro
a Ruszczysnki| (2009) alebo Birge a Lauveaux| (1997).

Vseobecny zapis, je formulovany nasledovne:

min fi(xz,) +E]  inf +E[... + E| inf fr(zr.&7))]]], (1.26)

z1€X, (x2€X2(1,£2)) xr€Xr (T _1,€T)

x, € R™ pret = 1,...,T st rozhodujice premenné, funkcie f; : R*zR%* — R
su spojité funkcie a X, je mnozina meratelnych funkcii, ktoré pre o, _; a & obme-
dzuju hodnoty, ktoré nadobuda rozhodujica premenna x;. Ako sme uz uviedli,
vektor & je znamy na zaciatku riesenia problému, a teda aj funkcia f; : R™ — R.
Rozhodnutie x; je deterministicky urcené a z toho vyplyva, ze mnozina X; je tiez
deterministicky urcena.
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Takto formulovant tlohu moézeme zaznamenaf réznymi ekvivalentnymi spo-
sobmi. V tejto casti sa pozrieme na formulaciu, v ktorej tlohu vyjadrime ako tzv.
rozsirenie dvojstupnového stochastického programovania. Budeme uvazovat ilohu
tzv. "posledného stupna', kde budeme tlohu formulovat pomocou rekurzivnych
rovnic. V poslednom stupni 7' formulujeme tilohu ako

min fr(zr&r). (1.27)

xr€XT(TT_1,6T)

Optimélna hodnota tohto problému zalezi na rozhodovacom vektore xr_; a
nahodnych datach &7, ktori oznacujeme ako

QT(SUT—17€T)~ (1.28)

Nésledne, v stupnioch t € {2,..., T — 1} mdzeme tlohu formulovat nasledovne
H%itn fe(xe,&) + E{ Qw1 (e,&p11)) 1€y } (1.29)

s.t. T € Xt(wt,l,ét), (130)

kde E[.|§y] predstavuje podmienent strednti hodnotu. Optimalna hodnota
zavisi na rozhodnuti @, 1, ktoré bolo urobené v predchadzajicom stupni tlohy, a
na realizacii procesu nahodnych dat &y). Oznacime ako Qp(#—1,€p). Preto mo-
zeme problém pre prvy stupen formulovat ako minimaliza¢nti ilohu s rekurzivnou
struktirou v tvare

wllrélg’(ll fl(azl) +E[Q2($1,€2)]. (131)

1.2.2 Linearna viacstupnova tloha stochastického progra-
movania

Specidlnym pripadom viacstuptiovej tlohy stochastického programovania je
linedarne prevedenie.Ttto tlohu povazujeme za linedrnu, pretoze ucelova funkcia
a obmedzenia, ktoré definuji mnoziny pripustnych rieseni, si linedrne.

Predpokladajme, ze @y, ...,y su vektory rozhodnuti, potom optimalizac¢ni
tlohu viacstupnového linearneho programovania mozeme formulovat nasledovne

_nin Mzl +c"202+ ...+ TaT (1.32)
s.t. A1$1 = bl

BQZL’l + AQ!L’Q = b2 (133)

Bg.TQ + Agl’g = b3 (134)

(1.35)

BTI'T—I + AT.I'T = bT (136)

x, >0,vt=1,...T. (1.37)
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Ako mozeme vidiet zo zapisu, tak tlohu vieme zovSeobecnif ako tlohu viac-
stupnového stochastického programovania. Konkrétne, v tomto pripade bude pre
ndhodny proces & platit, Ze jeho realizacia v prvom stupni je znama. Teda & =
(1, Ay, by) st nendhodné. Avsak pre & = (¢;,A;,By, by),t € {2....,T} plati, ze
moézu mat nahodny charakter. Aby sme mohli tlohu zovseobecnit je potrebné
minimalizovat stredni hodnotu tucelovej funkcie. Zovseobecnena tloha teda bude
vyzerat nasledovne

min  Elcl 2 + clay +ctzz+ ... +chrr]  (1.38)
L1 geees T
s.t. Alxl = bl
BQ(L’l + AQQTQ = bQ
B3y +Asx3 = b3
BTZ'T,1 +ATxT = bT

thO,vtzl,...,T.

Je potrebné dodat, Ze aj v tomto pripade plati neanticipativnost rozhodnuti.
Znamena to, ze rozhodnutie vykonané v Iubovolnom stupni tlohy zavisi len na
uz znamych rozhodnutiach a realizaciach, t.j. nesmie zavisiet na budicnosti.

Na tlohu sa mozeme opat pozriet aj ako na vnorentd, z pohladu posledného
stupna 7T'. V takomto pripade riesime jednoducht tlohu linedrneho programova-
nia.

min crer (1.39)
xTT

s.t. BTCUT_l + ATIET = bT,
rr 2 0

Optimalna hodnota zavisi na predchadzajicom rozhodovacom vektore xr_; a
datach &r = (¢, By, Ay,by). V stupni T'— 1 pozndme hodnoty x5 a §r_y). Ana-
logicky mozeme pokracovat az po stupeni ¢ = 2. Ulelovd funkeiu s obmedzenim

pre t = 2,....,T mozeme vyjadrit nasledovne
fe(®,&) = Ctth (1.40)
Xt(wt71>€t> = {wt : Bixy + Ay = by > O},t =2,....T, (1-41)

Vseobecne mozeme tlohu stochasticky formulovat ako

min crer + BlQu (w,&41) €] (1.42)
S.t. Btmt_l + At:l:t = bt7
Ty Z 07

Avsak, este ndm zostava pripad kedy ¢t = 1, v tomto pripade musime obme-
dzenie upravit nasledovne
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Xl = {:cl . A1£131 = bl,azl Z O} (143)

Ulohu opét stochasticky formulujeme ako

min cix; +E[Qy(2,6)] (1.44)
s.t. Al.’Bl = bl,
ILq Z 0.
70 zapisu vidime, ze vSetky predchadzajtce stupne t = 2,...,T st obsiahnuté

vo vnutri funkcie Qq(x,£2) cez korespondujice stredné hodnoty.
Na zaver mozeme teda tlohu zapisat pomocou vnorenej formulécie nasledovne

: T T . T

E El...+E . 1.45

Alrilli%bl cixi +E[cae +E[ ..+ [ATwT_lrEngwTﬂT crxr||] (1.45)
= x7>0

1.3 Viacstupnova tuloha s diskrétnym rozdele-

I d

nim

V tejto kapitole sa blizSie pozrieme na Specialny pripad tlohy viacstupno-
vého stochastického programovania. Uvedené pojmy a znacenie budeme cerpat z
Dupacova a Wallace| (2000), doplnené o poznatky z Dupacova a Stépan| (2002).

V celej nasledujucej kapitole budeme predpokladat, ze ndhodné data procesu
&, t € {l,..., T} maji diskrétne rozdelenie, s kone¢nym poctom realizécii, ktoré
budeme nazyvat scendre. Jednotlivé scendre oznacime ako s € {1,...S}.. In-
formaciu dostupni v case t v ramci konkrétneho scenara s vieme zaznamenat
ako &;. Pre s € 1,....S teda bude realizdcia ndhodného procesu &§° = &7,...,&7
oznacovana ako scenar nahodného procesu.

1.3.1 Scenarovy strom

Néhodny proces & = {&5,...,&5} s koneénym diskrétnym rozdelenim je
mozné reprezentovat ako scendrovy strom. Na zaklade predpokladov, ktoré sme
uviedli na zaciatku tejto casti, mozeme konsStatovat, ze scenarovy strom je ex-
plicitnou reprezentaciou procesu vetvenia sposobeného postupnym pozorovanim
&, ... &7, za predpokladu diskrétneho rozdelenia ndhodnych premennych. Uzly
scenarového stromu su usporiadané v turovniach, ktoré zodpovedaji stupnom
1,...,T. Scenarovy strom mdzeme zostavit nasledovne.

V tuvodnom stupni ¢ = 1 sa nachadza iba jeden uzol, znamy ako korenouvy
uzol (korern). Tento uzol je spojeny s hodnotou ndhodného vektora &3, ktora je
znama na zaciatku prvého stupna tlohy. Korenovy uzol je rovnaky pre vsSetky
scenare s € {1,...,S}. V druhom stupni, teda t = 2, je tolko uzlov, kolko je
moznych rozlicnych realizacii ndhodného vektora &5 v ramci ndhodného procesu
{&3,...,&5}. Pre kazdy uzol v druhom stupni, ¢ = 2, vytvorime v tretom stupni
t = 3 tolko uzlov, kolko je moznych rozlicnych nahodnych realizacii nahodného
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vektora &3 vzhladom na &5. Proces vytvarania stromu pokracuje az do posledného
stupna 7'. Jednotlivy scenar tak predstavuje unikatnu cestu od korena po konec¢ny

uzol v stupni 7', ktory sa nazyva list.

koref

4/ \ 6/ \3

s

t=2

~@ 0 @6 @6 96

Obr. 1.2: Reprezentacia scenarového stromu.

Vseobecne plati, Ze uzly v stupni ¢ zodpovedaji moznym realizaciam nahod-
ného vektora &;, ktoré mozu nastat. Kazdy z tychto uzlov je spojeny prave s
jednym uzlom v stupni ¢t — 1,, tento uzol sa nazyva rodi¢ alebo predchodca uzlov
v stupni ¢t — 1. Uzly v stupni ¢ su taktiez spojené aj s uzlami v stupni ¢ + 1, tieto
uzly nazyvame deti alebo nasledovnici. Treba zdoraznit, ze niektoré hodnoty na-
hodnych realizacii vektora & mozu byt rovnaké, avsak si reprezentované roznymi
uzlami. Dovodom je, ze aj ked sa zhoduji, mézu mat odlisnt histériu procesu.

//a. /ﬁa S

e &9 @

t=4 g E.8
. .
.
.
.
2] [ v 2] 1 [ 1 1
(=] [a] [a] (=] (=] o o (=]
[} o o [} [0} [0} [0} [0}
3 = =2 3 > =2 32 >
E L Ql E Q- - Q- Q-
B 5 5 B E g L =
- N w B w =)} ~N o

Obr. 1.3: Scenarovy strom s prislusnymi realizaciami.

Mnozinu vSetkych uzlov v stupni ¢ € {1,...,T} oznac¢ime ako N;. Pre lepSie
porozumenie, mnozina N; obsahuje jedinecny koreti scendrového stromu. MnoZina
N, obsahuje tolko elementov, kolko je roznych realizcii ndhodného vektoru &5.
Analogicky pokracujeme az po posledny stupen 7.

Uzol scenarového stromu budeme oznacovat ako n. Potom pre kazdy uzol
n € N, ozna¢ime mnoZinu vSetkych det{ alebo bezprostrednych nasledovnikov

uzla n ako
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D, C Ny, te{l,....,T —1}. (1.46)
Mnozinu vsetkych rodic¢ov uzla n oznac¢ime ako
r(n) € N_,t €{2,...,T}. (1.47)

Nésledne plati, ze Niy1 = Upen, D, a mnoziny D,, st disjunktné. Teda pre
VYn,m € D, také, Ze n # m plati D,,ND,, = (). Na zaklade konstrukcie scenidrového
stromu moZeme povedat, Ze kazdy scenar koreSponduje s prislusnou mnozinou Ny
a teda plati, ze S = [N7|.

Do tivahy mézeme brat aj pravdepodobnostné rozdelenie nahodnych premen-
nych. Vahy pravdepodobnosti st spojené s uzlami stromu scenara. Korenovy uzol
ma pravdepodobnost 1, zatial ¢o deti su vazené pravdepodobnostami, ktoré pred-
stavuju pravdepodobnost hodnoty, ku ktorej st priradené, podmienené hodnotou
spojenou s ich nadradenym uzlom. Vynasobenim pravdepodobnosti uzlov cesty
od korena k listu ziskame pravdepodobnost scenara.

Ak berieme do tivahy vnorenti podobu problému, tak potrebujeme $pecifikovat
podmienent distribtciu &, za daného vektora &, ¢t = {1, ..., T —1}. Konkrétne
to znamen4, Ze potrebujeme zistit pravdepodobnost posunu z uzla n € N;, v kto-
rom sa aktualne nachadzame do uzla d € D,,. Pravdepodobnost tohto prechodu
oznacime ako q,q. Plati, ze

Y a=1, (1.48)

deDy,
Pravdepodobnosti ¢,4,d € D,, reprezentuji podmienené rozdelenie &/, za pod-
mienky, Ze cesta procesu &7, ..., &; skoncila v uzle n.

Ako sme spominali vyssie, kazdy scenar je definovany uzlami nq, ..., nyr. Prav-

depodobnost takéhoto scendra mozeme vyjadrit vynasobenim vsetkych pravde-
podobnosti od daného korena az po list, ako @niny X Gnong X -+« X Gnp_ynp- Teda,
mnozina podmienenych pravdepodobnosti definuje pravdepodobnostné rozdelenie
mnoziny scenarov. Obratene, mozeme vyjadrit podmienené pravdepodobnosti z
pravdepodobnosti konkrétnych scendrov pg, s € {1,...,S}.

Mnozinu scenarov prechadzajucich cez uzol n v stupni ¢ scenarového stromu
oznac¢ime ako S™. Nech p™ := Pr[S™] je suma pravdepodobnosti vietkych
scenarov prechadzajucich cez uzol n. Nech nq,ns, ..., n; oznacuje historiu procesu
do uzla n, kde ny oznacuje korent a n, = n. Potom pravdepodobnost p(™ je dand
nasledovne

(n)

P = Guing X Gnong X -+« X Qny_yny - (1.50)

Tento zépis moézeme vyjadrit aj rekurzivne z p™ = ¢,,p, kde a = a(n)
je predchodca uzlu n. Tato rovnica definuje podmienent pravdepodobnost ¢, z
pravdepodobnosti p™ a p(@. Ak a = a(n) je predchodca uzlu n tak potom plati,
ze S (C S@ a teda plati, ze p™ < p@. Nasledne plati, ze p® > 0 a teda
_p

n) : , . . .. , ,
Qan = J@y- V inom pripade je S® prazdna a teda ziaden scendr neprechidza
uzlom n.
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Obr. 1.4: Scenarovy strom s prislusnymi pravdepodobnostami.

1.3.2 Linearna viacstupnova tiloha stochastického progra-
movania zaloZzena na scenaroch

Nech ndhodny proces dat € méa diskrétne rozdelenie, pricom mnozina jeho
realizacii S C Ny je konec¢na. Tuto mnozinu realizacii budeme nazyvat scendre.
Pre kazdy scenar s € {1,...,S} oznacime realizdcie ndhodnych dat nasledovne

£ =&, €7) (1.51)

Realizaciu scenara s az po ¢asovy okamih ¢ budeme oznacovat takto

£ = (&, &), (1.52)

pravdepodobnosti jednotlivych scendrov budeme znadit ako p® pre s € {1,...,S},
pricom bude platif

>, =1 (1.53)

se{1,...,5}

Linearny problém potom moézeme formulovat nasledovne

S
L, D pleri+ (ed) e +e) @+t (eh) @]
se{l...,S}
s.t. Alazl - bl
Bz, + Ay = b3
Bjx; +Azas = by
Bjaj +Ajy = b



Ako vo vsetkych, zatial predstavenych formulaciach, musi byt aj v tomto pri-
pade dodrzany princip neanticipativity. Ked sa blizsie pozrieme na tlohu formu-
lovanu vyssie mézeme vidiet, Ze rozhodnutie v ¢ase t zavisi ako na minulosti tak
aj na buducich rozhodnutiach a realizaciach. Pridanim jednoduchého obmedzenia
mnoziny pripustnych rieseni, tak aby dva rozhodovacie ndhodné procesy, ktoré
majui rovnaku realizaciu nahodnych dat do casu t mali tak isto aj rovnaké roz-
hodnutia do ¢asu t, obmedzime zavislost rozhodnuti na budicnosti. Podmienku
formulujeme nasledovne

x; =z} Vs,ge{1,...,S}, (1.54)
§y=E&vte{l,.... T} (1.55)
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2. Metoédy tvorby scenarovych
stromov

Existuje mnoho metod, ktoré slizia na generovanie scenarov. V tejto casti si
predstavime jednu z tychto metdd, kde uzivatel konkrétne specifikuje margindlne
rozdelenie a taktiez korelacné matice. Uvedené poznatky a znacenie budeme cer-
pat z Hgyland a Wallace (2003). V druhej ¢asti sa pozrieme na met6dy zalozené
na trajektoriach.

2.1 Momentova metdoda

V tejto casti sa blizsie pozrieme na zakladny princip fungovania momentovej
metody. Na zaciatok je potrebné vygenerovat n diskrétnych jednorozmernych na-
hodnych veli¢in, z ktorych kazda spltia dopredu $pecifikované podmienky pre prvé
Styri momenty. Nasledne ich transformuje tak, ze vysledny vektor je konzistentny
s danou korelacnou maticou. Avsak transformacia vygenerovanych nahodnych ve-
licin sposobi to, ze marginalne momenty vyssie ako druhého radu su skreslené.
Narazili sme teda na prvy problém tejto metody, ktory sa da avsak jednoducho vy-
riesit a to tak, ze bude potrebné aby sme zacali s vyssou sadou momentov. Potom
by tento postup viedol k presnym pozadovanym hodnotam pre korelacie a mar-
ginalne hodnoty momentov, ak by generované jednorozmerné nadhodné premenné
boli nezavislé. AvSak tu nastava dalsi problém pretoze toto plati iba ak pocet vy-
sledkov ide do nekonec¢na a zaroven vsetky scenare si rovnako pravdepodobné. V
pripade, Ze mame obmedzeny pocet vysledkov a moznost, ze pravdepodobnosti st
rozne, marginalne momenty a korelacie nebudu tuplne zodpovedat predpokladom.
Z tohto dévodu sa teraz blizsie pozrieme na dve rézne mozné transformacie a
algoritmu, ktory zabezpeci, Ze v takom to pripade je chyba stale v ramci dopredu
specifikovanych predpokladov.

Predpoklady korelacnej matice

Nech R je korelacnd matica. Predpokladdme vSeobecné vlastnosti korelacnej
matice a to, ze matica R je symetricka, kladna a semidefinitnd s 1 na hlavnej
diagonale. V pripade, ze R je nekladna semidefinitnd tak to moze znamenat,
ze tudaje, ktoré mame k dispozicii st nekonzistentné. Dalej predpokladame, Ze
nahodné premenné matice R nie su kolinearne, takze R je nesingularna — teda
pozitivna definitiva matica. Znamena to, ze aspon jednu z premennych je mozné
po vygenerovani vypocitat z ostatnych. Mozeme tak znizit rozmer problému.

Kubicka transformacia

Cielom kubickej transformaécie je ako uz bolo spomenuté vyssie transformovat
jednorozmernii nahodnu veli¢inu, ktord oznacime ako V,. Tato ndhodn4 veli¢ina
ma predom stanovené hodnoty prvych Styroch momentov, ktoré budeme oznaco-
vat ako ]E?f kde k = 1,2,3,4. Ako prvé je teda potrebné vygenerovat n vzajomne
nezavislych nahodnych veli¢in z Tubovolného rozdelenia. Avsak je potrebné poznat
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prvych 12 momentov tohto rozdelenia. Teda dostaneme vektor X = (X,..., X,,).
V dalsom krok je potrebné aplikovat uz spominant kubickt transformaciu na
vsetky zlozky vektoru X = (X,...,X,,)

Ako médzeme vidiet tak sme ziskali vektor Y = (Y1,...,Y,). Pre tento vektor
plati, ze kazda jeho zlozka ma prvé styri momenty totozné s tymi, ktoré sme na
zaciatku pozadovali.

Je potrebné taktiez nédjst koeficienty a;, b;, ¢;, d;. Ich hodnoty ziskame tak, ze
vyjadrime prvé styri momenty transformovanej veli¢iny Vi pomocou prvych sty-
roch momentov ndhodnej veliciny X; kde ¢ = 1, ... ,n. Hladané parametre potom
ziskame rieSenim sustavy Styroch rovnic. K ich vyrieSeniu je mozné pouzit me-
todu najmensich Stvorcov. Tato metéda minimalizuje odchylku prvych styroch
momentov transformacie ndhodnej veli¢iny Y, od prvych styroch momentov po6-
vodnej veliciny X;. Postup riesenia rovnic nam zaruci, ze aj v pripade, zZe ststava
rieSenie nema tak ziskané hodnoty pre dané koeficienty nam zarucia, ze prvy styri
momenty budi ¢o najblizsie k pozadovanym momentom.

Poznamka: pri rozpisani prvych styroch momentov zistime, ze je potrebné
poznat prvych 12 momentov veliciny X;, i =1,... n.

Maticova transformacia

Ako druht si predstavime maticovii transformaciu ndhodnej premennej X |
ktora predstavuje hlavny nastroj pre nizsie uvedeny algoritmus

Y =LX. (2.2)

Matica L je dolna trojuholnikova matica, ktora pochadza z Cholského dekom-
pozicie korela¢nej matice R a teda LLT = R. Tato metéda nam slizi k najdeniu
nahodného vektoru IA/, pre ktory plati, Ze jeho strednéd hodnota je rovna nule,
rozptyl nadobtda hodnotu, treti a Stvrty moment su Specifikované a korelacna
matica je v tvare R = LLT. Na zéaver tejto Casti sa eSte bliZSie pozrieme na
vlastnosti vektoru Y a X.

Véta 1. [Hoyland a Wallace (2003)] Nech X je n-rozmernd ndhodnd velicina,
ktord splna nasledujice vlastnosti:

. EX, evistuje pre k =1,... .4
. EXl =0 a zdroven IEXZ =1
o jednotlivé zloZky vektorov X a f(j s vzdjommne nezdvislé pre vsetky i #£ j

Nech L je dolnd trojuholnikova matica typu nxn takd, Ze R je korelacnada matica.
Teda R je symetrickd, pozitivne-definitnd matica s jednotkami na diagondle a
plati, e R = LLT. Ndsledne definujeme Y, pre ktori plati, Ze Y = LX. Potom
platia nasledujice vlastnosti:

. EY, existuje pre k =1,....4
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. Effl =0 a zdroven Ef’g =1

e Y md korelacni maticu R = LLT
o3 i 3 s

« EY, = fa LiijXj
o4 i 4 o4

« EY, = Fa Livj(EXj -3)+3

Ak berieme do tivahy predpoklady [I] a navysSe predpokladame, Ze matica R je
reguldrna, mozeme vyjadrit treti a stvrty moment X nasledovne:

~3 1

e EX, =+

)

~3 . ~3
(BY; — Y3t LEEXG)

3
1,1

. EX| = [V —3— i\ L4 (EX, —3)] +3

Algoritmus

Na zaver si predstavime samotny algoritmus momentovej metédy. Zakladna
myslienka tohto algoritmu je, ze predpokladame rovnaké rozdelenie vygenerova-
nych scenarov a zadanych dat ako aj totoznost ich prvych styroch momentov a
korela¢nych matic. Zadané - zname data budeme oznacovat ako Z = (Z, ..., Z,).

KROK 1: Ako prvé je potrebné ziskat prvé styri momenty z dat Z =
(Z1,...,2Z,), ktoré budeme oznacovat ako EZ* k = 1,... 4. Dalej potrebujeme
zistit korelaénu maticu R typu nzn.

KROK 2: Ako bolo uvedené v popise maticovej transformacie tak pozadu-
jeme nulovi strednt hodnotu a jednotkovy rozptyl pre nahodny vektor Y. Teda

N N
EY =0aEY = 1. Potom mbzeme vektor Z vyjadrit nasledovne

Z =aY + 8, (2.3)

pricom platia nasledujice vztahy

a=(EZHY? B=FEZ, (2.4)

na zaver je este potrebné vyjadrit si treti a stvrty moment

3 3
Y3: EZ3 ,EY4: EZ4
«Q o

. (2.5)

KROK 3: V dalsom kroku je potrebné aby sme pomocou Cholského rozkladu
spocitali dolnti trojuholnikovti maticu L, t.j. R = LLT.

KROK 4: Je potrebné aby sme urcili prvé styri momenty nezavislych jedno-
rozmernych nahodnych veli¢in X i, tak aby platilo, ze f’, ktoré dostaneme maticou
transformédciou Y = LX malo predom urcené prvé styri momenty. Vdaka preve-
denej transformacii dosiahneme, ze vektor Y mé pozadovanu korela¢ni maticu

R.
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EX; = ZL EX) (2.6)
EX, = 7 -3 Z L, —3)] +3, (2.7)

Na zaver je este potrebné aby sme dopocitali hodnoty koeficientov a;,b;,¢;,d;.
Vypocet tychto koeficientov je podrobnejsie popisany v sekcii kde sa zaoberame
kubickou transformaciou.

KROK 5: Vygenerujeme n vzajomne nezavislych nahodnych velicin X; z
Iubovolného rozdelenia, avsak je potrebné aby sme poznali prvych 12 momentov.

KROK 6: Nasledne prevedieme kubicktu transformaciu a ziskame nahodné
velic¢iny X..

KROK 7: V poslednom kroku transformujeme vektor Y pomocou vztahu
Z =aY + B, ¢im ziskame nahodny vektor Z, ktory ma pozadované prvé styri
momenty a korela¢ni maticu R.

2.2 Scenarovy strom zaloZeny na simulovanych
trajektoriach

Scenarovy strom je taktiez mozné vytvorit pomocou vygenerovania komplet-
nej trajektorie stochastického procesu &. Avsak vysledny strom nie je scenarovy
strom v pravom slova zmysle ako sme ho zadefinovali v casti [1.3.1] ale predsta-
vuje sadu jednotlivych ciest, nazyvanych vejdr. Aplikaciu tejto metody mdzeme
najcastejsie najst vo finanénom sektore. Pouziva sa napriklad pri simulacii kratko-
dobych aj dlhodobych vyvojov vynosov aktiv ¢i cien tychto aktiv. Pri generovani
finanénych scendrov sa zvacsa pouziva Monte Carlo metéda, kde je kazda cesta
generovand nezavisle na druhej. Je potrebné poznamenat, ze je dolezité poznat
rozdelenie dat, ktoré chceme simulovat. Ak sa jedna o simulaciu scenarov pre dve
alebo viac prvkov (napr. aktiv) je taktiez potrebné poznat korela¢ni Struktiru
a prihodne ju zahrnit. Predstavime si niekolko moznych metéd pre generovanie
ciest. Pojmy a znac¢enie budeme cerpat z Dupacova a Stépan| (2002),kde v pripade
zaujmu moézeme najst aj dalsie metoddy.

Metody na generovanie ciest mozeme rozdelit do troch hlavnych skupin

1. modely ndhodnych prechadzok s réznymi formami driftu
2. binominalne alebo trinomialne modely
3. autoregresné modely

MozZeme si uviest Vasickov model, ktory bol predstaveny v [Vasicek (1977) a
vyuziva sa napriklad na generovanie scenarov pre vyvoj urokovych sadzieb

dw(t) = bk — w(t))dt + odW (t), t <0, (2.8)

kde b je kladnd konstanta a W (t) je Wienerov proces.
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Jedna sa o tzv. Ornstein-Uhlenbeckov proces, ktory je definovany ako Mar-
kovsky proces s normalne rozdelenymi prirastkami. Tento proces ma na rozdiel od
Wienerovho procesu staciondrne rozdelenie. Okamzity drift b(k — w(t)) smeruje
proces k jeho dlhodobému priemeru k. Konstanta rozptylu o? zabezpecuje, Ze
proces sa nahodne pohybuje okolo hodnoty k. Ak chceme aplikovat tento model
na generovanie scenarov pre urokové sadzby, je dolezité odhadnut parametre a
vybrat vhodnu ¢asovu diskretizaciu § < 1/b. Potom plati vztah:

Wint1)s = kS 4 wyps(1 — b6) + 0\/&, n=0,,..., (2.9)

kde wy je urc¢eny lubovolne a nezavisle na €, N(0,1).

Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR) predstavuje vylepsenie Vasickovho modelu.
Tento model mozeme néjst dokladne popisany napriklad v|Cox] (1985). Kluc¢ovym
rozdielom je, ze CIR model riesi otdzku moznosti dosiahnutia zapornych troko-
vych mier na bezrizikovom aktive, ktoré je pritomné vo Vasickovom modeli. CIR
model mozeme opisat nasledujicou stochastickou diferencidlnou rovnicou

dry = k(o —r)dt + or/rdWy, ¢t >0, 19 =r, ra ko >0. (2.10)

Pokial ide o generovanie trajektorii vyvoja vynosov bezrizikovych aktiv v CIR
modeli, simulaciu je mozné vykonat pomocou metdédy, ktori mdzeme najst v
¢lanku [Kahl (2006), zalozenej na Taylorovom rozvoji druhého stuprna procesu
(r¢)L,. Tato metdda zabezpecuje rychlu konvergenciu diskretizovanych trajektorii
k skutocnej trajektorii procesu s klesajucou velkostou delenia casového intervalu
[0,T|At. Ako sme uz spomenuli vysSie, po na simulovani trajektérii pomocou
stochastického procesu mame k dispozicii mnozstvo jednotlivych scenarov, pozri

obrazok R.1]

[\

/

/
N

/o

_—
.
T
—

Obr. 2.1: Scendrovy strom vs scenarovy vejar.

Scendrovy strom s vejarovou struktiurou avsak vedie k dvojstupnovej optima-
lizacnej tlohe. Na rozdiel od scenarového stromu tym padom stracame moznost
korigovat rozhodnutia vo vyssich casovych stupnioch. S tymto problém si vieme
sikovne poradit a to tak, ze vytvorime scenarovy strom zo scenarového vejaru zo-
skupenim jednotlivych scenarov do stromovej struktiry. Je zrejmé, ze je potrebné
urc¢it Struktiru tohto stromu vopred. Konkrétne potrebujeme stanovit pocet ve-
tiev po kazdom uzle v scendrovom strome. Na samotné zoskupenie scenarov do
scenarového stromu sa v stucasnej dobe pouziva pristup zaloZzeny na klastrovej
analyze, ktory je podrobne popisany v Dupacova a Wallace (2000).
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Scenarovy strom s vejarovou struktirou vsak vedie k dvojstupniovej optimali-
zacnej ulohe. Na rozdiel od scendarového stromu preto stracame schopnost upra-
vovat rozhodnutia v vyssich casovych trovniach. S tymto problémom si vieme
efektivne poradit tak, ze vytvorime scenarovy strom zo scenarového vejaru zo-
skupovanim jednotlivych scendrov do stromovej struktiry. Je zjavné, ze je po-
trebné urcit struktiru tohto stromu vopred a to tak, ze stanovime pocet vetiev
po kazdom uzly v scendrovom strome. Na samotné zoskupovanie scenarov do sce-
narového stromu sa v sticasnosti pouziva metdéda zalozena na klastrovej analyze,
ktord je detailne vysvetlend v [Dupacova a Wallace (2000). Je ddlezité pozna-
menaf, zZe zoskupenie je prevadzané na zaklade neanticipativnosti rozhodnuti. To
znamena, ze rozhodnutie, ktoré boli vykonané v akejkolvek faze procesu nezavisia
na ziadnych budicich realizaciach nahodnych dat a ani na budicich rozhodnu-
tiach. Je mozné vyuzivat iba informacie, ktoré pozname z minulosti a poznatky
o pravdepodobnostnom rozdeleni dat.

Scendrovy strom s konstrukciou podobnou vejaru vsak vedie k dvojfazovej
optimalizacnej ilohe. V porovnani so scenarovym stromom preto stracame schop-
nost upravovat rozhodnutia vo vyssich casovych trovniach. Tento problém vieme
pomerne jednoducho vyriesit a to tak, ze vytvorime scenarovy strom zo scena-
rového vejaru zoskupovanim jednotlivych scenarov do stromovej Struktury. Je
zrejmé, ze je potrebné uréit strukturu tohto stromu vopred. Konkrétne potrebu-
jeme stanovit pocet vetiev pre kazdy uzol v scendrovom strome. Pre zoskupo-
vanie scenarov do scenarového stromu sa v sicasnosti pouziva metdéda zalozend
na klastrovej analyze, ktord je podrobne opisand v Dupacova a Wallace| (2000).
Dolezité je poznamenat, ze zoskupovanie sa uskutocnuje s ohladom na neanti-
cipativitu rozhodnuti. To znamena, ze rozhodnutia prijaté v akejkolvek etape
procesu nezavisia na ziadnych budicich realizaciach nahodnych dat ani buducich
rozhodnutiach. Je mozné vyuzivat iba informécie zndme z minulosti a poznatky
o pravdepodobnostnom rozdeleni dat.

Pre lepSie porozumenie sa na to pozrieme blizsie. Ako prvé sa pozrieme na
rozhodnutie ; v prvom stupni. Na zaklade principu konstrukcie scenarového
stromu pozadujeme aby bolo toto rozhodnutie pre vsetky scendre s = 1,....S
rovnaké

zi=2x], 1,<s<r<S. (2.11)

Analogicky je tuto podmienku potrebné aplikovat na rozhodnutia v kazdom
stupni. Uvazujeme dva scenare s a r . V pripade, ze hodnoty Ef”t] a Eﬁ] su totozné
potom chcem aby aj rozhodnutia x}y = xp v stupni t boli zhodné. Podmienku
neanticipativnosti mézeme obecne zapisat nasledovne

xj = x]y, Vs, pre ktoré plati, ze & =§;, t=1,...,T. (2.12)

Na obrazku [2.2| (prevzaté z |[Heitschl (2009)) mozeme vidiet konstrukeiu scend-
rového stromu z pévodného scenarového vejaru na zaklade podmienok neantici-
pativnosti.
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t=1 1=2 t=3 1=4 1=5

t=f 1=2 t=31=4 1=5 t=f t=2 =3 1=4 1=5 r=1 1=2 =3 1=4 1=3

Obr. 2.2: Prevedenie scendrového vejaru na scenarovy strom.

2.3 Klastrovaci algoritmus

Ako sme uz naznacili vyssie, na prevedenie scendrového vejaru na scenarovy
strom je potrebné pouzit takzvany klastrovaci algoritmus. Existuje mnozstvo roz-
licnych typov klastrovacich algoritmov. Vseobecny prehlad roznych typov mézeme
najst napriklad v Han a Kamber| (2011)) alebo Jain a Dubes| (1998). Jednym z
prvych takychto algoritmov je tradié¢ny K-means algoritmus, ktory bol tvodne
predstaveny v ¢lanku Macqueen| (1967). K-means algoritmus je zaloZeny na mini-
malizacii suctu stvorcov L2 vzdialenosti v ramci jednotlivych klastrov. Centroid
je urc¢eny priemernym scenarom v ramci klastru; to znamend, ze nemusi byt su-
castou povodnej mnoziny. Tato metdéda vektorovej kvantizacie je obzvlast vhodna
pri redukcii scendrov. Avsak K-means algoritmus si vyzaduje velké mnozstvo si-
mulovanych trajektorii. Napriek tomu moéze v pokrocilejsich fazach nastaf prob-
lém s nedostatocnym mnozstvom trajektorii v porovnani s poc¢tom ocakavanych
klastrov. Toto je spOsobené tym, ze klastre nemaji ziadnu teoreticki garanciu
velkosti. Samozrejme, tento problém by bolo mozné riesit zvic¢Sovanim poctu si-
mulovanych trajektorii, ale tym by zaroven rastla aj zlozitost scenarového stromu
a rovnako aj vypoctova naroc¢nost, vzhladom na nelinedrnu zlozitost algoritmu.
7 tohto dovodu nie je aplikacia tejto metdédy idedlna a preto sme sa rozhodli
blizsie preskiimat upravenu verziu, tzv. obmedzeny klastrovaci algoritmus. Tuto
metédu mdzeme ndjst podrobne opisant v ¢lanku Bradley| (2000). KedZe metoda
bude pouzita v praktickej casti prace, strucne si tento algoritmus predstavime.
Vdaka tomuto algoritmu sme schopni riesit nelinearny zmiesany celoc¢iselny opti-
malizacny problém.
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1

min 3 Z

CcREzM zc0,1NzK

M=

zigellzs — cxll3 (2.13)

i=1 k=1
N

st > zmp>ng, ke{l,... K}, (2.14)
=1
N

Y zir=1 i€e{l,....N}, (2.15)
k=1

(2.16)

kde z; pre i € {1,...,N} predstavuju riadkové vektory matice dat X =
(xf-?;’M)i,j:l. Nésledne matica Z = (Zi],\;K)i,kzl predstavuje zaradenie vektoru do
jedného z K klastrov. Konkrétne, prislusnost vektora ¢ do klastru &£ kédujeme -
tym riadkom matice Z ako z;, = 1, z;p» = 0, ¥’ = k. Premenné ¢,k € {1,...,K}
su riadkové vektory matice centroidov C' = (ckj)k,K]]:V[1 angk € {l,...,K} st
miniméalne velkosti jednotlivych klastrov.

2.4 Dekompozicné metody

Casové rady mozeme rozlozit na niekolko zloziek, menovite

o Tr, - trendova zlozka, ktorda popisuje dlhodobé spravanie casovych rad.
Konkrétne nés zaujima jej dlhodoby rast alebo pokles s tym, ze kratkodobé
fluktuacie pri popise trendu neberieme do tvahy.

o Sz - sezénna zlozka, popisuje periodické zmeny v cCasovej rade, ktoré sa
odohravaju behom jedného kalendarneho roku pripadne dlhsieho ¢asového
obdobia a pravidelne sa opakuji

o (} - cyklickd zlozka, ktord popisuje fluktuacie okolo trendu, v ktorych sa
striedaju fazy rastu s fazami poklesu

e ¢ - rezidualna zlozka, ktord mé nahodny charakter, pricom ma vlastnosti
bieleho Sumu a v niektorych pripadoch sa vyskytuje v podobe norméalneho
bieleho sumu

Cielom dekompozicie ¢asovych rad je eliminacia jednej alebo viacerych dekom-
pozicnych zloziek. V tejto praci nas bude zaujimat eliminacia sezénnej zlozky. V
praxi a odbornej literattre to moézeme najst aj pod pojmom sezonne ocistovanie.
Pojmy a pristupy na odstranenie sezénnosti budeme v tejto casti ¢erpat z knihy
Cipra/ (2009).

Sezénnost

Na odstranenie sezénnej zlozky existuje mnoho metoéd a roznych modelov.
Hlavnym cielom vSetkych metdd, je separacia sezéonnej zlozky, tzv. sezonne fak-
tory I, ... I,, kde s oznacuje dlzku sezény. Sezénne faktory potom slizia na
modelovanie sezénnej zlozky Sz; v jednotlivych sezénach. Sezénne faktory mo-
zeme ziskat dvomi sposobmi dekompozicii a to
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1. aditivna dekompozicia - y; = T'ry + Szs + €,, kde I; sa meria v rovnakych
jednotkach ako prislusna casova rada

2. multiplikativna dekompozicia - 3y, = T'ry xSz *¢€,,, kde I; je v tomto pripade
bezrozmerna veli¢ina.

V tejto praci sa primarne zameriame na Holt-Wintersovu metédu a regresny
pristup k sezonnosti, ktory je vyuzivany pre volbu pociatoc¢nych hodnot vo Holt-
Wintersovej metdode.

2.4.1 Regresny pristup

Uvazujeme casovu radu, ktora obsahuje sezonnu zlozku. V pripade aditivnej
sezonnosti sa sezénnost modeluje ako kvalitativna premenna v lineArnom modely
s pouzitim s —1 dummy premennych (s oznacuje dlzku sezdény ). VSeobecne potom
uvazujeme regresny model v tvare

Yo = Bo + Bt + aoTpr + .+ QsTys + 6, (2.17)
kde w9, ... ,x4 sG dummy premenné, ktoré definujeme ako
Ty = {(1) ?;kt — (2.18)
Sezonna zlozka je vyjadrena ako
Sz = Xy + ...+ Ty (2.19)
Odhady parametrov bg,by,a0,as,...,as je mozné ziskat metédou najmensich

stvorcov. Potom mozeme sezénnu zlozku vyjadrit ako

Sz =0 (2.20)
Szy =as,...,Szs = as, (2.21)

na zaver trendovi zlozku vyjadrime ako

TTt = bo + blt (222)

2.4.2 Holt-Wintersova metoda

Holt-Wintersova metédu prvykrat predstavil American Charles C. Holt v roku
1957. Novsie spracovanie mozeme najst v Holt| (2004). Popisovand metéda ako aj
jej aplikédcia je popisand taktiez v Winters| (1960)). Metéda funguje na principe
exponencialneho vyrovnavania a dokaze si poradit aj s casovymi radami, ktoré ob-
sahuju sezénnu zlozku. Rozlisujeme dve varianty a to aditivnu a multiplikativnu.
V oboch pripadoch je potrebné zaviest tri vyrovnavacie konstanty

1. a pre troven L;, pricom 0 < a < 1,
2. ~y pre smernicu trendu 7j, pricom 0 < v < 1,

3. 0 pre sezénnu zlozku Sz, pricom 0 < § < 1.
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Aditivna Holt-Wintersova metéda

Model popiseme pomocou rekurentnych vztahov. Predpokladame, ze trend
je lokalne linedrny. Nech s je pocet pozorovani v jednej sezonne. V pripade, ze
uvazujeme napriklad stvrtroéna sezonu tak s = 4, mesacnu sezénu s = 12.

Pre troven rady L;, ktord je rovna konvexnej kombinacii aktualnej pozorovanej
hodnoty y; ocistenej o najaktualnejsie odhadnutu zlozku Sz, z predchédzajicej
sezony a suctu drovne rady L;_; v ¢ase t — 1 a odhadu 7;_; smernice trendu v
case t — 1 plati

Lt = Oé(yt — SZt,s> + (1 — Oé)(Lt,1 =+ T}/,l). (223)
Trend T} ziskame ako
Ti =~(Lt — Lia) + (1 = )T, (2.24)

kde L; — L;_1 je odhad smernice trendu v case t a T;,_; je odhad trendu v Case
t — 1. Sezonnu zlozku vyjadrime ako

SZt = 5(% — Lt) + (1 — 5)Szt_s, (225)

kde y; — L; je odhad aktudlnej sezénnej zlozky a Sz, je odhad sezénnej zlozky v
case t — s. Vyrovnana hodnota ¢, je rovna suctu irovne a sezénnej zlozke v case ¢

i, = L + Sz, (2.26)

Co sa tyka predpovedi, je potrebné rozlisit o kolko sezén dopredu predpovedame.
Je dolezite pocitat s tym, ze predpovede, ktoré budu viac vzdialené do budicna
uz nemusia byt uplne presné. Pre predpoved v ¢ase t + 7, kde 7 € {1,..., s} plati

?AjtJrT = Lt + Tt x* T + SZt-l—T—S' (227)
Pre predpoved v case t + 7, kde 7 € {s+ 1,...,2s} plati
@t-ﬁ-T = Lt —I— j—;f * T + Szt+7_257 (228)

Analogicky pre 7 > 2s.
Pri volbe vyrovnavajicich konstant sa pouziva na zaklade literatury fixna
volba

a=0=04 (2.29)

v =0.1. (2.30)

Realizécia rekurentnych vzorcov dalej vyzaduje volbu pociatoénych hodndt Ly,

To,52_s41,...,529 na ¢o pouzijeme regresny pristup k sezénnosti popisany v [2.4.1]

Na zaklade odhadu regresného modelu bg,by,as,as, . . . , as ziskame nasledujice ini-
cializacie

Lo = b, (2.31)

Ty = by, (2.32)

Sz g1 =0, Sz gi0=as,...,S2 = as. (2.33)
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Multiplikativna Holt-Wintersova metéda

Vztahy pre multiplikativny model st analégiou aditivnej verzie. Vzhladom na
to, ze predpokladame ¢asovi radu s multiplikativnou sezonnou zlozkou tak sucty
st nahradené suc¢inmi a rozdiely s nahradené podielmi.

Rekurentné vztahy pre droven, smernicu trendu, sezénnost a predpoved si
dané nasledovne

Yt

Li=a + (1 —a) (L1 +Ti1), (2.34)
S'ths

Ty = y(Li — Lia) + (1 = 7)1, (2.35)

Sz = 5%’1 4 (1—8)Sz,, (2.36)

U, = Ly % Sz, (2.37)

Upow = (Le + Ty 7) % S2pprs, T=1,...,5 (2.38)

Uppr = (Le + Ty % 7) % Sz447m0s, T=5+1,...,2s. (2.39)

Analogicky ziskame predpovede pre dalsie sezonny, 7 > 2s.

Opét je nutné pre realizacie zvolit vyrovnavacie konstanty a pociatoéné hod-
noty. Volba vyrovnavacich konstant je zhodna ako pri aditivnej metode. Avsak pri
volbe pociatocnych hodnot nie je v tomto pripade mozné pouzit regresny pristup
k sezénnosti a teda odhadneme pociatoéné hodnoty nasledujicimi vztahmi

_ Y1
T o_w 2.40
0 Ym (m _ 1)8’ ( )

s+ 1
LO =Y 9 T(), (241)

1 m—1 Y, .

Sziig=— il . j=1,...,s. 2.42
’ m =0 714—1 (% j)TO ( )
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2.4.3 Algoritmus na predpovedanie viacrozmernych caso-
vych rad pomocou Holt-Wintersovej metody

V tejto casti si predstavime algoritmus, ktory slizi na predikovanie budicich
pozorovani vo viacrozmernych ¢asovych radach s korelovanymi parmi premenné-
subpremenné. Algoritmus vyuziva Holt-Wintersovu metédu na eliminaciu sezon-
nej zlozky a nésledné generovanie intervalovych predpovedi. Okrem toho zachova-
vame korelacie pocCas procesu generovania trajektorii a pouzivame klastrovaci al-
goritmus na vytvorenie stromovej struktiry, ktora zachytava hierarchické vztahy
medzi parmi premennych a podpremennych.

Struktira vstupnych dat

Vstupné déta je viacrozmerna casova rada s X premennymi a Z podpremen-
nymi pre kazdi premenni, ¢o vedie k X x Z parom premenna-podpremenna.
Kazdy par premenna-podpremennd je korelovany. Casovy rad je reprezentovany
maticou 7' s rozmermi Mz(X x Z), kde M je pocet ¢asovych bodov (pozorovani),
X je pocet premennych a Z je pocet podpremennych pre kazda premenni.

Pouzitim tohto zapisu T'(i,j * Z + k) predstavuje k-tu podpremenni j-tej
premennej v ¢asovom bode i, kde 0 < k< Z a0 <j < X.

Algoritmus

Algoritmus mozno nacrtnut takto:

1. Eliminacia sezénnosti: Aplikujeme Holt-Wintersovu metédu na vybrany
stlpec historickych dat (premennd-podpremennd), ktoré predstavuju casovy
rad do casu t.

2. Bodova predikcia: Za pomoci Holt-Wintersovej metody, ktort pouzijeme
na ocistené data do c¢asu t vypocitame predikciu do bodu ¢ + 1.

3. Intervalova predikcia: Na zaklade bodovej predikcie vygenerujeme inter-
val predikcie pre bodovu predikciu v case t + 1.

4. Generovanie trajektorii:

e Vygenerujeme novy bod z; v rdmci tohto intervalu pridanim alebo od-
¢itanim percentualnej velkosti intervalu, tuto hodnotu oznacime ako
¢, od bodového odhadu vykonaného v kroku 2. Hodnotu € je potrebné
si zapamétaf.

o K historickym datam priddme novo vytvoreny bod x; v case t + 1
a aplikujeme opat Holt-Wintersovu metédu na vytvorenie bodového
odhadu do c¢asu t + 2. Vytvorime predikény interval pre tento bod a
zopakujeme krok 4, aby sme ziskali novy bod x5, pricom si zapaméatame
zodpovedajicu hodnotu
€.
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e Pridame k historickym datam s bodom x; aj bod x5 a aplikujeme Holt-
Wintersovu metodu na vytvorenie bodového odhadu do ¢asu t43. Opét
si skonstruujeme predikény interval pre tento bod a zopakujeme krok
4, aby sme ziskali novy bod x3, pricom si zapamatame opat zodpove-
dajicu hodnotu e.

o Pokracujeme v tomto procese analogicky az pokial sa dostaneme do
casu t + n. Kde n je pocet krokov v ¢ase pre ktory chceme generovat
trajektorie. Ziskame tak jednu trajektoriu.

o Nasledne cely tento postup opakujeme az pokial nedosiahneme poza-
dovany pocet trajektorii.

5. Tento postup je potrebné zopakovat pre kazdy stipec d4t (dvojica premenna-
podpremennd).

6. Zachovanie korelacie: Na zachovanie korelacii medzi parmi premenna
-subpremenna je potrebné zabezpecit, Zze hodnoty € su pre kazdy par iden-
tické pocas celého procesu generovania trajektorii. Na konci tohto procesu
dostaneme pozadované mnozstvo trajektorii medzi, ktorymi st zachované
pozadované korelacie.

7. Klastrovanie a konstrukcia stromov: Na konstrukciu scenarovych stro-
mov z trajektorii pouzijeme klastrovaci algoritmus, ako napriklad k-means,
na zoskupenie vygenerovanych trajektorii na zaklade ich podobnosti. Tento
krok znizuje zlozitost idajov pri zachovani zakladnych vztahov medzi parmi
premenna-podpremenna. K-means algoritmus je mozné previest na kazdej
dvojici premennych a ziskat tak X % Z stromov alebo previest K-means al-
goritmus na vsetkych trajektoriach pre dvojice premennej a subpremennej
na raz a ziskat tak X * Z dimenziondlny strom.

Tento algoritmus, pouzity na viacrozmerny casovy rad s korelovanymi parmi
premenna-subpremenné, poskytuje efektivny pristup na predpovedanie budicich
hodndt pri zachovani zakladnych vzfahov medzi parmi. Pouzitie Holt-Wintersovej
metody na elimindciu sezonnosti a predikciu intervalov zabezpecuje, ze algorit-
mus je schopny zachytit zlozité zavislosti v datach. Okrem toho, pouzitie technik
klastrovania a konstrukcie stromovej struktiry umoznuje robustni reprezentaciu
hierarchickych vztahov medzi parmi premennych a podpremennych.
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3. Optimalizacia rozvozu liekov
do lekarni

V tejto kapitole si predstavime dopravny problém. Dalej sa budeme zaobe-
raf zostavenim optimalizacného modelu distribicie réznych typov baleni jedného
lieku do lekarni po meste Praha. Ako prvé sa pozrieme na dvojstupnova formu-
laciu a nasledne tento model zovSeobecnime na viacstupnovu tlohu. Na zaver sa
pozrieme na dve rozsirenia viacstupnovej tlohy.

3.1 Dopravny problém

Tato tloh predstavuje zdkladnt a zaroven najjednoduchsiu verziu optimali-
zacného problému, ktorym sa v tejto praci budeme zaoberat. V tejto ¢asti budeme
vychadzat z knihy Dupacova a Lachout (2011).

Na tcely tejto prace pouzijeme model dopravného problému priamo na opti-
malizaciu rozvozu liekov do lekarni. Konkrétne sformulujeme model distribtucie
jedného druhu liekov zo J skladov do I lekarni. Predpokladame, ze kazdy lekar-
nik poznda presné mnozstvo liekov, ktoré je potrebné objednat na dany mesiac.
Teda dopyt kazdej lekdrne d; pre ¢ = 1,....I je vopred znamy a pracujeme s
konkrétnymi hodnotami. Cielom problému je optimalizovat kolko baleni liekov a
z akého skladu objednat, aby sa minimalizovali ndklady na dopravu zo skladov
do lekarni. Objektivna funkcia sa preto javi ako sti¢in nakladov na prepravu lieku
zo skladu j do lekdrne [ a poctu prepravenych balenf lieku.Ucelovd funkcia teda
vyzera ako

J
fl@) =3

i=1j

Ci i, (31)
1

kde ¢; ; predstavuje cenu prepravy lieku zo skladu j do lekarne [ a z;; je pocet
baleni lieku prepravenych zo skladu j do lekarne .

Pre tento problém je este potrebné zahrniut obmedzenia. Kazdy sklad moze
dodat maximalne tolko liekov, kolko mé na sklade, ¢o oznac¢ime ako b; pre j =
1,...,J. Toto obmedzenie mozeme vyjadrit ako . Dalej sa vyzaduje, aby
bol uspokojeny dopyt kazdej lekdrne, ¢o znamena, ze kazda lekaren musi dostat
aspoii také mnozstvo lickov, aké si objednala, ¢o je vyjadrime (3.4). Model mozno
formulovat nasledovne

I J
min Z Zci’jmm (32)

i=1j=1

1
s.t. in,j < bj, V] = 1,...,J, (33)
1=1
J
Zl’@j > di, Vi = 1,...,[7 (34)
j=1
IZ'JZO, Vizl,...,f, Vle,,J

31



3.2 Dvojstupnova formulacia tulohy zalozena na
scenaroch

Model budeme formulovat pre distribiciu réznych typov baleni lieku z jed-
ného skladu do lekarni v rdmci mesta Praha. Objednavanie a dodévanie liekov
prebieha na zaciatku kazdého mesiaca a model sa zameriava na jednomesacné
casové obdobie. Predpokladame, ze dopyt vo vSetkych lekarnach je nahodny, ¢o
nas vedie na dvojstupnovy optimaliza¢ny problém. Kazda lekaren nie je obme-
dzena na nakup iba jedného druhu balenia, ale méze si objednat rézne mnozstva
roznych typov baleni. Na zaklade tohto rozhodnutia optimalizujeme dorucova-
nie liekov do lekarni z vybraného skladu. Pocas nasledujticeho mesiaca zakaznici
navstevuju lekarne a nakupuji rézne mnozstva roéznych druhov baleni lieckov. Na
zaver spocitame celkovii hodnotu, ktora predstavuje rozdiel predaja a nakupu
vsetkych typov liekov. Cielom tlohy je maximalizovat zisk lekarni. V ramci tohto
modelu budeme predpokladat, ze datum spotreby liekov nie je obmedzeny.

Ulohy v tejto a nasledujicej sekeii budeme formulovat v zvislosti na ndsle-
dujicom znaceni:

o [ ...celkovy pocet lekarni

o L ...celkovy pocet lickov

e ¢ ...cena, za ktord lekaren ¢ kuapi liek [

e v;; ...cena, za ktoru lekdren ¢ predava liek [

Dopyt lekdrne i po lieku [ povazujeme za ndhodny a vyjadrime ho ako &(w) =
d(w). Zavislost na ndhode vyjadruje nahodny vektor £(w), kde element w predsta-
vuje ndhodu. Predpokladame, zZe je diskrétne rozdeleny a jeho jednotivé realizacie

&£ =¢w)=dw’)=d°, s=1,...,8 (3.5)

budeme nazyvat scenare. Za platnosti s-tého scenaru znac¢ime realizaciu ako d® =
d(w?®) = (di ,...,d7 1), kde d7; vyjadruje dopyt zdkaznikov po lieku [ v lekdrni
¢t za platnosti scenara s. Pocet baleni lieku [ kipenych do lekdrne 7 oznacime
ako x(w). Rozhodnutie x(w) za platnosti scendra £€° budeme oznacovat ako x* =
(x341,...,27 1), kde 7, vyjadruje pocet kipenych baleni lieku [ do lekdrne i za
platnosti scendra s. Nasledne pocet predanych baleni lieku oznac¢ime premennou
y(w). Rozhodnutie y(w) za platnosti scendra £€° budeme oznacovat ako y°* =
(yil, ceYn 1), kde y;, vyjadruje pocet predané¢ho lieku [ v lekérni i za platnosti
scenara s. Na zaver pravdepodobnost scendru s oznacime ako p® pre s =1,....5.

Ako sme spominali vyssie, tak cielom je maximalizovat zisk lekarni a teda
budeme tlohu riesit ako tlohu stochastického programovania. Uéelovd funkcia
vyjadruje rozdiel celkovych nakladov lekarni a zisku z predanych baleni liekov,
pricom trzba z predanych baleni liekov je vyjadrend v tvare ucelovej funkcie
druhého stupiia. Uéelovi funkciu formulujeme nasledovne

ZPS<_Ci,l$f,l + viY;1)- (3.6)

S I
=11=1

fy) =3

s=11
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V nasledujiicej Casti sa pozrieme na obmedzenia, ktoré musia byt splnené. Ako
prvé formulujeme obmedzenie, ktoré nam hovori, Ze za platnosti s-tého scenaru
pocet predanych baleni réznych typov baleni lieku v kazdej lekdrni nesmie byt
vacsi ako mnozstvo baleni, ktoré bolo kazdou lekarnou nakupené. ZapiSeme ako

yZl— Zl’ \V/S:1,...,S,Vl:1,...,L,Vi:1,...,] (37)

Druhé obmedzenie zabezpecuje, ze mnozstvo balenia lieku [, ktoré sa preda je
mensie alebo rovné, ako dopyt po lieku [ v lekarni ¢ v scenéri s. Je dolezité uviest,
ze sa jedna o rézne velkosti baleni toho istého lieku. Predpokladame, Ze v pripade
ak nebude dostupné balenie, ktoré pozaduje zakaznik tak s pravdepodobnostou ¢
si zaktpi int velkost balenia tohto lieku. Ak by nastala situdcia, ze zdkaznik si chce
zakupit iba konkrétnu velkost balenia tak opét s urcitou pravdepodobnostou r si
pojde toto balenie kupit do inej lekdrne. Konkrétne mozeme rozpisat nasledovne,

1 ak k=1,

qk = (3.8)
q ak k#I,
1 ak j=1

=g T (3.9)
r ak j#1.

Kde pripad kedy k& = [ alebo j = ¢ vyjadruje pripad kedy sa zakaznik nachadza
v lekarni v ktorej maju k dispozicii dany typ balenia a teda pravdepodobnost, ze
zakaznik pdjde do tejto lekarne je 1. Spolu mozeme toto obmedzenie zapisat ako

I L
yilgzz Sary,  Vs=1,...,8Vi=1,... L¥i=1..,1 (3.10)
j=1k=1

Teda dvojstupnovy stochasticky model pre L lekarni a I roznych baleni lieku
formulujeme ako:

S I L
T ;g; —Caly + viyl) (3.11)
sty < @i, Vsl (3.12)
I L
yzl Z Z ZQkT]aVSﬂ;l; (313)
yi,l Z 07\V/S,Z,l, (314)
xiy > 0,Vs,i,0. (3.15)

3.3 T-stupnova formulacia ulohy

V tejto casti sa zameriame na zostavenie modelu pre T-stupnovu formulé-
ciu tlohy. Uéelové funkcia ako aj obmedzenia buda vychédzat z dvojstupiiového
modelu , ktory sme skonstruovali v predchédzajicej ¢asti. Ulohu budeme
formulovat najprv pre jednu lekaren a jeden druh balenia lieku. Nasledne tlohu
rozsirime pre L lekarni a I liekov.
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3.3.1 Model pre jednu lekaren a jeden typ lieku

Zacneme s formulaciou modelu, kde budeme predpokladat jednu lekaren a
jeden typ balenia lieku. V T-stupnovej formulécii sa uz nebudeme obmedzovat
len na rozpétie jedného mesiaca ale budeme brat do tvahy 7' po sebe iducich
mesiacov. Dalej, budeme predpokladat, Ze dané lie¢ivo mé presne stanoveny da-
tum expiracie, ktory budeme taktiez uvazovat v mesiacoch. Oznac¢ime ako N. Je
potrebné poznamenat, ze vo vSetkych modeloch prezentovanych v tejto praci bu-
deme predpokladat, ze N <T'. Je potrebné si zaviest novi premennu yj, ,, ktora
predstavuje pocet predanych liekov v ¢ase n, zaktupenych v case t za platnosti
scenara s. Je dolezité poznamenat, ze ¢o sa tyka poctu objednanych baleni kaz-
dou lekéarnou za platnosti dan¢ho scendra z7,, tak hodnota v stupni ¢t = 1 je
deterministicky dana a rovnaka pre kazdy scenar.

Uéelova funkeia bude vyjadrovat rozdiel celkovych ndkladov lekdrne a zisku z
predanych lickov. Na zaver je vSak potrebné este pripocitat mnozstvo nepreda-
nych liekov, ktoré je mozné vratit avsak nie za plnt cenu. Zapiseme nasledovne

T

fla,y) =2 p(—cxi + v yn, + Acz) (3.16)

s=1t=1 n=1

Ako mdzeme vidiet, tak posledny ¢len nam vyjadruje hodnotu nepredanych
liekov, ktoré s na konci obdobia vratené dodavatelovi, ktory nam vrati zlomkova
cenu z pévodnej. Tuto cenu vypocitame tak, ze zoberieme povodnu cenu jedného
balenia lieku ¢ a vynasobime ju konstantou A < 1. Premennt z; mozeme rozpisat
ako

+~ 0

T T T
0<n—t<N:z =D a;-> Yy JVs=1,...5 (3.17)
t=1 n=1t=1

Teda T-stupnovy model pre jednu lekaren a jeden typ balenia licku zapiseme
ako

s T T
max SN p(—cxi +vd ys, + Aez)) (3.18)
zlyl,2%yS T 1
T
st. 0<n—t<N:> yo, <u}Vst, (3.19)
n=1
T
0<n—t<N:z =x;—)Y y,,Vst, (3.20)
n=1
t
0<n—t<N:Y y, <ds Vsnit, (3.21)
t=1
0<n—t<N:y,, >0,Vsin, (3.22)
n—t>N:y,, =0,Vstn, (3.23)
x; > 0,Vs,t, (3.24)
z; > 0,Vs,t, (3.25)
kde A < 1.
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3.3.2 Rozsirenie pre L lekarni a I liekov

Ulohu , mozeme dalej rozsirit pre L lekarni a I liekov. Pri zovseobecneni
ulohy je vsak potrebné upravit obmedzenie , ktoré zabezpecuje, ze mnoz-
stvo balenia lieku 7, ktoré sa preda je mensie alebo rovné, ako dopyt po lieku ¢ v
lekarni [ v scenari s. Ako uz bolo vysvetlené pri formulacii dvojstupnovej tlohy
v modeloch sa jednéd o rézne velkosti baleni toho istého lieku a teda predpokla-
dame, ze v pripade ak nebude dostupné balenie, ktoré pozaduje zdkaznik tak s
pravdepodobnostou ¢ si zakupi intd velkost balenia tohto lieku. Ak by nastala
situdcia, ze zakaznik si chce zakupit iba konkrétnu velkost balenia tak opat s
urc¢itou pravdepodobnostou 7 si pdjde toto balenie kupit do inej lekarne. Opét

platia vztahy [3.8 a[3.9]

Model formulujeme nasledovne

S L T
. nax >0 Zps(_ci,le,l,t+ > VidYiine + ACLIZ 1) (3.26)
EOYL YT s=] =1 1=1 t=1 n=1
T
st 0<n—t<N:Y yl, <, Vilts, (3.27)
n=1
T
0<n—t<N:z, =, — > Y. Vilst, (3.28)
n=1
t I L
0<n—t<N:Y y, <> > daqer;,Vilstn, — (3.29)
=1 j=1 k=1

xi, > 0,V
0<n—t<N:y,,, >0,Vilstn,
n—t>N:y,,=0,Vilstn,
2510 > 0,Vils t,
kde A < 1.

Je potrebné dodat, ze pre kazdy typ balenia v tomto pripade budeme uvazovat
rozne ceny, za ktoré siet lekdrni nakupuje a predéava tieto lieky.

3.3.3 Model pre L lekarni a I liekov + pravdepodobnostné
obmedzenie

V sekcii sme si predstavili pravdepodobnostné obmedzenia v tlohach
stochastické programovania. Tieto poznatky v tejto casti aplikujeme na vytvoreny
model a doplnime pozadované pravdepodobnostné obmedzenia.

Ako prvé sa pozrieme na pravdepodobnostné obmedzenie, ktory zruci, ze prav-
depodobnost, ze konkrétna lekaren do ktorej pride zdkaznik bude mat dostatocné
zasoby aspon jedného typu balenia lieku, ktory si zakaznik praje, bude rovna alebo
vacsia ako je dopredu zadana hodnota a;. Toto obmedzenie zapiseme pomocou
dvoch dodato¢énych obmedzeni .

Prvé obmedzenie zabezpecuje, ze celkovy dopyt pre kazdu lekaren ¢, v stupni
t a scenari s je mensi alebo rovny celkovému mnozstvu zakupenych liekov. Za-
vedieme si novu bindrnu premennu w;,, ktora bude nadobtudat dve hodnoty a to
0 al. Ak wj, = 1 znamena to, Ze nerovnost nebola splnend a teda je potrebné
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navysit pocet kupenych liekov v lekarni ¢ a to tak, Ze pripocitame dostatocne
velku konstantu K. Ak wi, = 0, znamena to, Ze nerovnost bola splnend a teda
nie si potrebné dalsie kroky.

L L
Dodi <D, + Kwly, o Yids (3.34)
=1 =1
wi; €[0,1]

Druhé obmedzenie zarucuje, ze pravdepodobnost, Ze lekaren ¢ v case t nebude
mat k dispozicii ziaden druh lieku, je mensia alebo rovna ako 1 — ay, pricom
budeme uvazovat velké hodnoty parametru ;.

s
dopwl, <1—a, Vit (3.35)
s=1

Toto obmedzenie mdézeme dalej rozsirit a to tak, ze budeme pozadovat aby v
lekarni ¢ bol s urcitou pravdepodobnostou asy dostupny konkrétny typ lieku. Teda
konkrétne, uvazujme viacstupnovy stochasticky model, kde chceme zabezpecit,
aby dopyt po konkrétnom type liecku [ v kazdej lekarni ¢ a stupni £ bol mensi
alebo rovny objednanym lieckom x7,,. Opét zavedieme bindrnu premennu plus

i1+ @ dostatocne velkt konstantu K.

Obmedzenie mozno zapisat ako

dil,t S xf,l,t + K¢il,t> Vi,l,t,s (336)
f,l,t S [071]

Aby sme sa uistili, ze obmedzenie je splnené s urcitou pravdepodobnostou as,
zavedieme dalSie obmedzenie:

s
D PG, <1 -y, Vilt (3.37)
s=1

®; ¢ je teda bindrna premennd oznacujuca ¢i je obmedzenie aktivne pre lekaren
i, typ lieku [, stupen t a scenar s a p° je pravdepodobnost scenara s.

Tento sibor obmedzeni zabezpecuje, ze dopyt po konkrétnom type lieku [ v
kazdej lekdrni a ¢asovom obdobi je uspokojeny s urcitou pravdepodobnostou as,
¢o z neho robi nahodné obmedzenie pre konkrétny typ lieku.
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4. Prakticka cast

4.1 Vstupné data

Pri rieSeni tloh vychadzame z historickych dat, ktoré boli poskytnuté spoloc-
nostou IQVIA. Kedze mesto Praha je kategorizované ako velkomesto a sticasne je
to aj hlavné mesto Ceskej republiky je pochopitelné, Ze sa tu nachadza niekolko
roznych komercénych sieti lekarni ako aj velké mnozstvo nezavislych lekarni. Pre
ucely tejto prace sme vybrali jednu nemenovani komeréni siet lekarni. Aj na-
priek tomu, ze sme zuzili okruh lekarni na jednu konkrétnu sief tak pocet lekarni
je stale velky a teda je eSte potrebné blizsie Specifikovat mestské casti Prahy, na
ktoré sa zameriame. Vzhladom na konzistentnost dat boli vybrané mestské casti
Praha 1 a 2, kde sa nachadza 5 pobociek. Ako konkrétny liek sme si pre ucel tejto
prace zvolili popularne analgetikum. Tento liek je mozné zakipit v baleniach s
roznym poctom tabliet a to 24, 36, 48 a 100 kusov.

Data, ktoré mame k dispozicii st za obdobie od marca 2017 az po marec 2023
a zaznamenavaju pocet predanych kusov baleni v kazdej z piatich lekarni za me-
siac. Po preskiimani dat sme avsak zistili, Ze nie je mozné pouzit kompletni sadu
dat ale je potrebné odstranit data od aprila 2020 az po marec 2021 a to z dévodu
vypadku dat. Ako si iste vsetci spominame, tak v danom obdobi prebiehala pan-
démia COVID-19, ktora bohuzial spdsobila vypadok dat. Tento vypadok je teda
pravdepodobne spojeny s do¢asnymi obmedzeniami, ktoré zasiahli aj lekarne. Na
obrazku nizsie mozeme vidiet celkovy pocet predanych 4 roznych baleni pocas
spominanej doby - marec 2017 az marec 2023 (bez odstraneného obdobia).

Porovnanie celkového poctu predanych réznych typov balenf.

— 24ks

- 36ks
—— 48ks
—— 100ks

2250 A
2000 +
1750 o
1500 4
1250 +

1000 J

500 4

T T T T T T T T
07/17 03/18 10/18 05/19 01/20 08/21 03/22 1122

Obr. 4.1: Scenarovy strom s oc¢islovanym uzlov.

Ako mézeme vidiet na [£.1] tak najpreddvanejsim balenim pocas celého caso-
vého horizontu je 48 kusové balenie a 24 kusové balenie je najmenej predavané.
Dalej mo6Zeme pozorovat, ze sa v datach vyskytuje sezénnost. Pre lepsie zobra-
zenie a overenie sezonnosti sa pozrieme na jednotlivé lekarne a pocty predanych
typov baleni.
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Obr. 4.2: Pocet predanych baleni v jednotlivych lekarnach.

Ako vidime tak vyskyt sezénnosti sa nam potvrdil a sezénna zlozka sa vysky-
tuje v kazdej z piatich lekarni. Vzhladom na to, ze na zaklade tychto dat budeme
dalej generovat scenare pre modely je potrebné odstranit sezonnu zloZku.

4.2 Generovanie scenarovych stromov

4.2.1 Odstranenie sezéonnosti z dat

Pri prvotnej analyze historickych dat v sme zmienili podozrenie, ze data
obsahujui sezénnu zlozku. Podme sa teda blizsie pozrief na jednotlivé zlozky dat.
Vzhladom na to, ze pracujeme so 4 roznymi baleniami a 5 lekdrnami tak si uve-
dieme len niekolko vybranych dekompozicii na ukazku.

Ako mézeme vidiet na [£.3] ddta naozaj obsahuji sezénnu zlozku s periédou
opakovania 12 mesiacov. Ako je zrejmé z rozkladu dat tak sezénny narast na-
stava koncom leta v mesiacoch august pripadne september a pretrvava cez celé
zimné obdobie az do mesiaca januar pripadne v niektorych pripadoch do mesiaca
februdr. Pre presnejsie prevedenie predikcie a nasledovné generovanie scenarov je
potrebné odstranit tento sezénny vykyv. Odstranenie sezénnej zlozky prevedieme
za pomoci Holt-Wintersovu metddy predstavenej v casti[2.4.2] Na vypoctovi cast
pouzijeme software Python 3.10, kde pouzijeme balicek ETSModel.
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Dekompozicia dat (lekéreri 1, Liek_24) Dekompozicia dat (lekdren 1, Liek_36)
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Obr. 4.3: Dekompozicia dat na trendovi a sezénnu zlozku.

V casti sme si predstavili dve varianty Holt-Wintersovej metddy, ktoré sa
lisia na zaklade toho ¢i uvazujeme aditivnu alebo multiplikativnu dekompoziciu.

Tieto dve varianty sa z praktického hladiska liSia v interpretacii sezonneho faktoru
I.

« aditivna dekompozicia - [; sa meria v rovnakych jednotkach ako prislusna
casova rada vy, Co znamena, ze ak dvanasty sezonny faktor I;5 predaja malo-
obchodu je o velkosti 50000 CZK, tak to znamena, ze pre dvanédste obdobie
sa sezonnost prejavuje narastom predaja o 50000 CZK nad celoro¢nym prie-
merom.

o multiplikativna dekompozicia - I; je v tomto pripade bez rozmerna velic¢ina,
teda v pripade, ze dvanasty sezonny faktor [;5 predaja maloobchodu je
0.8 predaja maloobchodu tak sa sezénnost prejavuje v dvanastom obdobi
poklesom o 20% pod celoroény priemer.
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Holt-Winters met6da - aditivna vs multiplikativna metéda (lekarer 2, Liek_24) Holt-Winters metéda - aditivna vs multiplikativna metdda (lekareft 2, Liek_36)
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(a) Holt-Wintersova metdda (b) Holt-Wintersova metdda
pre 24ks balenie v lekarni 2. pre 36ks balenie v lekarni 2.

Holt-Winters metéda - aditivna vs multiplikativna metdda (lekarei 2, Li

Holt-Winters metéda - aditivna vs multiplikativna metdda (lekaref 2, Liek_100)
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(c) Holt-Wintersova metdéda (d) Holt-Wintersova metéda
pre 48ks balenie v lekarni 2. pre 100ks balenie v lekarni 2.

Obr. 4.4: Holt-Wintersova metdda - aditivna vs multiplikativna varianta.

Na obrazkoch [£.4 mézeme vidiet ukazku prevedenia Holt-Wintersovej aditiv-
nej ako aj multiplikacnej metody. Na zaklade porovnania vysledkov korela¢nych
koeficientov a strednej kvadratickej chyby sme sa rozhodli pokracovat s aditivnou

verziou modelu. Jednotlivé hodnoty a Statistické testy mozeme najst ako vystup
kodu.

4.2.2 Intervalova predikcia a generovanie trajektorii

Za pomoci Holt-Wintersovej metody vytvorime bodova predikciu pre kazdy
par lekaren:lieck a néasledne zostrojime intervalovi predikciu. Budeme uvazovat
predikcie na 6 mesiacov dopredu a teda od aprila 2023 az do septembra 2023.
Na generovanie trajektérii pouzijeme algoritmus popisany v sekcii Teda
kazdy par lekaren:liek obsahuje bodovi ako aj intervalovi predikciu na 6 me-
siacov dopredu. Tato prvotna bodova predikcia je zaroven nasou prvou vyge-
nerovanou trajektoriou. Pre vygenerovanie druhej trajektorie si zoberieme prva
bodovu predikciu a ndhodne k nej pripocitame alebo odpocitame percentualnu
cast predikéného intervalu. Oznacime ako e. Ziskali sme novy bod - zaciatok dru-
hej trajektorie. Pre tento bod si vytvorime novi bodovi predikciu do kroku ¢+ 2
- na zaklade historickych dat ocistenych od sezénnosti a tohto novo vzniknutého
odhadu. Opat dopocitame aj predikény interval. Pokracujeme analogicky az kym
nemame cela trajektoriu. Nasledne zopakujeme pre kazdy par lekaren:liek avsak
hodnota € uz nebude urcena nahodne ale v kazdom kroku bude presne taka ista
ako bola pre prvy par lekaren:liek.
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4.2.3 Tvorba scenarovych stromov

Pre samotnu tvorbu scenarovych stromov je dolezité si ako prvé urcit s akou
struktirou scenarovych stromov budeme pracovat. Budeme pozadovat aby scena-
rovy strom mal 6 stupnov, ktoré budu postupne reprezentovat pocet predanych
kusov jednotlivych liekov. Je doblezité poznamenat, Ze pre kazdu lekaren a dany
typ lieku budeme scenarovy strom generovat zvlast a teda budeme mat 20 scena-
rovyrch stromov. Dalej, si vopred stanovime pocet nasledovnikov v kazdom stupni.
Celkovy pocet scenarov je teda 2880.

Stupen | Pocet uzlov
1 8
2 5
3 4
4 3
5 3
6 2

Néasledne uz mozeme pouzit k-means algoritmus na vygenerované scenarové
vejare. Pocet trajektorii v tychto vejaroch (8000) sa moze zdat privelky avsak je
potrebné maf dostatoéné mnozstvo trajektorii pri pouziti klastrovacej metody k-
means. Velky pocet trajektorii nam zabezpeci aj lepsie zachytenie ndhodnosti. Po
aplikovani k-means algoritmu budeme mat 2880 scenarov v kazdom scenarovom
strome. V popise metddy uvadzame, ze algoritmus je postaveny tak aby
zachoval jednotlivé korelacie medzi lekarnami ako aj medzi jednotlivymi liekmi v
ramci jednej lekdrne. Korela¢cné matice mozeme najst v prilohe v sekciach a

(A2l

4.3 Vstupy do modelov

Stanovenie predajnej a kiipnej ceny

V tejto praci budeme pracovat so styrmi réznymi baleniami toho istého lieku.
Konkrétne budeme uvazovat 24, 36, 48 a 100 kusové balenie. VSeobecne vieme, ze
ceny produktov si premenlivé a zvycajne nie su pevne stanovené. Existujua rozne
vplyvy na ceny produktov ako je napriklad sezénnost, zlavy plyntce s roznych
vernostnych programov, akcie na dany druh produktu a mmnoho iného. Z toho
plynie, Ze ceny produktov sa naprie¢ dlhsim obdobim moézu vyrazne lisit. To
isté plati aj pre uvazovany produkt avsak kedze sa jedna o Siroko dostupny liek,
kolisanie cien je v tomto pripade obmedzené. Z tohto doévodu stanovime cenu,
za ktoru budu lekarne predavat vsetky typy baleni ako odhadovani priemernt
cenu. Ako bolo definované v sekcii [3.2] tito cenu budeme oznacovat ako v; pricom
[l =1,2,3,4. Teda v pripade 24 kusového balenia lieku v; = 69. Cena 36 kusového
balenia je stanovend na vs = 105. Analogicky v3 = 109 a vy = 145. Je potrebné
poznamenat, 7e vietky uvazované ceny st uvedené v Ceskej korune (CZK).

Dalej sa pozrieme na cenu, za ktorti lekdrne nakupuji lieky. Podla dostupnych
informacii vsetky lieky putuji od vyrobcu k dodavatelom a az nasledne st pre-
pravené do predajni. Ktpna cena je teda zlozend z vyrobnych nakladov na dany
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liek, prepravy k dodavatelom, naslednému rozdistribuovanu do lekarni a samoz-
rejme je potrebné uvazovat aj dalSie ciastkové naklady. Na zdklade dostupnych
informacii, ktoré boli na ucely tejto prace poskytnuté spolocnostou IQVIA sta-
novime ceny ¢; kde [ = 1,2,3,4 nasledovne. V pripade 24 kusového balenia lieku
c¢1 = 30. Analogicky co = 38, c3 = 49 a ¢4 = 80.

Pravdepodobnost medzi lekarnami a typmi baleni

Data, ktoré mame k dispozicii neobsahuju dostatocne vela informéacii aby bolo
mozné vypocitat jednotlivé pravdepodobnosti medzi lekarnami a typmi baleni
uvedené v obmedzeni 7 toho dovodu budeme pracovat s pravdepodobnos-
tami g,k =1,..., K ar;, 7=1,...,J ako s parametrami.

Parameter ¢, oznacuje pravdepodobnost, ze v pripade nedostupnosti uréitého
balenia pozadovaného zakaznikom si zakaznik namiesto toho kipi iné balenie v
tej istej lekarni. Predpokladame, ze vSetky pravdepodobnosti g, st rovnaké a
nadobidaji hodnotu 0.5 (50%). Rovnako budeme uvazovat pri parametroch r;,
ktoré oznacuju pravdepodobnost, Ze v situacii, kedy nebude dostupné pozadované
balenie pojde zdkaznik do inej lekarne. Opéf predpokladame, ze tieto pravdepo-
dobnosti st rovnaké a teda r = 0.25 (25%).

4.4 Vysledky modelov

Ako uz bolo zmienené vyssie budeme pracovat so 4 réznymi baleniami toho
istého lieku, ktory sa predava v 5 lekdrnach. Uvazované obdobie, na ktoré sa
budeme pozerat je 6 mesiacov dopredu, teda T = 6. Pocet mesiacov N, urcuje
trvanlivost liekov a stanovili sme N = 4. Po vygenerovani trajektérii a zostro-
jeni scenarovych stromov sme dostali pre kazdy par lekaren:liek 2880 scenarov.
Pravdepodobnost jedného scenaru budeme uvazovat 1/2880. Hodnotu konstanty
A stanovime na 0.3.

4.4.1 T-stupnova uloha - ziakladny model

Zakladny model tejto prace predstavuje 6-stupnova tlohu, ktorého vseobecnu
formuldciu moézeme najst v Casti[3.3.2] Pre konkrétne parametre tlohu formulu-
jeme ako
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4 6 6
max, SO (=m0 Y Y + 0.3¢i,2250,) (4.1)

zly Y s=1 i=11=1t=1 n=1
6
st 0<n—t<4:> ., < i Vilits, (4.2)
n=1
6
0<n—t<d:z,, =z, Z Yi1na V0,80t (4.3)
n=1
t 4 5
0<n—t<4: Zyilm’t < Z Z d; 1 1qk75, Vi,1,s,tm, (4.4)
t=1 j=1k=1

0<n—t<4:y),,>0,Vilstn,
n—t>4:y:,,=0,Vilstn,
x> 0,Vilt,
Zie = 0,Vils t,
+ podmienky neanticipativity.

~~ I~
ol i
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N N N N

Vo viacstupnovych stochastickych tlohach zabezpecuji obmedzenia neantici-
pativity, ze rozhodnutia prijaté v kazdom stupni s zalozené iba na informaciach
dostupnych do tohto c¢asu, bez poznania budicich ndhodnych vysledkov. Inymi
slovami, tieto obmedzenia zabranuji tomu, aby sa pri rozhodovani vyuzivali bu-
dice informécie, ktoré este neboli odhalené. V danom optimalizacnom probléme
mame rozhodovacie premenné x® a y*® pre kazdy scenar s. Podmienky neantici-
pativity mozno formulovat nasledovne

1. stupen - pozadujeme, aby pre vSetky scenare rozhodnutia v prvom stupni
boli totozné a teda je potrebné pridat obmedzenie v tvare

i = afls, 1< s <2880,V L. (4.9)

2. - 6. stupen - pozadujeme aby v pripade kazdej dvojice scendrov s a s’ platilo,
ze ak hodnota & je rovna 5[3;] tak nasledne aj rozhodnutia v stupni ¢ su

totozné z7, , = xf:u. Z tohto dovodu je potrebné pridat obecné obmedzenie
neanticipativity, ktoré ma tvar

TS =2, t=2,...6,VYi,1, (4.10)
pre kazdé s a s’ také, Ze plati

E =& t=2,...6Vil, (4.11)

kde s a s’ st dva rézne scendre. Dalej sa pozrieme na rozhodovaciu premennt
y®. Aj na tieto premenné sa vztahuje podmienka, ze nesmu zavisiet na buducich
realizaciach. Formulujeme analogicky

Yiin1 = yfjf}hl, 1 < s < 2880,Vi,1,. (4.12)
Y int = Yirms t=2,...6,Yi,1, (4.13)
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pre kazdé s a s’ také, ze plati
&y =&, t=2,...6Vil (4.14)

Co sa tyka premennej z°, ktord je poditand na zdklade rozhodovacich premen-
nych x° a y°, nemusime pridavat dalSie neanticipativne obmedzenia. Je to preto,
ze obmedzenia neanticipativity pre x® a y® uz zaistuji, ze rozhodnutia prijaté
v kazdom stupni si zalozené iba na informaciach dostupnych dovtedy. Preto aj
vypocet z° z x® a y* vychadza len z dostupnych informacii a neporusuje neanti-
cipativnost.

Riesenie tulohy

7?7 V tejto casti si uvedieme vysledky riesenia rozsiahleho modelu linearneho
stochastického programovania pomocou Gurobi Optimizer 10.0.1 na CPU AMD
Ryzen 5 5500U s 12 logickymi procesormi, ktory bol pouzity za pomoci softwaru
Python 3.10 a kniznice gurobipy. Model ma 4 492 800 obmedzeni, 2 419 320
premennych a 20 736 000 nenulovych hodnét. Vzhladom na velkost problému je
potrebné predbezné spracovanie celého modelu s podmienkami pred samotnym
rieSenim problému. Hlavnym cielom je zjednodusit a zmensit velkost povodného
problému, ¢im sa zjednodusi a zrychli jeho vyrieSenie. To sa dosiahne aplika-
ciou roznych technik a transformacii na identifikaciu a odstranenie nadbytocnych
alebo irelevantnych obmedzeni, premennych a inych problémovych komponentov.
Zahtna to napriklad:

o QOdstranenie nadbyto¢nych obmedzeni - ak je obmedzenie linearnou kom-
binaciou inych obmedzeni alebo neovplyviuje realizovatelnti oblast, mozno
ho odstranif bez zmeny riesenia problému,

e Odstranenie pevnych premennych - premenné, ktoré maji rovnaku hod-
notu v kazdom realizovatelnom rieseni, mézu byt odstranené a nahradené
ich konstantnymi hodnotami v obmedzeniach a cielovej funkcii,

e Sprisnenie hranic - analyzou obmedzeni moze riesitel niekedy urcit uzsie
hranice premennych, ¢o moze pomdct zlepsit vykon algoritmov riesenia

o Agregovanie obmedzeni - ak dve alebo viac obmedzeni zdielaji rovnaké
premenné s podobnymi koeficientmi, mo6zu sa niekedy spojit do jedného ob-
medzenia, ¢im sa znizi pocet obmedzeni v probléme,

o Detekcia neuskutocnitelnosti alebo neohranicenosti - v niektorych pripa-
doch moze proces predbezného riesenia urcit, Zze problém je neuskutocni-
telny (neexistuju ziadne realizovatelné riesenia) alebo neohraniceny (cielova
funkcia méze byt Iubovolne velka alebo mald), takze nie je potrebné pokra-
covat s hlavnym algoritmom riesenia,
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o Skélovanie - riesitel méze zmenit mierku koeficientov problému, ¢im su éi-
selné hodnoty jednotnejsie, ¢o modze zlepsit stabilitu a vykon algoritmov
riesenia,

Uéinnost predbezného spracovania sa moze 1iSit v zavislosti od struktary a
charakteristik problému. V niektorych pripadoch moéze predriesenie vyrazne zni-
zit velkost problému, ¢o vedie k podstatnému zlepseniu vykonu, zatial ¢o v inych
pripadoch moéze byt vplyv minimalny. Vo vseobecnosti sa vSak povazuje za nevy-
hnutny krok v modernych optimaliza¢nych rieSeniach na zvysenie celkovej efek-
tivnosti a znizeni robustnosti procesu riesenia. Pocas faz predspracovania a pred-
bezného rieSenia optimalizdtor odstranil 3 801 600 riadkov a 1 728 000 stipcov,
vysledkom ¢oho bol zmenseny model, ktory ma 691 200 obmedzeni a 691 320 pre-
mennych. Cas predbezného spracovania bol 6.99 sekundy. Nasledne bolo najdené
optimélne riesenie modelu za 10.43 sekundy.

Na obrazku [£.5) mézeme vidiet ukdzku poc¢tu objednanych 48 kusovych baleni
do lekarne 1. Vzhladom na velky pocet moznych scenarov a teda aj roznych
rieSeni nebudeme uvadzat vsetky ziskané vysledky ale pozrieme sa na hlavné
charakteristiky ako je priemerny pocet objednanych baleni v kazdom stupni ¢,
medidn a taktiez prvy a treti kvantil. Dalej mozeme este vidiet trajektériu, s
najvacsim a s najmensim poctom objednanych baleni.

Potet nakipenych 48 kusovych baleni v lekarni 1.

04/23 05/23 06/23 07/23 08/23 923
&

Obr. 4.5: Pocet objednanych 48 kusovych baleni v lekarni 1.

Co sa tyka jednotlivych ziskov lekdrne tak pre prehladnost sa pozrieme v pri-
pade 48 kusového balenia na rozdelenie ziskov. Mdzeme vidiet taktiez zobrazenu
stredni hodnotu ako aj minimalny a maximalny zisk, ktory sme po vypocitani
modelu ziskali. Na obrazku mozeme vidief vyznacenu strednti hodnotu, ktora
predstavuje 50 636.11 CZK. Ako mozeme dalej vidief tak minimalny zisk je 30
069.51 CZK a maximalny predstavuje 77 789.12 CZK.

Vzhladom na jednoduchsiu interpretaciu a predstavu mozeme zobrat postupne
jednotlivé zisky pre kazdy scenar a vydelit ich prislusnymi ndkladmi pre dany
scenar, ¢im ziskame percentualne vyjadrenie zisku voc¢i nédkladom. Na obrazku
mozeme vidiet rozdelenie prislusnych dopocitanych hodnét. V priemere pre
lekdren 1 a 48 kusové balenie predstavuje hodnota zisku 70.10% 2z nakladov.
Mozeme vidiet, ze rozdelenie je asymetrické a vyrazne skosené zlava.
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~ ~— Stredna hodnota: 50636.11 CZK
== Minimum: 30069.51 CZK
== Maximum: 77789.12 CZK

Frekvencia

50000
Zisk [mil.]

Obr. 4.6: Rozdelenie ziskov pre lekaren 1 - 48 ks balenie.

|~ ~ Stredn4 hodnota: 70.10 %
== Minimum: 43.82 %
== Maximum: 79.99 %

Frekvencia

Hodnota

Obr. 4.7: Rozdelenie ziskov [%)] pre lekaren 1 - 48 ks balenie.

Na zaver sa blizsie pozrieme na rozdelenie zisku vSetkych lekarni a typov baleni
zobrazené pomocou histogramu, kde mozeme vidiet strednti hodnotu, minimalnu
a maximalnu hodnotu. Ako mézeme vidiet na obrézku [4.8] strednd hodnota zisku
je 4 504 861.17 CZK. Dodatoc¢ne sa pozrieme na CVaR (Conditional Value at
Risk), tiez znamy ako ocakavany deficit. CVaR je miera rizika, ktora zohladnuje
nielen ocakavani hodnotu rozdelenia, ale aj koncové riziko presahujtce urcita
hranicu. V tomto pripade hranicu stanovime na 0.99, ¢o znamend, ze CVaR meria
priemernu stratu, pri ktorej mozno ocakavat, ze presiahne 99. percentil rozdelenia
zisku. V tomto pripade mozeme teda povedat, ze hodnota CVaRg g9 rovna 3 571
553.78 CZK predstavuje pre zakladny model ocakavant stratu presahujicu 99.
percentil rozdelenia zisku.
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~ ~— Stredna hodnota: 4504861.17 CZK
== Minimum: 3500547.54 CZK
== Maximum: 5941590.20 CZK
== CVaR (99%): 3571553.78 CZK
'

Zisk [mil.] 1e6

Obr. 4.8: Rozdelenie celkovych ziskov.

Opét sa pozrieme aj na pomer zisku vo¢i ndkladom. Na obrazku [£.9] mozeme
vidiet rozdelenie prislusnych dopocitanych hodnot pre vsetky lekarne a typy ba-
leni. V priemere predstavuje hodnota zisku priblizne 63.97% z nakladov.

~ = Stredna hodnota: 63.97 %
== Minimum: 21.57 %
== Maximum: 83.96 %

Obr. 4.9: Rozdelenie ziskov [%)].

4.4.2 T-stupnova tloha - zakladny model + pravdepodob-
nostné obmedzenia

K zakladnému modelu priddme pravdepodobnostné obmedzenia predstavené
v Casti [3.3.3] Pre pripomenutie ndm prvé pravdepodobnostné obmedzenie za-
ruci, ze pravdepodobnost, ze konkrétna lekaren do ktorej pride zakaznik bude
mat dostatoéné zasoby lieku, ktory si zdkaznik praje, bude rovna alebo vacsia
ako je dopredu zadana hodnota «;. Toto obmedzenie mozeme dalej rozsirit a
to tak, ze budeme pozadovat, aby v lekdrni ¢ bol s urc¢itou pravdepodobnostou
ag dostupny konkrétny typ lieku. Tieto pravdepodobnostné obmedzenia budeme
aplikovat spolu v jednom modely s tym, Zze budeme uvazovat rézne kombina-
cie hodnot parametrov a; a ay. Dany model s pridanymi obmedzeniami vyzera
nasledovne
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Riesenie tulohy
Tento model budeme riesit pre rozne kombinacie oy a as, konkrétne

‘ varianta 1  varianta 2 varianta 3 varianta 4 varianta 5
o 0.75 0.80 0.85 0.9 0.95
Qo 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Tabulka 4.1: Kombinacie parametrov o a as.

Pre vsSetky kombinécie plati, ze model ma 5 270 550 obmedzeni, 2 851 320
premennych z ¢oho 432 000 je binarnych a 22 636 800 nenulovych hodnot. Pocas
faz predspracovania a predbezného riesenia software odstranil 4 694 550 obme-
dzeni a 2 275 320 premennych, vysledkom ¢oho bol zmenseny model, ktory ma
576 000 obmedzeni a 576 000 premennych. Cas predbezného spracovania je pre
rozne kombinacie v rozmedzi 5.23 — 13.47 minnt.
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Na obrazku mdzeme vidiet zobrazeny vztah medzi ¢asom vypoctu a hod-
notami a; a as. Ako vidime tak cas vypoctu sa navysuje s navysovanim hodnot
a1 a as.

®
T 250
S E
= 200 =
180 T
g
s T 100 'V

Obr. 4.10: Vztah medzi ¢asom vypoctu a hodnotami a; a as.

Vzhladom na rozsiahlost modelu sa opét podrobnejsie pozrieme na jednu vy-
branu lekdren a dany typ balenia. Na obrazku [4.11] mézeme vidief znazorneny
pocet objednanych 48 kusovych baleni v lekdrni 1 pre vSetkych 5 variant para-
metrov oy a ag. Jednotlivé trajektorie su vypocitane ako priemerné hodnoty zo
vSetkych scenarov. Mozeme pozorovat, ze ¢im vacsie hodnoty nadobudaju para-
metre o a g tym vacsi pocet baleni je v priemere lekdaren ntutena objednat. Pre
zaujimavost si mozeme vsimnut trajektériu, ktora predstavuje strednt hodnotu
poctu objednanych baleni z hlavného modelu [4.1] kde neboli este zakompono-
vané pravdepodobnostné obmedzenia. Pre nizke hodnoty a; a as mdézeme vidiet,
ze pocet objednanych balenf je nizsi ako priemerny pocet v modely [4.1} Konkrétne
ide o variantu 1 a 2. Pri variante 3 mézeme pozorovat mierny narast oproti prie-
meru. Ako mozeme vidiet tak v pripade varianty 4 a 5 kedy parametre aq a «
nadobidaju najvacsie hodnoty je narast naozaj viditelny.
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Pocet nakipenych 48 kusovych baleni v lekérni 1 za platnosti

Obr. 4.11: Priemerny pocet objednanych 48 kusovych baleni v lekarni 1 za pou-
zitia pravdepodobnostnych obmedzeni.

V tabulke mozeme vidiet priemerny zisk lekdrne 1 naprie¢ vSetkymi sce-
narmi v pripade 48 kusovych baleni pre vSetkych 5 variant. V prvej variante kde
a1 = 0.75, as = 0.5 je priemerny zisk priblizne rovnaky avsak nizsi o 2248.21
CZK ako v pripade modelu bez pravdepodobnostnych obmedzeni kedy je prie-
merny zisk pre lekaren 1 liek 48 - 50 636.11 CZK. V druhej variante kedy a; = 0.8,
ag = 0.6 je priemerny zisk nizsi uz o 4508.31 CZK opat oproti zékladnému mo-
delu. Ked si pozrieme percentudlne rozdelenie ziskov tychto variant na obrazku
a tak vidime, Ze v priemere zisk dosahuje 67% a 63%, ¢o sa pohybuje
priblizne okolo hodnoty hlavného modelu bez pravdepodobnostnych obmedzeni -
64%. V pripade varianty 3 vidime vyrazny pokles priemerného zisku na 34 147.20
CZK a v priemere zisk za varianty 3 predstavuje uz len 58% z néakladov. Dalej
v pripade stvrtej varianty pozorujeme vyrazny pokles priemerného zisku na 29
229.00 CZK. Na obrézku mozeme vidiet, Ze v priemere zisk predstavuje 46%,
¢o je vyrazne menej ako v predchadzajtcich pripadoch. Ako vidime vo variante
5 nastal najvacsi pokles priemerného zisku. V porovnani so zdkladnym model
priemerny zisk klesol o 28 954.41 CZK. V priemere zisk predstavuje 49% co je
viac ako pri variante 4 avsak ked sa pozrieme na obrazok tak mozeme vidiet,
ze rozdelenie je vyrazne asymetrické a skosené doprava, pricom vécsina hodnot
spada medzi 0.3 a 0.6.

varianta 1  varianta 2 varianta 3 varianta 4 varianta 5
o 0.75 0.80 0.85 0.9 0.95
Qi 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
priemerny
sisk [CZK] 48 387.90 46 127.80 34 147.20 29 229.00 21 681.70

Tabulka 4.2: Priemerny zisk lekdrne 1 naprie¢ vSetkymi scendarmi v pripade 48
kusovych baleni.
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m: 3¢
== Maximum: 78.00 %

Obr. 4.12: Rozdelenie ziskov [%] - 48ks Obr. 4.13: Rozdelenie ziskov [%] - 48ks

balenie, varianta 1.

balenie, varianta 2.

- stredn hodnota: 57.95 %
== Minimum: 32.06 %
== Maximum: 7399 %

NNNNN

~— Stredna hodnota: 45.83 %
== Minimum: 19.02 %
== Maximum: 79.89 %

Obr. 4.14: Rozdelenie ziskov [%] - 48ks Obr. 4.15: Rozdelenie ziskov [%)] - 48ks

balenie, varianta 3.

balenie, varianta 4.

Obr. 4.16: Rozdelenie ziskov [%] - 48ks balenie, varianta 5.
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V nasledujtcej casti sa pozrieme na rozdelenia celkového zisku vsetkych le-
karni a typov baleni pre vSetky varianty parametrov o a as. Pre lepsie porozume-
nie vysledkov sa zaroven pozrieme na rozdelenia absoltatnych ziskov. Absoltatny
zisk vypocitame ako pomer nakladov a zisku. Ako mozeme vidief, s meniacimi sa
parametrami a; a «g sa menia aj rozdelenia a prislusné stredné hodnoty zisku.
V porovnani so zdkladnym modelom bez pravdepodobnostnych obmedzeni
kde stredna hodnota zisku predstavuje 4 504 861.147 CZK je varianta 1 najb-
lizsie so strednou hodnotou rovnou 4 411 993.12 CZK. Ako mdzeme pozorovat
tak uz v pripade kedy a3 = 0.75, ags = 0.5 je rozdiel v strednej hodnote ziskov
92 868.05 CZK. Co sa tyka hodnoty CVaRggy tak v tomto pripade je rovna 3
434 377.11 CZK. Ked sa pozrieme na rozdelenie absolutnych ziskov tak stredné
hodnota je rovnd 64.77%. Rozdelenie je asymetrické a skosené zlava. V pripade
varianty 2 je stredna hodnota zisku 4 303 374.38 CZK opaft priblizne rovnaka
ako v pripade zdkladného modelu. Hodnota CVaRg g9 je rovna 3 304 023.94 CZK.
V pripade rozdelenie absolutnych ziskov je strednd hodnota rovna 59.18%.

Obr. 4.17: Rozdelenie ziskov - varianta 1. Obr. 4.18: Rozdelenie ziskov [%] - varianta 1.

mmmmm

Obr. 4.19: Rozdelenie ziskov - varianta 2. Obr. 4.20: Rozdelenie ziskov [%] - varianta 2.

V pripade varianty 3 s a; = 0.85 a ay = 0.7 sa stredna hodnota znizi 3 507
201.81 CZK. V porovnani so zdkladnym modelom to predstavuje zniZenie pri-
blizne o 22.1%. V pripade varianty 4, kde a; = 0.9 a as = 0.8, stredna hodnota
dalej klesd na 2 718 197.15 CZK. To predstavuje pokles o cca 39.6% v porovnani
so zakladnym modelom a pokles o cca 22.5% v porovnani s variantou 3. Co sa
tyka hodnoty CVaR g9 tak v pripade varianty 3 je rovnd 2 436 612.54 CZK a pre
variantu 4 je rovna 1 926 146.71 CZK. Zaujimavé su aj absolitne hodnoty ziskov.
Pri variante 3, znazornenej na obrazku pozorujeme symetrické rozdelenie so
strednou hodnotou 50.77%. V pripade varianty 4, na obrazku [4.24] pozorujeme
mierne asymetrické rozdelenie skosené sprava so strednou hodnotou 41.48%.
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~~ Stredn hadnota: 50.77 %
== Minimum: 28.00 %
== Maximum: 74.99 %

m = Strednd hodnota: 350720181 CZK.
== Minimum: 2404659.45 CZK

== Maximum: 4797277.19 CZK

1w == CVaR (99%): 2436612.54 CZK

Zskimi)

Obr. 4.21: Rozdelenie ziskov - varianta 3. Obr. 4.22: Rozdelenie ziskov [%] - varianta 3.

~ ~ Stredns hodnota: 41.48 %
== Minimum: 16.01 %
== Maximum: 7190 %

= Strednd hodnota: 2718197.15 CZK
== Minimum: 1900572.09 CZK
== Maximum: 3786598.92 CZK
== CVaR (99%): 1926146.71 CZK

Obr. 4.23: Rozdelenie ziskov - varianta 4. Obr. 4.24: Rozdelenie ziskov [%] - varianta 4.

V pripade varianty 5, kde pozadujeme najvyssie hodnoty oy = 0.9 a ap =
0.95 mozeme vidiet, ze rozdelenie ziskov je asymetrické a skosené sprava. Pri-
snejsie pravdepodobnostné obmedzenia vo variante 5 vedu k najvacsiemu poklesu
strednej hodnoty zisku v porovnani s hlavnym modelom. Stredna hodnota zisku
klesla na 2 054 466.04 CZK. V porovnani s hlavnym modelom to predstavuje
znizenie strednej hodnoty zisku o priblizne 54.4%. CVaRg g9 je rovné 1 411 277.67
CZK. Pri variante 5, znazornenej na obrazku [4.26| pozorujeme asymetrické rozde-
lenie skosené sprava so strednou hodnotou 36.11%. Absolitna hodnota zisku je
najnizsia zo vsetkych piatich variant. Mozeme predpokladat, ze vo vacsine pripa-
dov je potrebné neimerne velké mnozstvo prostriedkov na naklady v porovnani
s finalnym ziskom.

~ ~ Stredn hodnota: 36.11 %
== Minimum: 14.04 %
== Maximum: 6.99 %

wl I ~~ Stredna hodnota: 205446604 CZK
== Minimum: 1400978.50 CZ
== Maximum: 309415582 CZ

== CVaR (99%): 1411277.67 CZK

Obr. 4.25: Rozdelenie ziskov - varianta 5. Obr. 4.26: Rozdelenie ziskov [%] - varianta 5.

V tabulke moézeme vidiet zhrnutie vysledkov pre model s pridanymi pravde-
podobnostnymi obmedzeniami.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali problémom distribtcie liekov pomocou viacstup-
nového stochastického programovania. V prvej kapitole sme predstavili zakladné
pojmy dvojstupnového a viacstupniového stochastického programovania, pricom
v druhej kapitole sme navrhli dve metédy na generovanie scenarov - momentovi
metédu a metddy zalozené na trajektoridch. Tretia kapitola formulovala dopravny
problém a predstavila dvojstupnové a viacstupnové modely maximalizacie ziskov
lekarni, ktoré boli dalej rozsirené o obmedzenia pravdepodobnosti. Praktické cast
prace zahinala analyzu historickych tidajov, odstranenie sezénnosti, generovanie
scenarov a konstrukciu stromov scenérov.

Dalej tato praca navrhla novi metédu generovania trajektérii pomocou Holt-
Wintersovej metédy na predpovedanie viacrozmernych casovych radov, ktoru
mozno povazovat za vyznamny prinos v tejto oblasti. Modely vyvinuté v tejto
praci boli aplikované na data z redlneho sveta. Pozreli sme sa na zédkladny model
a nasledne model rozsireny o pravdepodobnostné obmedzenia. Tieto pravdepo-
dobnostné obmedzenia zabezpecovali, aby s urc¢itou pravdepodobnostou bol vzdy
v konkrétnej lekarni dostupny aspon nejaky liek a zaroven aby bol s inou pri-
padne rovnakou pravdepodobnostou dostupny konkrétny liek. Pri realizacii roz-
nych kombinacii pravdepodobnosti sme potvrdili ocakavany vysledok a to taky,
ze ¢im viac zvacSujeme obe pravdepodobnosti tym viac klesa zisk lekarni. Na
zaver sme sa pozreli na hodnoty CVaR.

Pokial ide o budtice smerovanie, tato praca otvara prilezitosti na dalSie rozsi-
renie navrhovanych modelov, ako je zaclenenie komplexnejsich obmedzeni alebo
zvazenie dalsich faktorov, ktoré by mohli ovplyvnif distribticiu liekov. Napriklad
moze ist o vypocet konkrétnych pravdepodobnosti medzi lekarnami a typmi ba-
leni ak zakaznik nendjde pozadovany typ balenia. Konkrétne ide o situaciu ked
zakaznik pride do lekdrne a nemaju pozadovanu velkost balenia tak s nejakou
pravdepodobnostou si kiipi iné balenie a s nejakou pravdepodobnostou pojde do
inej lekarne. Avsak na takyto vypocet bohuzial nie st k dispozicii priame data
a teda by takato analyza a nasledny vypocet musel byt vytvoreny prieskumom
priamo v lekarnach. Okrem toho je mozné vykonat dalsi vyskum s cielom preski-
maf alternativne pristupy ku generovaniu scenarov alebo testovaniu navrhovanych
modelov na vacsich suboroch tdajov. Celkovo tato praca prispieva do oblasti sto-
chastického programovania a poskytuje pohlad na optimalizaciu distribucie liekov
v praktickom prostredi.
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A. Prilohy

A.1 Korelacné matice - typy liekov

Korelaind matica pre lekared 1 Korelacna matica pre lekdred 1

i or R el e Tieksive Liek 24 Liek 36 Liek 48 Liek 100
Liek 24  1.000000 0.232845 0.490879 0.299739 Lieke 24 1000008, (0:200000, B.J16065 (8. 2dak0)
Gatis ahonr i e e bmase e Liek 36 ©.220929 1.00000@ ©.120961 ©.724292
Liek 48  ©.490879 0.120030 1.000000 0.374040 Lickiag 9416960 10.918061 1.006000 1B.417235
Eia e, b SR et ek Liek 160 ©.300862 0.724292 0.317235 1.000000

Korelaéna matica pre lekaren 2 Korelacna matica pre lekaren 2
Liek 24 Liek 36 Liek 48 Liek 100 Liek 24  Liek 36 Liek 48 Liek 100
Liek_24 1.000000 ©.170217 0.190218 0.040134 Liek 24 1.e@000¢ ©.198344 0.264734 ©.088507
Liek 36 ©.170217 1.000000 ©0.305382 0.871592 Liek 36 ©.188344 1.000000 0.352435 0.873285
Liek 48 ©.190218 ©.305382 1.000000 0.269468 Liek 48  ©.164734 ©0.252435 1.000000 ©.287423
Liek_100 ©0.040134 0.871592 0.269468 1.000000 Liek_10@¢ ©.088507 0.873285 0.317423 1.000000
Korelatna matica pre lekaref 3 Korelacna matica pre lekdren 3
Liek 24 Liek 36 Liek 438 Liek 10@ Liek 24 Liek 36 Liek 48 Liek 10@
Liek 24 1.000000 ©.418906 ©.385365 0.644733 Liek 24 1.00000¢ ©.394914 0.365092 ©.690233
Liek_36 ©.418906 1.000000 ©.562047 ©.560055 Liek 36 ©.394914 1.,000000 ©.551746 ©.536753
Liek_48 0.385365 0.562047 1.000000 0.660651 Liek 48  ©.365092 0.551746 1.000000 ©.669644
Liek 100 ©.644733 ©.560055 0.660651 1.000000 Liek_108 ©.590233 0.536753 ©.659644 1.600000
Korelaina matica pre lekdren 4 Korelacna matica pre lekarefi 4
Liek_24 Liek 36 Liek 48 Liek_10@ Liek 24  Liek 36 Liek 48 Liek 10
Liek_ 24 1.000000 ©.143442 ©.545275 ©.025354 Liek 24 1.000000 ©.275609 ©.557081 ©.022480
Liek_36 ©.143442 1.000000 ©.120446 ©.493508 Liek 36 ©.275609 1.000000 ©.132182 ©.423909
Liek_48 ©.545275 0.120446 1.000000 0.135382 Liek_48 ©.517@81 ©.132182 1.000000 ©.114639
Liek 100 ©.025354 ©.493508 ©.135382 1.000000 Liek_106 ©.052480 0.423909 ©.114689 1.600000
Korelacéna matica pre lekaren 5 Korelacna matica pre lekaren 5
Liek 24 Liek 36 Liek 48 Liek 100 Liek_24 Liek 36 Liek 48 Liek 1ee
Liek_24 1.000000 ©.352971 ©.601341 0.335498 Liek 24 1.e00e00 ©,399283 ©.661151 ©.336739
Liek_36 ©.352971 1.000000 ©.322947 ©.860302 Liek_36 ©.399283 1.800000 0.362639 ©.878552
Liek_48 ©.601341 ©.322947 1.000000 ©.353346 Liek_48 ©.581151 0.262639 1.000000 ©.365250
Liek_160 ©.335498 0.860302 ©.353346 1.000000 Liek_10@ ©.306739 0.808552 ©.365250 1.000000
(a) Korelacné matice - historické (b) Korelaéné matice - v Siestom
. . ,
déta. stupni vygenerovanych stromov.

Obr. A.1: Korela¢né matice pre jednotlivé typy liekov v ramci jednotlivych lekér-
nach.
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A.2 Korelacné matice - lekarne

Korelaénd matica pre Liek 24

1 2 3 a 5 Korelaéna matica pre Liek 24
1 1.000000 0.287222 0.474519 0.488454 0.27@5790 L 4 3 4 5
2 ©.287222 1.000000 ©.365745 0.317665 0081301 1 1.000000 0.270629 0.473402 0.461976 ©.263523
3 0.474519 ©.365745 1.000000 0.536196 0.346622 2 ©.270629 1.000000 ©.362891 0.343878 ©.108982
4 ©.488454 ©.317665 ©.586106 1.008880 0.335205 3 ©.373402 0.362891 1.000000 0.517909 0.265965
5 9.27057¢ ©.081391 0.346622 ©.335295 1.000008 4 ©.361976 0.243878 ©0.517909 1.000000 ©.341984
__________________________________________________ 5 ©.263523 0.089821 ©.265965 ©.341984 1.000000
Korelacnd matica pre Liek 36
1 2 3 4 5 Korelaénd matica pre Liek_36
1 1.000000 -0.€31375 ©.380325 0.193771 0.144220 1 2 3 4 5
2 -9.031375 1.000000 ©.960132 0.126633 0.144489 1 1.000000 ©.01391S 0.303992 0.188502 ©.130636
3 ©9.320325 0.060132 1.000000 0.280752 0.27793@ 2 ©.013511 1.00000¢ 0.056685 ©.112210 ©.144203
4 ©.193771 ©.126633 0.289752 1.080000 ©.318711 3 0.303992 0.056685 1.000000 0.264535 0.260652
5 9.144220 144489 ©.277930 318711 1.000000 4 ©.188992 ©.11221@ ©.264535 1.000000 0.305139
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5 ©.190636 0.144203 0.260652 0.325139 1.000000
Korelacna matica pre Liek 48
1 2 3 a 5 Korelatna matica pre Liek 48
1 1.000000 0.461522 0.517972 0.346040 0.402767 1 2 3 4 5
2 09.461522 1.000000 0.432666 ©.194583 ©.524989 1 1.000000 0.374029 0.512952 0.357014 0.396346
3 ©.517972 ©0.432666 1.000000 ©.387105 ©.574866 2 0.474029 1.000000 ©.431347 0.205420 0.484727
4 0.346040 0.194583 0.387165 1.000000 0.113079 3 8.512952 0.431347 1.600000 0.301136 ©.557406
5 0.402767 ©.524989 0.574866 0.113079 1.000000 4 ©.287014 0.205420 0.301136 1.000008 ©.118770
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5 ©.426346 0.484727 0.557486 ©.118778 1.000000
Korelaénd matica pre Liek_1@e Korelacna matica pre Liek_1o@
1 2 3 4 5 1 3 3 4 5
1.000000 ©.181395 ©.425097 0.138984 ©.288333 .000000 ©.185563 0.465470 ©.12375@ 0.221872

1 Q [} 1 (7] ] @

2 09.181395 1.000000 0.102392 -0.175294 0.104021 2 ©.185563 1.000000 ©0.166108 ©.129136 0.104610
3 ©9.425097 ©.102392 1.000000 0.1231380 ©.348999 3 ©.39547@0 ©.166108 1.000000 ©.115135 ©.341567
4 ©9.138984 -0.175294 ©.123138 1.000000 0.218213 4 ©.123750 0.021136 0.165135 1.000000 0.210894
5 ©.288333 0.104021 0.348999 0.218213 1.000000 5 ©.221872 0©.1046le 0.341567 ©.210894 1.000000

(a) Korela¢né matice - historické (b) Korela¢né matice - v Siestom
déta. stupni vygenerovanych stromov.

Obr. A.2: Korelacné matice pre jednotlivé lekarne v ramci jednotlivych typov
liekov.
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