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sovskému bilému Sumu, v pripadé obycejného Ornstein-Uhlenbeckova procesu, ¢i
prechod k obyc¢ejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu, pro jeho zobecnénou verzi.
Soucasti studia této problematiky bylo simulovani doby prvniho dosazeni nulové
urovné procesu. Text této prace se tak zabyva souhrnem a analyzou simulaci, jez
byly provedeny. Tyto simulace pravdépodobnosti doby prvniho dosazeni nulové
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Abstract: The work deals with the Ornstein-Uhlenbeck process and its generali-
zed version driven by Ornstein-Uhlenbeck noise. The aim of the work is to derive
and present the basic properties of this process and the limiting transition of the
process to Gaussian white noise, in the case of the ordinary Ornstein-Uhlenbeck
process, or the transition to the ordinary Ornstein-Uhlenbeck process for its ge-
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Uvod

Motivace

V poslednich desetiletich se stochastické procesy staly nezbytnou soucéasti
mnoha oborii védy, jako jsou biologie, fyzika, ekonomie a mnoho dalsich. Stochas-
tické procesy jsou procesy, u kterych je vyvoj nahodny, takze nelze predpoveédét
budouci vyvoj s presnosti. Tyto procesy se pouzivaji k modelovani jevi, jako jsou
fluktuace v cenach akcii, nahodna pohyblivost ¢astic v kapalinach nebo dokonce
chovani bunék.

Jednim z védct, ktefi se zabyvaji stochastickymi procesy v biologii, je Vin-
cent Hakim. Vincent Hakim je francouzsky védec, ktery se specializuje na ma-
tematické modelovani biologickych systému. V roce 2015 prednesl v Parizi pred-
nasku (Hakim| 2015) na téma "Models of collective cell motion", kde predstavil
modelovani tohoto pohybu pomoci Ornstein-Uhlenbeckova procesu.

Ornstein-Uhlenbeckiiv proces je stochasticky proces, ktery se pouziva pro mo-
delovani riznych jevi v ekonomii, fyzice, biologii a dalsich oblastech. Vincent
Hakim ukazal, ze 1ze Ornstein-Uhlenbecktiv proces vyuzit k modelovani pohybu
bunék v tkanich. Tento proces je vsak limitovan pouze na pohyb jedné bunky
a nelze s jeho pomoci modelovat kolektivni pohyb bunék. Proto byl predstaven
Ornstein-Uhlenbecktiv proces hnany Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem, ktery
umoznuje modelovat pohyb bunék v kolektivu a simulovat chovani celé tkané.

Tento pristup ma mnoho potencialnich aplikaci v biologii, napriklad pii vy-
zkumu rustu a rozvoje tkani, pri studiu bunécéné migrace nebo pri vyvoji lé¢ebnych
metod pro nemoci spojené s poruchami pohybu bunék.

Vyzkum Ornstein-Uhlenbeckova procesu s Ornstein-Uhlenbeckovym Sumem a
jeho aplikaci v biologii je tedy velmi uzitecny pro pochopeni dynamiky biologic-
kych systémt a vyvoje novych terapeutickych pristupti. Vincent Hakim a jeho
kolegové prispéli k rozvoji tohoto pristupu a jeho aplikaci v biologii, coz ma po-
tencial zménit zptisob, jakym chapeme biologické systémy a jak s nimi pracujeme.

Cile prace

Cilem této bakalarské prace je predstavit ¢i vypocitat zakladni vlastnosti
Ornstein-Uhlenbeckova procesu a jeho rozsitené verze, Ornstein-Uhlenbeckova
procesu hnaného Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem. Pro tuto bakalarskou praci
je vsak hlavnim cilem prozkoumat vlastnosti doby prvniho dosazeni tohoto zo-
becnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu s Ornstein-Uhlenbeckovym sumem. To
samo o sobé vyzaduje numerické simulace. Vysledky simulace prvni doby dosazeni
budou analyzovany pro dostateény pocet trajektorii a porovnany s teoretickymi
predpoklady.



1. Teoreticky prehled

1.1 Ornstein-Uhlenbecktiv proces

Ornstein-Uhlenbecktiv proces je stochasticky proces, ktery se pouzivad v mnoha
oblastech jako napriklad v matematické finanéni teorii, fyzice a biologii. Tento
proces byl poprvé predstaven Robertem Ornsteinem a George Uhlenbeckem.

Ornstein-Uhlenbecktiv proces lze definovat jako stochasticky proces, ktery se
ridi diferencialni rovnici, kterou muizeme zapsat v Langevinové tvaru nasledujicim

zpusobem:
dzgt) = —A(:L’(t) — u) + o€(t), (1.1)

kde z(t) je stav procesu v case t, A je driftovy parametr, ktery udava rychlost,
s jakou se proces vraci ke stfedni hodnoté u, o je volatilita, jez ovliviiuje roz-
ptyl ndhodnych fluktuaci. £(t) je gaussovsky bily sum, ktery je nékdy také psén
jako diferencidl Wienerova procesu W (t), coz je stochasticky proces, pouzivany
k modelovani ndhodnych fluktuaci. V nasem textu se vSsak budeme nadéle drzet
konvenéniho znaceni £(t). Tento vztah je v analogii s odbornou literaturou:
Gardiner;, (1997, str. 80 vztah (4.1.1), pro: a(z,t) = —)\(x(t) - ,u), b(xt) =o.

Z rovnice casto byva vynechan ¢len se stfedni hodnotou p. Rovnice tak
prechazi na tvar s nulovou stfedni hodnotou. Z této rovnice budeme vychazet
pii studiu Ornstein-Uhlenbeckova procesu a jeho zobecnéné verze, tedy procesu
hnaného Ornstein-Uhlenbeckovskym sumem. Upravena rovnice tedy nabyva na-
sledujiciho tvaru:

dx(t)
dt

= —\x(t) + o&(t). (1.2)

Ornstein-Uhlenbecktiv proces ma mnoho vlastnosti, jez ho ¢ini uzitecnym v
mnoha oblastech. Patii mezi né naptiklad:

o Stacionarita: Ornstein-Uhlenbeckliv proces se asymptoticky priblizuje ke
své stacionarni hodnoté p s rychlosti definovanou parametrem \, coz zna-
mena, ze ma dlouhodobou tendenci vracet se k této hodnoté. Tento jev
se také nékdy nazyva reverting to the mean, neboli tendence vracet se k
pruméru, pokud se od néj vzdalime.

o Volatilita: Ornstein-Uhlenbeckv proces umoziuje modelovani ndhodnych
fluktuaci s rozdilnymi trovnémi volatility.

o Markovost: Prirtstky Ornstein-Uhlenbeckova procesu jsou nezavislé na hod-
notach procesu v minulosti. Znamena to tedy, ze proces je markovsky.

o Normalita ptirtstki: Prirtstky Ornstein-Uhlenbeckova procesu jsou nor-
malné rozdélené se stredni hodnotou rovnou nule a s konstantnim rozpty-
lem.



Dalsi vlastnosti Ornstein-Uhlenbeckova procesu je to, ze jeho pravdépodob-
nostni rozdéleni ma uzavienou formu, coz umoznuje snadny vypocet pravdépo-
dobnostnich charakteristik procesu, jako je napiiklad stfedni hodnota, rozptyl a
korela¢ni funkce.

Ornstein—Uhlenbeckﬁv proces se také éasto pouiivé jako zéklad pro rozéifeni
bilého Ssumu byl pouzit Ornstein-Uhlenbeckiiv Sum, tedy sSum ktery se vyviji z
gaussovského bilého Sumu dle stochastické diferencidlni rovnice (1.1]), resp. (1.2)).
Vyuziti zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu zavisi na konkretnl formeé
jeho rozsiteni, ale rozsiten muze byt napriklad pro modelovani ndhodného chovani
skupiny jedinci.

Celkové lze tedy Tici, ze Ornstein-Uhlenbeckiiv proces je vyznamnym nastro-
jem pro modelovani nahodnych procesu s reverzni tendenci, volatilitou a markov-
skymi vlastnostmi.

1.2 (Gaussovsky bily Sum

Gaussovsky bily sum je modelem pro nahodné procesy, kde se v kazdém oka-
mziku generuje nezavisla ndhodna hodnota s gaussovskym rozdélenim pravdépo-
dobnosti a konstantnim stfednim kvadratickym rozptylem.

Bily sum je charakterizovan nulovou korelaci mezi ndhodnymi veli¢inami v
riznych casech a konstantnim stfednim kvadratickym rozptylem, coz znamena,
ze rozptyl ndhodné veliciny v kazdém okamziku je stejny. Tento model se casto
pouziva jako zaklad pro vypocty v fadé aplikaci, jako naptiklad v oblasti tizeni
procesu, signalniho zpracovani, statistiky a pravdépodobnosti.

Jednim z kli¢ovych charakteristik gaussovského bilého Sumu je jeho spektrum.
V pripadé bilého sumu je spektrum konstantni pro vSechny frekvence, coz zna-
mena, ze se sSum vyskytuje se stejnou intenzitou v kazdém okamziku - proto
bily Sum.

Z toho co bylo dosavadné receno lze definovat gaussovsky bily sum dle jeho
vlastnosti a to nasledovneé:

Definice 1 (GAUSSOVSKY BILY SUM: Gardiner, 1997, str. 80).

Necht & je nahodny proces, ktery splnuje ndsledujici vlastnosti:

§(1),

t') ... statisticky nezdvisld pro vsechna t rizné od t',

&(
&) = pro vsechna t,

)
(€(), ()

Pak proces £(t) nazveme gaussovskym bilym Sumem.

(t —t), pro véechna t, t'.

Vztah mezi gaussovskym bilym Sumem a Wienerovym procesem spociva v
tom, ze Wienertuv proces lze interpretovat jako integral gaussovského bilého Sumu.
Konkrétné, diferencial Wienerova procesu je limitou gaussovského bilého Sumu pti
nekoneéné malych ¢asovych intervalech. Tento vztah je zndm jako Itovo lemma a
ma klicovou roli v teorii stochastickych diferencialnich rovnic.



V pripadé Ornstein-Uhlenbeckova procesu miize byt gaussovsky bily Sum po-
uzit jako zaklad pro generovani ndhodnych prirtistkii k procesu. Tyto prirtistky
jsou poté integrovany k vypoctu novych hodnot procesu v kazdém ¢asovém kroku.
Diky tomuto pristupu lze simulovat proces s ndhodnymi fluktuacemi, které maji
nulovou korelaci mezi jednotlivymi ¢asovymi kroky.

V zavéru lze tedy Tici, ze gaussovsky bily Sum je vyznamnym modelem v
oblasti ndhodnych procesii. Jeho vlastnosti, jako delta korelace mezi jednotlivymi
casovymi kroky a konstantni stfedni kvadraticky rozptyl, umoznuji jeho vyuziti
a aplikace v siroké skale oborti, jako napftiklad v oblastech pravdépodobnosti,
statistiky, fyziky ¢i biologie.



2. Prehled vysledkt pro
Ornstein-Uhlenbeckuv proces

2.1 Odvozeni zakladnich vlastnosti

Jako vychozi bod této kapitoly uvarujme Ornstein-Uhlenbeckiiv proces defi-
novany diferencidlni rovnici ((1.2]) s nulovou stfedni hodnotu p.

2.1.1 ResSeni diferencialni rovnice

Nejprve hledejme feSeni této diferencidlni rovnice (1.2)). Uvazujeme-li nasle-
dujici substituci:

2(t) = e MY(t) & B(t) = Ma(t)

a diferencujeme-li nyni tuto proménnou 1 (t) dle ¢asu, pak s vyuzitim defini¢niho
vztahu z rovnice (1.2) dostéavame nasledujici:
t x(t
vit) = NeMa(t) + eMﬁ = M ()\x(t) — Az(t) + af(t)) = geME(t).
dt dt
Integrujeme nyni tuto rovnost dle ¢asové proménné od T'= 0 do T" = t. Dostavame
tak nasledujici vztah:

0(0) — v(0) = o [ TET)T,

kteryZz nas po zpétné substituci a preznaceni konstanty 1 (0) = xy vede k nésle-
dujicimu TeSeni diferencidlni rovnice ([1.2)):

o(t) = me ™ + 0 [ L NETg(yar (2.1)

2.1.2 Stredni hodnota

Nyni pocitejme stfedni hodnotu stavové proménné z(t), s vyuzitim vysledku
predchozi sekce a s pouzitim vlastnosti gaussovského bilého sumu, definovaného
Definici |1} Aplikujeme-li operator stfedni hodnoty na rovnici , dostavame
nasledujici:

t
(@(t)) = (zoe™ + o / e =D e(TVaT.
0
Nejdrive vyuzijeme linearitu operatoru stredni hodnoty a posléze nulovost stredni
hodnoty gaussovského bilého sumu dle Definice [1, coz nés vede k nésledujicimu

vysledku:
(z(t)) = zoe ™. (2.2)



2.1.3 Korela¢ni funkce

Pocitejme korela¢ni funkei stavové proménné z(t) v riznych ¢asech: ¢, t'. Vyu-
Zijeme pritom rovnice (2.1)) a vlastnosti gaussovského bilého Sumu, dle Definice|[l]
Pocitejme tedy nésledujici:

’

t / t / !
+ 0/ e AEEDe(TVAT) (mpe™™ + U/ e M= (TdT"Y).

0 0
Vyraz uvnitt operatoru sttedni hodnoty se po roznasobeni rozpadne na ¢tyfi ¢asti.
Vyuzijeme-li linearity operatoru stfedni hodnoty, pak vSechny ¢leny imérné &(t)
budou rovny nule, nebot stfedni hodnota gaussovského bilého sumu je nulova, dle
Definice [} Z ptedchoziho vyrazu tedy zustévaji nasledujici ¢leny:

’ t t, ! !
<x(2)6—)\(t+t)>+ <02/0 /0 e M) AT e (Ve (T AT dT).

Nyni vyuzijeme druhé vlastnosti gaussovského bilého sumu dle Definice [1} tedy
to, ze je delta-korelovany. Pocitejme tedy nasledujici:

!/ t t/ /! !/
((t)z(t')) = a2e ) 4 52 /0 /O AT = NE=T) (¢ (V¢ (T')\ AT d T
= x(Q)e_’\(Ht/) + o2 /t /t/ e_’\(t_T)e_’\(t/_T/)(S(T — TdTdT’
0 JO

_ xgefx(wt’) + o2e A+t /min(t’t/) 2T g
0

2
_ :E(Q)e—)\(t—&—t’) i ie—A(t+t’)(62)\min(t7t') —1).

2\

Celkové tedy lze upravit vysledek napriklad do nésledujiciho tvaru. Zavedenim
absolutni hodnoty do vzorce se také zbavime funkce min(¢,t"). Korelacni funkce
stavové proménné tedy obecné nabyva nasledujici podoby:

o2

2
Ny (2 TN Aty T At
(x(t)z(t)) = (xf 2)\)6 + 3¢ : (2.3)

2.1.4 Variance procesu

Vychazime-li z vysledkti predchozi sekce, snadno urc¢ime varianci studovaného
Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Vyuzijeme pfitom znamého vztahu pro vypocet
variance: V,(t) = (z(t)?) — (z(t))2. V¥sledna hodnota variance procesu je tedy
dana nasledujicim vztahem:

2

V,(t) = %(1 — e, (2.4)

Provedeme-li dlouhoc¢asovou limitu tohoto vztahu, dostaneme stacionarni va-
rianci procesu:

V() = o (2.5)



2.2 Bezrozmérny Ornstein-Uhlenbecktiv proces

Spravnou volbou soutadnic lze zbezrozmeérnit Ornstein-Uhlenbeckovu diferen-
cialni rovnici tak, abychom se zbavili parametri A a o.

Nejprve provedeme skalovani ¢asové souradnice ¢ pomoci konstanty A tak, ze
plati T' = A\t. MiZzeme vyuzit fetizkového pravidla s rovnosti % = ), coz nas vede
k nésledujicim tpravdm rovnice (1.2)):

dx(t)dT
g —Az(t) + o&(t)
dx(t) o
N — o) + e,

Gaussovsky bily sum £(¢) je dle Definice [1] delta-korelovany v case t. Vyuzitim
vlastnosti Dirracova delta funkce dostavame nasledujici rovnosti:

T-T

(@) =ate - ) =5 75T ) = 2T - 7).
Definujeme-li nyni gaussovsky bily sum €(7") v nové casové proménné 7', pak jisté
plati:

(VA(T)(VAT"))) = Me(T), e(T")) = Mo(T = T").
Dostavame tedy nésledujici rovnost:
E(t) = Vae(T),
dle které rovnice (1.2) prejde na nésledujici tvar:

dx(t)

= —z(t) + —=¢(T).

VA

Provedeme-li skdlovani prostorové souradnice z(t) pomoci parametru % tak,

ze plati z(t) = %X (T"), pak v souladu s predchozim skdlovanim casu ¢t = %,

prejde po vykraceni clentt s parametry predchozi rovnice na nasledujici bezpara-
metricky tvar:

dX(T)
dT
Stejnym postupem bychom se dobrali analogického vysledku, budeme-li vychazet
Z rovnice .

Pro zjednoduseni analyzy miizeme tedy Ornstein-Uhlenbeckiiv proces popsany
rovnici respektive rovnici prevést na bezrozmérny tvar, tedy na rovnici
a tak se zbavit parametri p, A a 0. Vysledna rovnice je bezparametricka a
muze byt pouzita pro analyzu procesu bez ohledu na velikost puivodnich parame-
tri. Pokud chceme pracovat s rovnicemi s nejednotkovymi parametry A a o a s
nenulovou stredni hodnotou p, miizeme pouzit zpétnou modulaci souradnic, ktera
nam umozni prevést vysledky z bezrozmérného tvaru zpét do piivodnich sourad-
nic. Analogickym zpusobem muzeme docilit prakticky libovolné parametrizace
Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Této vlastnosti bude déle vyuzito v nasledujici
kapitole.

= —X(T) +¢(T). (2.6)



2.3 Limita Gaussovského bilého Sumu

Jiz vime, ze Ornstein-Uhlenbecktuv proces je stochasticky proces a ze se tento
proces sklada ze dvou ¢asti: driftové a diftzni ¢asti. Drift je deterministickou
slozkou, ktera ma tendenci navracet proces ke své rovnovazné hodnoté. Diftize pak
predstavuje nahodnou slozku, ktera zpusobuje fluktuace kolem této rovnovazné
hodnoty.

Proces ma korelované hodnoty a nelinearni charakteristiku, coz ho odlisuje od
gaussovského bilého sumu. Nicméné mizeme zde pozorovat limitni vlastnost, kdy
proces prechazi na gaussovsky bily sum.

Prechod na gaussovsky bily sum se provadi postupnym zjemnovanim procesu.
Tento postup spoc¢iva v postupném zvysovani koeficientu diftize v procesu, coz
opét vede ke zvétsovani amplitudy fluktuaci a zmensovani ¢asu korelace mezi jed-
notlivymi hodnotami procesu. V limité, kdy koeficient difiize dosdhne nekonecna,
se proces ustali v limitnim stavu gaussovského bilého Sumu.

P1i tomto prechodu se tak méni statistické vlastnosti procesu, jako napii-
klad jeho stredni hodnota a variance. Hodnoty procesu se stavaji na sobé ne-
zavislymi, coz se projevuje na korelacni funkci procesu, kterd prechazi na Dira-
covo delta funkci.

Dle Definice (1] je ndhodny proces gaussovskym bilym Sumem, pokud spliuje
urcité definiéni podminky. Prvni dilezita vlastnost je nulovost jeho stfedni hod-
noty. Ornstein-Uhlenbeckiiv proces definovany vztahem ([2.1]), ma obecné nenulo-
vou stfedni hodnotu (2.2]). Tato hodnota vsak exponencialné ubyva s A\t. V limit-
nim pripadé tedy mizeme Tici, ze stfedni hodnota procesu je nulova. Mame tedy
ovérenou prvni vlastnost gaussovského bilého sumu.

Déle je také nezbytné ovérit, ze v limité prejde korelacni funkce procesu na
Diracovo delta funkci. Korela¢ni funkce pro rizné casy Ornstein-Uhlenbeckova
procesu je dana vztahem . Vidime, Ze prvni ¢ist vztahu exponencialné klesa
s AM(t+1t), lze tedy Tici, Ze tato Cast nebude mit v limitnim piipadé vliv na
vyslednou hodnotu. Cést vztahu s absolutni hodnotou v exponentu viak prejde
na Diracovo delta funkci. Jediné co musime ovérit je normovani této delta funkce.
Pocitejme tedy nasledujici integral pres veskery cas dle ¢asového rozdilu |t — t/|:

0'2 +oo , 0-2 +0o0 , 0-2
ﬁ/m e M=t — | = 7/0 e NGl — 1) = e
7 tohoto vysledku je tedy patrné, ze pokud je velikost driftového parametru
A shodné s velikosti volatility procesu o, pak je tento integral normovany na
jednotku. V limitnim pripadé tak prechézi na Diracovo delta funkci.
Celkove tedy mizeme Tici, ze Ornstein-Uhlenbecktiv proces, definovany stavo-
vou proménou z(t), dle diferencialni rovnice , splnuje nasledujici specifikace:

lim (x(t)) =0,
A=0—00 (27)
lim (x(t)x(t")) =6t —1t).
A=0—00
Diky tomu, Ze stavova proménné Ornstein-Uhlenbeckova procesu z(t) je normélné
rozdélena a diky vlastnostem (12.7)) plati ndsledujici limitni prechod:

lim z(t) = £(t). (2.8)

A=0—00



2.4 Fokker-Planckova rovnice

Pri popisu stochastického Ornstein-Uhlenbeckova procesu jsme se jiz setkali s
Langevinovou rovnici. V nasem piipadé je tato rovnice definovana vztahem (|1.1])
resp. (1.2)). Ekvivalentni pfistup pak muZe byt popis systému pomoci Fokker-
Planckovy rovnice (viz. Kampen, 2007, str. 193).

Fokker-Planckova rovnice je parcialni diferencialni rovnice, ktera popisuje vy-
voj pravdépodobnostni hustoty procesu v case. Vychazime-li konzistné s celou
praci z diferencidlni rovnice (1.2)), pak lze prislusnou Fokker-Planckovu rovnici
napsat v nasledujicim tvaru:

OP(x,t) 0

= )\—(JcP(az, t)) +

1232P(x, t)
ot ox

or?

(2.9)

kde P(z,t) je je pravdépodobnost, s jakou se proces nachézi v daném stavu z v
case t, neboli pravdépodobnostni hustota Ornstein-Uhlenbeckova procesu.

Stacionarni reseni Fokker-Planckovy rovnice predstavuje reseni, které nezavisi
na case a zustava tak v ¢ase neménné. Toto TeSeni je dilezité, protoze poskytuje
informace o chovani procesu v dlouhodobém horizontu. Jedna se o stacionarni
pravdépodobnostni hustotu procesu, spliujici podminku:

aPstac. (1’)

FTEE

Pro Ornstein-Uhlenbecktiv proces, ktery je popisovan Fokker-Planckovou rov-
nici , existuje stacionarni feseni, které ma tvar gaussovského rozdéleni s para-
metry stfedni hodnoty a variance Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Pro jeho urceni
tak vyuzijeme téchto vlastnosti, které zname, a vyhneme se tak obecné slozitéj-
simu zptisobu jeho urceni z Fokker-Planckovi rovnice . Predpokladejme tedy
pravdépodobnostni hustotu Ornstein-Uhlenbeckova procesu definovanou nésledu-
jlcim vztahem:

P, 1) = N ((a(0), Valt)) = ———— exp (—

\/ 27V (t)

Tato pravdépodobnostni hustota je Fesenim Fokker-Planckovy rovnice (2.9)) ve
volném prostoru. Stfedni hodnota (x(t)) a variance V,(t) stavové proménné x(t)
jsou dany vztahy (2.2)) a (2.4)). Po dosazeni tedy dostéavame nasledujici vztah:

(z — <33(t)>)2>
2Va(t) )

A Mz — zge™)?
Py(z,t) = \/7‘(‘0‘2(1 =Ty exp (— 0(2(1 — 6_2/\2) ) ) (2.10)

Provedeme-li dlouhocasovou limitu tohoto vztahu, proces prejde do stacionarniho
stavu, ktery je dan nasledujici pravdépodobnostni hustotou:

A \rd
={/—=exp (—02) : (2.11)

T=x0

P3 (z0) = lim Py(, 1)
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2.5 Hustota doby prvniho dosazeni

V této sekci se zaméfime na zkouméani doby dosazeni nuly pro Ornstein-
Uhlenbeckuv proces (|1.2)). Vychazime tedy z Fokker-Planckovy rovnice (2.9)) na
poloprostoru (0, 00), s absorp¢ni okrajovou podminkou:

Pz =0,t) =0. (2.12)

Pro nalezeni teseni tohoto Fokker-Planckova problému vyuzijeme vysledki mi-
nulé sekce. Vime ze pravdépodobnostni hustota Ornstein-Uhlenbeckova procesu
Py(x,t) dand vztahem (2.10]) Fesi Fokker-Planckovu rovnici (2.9)) ve volném pro-
storu. Zuzime-li vhodné tuto pravdépodobnostni hustotu Fy(z,t) na poloprostor
(0, 00), lze pak docilit identicky nulové hodnoty pro z = 0. Uvazujme tedy nésle-
dujici zazent:

P(z,t) = Po(z, t;z0) — Fo(w, 5 — o),

které pak po vycisleni nabyva néasledujiciho tvaru:

A Ma — zge™)? Az + zoeM)?
P(a,t) = \/7702(1 — o) [exp <_ 0(2<1 _062)\t>) > —&Xp <_ 0(2(1 _062)\t)> > ] '
(2.13)
Toto Teseni bylo konstruovano tak, aby spliovalo pozadované vlastnosti v ob-
lasti zajmu, tedy na poloprostoru (0, 00). Pro z = 0 je hodnota nulova a s ¢asem
jdoucim k nule prechazi na delta-funkei 6(xz —z). Hustota pravdépodobnosti pri-

chodu nuly P(t; xy) Ornstein-Uhlenbeckova procesu je pak dana dle nasledujiciho
vztahu:

P(t;zo) = /OOO apéf’t)dx. (2.14)

Protoze pravdépodobnostni hustota P(z,t), dand vztahem ({2.13)), fesi Fokker-
Planckovu rovnici (2.9) a spliuje okrajové podminky (2.12), lze vztah ([2.14])

upravit do nasledujictho tvaru:

Plt;an) = 5 !

S (2.15)

=0

Diferencujeme-li tedy P(z,t) dle vztahu ([2.15)), dostavame pravdépodobnostni
hustotu prvniho priichodu nulové hodnoty Ornstein-Uhlenbeckova procesu s po-
catecni hodnotou xg:

2
N t,zio)
2)\3606( o2(e2A-1)

[mo2(1—e=22t)
0-2(62)\t _ 1) N

Pro hustotu pravdépodobnosti prvniho priichodu nulové hodnoty se stacio-
narnim rozdéleni poc¢atecni polohy je pak nutné tento vztah nadale upravit:

P - |

—00

P(t;z) =

(2.16)

+oo o0
P(t; 20) Py (wo)dzg = 2/0 P(t; 20) Py (wg)dg.

Po vycisleni integralti tedy dostavame nasledujici vztah:

2\ e M

7]'0'2 A /1 _ 6—2)\t ’
11

pstac. (t) —

(2.17)



7, toho, co bylo dosavadné odvozeno, mizeme také urcit kumulativni distri-
bucni funkei procesu a to jako Casovy integral vztahu (2.16]), jez po vycisleni
nabyva nasledujici podoby:

1 \/XLEQ
F(t;xg) = ;Erf(iam

Tyto teoretické vztahy popisujici pravdépodobnostni hustotu prvniho dosa-
zeni nulové hladiny pro Ornstein-Uhlenbecktv proces, jez byly v této sekci odvo-
zeny, konkrétné se jednd o vztah a vztah 7 jsou v souladu s odbornou
literaturou (Bray, 2013)) a po zpétném preznaceni vSech konstant nabyvaji stej-
ného tvaru.

).
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3. Zobecnény
Ornstein-Uhlenbeckuv proces

Existuje mnoho zobecnéni Ornstein-Uhlenbeckova procesu, jez umozni mo-
delovani ndhodnych procestt v riznych oblastech védy. Jednim ze zakladnich,
primocarych zobecnéni je napriklad proces s nestacionarnimi koeficienty, kde se
koeficienty mohou ménit v ¢ase. Toto zobecnéni tak umozni modelovat nahodné
procesy s promeénlivou volatilitou. Dalsi moznosti mize byt napriklad zahrnuti
nelinearity do Ornstein-Uhlenbeckova procesu. To se déje pomoci stochastickych
diferencialnich rovnic, které zahrnuji nelinearni funkce. Toto zobecnéni umoznuje
modelovat nadhodné procesy s nelinearnimi vazbami mezi proménnymi.

Celkové lze Tici, ze existuje vice moznosti zobecnéni Ornstein-Uhlenbeckova
procesu, jez umoznuji modelovat nadhodné procesy s rtiznymi vlastnostmi. Kazdé
zobecnéni ma své vyhody a je tak potifeba prizpisobit se vzdy danému pro-
blému. Motivovani Vincentem Hakimem a jeho ptrednaskou, blize zminénou v
Uvodu, budeme nadsle zkoumat zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiv proces hnany
Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem.

V tomto zobecnéni tak pouzivime Ornstein-Uhlenbecktiv sum, ktery je de-
finovan pomoci Ornstein-Uhlenbeckovy stochastické diferencialni rovnice .
Ornstein-Uhlenbecktiv sSum ma klesajici vykon s rostouci frekvenci, coz znamena,
ze ma spektrum, které je vysoké u nizkych frekvenci a nizké u vysokych frek-
venci, oproti gaussovskému bilému Sumu, ktery ma rovnomérné rozlozeny vykon
ve vSech frekvencnich pasmech, coz znamena, ze ma rovnomérné rozlozené spek-
trum (proto bily). Tento Ornstein-Uhlenbeckiv Sum v Ornstein-Uhlenbeckové
rovnici, tak umozni modelovat ndhodny pohyb s ne-bilym sumem. Jedna z vlast-
nosti tohoto zobecnéni je, ze umoznuje modelovat procesy s nekonstantnim roz-
ptylem sumu. To znamend, Ze procesy, které jsou charakterizovany nahodnym
pohybem s proménlivym rozptylem, mohou byt efektivné modelovany pomoci
zobecnéného OU procesu. Dalsi vyhodou tohoto zobecnéni je, Zze umoznuje mo-
delovat ndhodné procesy s paméti. To znamena, ze vnitini stav systému se méni v
case a ovlivinuje budouci chovani systému. Tento faktor mize byt vyuzit pro mo-
delovani nahodného pohybu v systémech s vnitini strukturou, kde predchozi stav
muze ovlivnit budouci chovani systému. Nami zobecnény Ornstein-Uhlenbecktv
proces tak neni v obecném pripadé markovsky, jelikoz stav systému v daném oka-
mziku nezavisi pouze na stavu v predchozim okamziku, ale také na predchozich
stavech. To znamend, ze tento proces ma pamét a stavy z minulosti ovliviuji
budouci chovani systému. Tento faktor paméti vsak muze byt vyhodou pri mo-
delovani nahodnych procest s vnitini strukturou a korelacemi mezi proménnymi.
Pokud jsou tyto korelace diilezité pro dany proces, je vhodnéjsi pouzit zobecnény
Ornstein-Uhlenbeckiiv proces s Ornstein-Uhlenbeckovym sumem, ktery tyto ko-
relace zahrnuje, nez markovsky proces, ktery tyto korelace zanedbava.

Pro zkouméni zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu, ktery je hnany
Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem budeme nadale vychazet z nasledujici dife-
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rencialni soustavy rovnic:

) _ o) + out)
ol 31)
L= =T peh),

kde z(t) je stavova proménné zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu s drif-
tovym parametrem A a volatilitou o, s Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem y(t) ,
popsanym driftovym parametrem % a volatilitou p.

3.1 Eliminace parametrit procesu

Chceme-li rovnici zbezrozmérnit a zbavit se tak parametrt rovnice,
jako tomu bylo v pripadé obyc¢ejného Ornstein-Uhlenbeckova procesu, je nejprve
vhodné si uvédomit, jaké vlastnosti od vysledného procesu budeme vyzadovat.
Rozdil prii zbezrozmérnovani soutradnic je oproti minulému ptipadu to, ze v mi-
nulé sekci jsme se zbavili vSech parametri rovnice . V nasem pripadé se vSak
nebudeme schopni zbavit vsech parametrii rovnic. Zavedeme tak novy, jediny
parametr, ktery bude kombinaci driftovych parametri rovnic (3.1]). Rizné hod-
noty tohoto pamétového parametru v procesu pak budou simulovany v nasledu-
jici kapitole. Rozumnym pozadavkem vsak zistava, limitni prechod zobecnéného
Ornstein-Uhlenbeckova procesu na obycejny Ornstein-Uhlenbeckiiv proces. Proto
je nutné pri modulaci souradnic brat v tivahu prechod Ornstein-Uhlenbeckova
procesu na gaussovsky bily Sum a podminky k tomu nutné, tedy vztah .

Samotné zbezrozmérnéni rovnice provedeme obdobnym postupem jako
pii odvozovani vztahu (2.6). Nejdifve provedeme modulaci ¢asové souradnice.
Zavedeme proto skalovani ¢asové soutradnice ¢t pomoci konstanty A tak, ze plati

T = M. Muzeme vyuzit fetizkového pravidla s rovnosti % = )\, COZ Nas po
prevedeni ¢lenu % = ) na pravou stranu vede k nasledujici soustaveé rovnic:
dx(t) o
= —x(t —y(t
= —at)+ Su)
dy(t) 1 p
= - Eet
U =~y + St

Gaussovsky bily sum £(¢) je dle Definice [I| delta-korelovany v ¢ase t. S vyuZi-
tim vlastnosti Diracovy delta funkce zavedeme novy gaussovsky bily sum (7)) v
nové ¢asové promeénné 1. Analogicky obycejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu
dostavame nasledujici rovnost:

£(t) = Ve(T).

Déle provedeme modulaci souradnice Ornstein-Uhlenbeckova Sumu. Jedinou pod-
minkou pri této modulaci vSak zustava podminka pro rovnost velikosti nového
driftového parametru a volatility Ornstein-Uhlenbeckova Sumu. Zvolime-li proto
vhodné nové souradnice, miizeme tuto podminku splnit. Substituujeme-li tedy
y(t) = prV/AY(T), kde Y (T) je nova stavova proménna Ornstein-Uhlenbeckova
sumu v modulovanych souradnicich, pak soustava rovnic prejde do nasledujiciho
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tvaru:

dx(t) pTOo
=+ EY()
4y (T) 1 1
i ot DAl

Nyni se zbavime parametru volatility pro prvni diferencidlni rovnici. Toho doséh-
neme modulaci souradnic stavové proménné procesu, tedy z(t). Uvazujme tedy
sul.)’st/ituci ve tvaru z(t) = ZZX(T). Poté piejde soustava rovnic |D na nasle-
dujici tvar:

X
dT = —EY(T) + JE(T)

Toto je jedno mozné parametrizovani zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova pro-
cesu hnaného Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem. Nevyhoda této parametrizace
(3.2) je vsak takova, ze stavova proménna X (7") tohoto procesu mé nekonstantni
rozptyl pro rizné hodnoty paméfového parametru k = # Chceme-li docilit kon-
stantniho rozptylu, ktery nezavisi na hodnoté k, analogicky obyc¢ejnému Ornstein-
Uhlenbeckové procesu, musime posledni substituci provést v jiném tvaru. Uva-
zujme tedy modulaci prostorové souradnice, ne v tvaru ktery vedl ke vztahu (3.2)),

ale ve tvaru z(t) = 57 \/%X(T), pak soustava rovnic prechazi na nasledujici
L
A

tvar:

dX(T) _ _ s
- X(T) + /14 =Y (T) 0

ay(T) 1
d(T ) _ J(—Y(T) +€(T)).

3.2 0Odvozeni zakladnich vlastnosti

V této sekci budeme zkoumat zédkladni charakteristiky zobecnéného Ornstein-
Uhlenbeckova procesu, presnéji jeho modulovanou verzi (3.3), jez byla odvozena
v minulé sekci. Po zpétném preznaceni tedy vychézejme z nésledujici soustavy
rovnic:

dx(t) 1
dy(t)

— = = k(=y(t) + &),

kde k = % je jediny, bezrozmérny parametr zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova

procesu z(t) hnaného Ornstein-Uhlenbeckovskym sumem y(t), jez se vyviji z gaus-
sovského bilého sumu £(¢), definovaného dle Definice
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Tuto soustavu lze zapsat v kompaktni maticové podobé a to nasledovné:

aTi(t)
= AT + b(1),

resp. (3.5)
d (z@t)) _ (-1 J1+4) (x(t) 0
dt (y(t)> B ( 0 —k k) (y(ﬂ) " <k> §(0)
3.2.1 ResSeni diferencialni rovnice

P1i hledéni feseni soustavy diferencialnich rovnic popsane vztahem re-
spektive . budeme postupovat klasickym zptisobem. Reseni budeme hledat %
maticové podobé pro obé stavové proménné najednou.

Hledejme tedy nejprve nejprve reseni odpovidajici homogenni tlohy:

dILy (1)
dt

= A-TIy(t). (3.6)

Abychom urcili toto homogenni feseni ITy(t), musime znét vlastni ¢isla n a jim
odpovidajici vlastni vektory v matice A. Postup je ptimocary a klasickymi me-
todami linedrni algebry se 1ze dobrat k nasledujicimu vysledku, pro strucnost je
vsak postup vynechan:

ny = —k ng = —1

1+% 1
V] = lik Vg = <0>

Pomoci téchto dat lze napsat feseni homogenni tlohy (3.6)) v nasledujicim tvaru:

I (t) = civie™ + covge™?

_ (Cl \/1 +kk —kt+c2€—t) ' (3.7)

cle
Nyni hledejme partikularni feseni ITp(t) tlohy (3.5)). Z feSeni homogenni tlohy
1ze urcit fundamentdlni matici soustavy F(¢). Tato fundamentalni matice nabyva

nasledujiciho tvaru:
VItE okt ot
F(t) = ( e

e~ ht 0

Pro vypocet partikularniho feSeni ITp(t) tlohy vsak potfebujeme urcit také in-
verzni matici k fundamentalni matici soustavy urcené predchozim vztahem. Tuto
matici lze urc¢it napriklad pomoci determinantu ptivodni matice a znamého vztahu
pro matice 2x2. Vysledna inverzni matice tedy nabyva nasledujici podoby:
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S témito mezivysledky mtzeme partikularni feseni vypocitat dle nasledujiciho
vztahu:

t ekt et t ekT
(1) = E(1) - | F*(T)-b(T)de(;_/:t 0)- | (fT )(2) E(T)aT.

Provedeme-li tento vypocet, pak partikuldarni feSeni ITp(t) nabyva nésledujici
podoby:

I (1) = (ﬁ Ji et TET)T = T+ {5k e—'“”’fTa(T)dT) 58)
ki e ()T -G

Celkové feseni II(t) soustavy (3.5) je pak standardné dano jako soucet ho-
mogenniho a partikularntho feseni. Vysledek tedy miizeme zapsat v jednotném
tvaru:

II(t) =TIy (t) + Tp(t) =
_ (qm et epet 4\ [L+ L (JL e TE(T)dT — e’“*’“Tg(T)dT))v

1k -1
cre M 4k [§ e T E(T)dT

(3.9)

kde konstanty c; a ¢y lze urcit z pocatecnich podminek daného problému.

3.2.2 Stredni hodnota

Obdobné obycejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu, pocitejme stfedni hod-
notu stavového vektoru II(t). Dle vysledki predchozi sekce a vlastnostem gaus-
sovského bilého sumu, dle Definice [I] vime, Ze vSechny cleny obsahujici gaus-
sovsky bily sum, aplikovanim operatoru stfedni hodnoty, vypadnou. Partikularni
reseni ITp(t) obsahuje tento Sum v kazdém clenu, kdezto homogenni feseni Iy (%)
v zadném. Lze tedy Tici nasledujici:

(TL(t)) = (T (£)) + (Tp(t)) = Ty (t) = ( +) (3.10)

crekt

3.2.3 Varianéné-kovarian¢éni matice

Varian¢né-kovarianéni matice 3p(t), také znama jako kovarian¢ni matice, je
matematicky koncept pouzivany ve statistice a teorii pravdépodobnosti. Jedna se
o ¢tvercovou matici, jez shrnuje vztahy mezi dvéma nebo vice ndhodnymi promén-
nymi, definované ndhodnym vektorem II(t). Diagonalni prvky matice predstavuji
rozptyly jednotlivych proménnych, zatimco mimo-diagonalni prvky predstavuji
kovariance mezi pary téchto proménnych.

Celkové muzeme tuto varianc¢né-kovarianéni matici ¥p(¢) ur¢it standardni
cestou, dle nasledujiciho vztahu:

() = (0 — oy - am - ey = () 7). e
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Nejdiive uréime vektor II(¢) — (II(¢)). Dle vztahu (3.10) vime, Ze stfedni
hodnota vektoru II(¢) je rovna homogennimu teseni Ily(¢) dlohy (3.5). Proto
vime, ze plati nasledujici rovnost:

TI(t) — (TL(2)) = Mp(t).
Pocitejme tedy jednotlivé ¢leny a, b, c matice Ip(t) - TIp(t)T zvI4st:

(1+ ( / / 2T+ ¢ (T)e (T')dTdT' +
2 / / W) THRT ¢ (T ¢ (T') T T+

+ /0 /O e—the’f(T”’)g(T)g(T’)deT'>,

1, k2
:\/1+E(k—

) (/Ot /Ot e_t(l—f—k)6T+kT’€(T)€(T/)deT,+

?ﬁ/%”mﬂ””aﬂaTMﬂﬁj,
0 JO

t ot ,
c=k? / / o2t KT+ (T e (T)dTdT".
0 JO

Aplikovanim operatoru stfedni hodnoty na jednotlivé ¢leny dojdeme stejnym zpu-
sobem, jako tomu bylo pfi obyc¢ejném Ornstein-Uhlenbeckovskovu procesu, ke
znacnému zjednoduseni. Gaussovsky bily sum je dle Definice [1| delta-korelovany
v case. Vyintegrovanim pres jeden integrdl se tedy zbavime vSech ¢arkovanych
proménnych. Zbyly integral je ptimocary a po jeho vycisleni tak dostavame jed-
notlivé ¢leny variancné-kovariancni matice Xp(t). Celkové tedy muzeme psat:

w0 = () 1)
kde:

1—e™ 1\ 2k%(1 — e~ (FR)E 1\ k(1 — e 2k
(@) = (1+ )((k:))_(Hk) (k::—l)(k:—l)2)+(1+><)

B kQ( —e (l—i—k)t) 1 ]{3(1 _ 6—2kt)
= e oD VTR ey

() = k(l_;t)_

(3.12)

Provedeme-li dlouhocasovou limitu této matice, dostaneme stacionarni variancné-
kovarianéni matici L3¢, jeZ méa konstantni hodnotu variance pro stavovou pro-
ménnou z(t), analogicky oby¢ejnému procesu respektive vztahu (2.4)):

1 1
ystac. ( 2 Vlk ’““) . (3.13)
V11— wn 3
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4. Vysledky simulace

Simulace Ornstein-Uhlenbeckova procesu respektive jeho zobecnéné verze a
doby prvniho dosazeni jsou klicové pro pochopeni chovani systému v rtiznych ob-
lastech, véetné fyziky ¢i biologie. Doba prvniho dosazeni miize predstavovat dobu,
kdy systém poprvé prekroc¢i urcitou troven, nebo dobu, kdy se vrati k predchozi
urovni. Simulace tohoto procesu tak umoznuje zkoumat a predikovat chovani
systémil v redlném svété. V biologii mohou byt simulace Ornstein-Uhlenbeckova
procesu a jeho zobecnéné verze pouzity pro predikci budouciho vyvoje bunéc-
ného pohybu nebo pro odhad rychlosti a sméru tohoto pohybu. Obdobné v ob-
lasti fyziky mohou byt tyto simulace pouzity pro pochopeni pohybu ¢astic a pro
predpovidani budouciho vyvoje systémii.

Doba prvniho dosazeni uréité tirovné pro nami zobecnénou verzi Ornstein-
Uhlenbeckova procesu s obecnym sumem nelze analyticky urcit. To je kviili tomu,
ze tento proces neni markovsky proces. Znamena to tedy, Ze jeho chovani zavisi
nejen na jeho soucasné hodnoté, ale také na jeho historii. Pro markovské procesy
je mozné Tesit problém nalezeni doby prvniho dosazeni analyticky, pomoci zpétné
Fokker-Planckovy rovnice a Fourierovy transformace, ale pro ne-markovské pro-
cesy to neni mozné. Proto je tfeba pouzit numerické simulace ¢i jiné aproximativni
metody ke zkoumani ¢i odhadnuti doby prvniho dosazeni urc¢ité trovneé.

V této kapitole se tak zamérime na simulace Ornstein-Uhlenbeckova procesu a
jeho zobecnéné verze hnané Ornstein-Uhlenbeckovym sumem. Cilem této kapitoly
je prezentovat vysledky simulaci bézného Ornstein-Uhlenbeckova procesu a po-
rovnat je s limitnim pfipadem zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Tim
ovérime, zda zobecnény proces skutecné prechézi na klasicky proces v limitnim
pripadé.

4.1 Simulace doby prvniho dosazeni Ornstein-
Uhlenbeckova procesu

V této sekci se zamérime na simulovani Ornstein-Uhlenbeckova procesu defi-
novaného bezparametickou rovnici ([2.6). Tento vztah byl simulovén s fixni poca-
tec¢ni polohou xg, a s vystifedovanou pocatecni polohou dle stacionarniho rozdé-
leni. Celkem bylo simulovdino N = 10° trajektorii. U kazdé trajektorie pak byla
zaznamenana doba, kdy trajektorie ptfesla pres nulovou hranici. Z téchto dat byla
nasledné udélana statistika. Vysledky pak byly zpracovany pomoci histogramu.
Pro srovnéni byly prolozeny teoretickou zavislosti (2.16]) respektive (2.17).

4.1.1 Proces se stacionarnim rozdélenim pocatecni polohy

Nejdrive byl simulovan proces se stacionarnim pocatecnim rozlozenim. Poca-
tec¢ni poloha byla volena nahodné pro kazdou trajektorii a to dle stacionarniho
gaussovského rozlozeni s nulovou stredni hodnotou a se smérodatnou odchylkou
rovnou % dle stacionarni, dlouhocasové variance procesu . Vysledky simu-
lace byly zpracovany pomoci histogramu, ktery byl prolozen teoretickou zavislosti
definovanou vztahem ([2.17)):
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Obrazek 4.1: Ornstein-Uhlenbecktiv proces: Histogram doby prvniho dosazeni
nulové hodnoty se staciondrnim rozdélenim pocatecni polohy.

4.1.2 Proces s fixni pocatecni polohou

P1i simulaci procesu s fixni pocateéni polohou byla tato pocatecni hodnota
zvolena na hodnotu zy = 5. Vysledky simulace byly zpracovany pomoci nasledu-
jictho histogramu, jez byl prolozen teoretickou zavislosti ([2.16)):
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Obrazek 4.2: Ornstein-Uhlenbecktiv proces: Histogram doby prvniho dosazeni
nulové hodnoty s fixni pocatec¢ni polohou zy = 5.
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Je vidét, ze obé teoretické zavislosti dobfe modeluji nami nasimulované vy-
sledky. Lze predpokladat, ze pri zvétseném poctu trajektorii bychom se stale vice
blizili teoretickému vztahu. Pri tomto poctu trajektorii je vSak shoda jiz dosta-
tecné presna.

4.2 Simulace doby prvniho dosazeni zobecné-
ného Ornstein-Uhlenbeckova procesu

Jednou z hlavnich ¢asti prace bylo zkouméani vlastnosti zobecnéného Ornstein-
Uhlenbeckova procesu daného vztahem . V této sekci se zamérime na simu-
lovani tohoto procesu a na zkoumani statistiky doby prvniho dosazeni pro rtizné
hodnoty parametru k.

Pribéh simulace byl takovy, ze pocatecni polohy xg, yo stavovych proménnych
x,y byly voleny analogicky obyc¢ejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu simulo-
vaném v minulé sekci. To znamenad ze pocatecni poloha xg byla v jednom pripadé
fixni a pocatecni poloha yg byla volena ze stacionarniho rozlozeni a v druhém
pripadé byly obé pocatecni polohy xg, yo voleny ze stacionarniho rozdéleni. Ob-
dobné minulé sekci, je toto stacionarni rozlozeni dano gaussovskym rozlozenim. V
tomto pripadé vsak dvou-dimenzionalnim gaussovskym rozdélenim. To je defino-
vané stacionarni varianéné-kovarianéni matici a stacionarni, tedy nulovou
stfedni hodnotou. Celkem bylo simulovdno N = 10° trajektorii. Kazd4 trajekto-
rie procesu z je ovlivnéna Ornstein-Uhlenbeckovskym sumem y, ktery ma vlastni
stochastickou casovou zavislost. Proces byl simulovan pro rtizné hodnoty pameé-
tového parametru k. V nasledujici sekci jsou prezentované vysledky pro vybrané
hodnoty tohoto parametru.

4.2.1 Proces se stacionarnim rozdélenim pocatecnich po-
loh procesu zy a Sumu v

Nejdiive byl simulovan proces se stacionarnim rozdélenim pocatecnich po-
loh xy a yy. Nasledujici obrazek ukazuje rozlozeni pravdépodobnostni hustoty
dosazeni nulové trovné zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu hnaného
Ornstein-Uhlenbeckovskym Sumem. Obrazek je rozdélen na Sest ¢asti, kazda od-
povida jiné hodnoté pamétového parametru k. Meze byly voleny rtzné, aby béhem
casového horizontu stihlo projit nulovou hladinu dostatecné mnozstvi simulova-
nych trajektorii tak, aby byl patrny charakteristicky pribéh dil¢ich histogramai.
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Obrazek 4.3: Zobecnény Ornstein-Uhlenbecktiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty
pro stacionarni rozdéleni poc¢atecnich poloh, pro rizné hodnoty parametru k.
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Na pfedchozim Obrazku vidime, ze pro zkoumané hodnoty parametru k
poc¢inaje hodnotou k& = 50, je prubéh prakticky neménny. Vétsina trajektorii
jiz stihla projit nulovou hladinu v pozorovaném ¢asovém intervalu a proto je jiz
vétsina pravdépodobnostni hustoty zobrazena v histogramu. Nedochézi tak jiz k
tak velkému "presunu hmoty".

Pro srovnani byla také vygenerovana sada histogrami, jimiz byla prolozena
zavislost, kterd odpovida limité obycejného Ornstein-Uhleneckova procesu, tedy
teoretickému vztahu . Tyto histogramy byly generovany pro ruzné hodnoty
paméfového parametru k. Meze byly voleny riizné, tak aby byl co nejlépe zachycen
charakteristicky tvar pravdépodobnostni hustoty zkoumaného procesu.
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Obrézek 4.4: Zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty pro
stacionarni rozdéleni pocatecnich poloh, pro rtizné hodnoty parametru k, srov-
nani s obyc¢ejnym Ornstein-Uhlenbeckovskym procesem.
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Na ptedchozim Obréazku (4.4) vidime, ze pro hodnoty pamé’tového parame-
tru k£ > 50 je shoda s obycejnym Ornstein-Uhlenbeckovskym procesem jiz velmi
markantni. Dle teorie lze predpokladat, ze pro vyssi hodnoty parametru £ bude
pribéh stéle vice podobny obyc¢ejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu.

4.2.2 Proces s fixni pocatecni polohou procesu z; a staci-
onarnim rozdélenim pocatec¢ni polohy sSumu y

Déle byl simulovan proces s fixni pocatecni polohou stavové proménné z
a stacionarnim rozdélenim pocatecni polohy sumu yg. Pocatecéni poloha pro-
cesu xy byla nejprve zvolena na hodnotu xy = 5, obdobné simulacim obycej-
ného Ornstein-Uhlenbeckova procesu, tedy Obrazku Studium zobecnéného
Ornstein-Uhlenbeckova procesu probihalo tak, Ze nejprve byl zkouméan vyvoj
pravdépodobnostni hustoty prvniho dosazeni nulové hladiny pro rtizné hodnoty
pamétového parametru k, analogicky minulé sekei, tedy Obrazku (4.3). Dle téchto
vysledktt pak byly vybrany dvé hodnoty pamétového parametru, jedna hodnota
odpovidajici limité markovského obycejného Ornstein-Uhlenbeckova procesu a
druha odpovidajici nemarkovské verzi zobecnéného procesu s "paméti'.

Nésledujici obrazek prezentuje nasimulovana data a ukazuje vyvoj pravdé-
podobnostni hustoty prvniho dosazeni nulové tdrovné pro zobecnény Ornstein-
Uhlenbecktiv proces, pro ruzné hodnoty pamétového parametru k. Obrazek je
rozdélen na sSest ¢asti, kazda odpovida jiné hodnoté pamétového parametru k.
Casové meze byly voleny riizné, aby béhem ¢asového horizontu stihlo projit nu-
lovou hladinu dostate¢né mnozstvi simulovanych trajektorii, aby byl patrny cha-
rakteristicky pribéh dil¢ich histogrami.
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Obrazek 4.5: Zobecnény Ornstein-Uhlenbecktiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty
pro fixni poc¢ate¢ni hodnotu procesu xy = 5, pro rizné hodnoty parametru k.
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Na predchozim Obrazku vidime, Ze pro nizké hodnoty parametru k, je
pravdépodobnostni hustota rozlozena vice rovnomérné pro vyssi casy. Urcité
mnozstvi trajektorii nestihlo projit nulovou hladinu v pozorovaném casovém in-
tervalu. S rostoucim k tak roste obsah pravdépodobnostni hustoty v pozorova-
ném casovém intervalu. Od urcité hranice jiz pak nedochazi k velkému "presunu
hmoty"'a prakticky cela pravdépodobnostni hustota se nachazi v ¢asovém inter-
valu (0, 10).

Pro srovnani také byla, analogicky minule sekci, vygenerovana sada histo-
grami, jimiz byla prolozena zavislost, odpovidajici limité obycejného Ornstein-
Uhleneckova procesu, tedy teoretickému vztahu . Tyto histogramy byly ge-
nerovany pro ruzné hodnoty paméfového parametru k. Dle teorie 1ze predpokla-
dat, Ze s rostouci hodnotou parametru k bude pribéh stale vice podobny oby-
¢ejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu. Nasledujici obrazek ukazuje tuto sadu
histogramli. Meze byly voleny rizné, tak aby byl co nejlépe zachycen charakte-
risticky tvar pravdépodobnostni hustoty zkoumaného procesu.
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Obrézek 4.6: Zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty
pro fixni pocatecni hodnotu procesu xy = 5, pro rizné hodnoty parametru k,
srovnani s obycejnym Ornstein-Uhlenbeckovskym procesem.
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Na predchozim Obrazku vidime, ze pro hodnotu pamétového parame-
tru k = 250, je pravdépodobnostni hustota v pozorovaném rozliSeni jiz prak-
ticky shodné s obycejnym Ornstein-Uhnelenbeckovskym procesem. S rostoucim
k predpokladame stale lepsi podobnost s touto zavislosti danou vztahem ([2.16)).
Pro nizké hodnoty paméfového parametru je patrny silny pamétovy charakter
procesu a procesu tak trva primérné déle, nez kazda trajektorie projde nulovou
hladinou.

Vsechny tyto histogramy , zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova pro-
cesu, hnaného Ornstein-Uhlenbeckovskym sumem, byly generovany pro fixni hod-
notu pocateéni polohy zy = 5. Tato hodnota byla zvolena analogicky sekci se si-
mulacemi obycejného Ornstein-Uhlenbeckova procesu. Proces, tedy rovnice ,
ale i pravdépodobnostni hustota prvniho dosazeni nulové hladiny obycejného
Ornstein-Uhlenbeckova procesu obecné zavisi na této hodnoté xy. Lze tedy
predpokladat, ze pro vyssi hodnoty pocatec¢nich poloh xy bude procesu trvat delsi
dobu, nez poprvé projde nulovou hodnotou a pro hodnoty pocatecni polohy xg
blizké nulové hladiné bude tato doba kratsi, nez pro jiz studovany pripad s poca-
tecni polohou xg = 5.

Jak jiz bylo v tivodu této sekce feceno, dale byl simulovan proces pro dvé hod-
noty pamétového parametru, tak aby jedna hodnota odpovidala limité markov-
ského, obycejného Ornstein-Uhlenbeckova procesu a druha nemarkovskému, zo-
becnénému Ornstein-Uhlenbeckové procesu. Takto byla tato "markovska"hodnota
pamétového parametru stanovena na hodnotu k£ = 250 a hodnota "nemarkov-
ského"pamétového parametru na k = 1. Proces byl simulovan pro rtizné hodnoty
pocatecni polohy xg. Nejsilnéjsi zmény oproti jiz prezentovanym vysledkim s
fixnim zy = 5 nastavaji pro xy blizké nulové hladiné. Proto se nasledujici dva
obrazky skladaji z histogrami, kde vétsina hodnot pocatecni polohy xq je v bliz-
kém okoli nulové hladiny. Byla také pro srovnani vygenerovana hodnota pro velké
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Obrazek 4.7: Zobecnény Ornstein-Uhlenbecktiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty
pro ruzné fixni poc¢atecni hodnoty procesu g, pro "markovskou" hodnotu pamé-
tového parametru k& = 250.
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Obrazek 4.8: Zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiiv proces hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem: Histogramy doby prvniho dosazeni nulové hodnoty
pro rizné fixni poé¢ateéni hodnoty procesu z(, pro "nemarkovskou" hodnotu pa-
métového parametru k£ = 1.
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4.2.3 Analyza vysledkt simulace

Celkové tedy muzeme Tici, ze Ornstein-Uhlenbeckiiv proces definovany sto-
chastickou diferencialni rovnici , mé rozlozeni pravdépodobnostni hustoty
pruchodu nulovou hladinou odpovidajici teoretickym vztahiim resp.
odvozenym v teoretické sekci. Miuzeme také tici, ze pri zvoleném poctu trajek-
torii N = 10° je statistika z dat jiz velmi pfesnd a nedochdzi tak k anomdliim
zpusobenym nedostatecnym poctem dat.

Déle byl simulovan zobecnény Ornstein-Uhlenbecktiv proces, hnany Ornstein-
Uhlenbeckovskym Sumem . Tyto simulace jsou v kontrastu s obycejnym
byl celkovy pocet trajektorii zvolen o néco nizsi nez v pripadé obycejného Ornstein-
Uhlenbeckova procesu. Pro pocet trajektorii N = 10° je vsak vysledn4 statistika
dostacujici, abychom vidéli charakteristicky prubéh procesu. Charakteristika zo-
becnéného procesu zavisi na velikosti pamétového parametru k. Tento parame-
tru ma paméfovy charakter, coz znamend, Zze obecné nemarkovsky zobecnény
Ornstein-Uhlenbecktiv proces definovany vztahem je pro nizké hodnoty pa-
rametru k velmi nemarkovsky a s rostoucim parametrem prechazi v limité na plné
markovsky, obycejny Ornstein-Uhlenbecktiv proces, definovany neparametrickou
rovnici . To se nam podarilo ovérit v obou pfipadech, tedy pro zobecnény
Ornstein-Uhlenbeckiiv proces s fixni pocatecni polohou a se stacionarnim roz-
délenim pocatecni polohy. Pravdépodobnostni hustota prvniho dosazeni nulové
hladiny pro zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiiv proces s fixni poc¢atecni polohou
blizkou nulové hladiny méa strmeéjsi charakter, nez pro vysoké hodnoty této poca-
tecni polohy. V okoli nulové hladiny ma i mald odchylka silny dopad na pribéh
procesu, kdezto pro vysoké hodnoty pocatecni polohy je charakteristicky tvar
histogramu jiz prakticky neménny a posouva se jen pik hustoty doby prvniho
dosazeni nulové hladiny.
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Z.aver

Byl studovan stochasticky Ornstein-Uhlenbeckiiv proces a také jeho zobec-
néna verze, hnand Orstein-Uhlenbeckovskym Sumem. V teoretické casti prace
bylo odvozeno Teseni obou problémi, urcena stfedni hodnota procest a vari-
ance, pripadné variancné-kovarianéni matice. Diky témto vlastnostem byla urcéena
gaussovska pravdépodobnostni hustota Ornstein-Uhlenbecova procesu, ktera resi
Fokker-Planckovu rovnici ve volném prostoru. S vyuzitim téchto vysledki byla
metodikou obrazi a s pouzitim Fokker-Planckovy rovnice urcena pravdépodob-
nostni hustota prvniho priichodu nulové hladiny. Bylo také odvozeno ze obycejny
Ornstein-Uhlenbeckiv proces prechédzi za urcitych podminek v limitnim pripadé
na gaussovsky bily sum. Tato vlastnost byla nésledné prenesena na zobecnény
Ornstein-Uhlenbeckiiv proces, nebot diky této vlastnosti lze zaridit limitni pre-
chod zobecnéného procesu na obycejného Ornstein-Uhlenbecka. U obou stochas-
tickych rovnic v Langevinové formé popisujici vyvoj procesu v ¢ase byla prove-
dena eliminace parametri rovnice. Pro obycejny Ornstein-Uhlenbeckiv proces
bylo modulaci souradnic docileno naprosté eliminace obou parametri. V pripadé
zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu byl zaveden novy pamétovy para-
metr, jakozto kombinace driftovych parametri procesu. Spravnou modulaci sou-
fadnic bylo dosazeno toho, zZe proces méa konstantni rozptyl stavové proménné,
analogicky obycejnému Ornstein-Uhlenbeckové procesu. Tento parametr ovliv-
nuje pamét procesu. Obecné nemarkovsky zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiv pro-
ces prechazi na plné markovky obycejny Ornstein-Uhlenbecktv proces v limitnim
pripadé kdy tento pamétovy koeficient posleme do nekonecna.

Jedna z pouzitych metodik studia procest byla jejich simulace, respektive si-
mulace a néasledné studium statistiky doby prvniho dosazeni nulové hladiny. Bylo
simulovano dostatecné mnozstvi trajektorii, tak aby vysledna statistika byla v
rozumnych norméach. Muzeme tici, ze Ornstein-Uhlenbecktuv proces ma rozlozeni
pravdépodobnostni hustoty priichodu nulovou hladinou odpovidajici teoretickym
vztahlim odvozenym v teoretické sekci. Muzeme také tici, ze pii zvoleném po-
¢tu trajektorii byla statistika z dat jiz velmi presna a nedochéazelo tak k anoma-
liim zptisobenym nedostatecnym poctem dat. Pti simulaci Ornstein-Uhlenbeckova
procesu s fixni poc¢atecni polohou byla tato poloha zvolena jako stfedni cesta pro
malnim pribéhem procesu. Pro vysoké hodnoty by bylo treba prodlouzit celkovy
¢as méfeni a pro nizké by byla pravdépodobnostni hustota priichodu nulové hla-
diny situovana prilis blizko pocatku, coz by zhorsovalo nase rozliSovaci schop-
nosti. Simulace zobecnéného Ornstein-Uhlenbeckova procesu jsou v kontrastu s
obycejnym Ornstein-Uhlenbeckovskym procesem z vypocetniho hlediska naroc-
nejsi, proto byl celkovy pocet trajektorii zvolen o néco nizsi, avsak dostacujici,
abychom vidéli charakteristicky pribéh procesu. Bylo ovéreno, ze charakteristika
zobecnéného procesu zavisi na velikosti paméfového parametru. Tento parametru
ma pamétovy charakter, coz znamena, ze zobecnény Ornstein-Uhlenbecktuv pro-
ces je pro nizké hodnoty pamétového parametr velmi nemarkovsky a s rostoucim
parametrem prechazi v limitnim pripadé na plné markovsky, obycejny Ornstein-
Uhlenbeckiiv proces, avsak jiz pro konecné hodnotytohoto parametru je schoda s
obycejnym Ornstein-Uhlenbeckovskym procesem markantni.
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A. Kédy v jazyce Python

Ornstein-Uhlenbeckav proces:
stacionarni rozdéleni pocatecnich poloh z

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = .001

T = 10.

n = int(T / dt)

N = 10%*6

t = np.linspace(0, T, n)

x = np.zeros((n,N))
x[0,:] = np.random.normal (loc = 0, size=(1, N), scale=1/np.sqrt(2))

for i in np.arange(n - 1):
x[i +1,:] = x[i,:] +dt * ( -x[1i,:]1) \
+ mnp.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N)

np.where(x[0, :] >= 0,
t [np.argmax (x<=0,axis=0)],
t [np.argmax (x>0,axis=0)])

<
]

plt.ylim([0, 1]); plt.x1im([0, 10])
plt.hist(y, density = True, bins=100)

plt.xlabel(’Cas dosaZeni nuly’)
plt.ylabel (’Pravdépodobnostni hustota’)

plt.show()
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Ornstein-Uhlenbecktv proces:
fixni hodnota pocatecnich poloh z

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = .001

= 10.

= int(T / dt)

= 10%**6

= np.linspace(0, T, n)
x0 = 5.

¢ =B 4

x = np.zeros((n,N))
x[0,:] = x0

for i in np.arange(n - 1):
x[1 +1,:] = x[i,:] + dt * ( -x[i,:]1) \
+ np.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N)

y = np.where(x[0, :] >= 0,
t [np.argmax(x<=0,axis=0)],
t [np.argmax (x>0,axis=0)])

plt.ylim([0, 11); plt.x1im([0, 10])
plt.hist(y, density = True, bins=100)

plt.xlabel(’Cas dosaZeni nuly’)
plt.ylabel(’Pravdépodobnostni hustota’)

plt.show()
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Zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiiv proces:
stacionarni rozdéleni pocatecnich poloh x

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = .001

10.

int(T / dt)

= 10%*5

np.linspace(0, T, n)
=1.

mean = [0,0]

N o =2 B 4

cov = [[1/2,np.sqrt (1+1/k)*k/(2*(1+k))]1,\
[np.sqrt (1+1/k)*k/ (2% (1+k)) ,k/2]]

x = np.zeros((n,N))

y = np.zeros((n,N))

x0, yO = np.random.multivariate_normal (mean, cov, N).T
y[0] = y0
x[0] = x0

for j in np.arange(n - 1):
ylj +1,:1 =ylj,:] + kx(Cdt * ( -y[j,: 1D
+ np.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N))
x[j +1,:1 = x[j,:]1 + (ap.sqrt(1 + 1/k) * y[j,:1- x[j,:1) * dt

z = np.where(x[0, :] >= 0,
t [np.argmax (x<=0,axis=0)],
t [np.argmax (x>0,axis=0)])

plt.ylim([0, 1])
plt.x1im([0, 101)
plt.hist(z, density = True, bins=100)

plt.xlabel(’Cas dosaZeni nuly’)
plt.ylabel(’Pravdépodobnostni hustota’)

plt.show()
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Zobecnény Ornstein-Uhlenbeckiiv proces:
fixni hodnota pocatecnich poloh

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dt = .001
T 10.

n = int(T / dt)
N = 10%x*5
t

k

= np.linspace(0, T, n)

cov = [[1/2,np.sqrt(1+1/k)*k/(2*(1+k))],\
[np.sqrt (1+1/k) *k/ (2% (1+k)) ,k/2]]

X
y

np.zeros((n,N))
np.zeros((n,N))

x00, yO = np.random.multivariate_normal (mean, cov, N).T
y[0] = yO
x[0] = x0

for j in np.arange(n - 1):
ylj + 1,:1 = ylj,:] + kx(Cdt = C -y[j,:1)
+ mnp.sqrt(dt) * np.random.randn(1,N))
x[j + 1,:1 = x[j,:]1 + (ap.sqrt(1 + 1/k) * y[j,:1- x[j,:1) * dt

z = np.where(x[0, :] >= 0,
t [np.argmax (x<=0,axis=0)],
t [np.argmax (x>0,axis=0)])

plt.ylim([0, 1])
plt.x1im([0, 101)
plt.hist(z, density = True, bins=100)

plt.xlabel(’Cas dosaZeni nuly’)
plt.ylabel (’Pravdépodobnostni hustota’)

plt.show()
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