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Uvod

Nejslabsi, ale z makroskopického pohledu nejvyznamnéjsi, fyzikalni interakci
je gravitace. Jeji ptisobeni bezprostiedné ovliviiuje nas kazdodenni zivot a to po-
¢inaje chizi po zemském povrchu a konce podobou a vyvojem celého vesmiru,
ktery existenci zivota v této podobé umoznil. Dle soucasného stavu poznani je
gravitace vyborné popsana Einsteinovou obecnou teorii relativity a jejim geo-
metrickym jazykem. I kdyz se v této bakalarské praci chceme primarné zabyvat
pravé studiem gravitacnich efektti v klasické obecné relativité a pripadné v je-
jich rozsitenich, je prirozené se nejprve alespon kratce zminit o prechazejici a pro
naprostou vétsinu béznych situaci zcela postacujici Newtonove teorii gravitace.
V Newtonové dile Philosophie Naturalis Principia Mathematica, jejichz prvni dil
vysel v roce 1686, je formulovan gravitacni zakon v feci silového pusobeni. Gra-
vitacni sila mezi dvéma predméty je primo imérna soucinu jejich hmotnosti m,
a Mo a neprimo umeérna ctverci vzdalenosti mezi nimi oznac¢enou r. Dnes ho tedy
prirozené formulujeme v podobé vzorce, ktery pripomind Coulombiiv zakon a ve
kterém jako konstanta imérnosti vystupuje Newtonova gravitaéni konstanta G,

mimse I
2 I

F,= -G

T T

Pravé velikost této konstanty G = 6,674 - 1071} kgf; nese informaci o mizivé sile
gravitacniho ptisobeni mezi objekty malych hmotnosti.

Jak jiz bylo feceno, Newtontv gravitacni zakon nam v mnoha ohledech staci.
S pouzitim tuzky a papiru lze vytesit trajektorie téles v homogennim gravitacnim
poli, problém dvou téles, ¢i nalézt a dosadit gravitacni potencidl do Eulerovych—
Lagrangeovych rovnic a nalézt Lagrangeovy body soustavy dvou téles. Pribliz-
nymi metodami lze pak za pomoci vypocetni techniky vytesit i slozitéjsi problémy
tykajici se nebeské mechaniky. Za zminku stoji rozhodné mise Apollo 11, béhem
které se v roce 1969 lidé poprvé dotkli povrchu Mésice. Pti vypoctu drahy letu
se pocitalo s obycejnou Newtonovou gravitaci, i kdyz lidé jiz vice nez padesat
let védéli o Einsteinové specialni a obecné teorii relativity. Jde tedy nepochybné
o velice ispésnou teorii gravitace, ktera funguje na mnoha skalach a lze ji vyuzit
témér ve vsech praktickych situacich. Proc¢ tedy vznikla obecné teorie relativity?

Newtonova gravitace spolecné s klasickou mechanikou stoji na predpokladech
neslucitelnych s experimentalnimi pozorovanimi. Nejznaméjsim takovym experi-
mentem je pokus o detekci éteru v Michelsonové-Morleyho experimentu v roce
1887, ktery vedl k principu konstantni rychlosti svétla. Mechanika se pak d&
opravit docela jednoduse. Uvazenim inercialnich vztaznych soustav, pozadavkem
rovnocennosti téchto soustav pro popis fyzikdlnich déji a zahrnutim principu
koneéné maximalni rychlosti $ifeni informace (svétla) dostdvame specidlni teorii
relativity. Tyto principy zni velice jednoduse, ale jejich slozitost a hloubka se na-
sledné zjevuje ve studiu jejich disledkt. Gravitace vsak nema v takovém popisu
misto, jelikoz volné padajici predméty se mohou vii¢i sobé pohybovat s nenulo-
vym zrychlenim a mély by se pak nachazet v riznych navzajem neinercidlnich
soustavach. Péknym prikladem jsou slapové jevy v nehomogennim gravita¢nim
poli. Konkrétnéji, v homogennim gravitacnim poli ptisobi na kazdy bod volné
padajiciho télesa stejna pritazliva sila stejnym smérem. Takové ptisobeni muzeme



tedy uplné odtransformovat prechodem do neinercialni soustavy naseho télesa.
Situace pak vypada, jako by na téleso neptisobila zadna sila. Pokud vsak téleso
pada napriklad v centralnim gravitacnim poli, kde na kazdy bod télesa ptisobi
jina sila, jejiz velikost a smér zavisi na vzdalenosti a poloze od centra, je mozné
gravitacni pusobeni odtransformovat pouze lokélné, pricemz relativni (slapové)
sily pretrvaji. Prirozené se tak mizeme pretransformovat do soustavy, kde je nase
téleso natahovano ve sméru pohybu a naopak stlacovano v kolmych smérech. V
prirodé lze tento jev vidét naptiklad v soustavé Zemé-Meésic, kde se v zavislosti
na poloze Mésice viuci Zemi zveda Ci klesa morska hladina.

Praveé popis gravitace Tesi obecna teorie relativity. Od roku 1905, tedy od pu-
blikovani prace Zur Elektrodynamik bewegter Korper o specialni relativité, trvalo
Albertu Einsteinovi dalsich deset let rozsifeni principu relativity i na neinercidlni
vztazné systémy. Roku 1915 predstavil a nasledné publikoval konecnou verzi jeho
obecné teorie relativity. Odpovédi na zdanlivy nesoulad gravitace a specialni te-
orie relativity je radikalni zména v chapani prostoru a casu, kde tyto dva pojmy
splyvaji v jedno — ¢étyfrozmérny prostorocas. Gravitace pak tento prostorocas
ohyba. Jeji efekty nevidime na lokalni trovni, kde se nam vzdy zda prostoro-
cas plochy. Tedy v lokalni inercidlni soustavé miizeme popisovat fyziku stejné
jako drive ve specialni relativité, ale nelokdlné se ndm projevi nehomogenita gra-
vitacniho pole jako zakfiveni okolniho prostorocasu. Ten pak popisujeme v Teci
diferencidlni geometrie jakozto Lorentzovskou varietu. Veskera informace o tomto
zakriveni je ulozena v Riemannové tenzoru kiivosti Rqp.q- Ten je v popisu obecné
relativity konstruovan s uzitim metrického tenzoru g, a jeho derivaci. Pravé me-
tricky tenzor je neznamou v Einsteinovych rovnicich gravitacniho pole

1
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kde R, je Ricciho tenzor, R je skalarni kiivost, g, metrika, A kosmologicka
konstanta, T}, tenzor energie-hybnosti a x konstantni parametr, ktery lze vyjadrit
pomoci dalsich fyzikalnich konstant jako xk = ng.

Kromé teoretické krasy konzistentniho popisu gravitacniho pole nam Einstei-
nova obecna relativita prinesla celou fadu experimentalné ovéritelnych predpo-
védi. Mezi klasické testy a tispéchy obecné teorie relativity patii vysvétleni ano-
malni precese Merkuru. Dle klasické keplerovské nebeské mechaniky obihaji pla-
nety kolem Slunce po uzavienych eliptickych drahich. Ve skutec¢nosti tomu tak
neni, nebof predevsim vlivem vzajemného gravitacniho ptisobeni vSech ostatnich
téles slunecni soustavy a nesféricnosti samotného Slunce se eliptické drahy pla-
net presné neuzaviraji. Tento efekt lze stale popsat Newtonovou teorii. V pripadé
Merkuru, tedy planety nejsilnéji pocitujici gravitacni ptisobeni Slunce, se ale pred-
povéd Newtonovy teorie rozchazela s pozorovanim o 43 thlovych vterin za stoleti.
Pravé tento nepatrny rozdil presné dovysvétlila obecnd teorie relativity, pricemz

2/ s

krokem k vSeobecnému prijeti Einsteinovy teorie byl popis ohybu svétla v gravi-
tacnim poli Slunce a jeho nasledné tspésné pozorovani Eddingtonovou expedici
v roce 1919 pti zatméni Slunce nad Afrikou a Jizni Amerikou. Na fotografickych
snimcich hvézd v blizkém nebeském okoli Slunce byla identifikovana poloha lisici
se od jejich bézné polohy na no¢ni obloze. Doslo tedy k ohybu svétla ze vzdale-
nych hvézd pti prichodu gravitacnim polem Slunce. Na tomto misté uvedme jesté
frekvenc¢ni posuv svétla pri priuchodu gravitacnim polem. Tento jev se podarilo
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namérit az v roce 1960, nebot je v gravitacnim poli Zemé velmi slaby. Relativni
zména frekvence byla zméfena na |2%] = 2,46 - 10~ 5.

Na predchozi tii jevy se muzeme divat jako na drobné opravy predpoveédi pred-

chozich teorii. Obecna teorie relativity vsak prinesla predpovédi dalsich jevi a si-
tuaci v Newtonovské fyzice zcela neuchopitelnych. Nespornym tspéchem Einstei-
novy teorie je moznost konstrukce kosmologickych modelt poskytujicich mozné
scénare vesmirného vyvoje. Pozorovanim vzdalenych galaxii se potvrdilo, ze se
vesmir rozpina a tedy ze by mohl mit nékdy pocatek. To potvrdilo pozorovani
reliktniho zareni kosmického pozadi, které predstavuje ,snimek” velmi davného
vesmiru. Prekvapivé jednim z nejjednodussich feseni Einsteinovych polnich rovnic
je sféricky prostorocas statické cerné diry. Ackoli je dnes jiz tento objekt, respek-
nebylo tomu tak vzdy. Trvalo fadu let porozumeét geometrické podstaté takovych
prostorocasii. Soucasné po mnoha astronomickych pozorovanich byla védecka ko-
munita presvédcena o jejich skutecné existenci. Z pohledu prvnich prukopniki
obecné relativity se zda neuvéritelné, ze dnes mame k dispozici primé snimky
¢ernych dér. Uplné prvni byl pofizen v rémci projektu Event Horizon Telescope
(EHT) v roce 2019 a predstavuje supermasivni ¢ernou diru v centru galaxie Mes-
sier 87 [I]. Nésledné v roce 2022 byl EHT zvefejnén i snimek ¢erné diry uvnitt
nasi galaxie, tedy objektu Sagittarius A* [2]. V neposledni fadé jsou zde gravi-
tacni viny jako dalsi z milnikti v experimentalnim testovani Einsteinovy teorie.
Jako dtsledek linearizovanych vakuovych polnich rovnic k jejich predpoveédi dosel
samotny Einstein v roce 1916. Jejich existence vSak nebyla potvrzena az do roku
2015, tedy s prodlevou bezmala sto let. Prvni pfimé pozorovani gravitac¢nich vin
bylo provedeno laserovymi pozemnimi interferometry LIGO ve Spojenych statech
americkych [3]. Detekovéan byl signdl zptisobeny kolizi a spojenim dvou ¢ernych
dér. V nasledujici letech byla sit interferometrii rozsitena o italské VIRGO a za-
znamenana cela fada obdobnych udalosti véetné kolizi neutronovych hvézd. Po
roce 2030 je planovany start mise LISA. Ta bude tvorena tremi satelity, jejichz
stfed bude putovat po obézné draze kolem Slunce tésné za Zemi, a které budou
tvorit vrcholy laserového interferometru. Cilem této mise je odstranéni seismic-
kého sumu a tspésné detekovani zdroju gravitacnich vin o nizsich frekvencich nez
generuji finalni faze srazek cernodérovych objektii.
Dokonaly soulad jejich teoretickych predpovédi s experimentalnimi testy doposud
neposkytl zadné primé voditko k hledani nové vylepsené teorie, i kdyz pro takové
uvahy existuji relevantni teoretické diivody spojené zejména s fyzikou mikrosvéta
a jejim popisem dle kvantové teorie. Subjektivné je mozné rici, ze elegance obecné
teorie relativity spociva v uziti geometrického jazyka.

V této bakalarské praci se budeme vénovat studiu efekti odpovidacich ptiso-
beni gravitacniho pole na relativni pohyb volnych testovacich ¢astic. Prave tyto
efekty primo odrazeji geometrickou podstatu teorie relativity a poskytuji infor-
maci o kfivosti daného prostorocasu. V prvni kapitole podrobné odvodime rovnici
geodetické deviace a jeji zobecnéni pti uvolnéni jedné z podminek, za kterych kla-
sickd rovnice plati. V nasledujici kapitole zobecnénou geodetickou deviaci promit-
neme na ortonormalni bazi spojenou s referen¢nim pozorovatelem. Cilem tohoto
kroku je opustit souradnicové zavisly popis a prejit k invariantnim skalarnim ve-
licinam. Z praktickych diivodi tuto projekei dale vyjadiime v jazyce Weylovych



skalart. Takto bude mozné primo studovat rtizné algebraické typy prostorocast.
Tato konstrukce se nam nasledné hodi v posledni kapitole, kde konecné pracu-
jeme s konkrétni teorii gravitace, s Einsteinovymi rovnicemi gravitacniho pole
v D dimenzich, ¢imz piimo zahrneme efekt hmoty do popisu geodetické deviace.
Jako ilustraci pak rovnici zobecnéné geodetické deviace aplikujeme na specialni
pripad Kundtova prostorocasu algebraického typu II. Fyzikalné se bude jednat
o vakuové feseni Einsteinovych rovnic predstavujici gravitac¢ni vlnu sitici se na po-
zadi Kundtova prostorocasu typu D. Cilem tohoto prikladu je ukazat o¢ekdvanou
pritomnost komponent tenzoru krivosti v zobecnéné rovnici geodetické deviace,
které by pro jeji klasickou verzi nebyly dostupné.



1. Geodeticka deviace

Jako motivaci jsme v tvodni kapitole zminili vyznam studia relativnich po-
hybt v pripadé nehomogennich gravitacnich poli pro prechod od Newtonovy te-
orie gravitace k Einsteinové obecné relativité. Pravé relativni pohyby testovacich
¢astic nesou informaci o ktivosti daného prostorocasu. Formalné je popisuje rov-
nice geodetické deviace, které se nyni budeme vénovat na obecné geometrické
urovni, tj. bez uvazeni konkrétni gravitacni teorie.

1.1 Vychozi predpoklady

Uvazujme obecné D-rozmérnou Lorentzovskou varietu (prostorocas) se sou-
radnicemi %, kde a = 0,...,D — 1. Nasim cilem bude zkoumat relativni pohyby
mezi dvojici geodetik. K popisu pohybu v kfivém prostoru je naprosto zasadni
mit dobry zpiisob, jak identifikovat zménu veli¢in, tedy jejich derivaci. Pfirozenou
ingredienci proto bude kovariantni derivace, jelikoz kovariantni derivace tenzorové
veli¢iny zustava tenzorovou veli¢inou i po zméné soutadnic. Pro obecné vektorové
pole V* pak mizeme zavést absolutni derivaci jako

DV

b a
s L VR (L)
kde I'f. jsou Christoffelovy symboly.

Nyni budeme nésledovat konstrukei dle élanku od Ciufoliniho [4] a zkoumat
vzéajemné chovani dvojice geodetik v1(7) a y2(0). Predpokladejme, Ze tyto geode-
tiky splnuji nésledujici podminky:

« oznacime-li tené vektory dvojice geodetik v1(7) a 72(o) jako uq, respektive
ug, pak pro né musi platit rovnice geodetiky ve tvaru

D uf D ug
dr ’ do ’ (1.2)

kde 7 a ¢ jsou afinni parametry.

o tyto afinni parametry splnuji
dr
do
coz efektivné umoznuje pozit pouze parametr 7, tedy uvazovat synchroni-
zované pozorovatele.

= konst., (1.3)

e body 1 a w9, které lezi na uvazovanych geodetikach, jsou infinitezimélné
blizko na okoli U a my zkoumame

Z%r] = wylr] = 217l (1.4)
kde Z je definovan jako spojujici vektor téchto geodetik.

e rovnéz tecné vektory u; a us jsou infinitezimalné blizko na okoli U, tedy

dze
dr

7] = uslr] = uilr]. (1.5)



 infinitezimalné malé veli¢iny druhého a vyssiho fadu jsou zanedbatelné.

Predpoklad lze také formulovat s pomocnou spojovaci geodetikou 3, (p),
ktera protind geodetiky 71 a v, v bodech s hodnotou parametru 7, viz [5]. Jeji
parametrizaci mizeme libovolné urcit, pro nase tcely je ale nejvyhodnéjsi zavést
r1 = 1(1) = B:(0) a g = (1) = B.(AZ). Pokud potom vezmeme tecny
vektor k této geodetice z, tak ho mizeme identifikovat s nasim drive zavedenym
spojovacim vektorem geodetik Z, tedy

(1.6)

Obrazek 1.1: Schématické znazornéni geodetik v a 9 s jejich teénymi vektory wuq
a ug. Tyto geodetiky jsou parametrizované stejnym parametrem 7. Te¢né vektory
jsou uvazované v bodech x; a xs, které jsou dané stejnou hodnotou parametru 7
na svych geodetikdch a zaroven tak lezi na prisecicich spojovaci geodetiky 3, (p)
s 1 respektive 5. Zaroven jsou spojené vektorem Z.

Pravé s uzitim takovych pozadavki lze odvodit vztah pro relativni zrychleni
mezi pozorovateli na geodetikach v a vo, tedy rovnici geodetické deviace, ve tvaru

DRV

12 R, g uPucZ?, (1.7)

kde R, predstavuje Riemanntv tenzor kiivosti zkoumaného prostorocasu. Toto
odvozeni zreprodukujeme v néasledujici podkapitole. V té dalsi pak zobecnime
rovnici pro ptipad nezanedbatelnych vzajemnych rychlosti geodetickych po-
zorovatell, tedy uvolnime podminku ([1.5)).



1.2 Klasicka rovnice geodetické deviace

Postupujme stejné jako ve zminéném ¢lanku [5], ale nyni stéle za splnéni
vSsech podminek vyse formulovanych pro klasickou rovnici geodetické deviace.
Me¢jme dvé infinitezimalné blizké geodetiky v a 72 obecné parametrizované o
a 7. Dale pro tyto parametry plati , miizeme je tedy obé parametrizovat
jedinym parametrem 7, jelikoz linearni transformace parametru nezméni tvar
(1.2). Rovnice uréujici tyto geodetiky pak vypadaji nésledovné,

D?z¢ Duf duf

dr2  dr  dr

D?z§ Duj  duj

drz2  dr  dr

Déle uvazujme vektor Z definovany v spojujici dva body na téchto geode-

tikach. Tyto body budou prirozené odpovidat stejné hodnoté parametru 7. Nyni

vyjadiime pomoci Taylorova rozvoje v parametru p, a tedy v AZ, souradnice

bodu na druhé geodetice pomoci souradnic bodu na prvni geodetice a spojujici
geodetiky az do ¢tvrtého radu

+Fbc 1U1 O, (18)

+ T ubug=0. (1.9)

a 1 2 Qa 1 3 na
x%:x‘f—f—dﬁT Az+fd 6; Z2+fd 5; AZP+0(AZY
dp |, 2.dp* | _, 6 dp® | _,
1dz® d2
=294 2 ) +z 02 ——AZP+0(AZY). (1.10)

Uvédomme si, ze (8, je dle predpokladu také geodetika a plati pro ni tedy také
rovnice geodetiky. Nam se bude vyjadieni této podminky hodit v nésledujicim
tvaru,

dz*

dp
kde jsme vyuzili (1.6). Nasledné opakovanym dosazenim (1.11]) do ((1.10)) a s de-
finici (1.6 dostaneme

—T¢ 202°, (1.11)

1 1 1
vh =2t + 2" = Ty, AV A 6rbcdzbzczd + 315 o 7°r¢,z°74
+O(AZY). (1.12)

Déle rovnici (|1.12)) zderivujeme podle parametru 7, pricemz chceme v rozvoji
zanedbat Cleny které jsou vyssiho nez druhého radu v AZ. Takto dosavame

dze 1 dz®
i 2rbcdzbzc d_ e 7¢+ O(AZ?). (1.13)

Nyni rovnici (1.13)) znovu obyé¢ejné zderivujeme podle parametru 7, zde uz
zanedbavame Cleny vyssiho nez prvniho radu v AZ

a __ ..a
Uy = Uy +

du§ duy d2Z° )
= O(AZ 1.14
dr dr + dr2 +0O( ) ( )




Nyni bychom mohli naivné (a nespravné) s uzitim ([1.13|) vyjadrit

dzb
bcugug = bculul + 2y, — 4 uf + (’)(AZQ) (1.15)

motivovani prictenim takového ¢lenu k rovnici , aby se vynulovaly nékteré
c¢leny diky rovnicim geodetik a .

Jak ale jiz bylo naznaceno, tato rovnice neni spravna, jelikoz musi byt Chris-
toffelovy symboly spojené se stejnymi souradnicemi jako tecné vektory geodetik
~1 respektive vo. Spravny vztah lze nalézt Taylorovym rozvojem Christoffelovych
symbolu I'[xs]¢. kolem bodu x;:

Dlas]f, = Tlay + ZJj, = Plai)y + Tlanli a2 + O(2%). (1.16)

Tento krok sice neni v ¢lanku [5] explicitné zminén, ale evidentné bez néj nelze
dostat spravné vysledky. I proto je zde pro nazornost zapsana pocatecni chybna
uvaha, aby byla jasna dulezitost tohoto kroku. S timto rozvojem muzeme zapsat
podminku umoziujici pouziti rovnic geodetiky;,

b

¢ dZ us + O(AZ?). (1.17)

Rovnice ((1.14) a ((1.17)) tedy secteme, zanedbavame vyrazy vyssiho nez prvniho
radu v AZ, a takto dostavame

F§0u2u2 Fgculul + Fbc dululZd 421

d2ze dzb
0=—7%+ Iy quiusZ? + 2ry, g Ut O(AZ?). (1.18)
Jelikoz vSak chceme dojit k obecné kovariantnimu tvaru rovnice, je tteba najit
vztah mezi obycejnou a absolutni derivaci,

D2ze D [(dZze
-~ _ = 1-\ Zb c
d 2 dr ( dr + )
d2 za dzb du¢
= ore ry zb—1
a2 Pt ar
+ Fgc deulu1 + Fbeul dZdu1
dz ze dzb
= + 208 —— d u§ + T, g 2 ufuf
+ T ubre, Zus — T8 Z°T¢ ubuf . (1.19)

Preusporadanim c¢lent, opétovnym pouziti definice absolutni derivace a dosa-
zenim z rovnice (|1.8) mizeme predchozi vyjadieni prepsat jako

d?ze  D? Z“ D Zb e meu
be, deulul Uil Zus + T Zbreduﬂh
D2 Z“ . D Zb
b a2 ugud + r ZbFedulul (1.20)



Nyni jiz pouze s uzitim definice Riemannova tenzoru, tedy

R bed — Fl?d,c - FIC)Lc,d + Fgerle)d - Fgergc ) (121)
zapiseme rovnici ([1.20]) jako
d2ze D?Z7¢ ,DZ" " .
4.2 = d.2 — 2F50?U1 + Rbcdul{Z Ucll
— Tp quiu§ Z7 + 20 uf T8, Z . (1.22)

Na zavér dosadime tento vysledek a znovu definici absolutni derivace do rov-
nice (|1.18)), ¢imz dostaneme klasickou rovnici geodetické deviace ([1.7))

D? 7@
dr?

= — RS Zud + O(AZ?). (1.23)

1.3 Zobecnéna rovnice geodetické deviace

Opét postupujme obdobné jako v élanku [5], ale nyni jiz uvolnime podminku
(1.5). To se projevi vétsim poc¢tem nezanedbanych ¢lentu. V Taylorovych rozvojich

.....

stéle infinitezimalni veli¢ina. Uvolnéni podminky nezméni nase ptivodni odvozeni
az po rovnici (|1.12)). Pro prehlednost ji uvedeme znovu, tedy

1 1 1
T8 =%+ Z7° — 51“2021720 — 6rg;cydz”zczd + grgezbridzczd
+O(AZY). (1.24)

Nyni rovnici (1.24) zderivujeme podle parametru 7 a zanedbame jen infinite-
zimalné malé ¢leny tretiho radu. Takto dostaneme

a a dZa 1 a C a de C
ud =ul + i §Fbc7deZ ud — rbc—dT 7Z
1 dzb 1 dz¢
_ TT1a 7262(1 . 7]?(1 szci
37 bed qr 6 bed dr
1. dzb 2 dze
—Te =1 774 4 Z1¢ 71 Vi 73). 1.2
+ 3 be dT cd + 3 be cd dT + O( ) ( 5)

Rovnici ((1.25)) opét zderivujeme podle parametru 7, ale zde uz zanedbdme
infinitezimalné malé ¢leny vyssiho nez druhého tadu,

dug  duf d?ze dz°b d dzbdze d2zb
— — 2Fa 7Zc _ Pa - - _ a ZC

dr dr + dr2 bed qr “ be dr dr be qr2
1 . dzb dZCZd 2F“ dzb chd
37 qr dr 3 bed qr dr
4 dzb dz¢ 2 dzedze
—Tre —=—r° Z% 4 Zre 71 — 4+ 0(Z?%. 1.26

+ 3 be dT cd dT + 3 be cd dT dT + ( ) ( )
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Jiz obeznameni s moznym drivéjsim problémem pfti vyéisleni Christoffelovych
symbolti, napiSeme nyni komplementarni rovnici k vynulovani ¢lenti z po-
moci rovnic geodetik spolu se znalosti Taylorova rozvoje Christoffelovych symbolta
v ruznych bodech spojenych vektorem Z ,

b

bcugu; = bculul +Pbcdu1ulzd+2rbc 1
dzb dzbdze dzbdze
ore u§Z4 4T i — VA
tehbed g b gy dr o dr dr
dze Azt dze
— 20 ulTe, - A [ — = ‘ = Z4+0(2%). (1.27)

V tuto chvili se¢teme rovnice ([1.26]) a (1.27)), abychom s vyuzitim rovnic geo-
detik vynulovali nékteré cleny. Takto dostaneme

A VR o

ZC
dzb
+ I dululZd + 20— - ulZd

2 dzbdze_, 2., dz°__dz¢

*Pa 7726[ . *Fa o
+ 3 bd qr dr 3 bed qr dr
2 dzb _ dze 2 dzedz?
S N 7%+ I 72T
3rbe gy el gy 4 T gt e
dzb )
+ 2T —— = u$ + O(Z2?). (1.28)

Uzitim definice Riemannova tenzoru (1.21)), lze piepsat rovnici (1.28]) na

d2ze  _odzb ., 220
dzb
+ Ty dululZd + QFbcdd—u’jZ‘i
T
2 dzb 4z de

beg—— 24— + 21—

7?2 1.2
+3 3 bed dr dr be 1. dr O( ) ( 9)

Nyni staéi jen dosadit z ([1.22)), z definice absolutni derivace a opétovné vyuzit
definici Riemannova tenzoru ([1.21)), ¢imz dostavame zobecnénou rovnici geode-
tické deviace pro synchronizované pozorovatele ve tvaru

DZZG/ a C
dr2 - bed l{Z
DZb ., 2 . Dz'_ Dz _ Dz ,
_2Rbcdd Zu 3 bcdid,]_Zid +Fbcd22 +0O(Z7).

(1.30)

Nase rovnice odpovida vysledku z ¢lanku [5] az na znaménko v poslednim
¢lenu. To ale pro nas dalsi postup nebude vadit, protoze tento ¢len mizeme rovnéz

11



zanedbat. To lze odlivodnit naptiklad tak, ze podle (1.30) je ]?;22 umeérné Z. To

viak znamend, Ze posledni ¢len miizeme schovat do O(Z?). Takto dostaneme
zobecnénou rovnici geodetické deviace, kterou budeme dale pouzivat

D2z " . “ DZzb . 2 . DZzb CDZd
dr2 == bcduliZ uil_QRbcd?Z u‘f—gRbcd?Z dr

+0(Z%). (1.31)

Tato rovnice tedy prinasi korekci pro pripad nezanedbatelnych relativnich rych-
losti testovacich pozorovatelii. Jeji podoby byly riznymi zptisoby odvozeny na-
priklad v [6, [7, [§]. V kontextu nasi dalsi analyzy nam tyto dodatecné korekce
umozni studovat, a v principu pozorovat, slozky tenzoru kiivosti v D > 4, které
jsou skrze klasickou rovnici geodetické deviace nedostupné.
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2. Invariantni tvar rovnice
geodetické deviace

V této kapitole budeme zkoumat invariantni, tedy na souradnicich nezavisly,
tvar zobecnéné rovnice geodetické deviace, ve zbytku textu budeme uvazovat uz
jen zobecnénou rovnici geodetické deviace (1.31]). K na soufadnicim nezdvislému
popisu prejdeme tak, ze referen¢niho pozorovatele vybavime ortonormalni vekto-
rovou bazi vici niz bude provadét a vyjadiovat sva meéreni relativnich pohybti.
Technicky to obnasi promitnuti rovnice geodetické deviace na tuto bazi, pricemz
je vyhodné zavést i Newmanovsko—Penroseovskou nulovou béazi a viici ni definovat
komponenty relevantnich tenzori.

2.1 Projekce rovnice geodetické deviace

Méjme obecné kdekoliv na geodetice ortonormalni D-tici vektorti {e(q) }, kterd
spliuje nasledujici normaliza¢ni podminky:

o) " €@ = —1,
eq-eq =1, pro i=1,....D—1, (2.1)
kde specialné zvolime ef,) = %, tedy jako casovy vektor této baze uvazujeme

D-rychlost referencniho pozorovatele. Nacrt takové situace je na obrazku

€(0)

71(7)

Obrézek 2.1: Kdekoliv na geodetice si miizeme zvolit ortonormalni bézi s ¢asupo-
dobnym vektorem tec¢nym k dané geodetice. V podprostoru M kolmém k tecnému
vektoru geodetiky se nachazi vektory ey a ey prot=2,...,D — 1.

Jelikoz je Riemanntv tenzor R..q antisymetricky v sousednich parech indext,
plati pro slozku deviace ve sméru e gy nasledujici:
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2r7a 2 0
0d*Z :dZ()

I dr?
=R, (ﬂsz + 2]?5]2%{ + ?ﬁbzc[ﬁj)
= —2R<°)bc(0)[fzc ~ zR(O)bcd]f)Zc(zZ: . (2.2)
Pro casovou komponentu mame tedy diferencialni rovnici:
5O _ _5p0) . 70 ) _ z RO . 7 70 7D (2.3)

kde pro indexy a,b,c,d sc¢itame pres vSechny dimenze, tedy a,b,c,d =0,...,D — 1.
Na tomto misté uvedme jesté dalsi dvé indexové konvence, a pro indexy i,j,k,l
budeme ze s¢itani vynechavat ¢asovy smér, tedy i,j,k,1 =1,...,D —1 a pro i,5,k,l
budeme vynechdvat rovnéz privilegovany smér casovy smer ey viz konstrukce
nulové baze, tedy 7,7,k,l = 2,...,D — 1. Narazime zde na problém, ktery ptivodné
s nezobecnénou geodetickou deviaci nenastal, dochazi k relativnimu pohybu rov-
néz v ¢asovém smeéru.

Nyni vyjadiime vztahy pro zbylé bazové slozky separac¢niho vektoru Z, pri-
¢emz se nam bude pozdéji hodit zminéné rozdéleni na slozku v prvnim prostoro-
vém sméru ey a zbylé slozky v D — 2 prostorovych smérech e(;), tedy

( )

5 0) (o) 2 () ~(0) 7 (c) ~(d
ooZ 27 = 3h ghowd £74

5 (0) e) _ 2 pli) '
2727 = 2B 4o

(0)()(0)

)

= (4) i c i (®) (c) 7 (d
7" == RY 002 —2R" 777979 (2.5)

(0)(c (0)(c)(0)

Pro lepsi vhled do efekti popsanych témito rovnicemi je vyhodné kanonicky
rozlozit Riemanntv tenzor na ¢leny imérné stopé, tedy Ricciho skaldru a tenzoru,
a na bezestopou cast, tedy Weylav tenzor, ktery nésledné rozepiseme pomoci
Weylovych skalart, jako v ¢lanku [9].

2.2 Rozklad tenzoru krivosti

Standardné lze Riemanntiv tenzor rozlozit na bezestopou ¢ast, tedy Weylav
tenzor, a dalsi ¢asti imérné Ricciho tenzoru a skalaru:

2
Raped = C1abcd + m (ga[cRd]b - gb[cRd]a>
2

- (D - 1)(D - Q)Rga[cgd]ba

(2.6)

Takto muzeme samoziejmé rozlozit i projekce Riemannova tenzoru z (2.3)),
(2.4) a (2.5). V relevantnich vyrazech dale s¢itdme, bude proto uzitecné ve s¢i-
tacich indexech rozepsat prislusné projekce na soucet nékolika Riemannovych
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komponent s indexy prochazejicimi D — 1 hodnot typUE| i,j,k,1, tedy s oddélenou
¢asovou komponentou:

Ro))(e)0) = R(0)(5)00)(0) »
Roym) (o = Ro)m oo + oo + Roooa
Riy0)(00) = Biy0)10(0)
Ry (90) = B0 T Bi)o)mo)
Ry o)a) = B0 T oowo) + Baooo
+ Romoom + Boowo + Baooa -

Ze symetrii Riemannova tenzoru vidime, ze sta¢i rozlozit pomoci (2.6 jen
nekolik jeho typickych komponent. Mame tedy:

Reyoy00) = Chooa + D 5 (R — daRoy0) — D= 1)1(D — Q)Rén,
Riyomn =Cooeo + D 5 (0uRo)0 — 6Row) -
Rioi)ao0 = Cie o) + D 5 (0aRo)0) — GiRoy) -
Royonmn =Coown + 75— D 5 (BB — aRaow) — SR + Ragw)

1
- (D-1)(D-2)

Nyni ptepiseme prvni ¢len v (2.3)) pomoci predchozich vztaht a dostaneme
tak prvni ¢len zobecnéné rovnice geodetické deviace pro casovou slozku:

R (8i6y; — dudy) -

(0) () (o) )
RY 002 29 = Comnuwoz” 2%

1 ) 1 RN,
o Row” Z(k)—H(R<o><o>+D_1) Z¢ZY. (27)

Dalsi slozky maji vsak mnohem vétsi tendenci nabyvat v poc¢tu ¢lent, proto
zavedeme novou notaci, tedy usporadanou dvojici a trojici:

yo = ZW 70  xae = 7 70) 5 (2.8)

S timto novym zapisem budou rozpisy ¢lenii z rovnic geodetické deviace vice
kompaktni a prehledné. Pro zbylé ¢leny z ¢asové komponenty (2.3) takto dosta-
vame:

(0) 5(0) 5 (c) i (d) ikl i[k0
RY owZ 2927 = C >('><k><l)XJ + Cloy) (02X

K
—D—R (192X;" +D—Rmk)2xﬂ 0]

1 R [0}
- ) 2x! 2.
D—2(R<)<)+D—1> (2.9)

Do chvile, nez zavedeme skaldry vzhledem k nulové bézi, tak explicitné neoddélujeme pro-
jekce na e(q). Index | v ndsledujicich vyrazech tedy neni zafixovana hodnota jedna, ale prochazi
D — 1 hodnot od 1 do D — 1.
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(0) -, (b) _ ik
RY 0?29 = CopumY’
1

D -2

1

* D -2

Rejya Y™ -

R .
R + ) Y.l (2.10
(@@ p_1)% 210

Déle nam staci jiz pouze rozepsat ¢leny z rovnice ([2.5)) jelikoz zbyvajici pro-
jekce vystupujici v rovnici ((2.4]) dostaneme pouhym nahrazenim indexu 7 zafixo-
vanym indexem 1. Obecné tedy dostavame

(i) ) () &)
RY pow?Z 2927 = CammnX™ + Clig02X ™
+Co) >XO+C<WWMX[]
1 1 .
~ 55 Rou2X ™ - —— Ry 2X, M
D — 2 [k D _ o UmaA;
R li4] 1 o
- 2X. 01— R 24104
(D_l)(D_Q) J D—9 0)(3)
1 ; 1 .
— Ry 2X" + = R()92X
D — 2 M0®2XT T o o)
1 1 R .
2X0[k0] (R ) QXO[OZ} 211
D- t 55 oo+ 57 , (211)
R(l) Z(b)Z(C) = Y‘] + C YOk
(b)(©)(0) (1)(3) () (0) ($(0)()(0)
1 y 1 .
+5i§&WWH_5i§%m%J
1 k 1 R ;
B mR(i)(k)Y0 t5 5 (R(o)w) + D—l) Yo (2.12)
(i) ) _ K 1 K
R 002" =CoowoZ" - 55 RawZ"
1 R ,
— R —— )z, 2.13
+D_2<@m+D_J (2.13)

Jesté poznamenejme, ze v ¢lenu (2.11)) lze jesté provést nasledujici netrivialni
upravu, kterou pouzijeme pti pozdéjsim dosazovani:

1 . 1
—— Ry 2 XM — R 52X 0
IERROL D3 tom
_ 1 Ok? 0k k07 ki0
—Ejg&wﬂX — X0 x0Ty X0

1 . 4
—_ _X(]z'k Xk’LO — 2xz[k0} )
D_2R®®( + ) D5 lto®

Nyni budeme pokracovat nahrazenim projekci Weylova tenzoru pomoci Wylo-
vych skalart vyjadfenymi vici nulové bazi v prostoru, tedy {k,l,m;}, definované
témér totozné jako v kapitole 2 knihy [10]. Rozdil je ten, Ze nas popis se odehrava
obecné dimenzi D a tedy vektory m; nelze kombinovat do podoby komplexnich
nulovych vektori. Nacrt takové baze prostoru je pak na obrazku . Uvazujme
tedy
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k= r(eo +ew), 1=5e0) —ew),
m; = e) pro 1=2,....D—1, (2.14)

pricemz tyto prvky baze pak spliuji nasledujici relace:

k'l:—l, mi-mjzél-j,
k-k=0=1-1, k- mi=0=1-m,. (2.15)

Obréazek 2.2: Lze vidét, ze nova baze podél referencni geodetiky ma dva nulové
vektory lezici na svételném kuzelu. Zbylych D — 2 vektord se nezménilo a lezi
stale na (D — 2)-dimenzionalnim podprostoru M.

Weylovy skalary jsou pak zizenimi Weylova tenzoru s prvky nulové baze. Jsou,
jako predchozi volba baze, definované témér stejné jako v kapitole 7 knihy [10],
jen diky vyssi dimenzi prostoru musi mit pseudoskalary dodateéné prostorové
indexy:

a, bic,  d
\Ifoz‘j :Cabcd k m; k mj s

\Ijlijk = Cabcd k‘a mi’ m; mz y \Ilei — Oabcd ka lb kc m;i )
Woist = Capea m§ mimgmyi . Wag = Cpea K119k,
Woij = Clapeq K 1°m§ m? ) Woris = Capeq k*mj 1° m;‘i ;
\Ijgijk = C1abcd " m? m; mg ; \Ij3Ti - C’abcd " kb I mg )
Wyis = Cpea 1" mP 1° m;z : (2.16)

Algebraicky lze nékteré z nich lze déle rozlozit na jejich ireducibilni slozky viz
napiiklad [I1],
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- 2
Woe = Wik + méi[jqlek] ;

Yoran = Wora + 0;; Vs,

D —2

9 . . . .
\IJQUM - \IJszkl + D (5’“6\:[/2T(ﬂ) + 5JZ\IIQT(U€) - 61‘1\1/27’1(]'1@) - 5jk\Ing(zl))

4
452[k5l]
+ (D—2)(D—3) >

\Ij3ijk — @3ijk ‘I— m

Pomoci pseudoskalari a (2.15)) mizeme prepsat vzorce ([2.9)—(2.13)). Zde misto

¢tyt projekei Weylova tenzoru, které se uplatnily v klasické verzi rovnice geode-
tické deviace, jejiz D > 4 podoba je diskutovana v ¢lanku [9], potfebujeme celkem
deset projekci Weylova tenzoru rozepsat pomoci vyse definovanych pseudoskalart.
Ptavodni ¢tyti komponenty se samoziejmeé shoduji s nasimi. Neuvedené slozky jsou
bud nulové ze symetrii, nebo se daji zapsat pomoci uvedenych. Mame tedy

C(1)(J ) — \}5 (Upne — Wgim)
Cogma) = ;(‘I’Oﬂk + 2Worim + Wyin)
Coumn = \}5 (Vg + Wgin)

Cowma) (Woir = 2Worin — War)

l\D\»—*[\DM—k

(\Ijogl + Q\IJQT(]I) + \I}4JZ) 5

1
Coyimyo = 7 (Vi — Var)

Comoe =

Coymym = —Var ,

1
Comme = 7 (Uit + Uypi)
Commo) = Yas - (2.18)

Podobné musime jesté zapsat slozky Ricciho tenzoru v nulové bazi pomoci
podobnych pseudoskalart jako v pripadé Weylova tenzoru. Podle [11] je zavedeme
jako ztuzeni bezestopého Ricciho tenzoru Ry = Rap — %Rgab s prvky baze:
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1
Dgy = §Rabk%” :
1
Pori = —=Rapk®m?,
01 \/§ b i

(I)ll - 7e'abk;alb ;

Do = Rabm?m?- )
1
Proi = —=Raplom?
12 \/5 b 4
1
Doy = §Rabl“lb : (2.19)

a slozky Ricciho tenzoru pak prepiseme jako

R
Roy0) = oo + P11 + P2 — —

D b
Roy) = Poo — P22,
Ro)j) = Pors + P12,

R
Ry = Poo — P11 + Pop + D
Ry = Pori — Prai

R

Ry = Pozis + 1505 - (2.20)

Nyni jiz mizeme z definic (2.18)) a 12.20: dosadit do prislusnych cleni zo-
becnéné rovnice geodetické deviace (2.9)—(2.13). Pro ¢leny vystupujici v casové
slozce takto dostaneme

. 1 A
)Z(C)Z(d) = — (\I’ljkz + \I’gjkz) XIR \Ilzlelkl

V2
1 .
— = (W — 2oy — W) 2X7 R

(0) (b
B oy o@?

1 .
+ —— (U + Wy ) 2X R 3 (Wose + 2Worim + U yi) 2X710

S B
— —
[\

. 1
+ = (Uygy — Ugpy) 2X700 4 7 (Typi — g ) 2X KO

_%

" D-2 (®o0 — ®22) 2,7 — D_9 (Borr + Pyon) 2,0
1 . 1
+ mCI)OMQXJ[ko] + 55 (Pgir + Pror) 2 (Xl[kO} + Xk:[lo})
+1<CI> -0+ @ _|_R> 9 x 1[10]
D—9 00 11 22 D
1 R(D — 2) o
—— d Doy — ——— 2| 2X.V 2.21
D_2<00+ 11 + Po2 D(D—l)) i (2.21)
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- (b
R (b)(c)(O)Z( )Z(C) (Woir + 2Woriry + Wyin) yik

1
2

1 )
—= (W — W) 2Y UN 4 Wy M
\/_
t 5o 2@02JRY] D9 (Do1s — Pios) 20V
1 R
—— (20 — )yt
D—2 ( ntp- 1)
1 R ;
“D_»3 <‘I)00 + @1y + Poyo + Dl) Y, (2.22)
pro cleny deviace v prvni prostorové slozkce plati
- (b o) A (d 1 .
R(l)(b)(c)(d)Z( PV V2 (Wt — W) X7

1 . 1 .
= 5 (Yo + 28sim + Wan) 2 Xk 5 (Por = 20y — W) 2. X 1K)

1 : 1
(Typs + Wy ) 2X00 4 W0 XOF o (U + Wy ) 2X O

+—= -
V2 NG
1
BV (Ui — Wapn) 2X RO — g, 62 xO110)
1 ) 1
_ 5 Q(I)OijQXJ[kl] _ o) (‘Dmk _ (I’lzk) 9 x 1Ik1]
1 ! 1 R(3D — 2 |
— 5y (Por = Pu) 2X0 - o (% Py By D((D—l))> 2x 1
1 1
- D 9 ((I)OO - <I>22) 2X (o) + m ((1300 — (1)22) 2X1[10]
1
+ m ((p(nk - @1?@) 2 (Xl[kO] — XO[k’O])
27100 2.2
D2 ( D— 1) : (2.23)
(1) 5 0) (e _ 1 w1 i
R (b)(c)(O)Z A = 5 (\Ijojk -+ Q\IJQT[jk] - qj4jk> YIr — ﬁ (\Ilej + \Ingj) Y
1 1
o ﬁ (\IflTk - \Ingk) Yok \IIQSYM — E (\Ilek — ‘113Tk) y Ok
1 1 .
+D_2(<I>01]+<I>123)Y] D_2(CI’00—‘1)22)YJ~‘]
1
- m (@011@ — @12k) YOk
1 R(D —2)
5 (200 — 55— | Y 9.24
D= 2( " D(D—1)) : (2.24)
a
c 1
R(l)m)(c)(mz( ) =— NG (e — Wagu) ZH) — Uy z M
1
- (P @) 2
1 R(D -2
D2 <2‘D“ - D(@_l)> ) 2. (2:25)
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Nakonec pro zbylych D — 2 ¢lenti deviace v prostorovych smérech mame :

R(i)

(i)
R 4002

(®)(e)(d)

V2
V2

Z(b)Z(C)Z(d) — W X

1
(Uit — Wyin ) X

V2
1 . 1
W ign — Wain ) 22X 4 2 (Wi 4 20 iy + U gar ) 2X R
92 2T
1

. 1
(Wi + Wi ) 2X9R00 4 5 (o + 28 — W) 2 X k0]

. 1
+ Wi 2X700 — (W + W) 2X 200
V2
1
(Uyint + Wgonr) X O 4 5 (o = 2Warim — Vyur) 2. X 0kl

72 @02]’}9 2X][kl] -

D -2

D2(

D
+ 55

1
(‘Pozk + 2\II2T(7,I¢) + \Ij4 k) 2X0[k0] — ﬁ (\Ilei - ‘Ingi) 2X0[10]

1 1

72 (@Olk - élgk) 2 (Xl[kz} + Xk[lz])

(Pop — P11 + Do) 21— _ 2@02ik2Xj[jk]

R(3D —2)
D(D—1)(D - 2)

®017‘ @121,) 2X][J1} _ 2xj li7]

. 1 .
D_9 (Por: + Pros) 2.X; oy D_9 (Porr + Pran) 2X )

D

1
ﬁ ((I)Oli - @121’) QXO[IO]

1 .
5 (Boy — Pgp) 2X 10 —

1 R :
+ = (‘I)oo + @1y + Poo + ) 2X 01, (2.26)

D -2

D—-1

1 ) )
Z(C) = —— (\Iflijk —+ \I/3ijk) YJk —+ \I’gijyﬂ

V2
1
(Woir + 2Woping — Wyn) Y — — (Wi 4 Wgp) Y

V2

1
(\Ijozk + 2\II2T(zk) + ‘I;4zk) YOk — = (\Ilsz \I/3Ti) YOl

V2

(Pgrs + o) Y7' + (Pgg — Pop) Y

M\H[\D\H

b
D—2

; 1
@011‘ + @121’) }/3‘] - — 2@02ikY0k - (q)()li — @121’) Y01

D—2( D

D -2

1 R(D -2 ’
+ = (@oo + @y + Doy — H) Yo (2.27)

D(D - 1)

1
(\Ijozk + 2\II2T(11€) + \I;4zk) Z( ) ﬁ
1

1
D — 2@0221@2(19) - m ((D(ni — @121’) Z(l)

1 R(D —2 .
+ 53 ((I)Oo + By + Doy — D(<D_13> AZN (2.28)

(Ui — Wggpi) 2D
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Odvozené vyrazy — jsou, narozdil od klasického pripadu, pomérné
slozité. Obecné diskuze jednotlivych prispévki zlustava pro tuto chvili otevienym
problémem. 7 fyzikalniho pohledu je uziteéné, omezime-li se na specialni typy
prostorocasti a pozorovatell, kde vétsina ¢lenti vystupujicich v rovnicich geode-
tické deviace bude nulova. K tomu prirozené vyuzijeme algebraickou klasifikaci
prostorocasti.

2.3 Algebraicka klasifikace Weylova tenzoru

Vlastnosti Weylova tenzoru, jehoz komponenty vstupuji do rovnice geodetické
deviace a ziskavaji tak fyzikdlni vyznam, tzce souvisi s takzvanou algebraickou
klasifikaci prostorocast. Pravé s vidinou snazsiho uziti vysledkl této klasifikace
jsme presli pri predeslych upravach do nulové baze . Pokud budeme predpo-
kladat, ze pohyb referenc¢niho pozorovatele vystupujiciho v geodetické deviaci re-
spektuje strukturu hlavnich nulovych smérii algebraicky specialniho prostorocasu,
jsou nékteré z pseudoskalarti definovanych v (2.18]) nulové a vyznam nenulovych
skalarii je zvyraznén praveé skrze relativni pohyby testovacich pozorovatela.

Pro prehlednost shrneme algebraickou klasifikaci v ¢tyfrozmérném pripadé
a jeji rozsiteni pro D > 4, viz prehledovy clanek [12], pouze kratce okomentu-
jeme. Hlavni ingredienci je pocet tzv. principal null directions — hlavnich nulovych
smért, dale jen pnd, a jejich nasobnost. Podle shrnuti v knize [10] je vektor k
takovym pnd, pokud spliuje nasledujici vztah:

K Cappeak kK¢ = 0. (2.29)

Tato podminka se vSak v pripadé, ze jde o nami definovany nulovy vektor
k v (2.14) zjednodusi na ¥y = 0. Déle kdyz uvazime volnost ve volbé tetrady
a provedeme Lorentzovu transformaci odpovidajici rotaci kolem fixovaného I, tak
se nam obecné zméni vektor k na k'. Kazdopadné se ndm zméni také Wy na Wy,
které bude nové linearni kombinaci vSech pseudoskalari a parametru rotace. Jako
podminku na nulovost takového vysledku mame tedy rovnici ¢tvrtého radu pro
parametr rotace. Kofeny této rovnice pak urcuji ostatni pnd, které lze transfor-
maci zkonstruovat z ptivodniho k. Jak jsme jiz uvedli, klasicky pripad D = 4 je
popsan napiiklad v [I0], kde je standardni vektory my a mgs nahradit jedingym
komplexnim vektorem m a jeho komplexnim sdruzenim. Lorentzova transformace
je pak charakterizovana komplexnim parametrem a rovnice ¥(, = 0 ma tedy ¢tyti
koteny[| Vzhledem k mozné struktuie pnd je algebraicka klasifikace prostorocasu,
viz [10], definovéna takto:

2Ve vyssich dimenzich nemtizeme pouzit komplexni formalismus. Predevsim vsak neni zaru-
¢ena existence korent, kde ptipad bez korenu je oznacovan jako algebraicky obecny typ G.
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typI : ¢tyti odlisné pnd

typ I : jeden pnd nasobnosti 2, ostatni odlisné
typ D : dva odlisné pnd nasobnosti 2
typ III  :  jeden pnd nasobnosti 3, ostatni odlisné

typ N : jeden pnd nasobnosti 4
typ O :  konformné plochy prostorocas, neboli Cypeq = 0.

A v kazdém z téchto typu vymizi rizny pocet pseudoskalari, opét viz [10].
Konkrétné pro pnd odpovidajici vektoru k plati:

typl : PYy=0

typIll : ¥g=V; =0

typD : Uy=U;=U3=U;=0
typIII @ Vo=V =Ty =0

typ N : Upg=U; =V, =U3=0
typO @ Vo=V =V, =U3=U,=0.

V obecné dimenzi D > 4 je algebraickd klasifikace (nejen) Weylova tenzoru
zalozena na studiu riznych boostovych vah v prislusném bazovém rozkladu. Po-
stupujeme od nejvyssi boostové vahy. Jak jiz bylo zminéno, je mozné, ze prislusna
komponenta nebude pro zadnou volbu k nulova a hovorime pak o algebraicky
obecném typu G. Pro dalsi algebraické typy v prostorocasech s vyssi dimenzi
jsou nulové slozky W, ve stejném poradi jako v D = 4. Zde indexem 4 rozu-
mime ,hlavni“ index korespondujici s indexem Weylovych skalart v D = 4. Ze
znalosti vyznamnych feseni v obecné relativité vime, ze zajimavymi netrivialnimi
pripady jsou prostorocasy typu II, D a N. Nize uvedeme jednotlivé prispévky do
zobecnéné rovnice geodetické deviace praveé pro prostorocasy typu D a N.

Relevantni komponenty v prostorocasech typu D

Uvazujeme-li pozorovatele, jehoz nulova baze je zarovnand s privilegovanymi
nulovymi sméry Weylova tenzoru, budou pro prostorocas typu D nulové pouze
skaldry Wss. P¥ispévky do zobecnéné rovnice geodetické deviace (2.21)—([2.28)) se
vyrazné zjednodusi. Casti ¢asové slozky deviace jsou:

R (b)(C)(d)Z(b) 207D = gy XM Wy 2 X
— Wopim 2X 700 4 (2.30)

. b ¢ .
R o229 = = Wy Y7 4 UagV 1 .

kde ¢asti rovnic za tfemi teckami jsou nezménéné prispévky imeérné projekcim
R, a R. Dale nasleduji ¢asti vstupujici do prvni prostorové slozky:
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. b . d . .
R(l)(b)(c)(d)Z( 127 = — Wy 2X T W2 X7

+ o XM — W2 XM
= (1) (e ,
o2 29 =Wy YT — UysY 4
RY 0 2 = = Uas 2 + .,

R(l)

a Casti zbylé prostorové slozky:

RY oy ow? O 207D Wi XM 4 Wy 2X 1
+ Woriin 2X RO 4 ;2 X710
— Wt 2X O - W 2X OO 4
R (b)(c)(O)Z(b)Z(C) =W oot Y 4 Wi YO + Wiy VI 4
R 02 ©) =Wy Z*) 4 ...

Relevantni komponenty v prostorocasech typu N

(2.32)
(2.33)
(2.34)

(2.35)
(2.36)
(2.37)

Analogicky v prostorocasech typu N bude nenulové pouze W,;. Pro ¢asovou

komponentu dostavame:

d

. . 1 4 1 ,
RO o2 202 = S0ax 0 — 202X 4

. 1 .
R ALY O ST Y

(0)(€)(0)

privilegovana prostorova slozka obsahuje:

. . 1 . 1 )
R(l)(b AACY A §\I/4jk2Xj[k1] + §\If4jk2XJ[kO] + ...,

@)
1) S0) ) Lo vk
R o 2 == 5 Y

R 70 =0+ ...,

(0)(e)(0)

a pro zbylych D — 2 prostorovych slozek mame:

(@) 0 5@ _ Lo o g otk
R ow? 2927 = + 502X S Van2X

1 1
= 5 a2 X 4 o2 X
(4) - (b) (c)__l o lk } Ok
R go@Z 27 == %Y "+ oWl T4 .,
j 1
R(l)

(&) _Z ... 7k
Oeo? " =5 VarZ 4
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3. Geodeticka deviace v
Einsteinové teorii

V této kapitole aplikujeme omezeni plynouci z Einsteinovy teorie gravitace
na nase nove odvozené tetradové slozky zobecnéné rovnice geodetické deviace.
Cilem bude vyjadrit pseudoskalary ®, vzniklé z projekci Ricciho tenzoru, pomoci
tenzoru energie hybnosti a kosmologické konstanty.

3.1 Einsteinova teorie gravitace ve vice
dimenzich

Tvar rovnic gravitacniho pole v libovolné dimenzi D > 4 je shodny se ¢tytroz-
mérnym pripadem, tedy

1
Rab - iRgab + Agab = 8w Tab 5 (31)

kde ale a,b = 0,...,D — 1. Pro explicitni zahrnuti efekti hnoty v geodetické
deviaci potrebujeme z této rovnice ziskat skalarni kiivost a nésledné vyjadrit
Ricciho tenzor pouze pomoci tenzoru energie hybnosti, jeho stopy a kosmologické
konstanty. Skalarni kiivost najdeme jednoduse jako stopu Einsteinovych rovnic,
tedy jejich ztiZenim s g%,

R (87T — DA). (3.2)

“9-D

Déle pak dosazenim této stopy zpét do Einsteinovych rovnic (3.1)) a preuspo-
radanim c¢lentt dostaneme jejich dudlni tvar, tedy

Tgab ) 2Agab
D -2 D—-2"

Pomoci vztaht (3.2) a (3.3) jiz snadno vyjadiime vSechny projekce definované
v (2.19), tedy komponenty Ricciho tenzoru vzhledem k bézi {k,l, m;},
Bog = 4rTk k" (3.4)
Dops =4V 2 Tpkm? (3.5)
87T 2A R
— — 3.6
D—-2 D-2 + D’ (36)
81T 2A R>
57,] )

Rab = 87 (Tab — (33)

cI)ll = 87TTabk’alb +

D—2 D—2'D
Do =4V 21T 1%m! (3.8)
(I)QQ == 47TTablalb .

(3.7)

Dy :877Tabm;-’mg — <

Nyni uz pouze zbyva dosadit tyto vyrazy do obecnych projekci zobecnéné rov-
nice geodetické deviace, které jsme nalezli v predchozi kapitole. Jelikoz vysledek
nebude nikterak jednodussi a na obecné tirovni neptinese zadné nové pozorovani,

Vv

ilustrace.
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3.2 Priklad: geodeticka deviace pro algebraicky
specialni Kundtovy prostorocasy

Kundtova tfida geometrii [13] [14) [15] [16] [17] vychazi z definice zaloZené na
takzvanych optickych skaldrech viz [10], 12, 18]. Obecné se jedné o prostorocasy
pripoustéjici existenci nulové geodetické (afinné parametrizované) kongruence,
kterd je netwistujici, bezshearova a neexpandujici, tedy jejiz vSechny optické ska-
lary vymizi. Tato skupina prostorocasii nasledné obsahuje vyznamna presna reseni
v Einsteinové teorii a jejich rozsitenich, jakymi jsou napiiklad modely rovinnych
vln ¢ blizkohorizontové geometrie [10, [1§].

V této ukazce se omezime pouze na specialni pripad prostorocast algebraic-
kého typu II klasicky interpretovany jako gravitacni viny sitici se na pozadi typu
D. Vyjdeme zde z vysledki odvozenych pro klasickou geodetickou deviaci v préci
[19], pricemZ nasim cilem bude poukazat na kiivostni ¢leny obsazené v zobecnéné
rovnici geodetické deviace, které se nenachazi v rovnici klasické.

Uvazujeme-li metriku D-rozmérného Kundtova prostorocasu ve tvaru

ds® = gpe(7) daPdz? — 2dudr + (Cl?“? + c(u,x)) du?, (3.10)
kde p,g =2,...,D — 1 a kde a je konstanta, ktera lze vyjadrit z metriky vyse
1
a = 29uu,7"7‘ .

Potom jsou Weylovy skalary a jejich ireducibilni komponenty (2.17)) vyjddiené
vzhledem k bazil| nédsledovng

k=0, 1=3%0.,0,+0,, m;=ml0,.
Dostavame pak
. S

%S:g—? {“ (D—2)](%D—3)]’ (3-11)
Voran = quT(ij) + Dl_2 0ij Vs, (3.12)
Wy = gbfini {S pg — Dl_ngq SR} ) (3.13)

W = Vo = {5 3)2(D gy (Ot = Ou0in) P
2

+ D_14 (0irVoran — 0a¥orar — ik Voren + 61V oran ),

o m,_ P, n,  q.S,
\IJQijkl =Tm, mjmkml Cmpnq,

(3.14)

(3.15)

Wiy = 2Wyre =0, (3.16)
L (3.17)

(3.18)

Vor = Waup = Vg =0, 3.17
1 9 ki
U= — §mfm§ <guu||pq - ﬁ g guu||k||l) ; 3.18

!Tato baze vystihuje algebraickou strukturu prostorocasu . V feci geodetické devi-
ace s referenénim Casupodobnym pozorovatelem s D rychlosti w = 70, + 40, + 270, , tedy
spliujici w-w = —1, pak tato volba odpovidd podminkdm +/24 =1, 4P =0 a jiz nezbytné
V2i—1= %guu. K obecnéjsimu pozorovateli je mozné prejit Lorentzovou transformaci, ale
pro nase ilustrac¢ni ucely je tato volba dostatecna.
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kde symbol || oznacuje kovariantni derivaci na D — 2 dimenzionalnim pficném
prostoru s metrikou g,, a hornf index * k¥ivostni veli¢iny pocitané z této metriky.

N&s prostor pokladame za vakuovy, tedy tenzor energie-hybnosti, spole¢né
s jeho stopou, vymizi. Rovnice pak prejde do tvaru

2DA
R = D5 (3.19)

Néaslednym dosazenim do projekei Ricciho skaldru f pak zjistujeme,
ze se vSechny tyto pseudoskalary vynuluji a v nasich rovnicich pak nebudou viibec
vystupovat, coz znacné zjednodusuje jejich konecny tvar.

Déle vyjdeme z vysledki ¢lanku [20], kde je obdobny specidlni pripad Kun-
dtova prostorocasu typu II rovnéz uveden. Navic apendix ¢lanku pokytuje kom-
ponenty Ricciho tenzoru pro Kundtovy prostorocasy typu II. Spojenim téchto
vysledkil dostaneme vztah

R=°R+2a,

ktery po dosazeni do Einsteinovych gravita¢nich rovnic (3.1]) a opétovném vyuziti
vysledku z ¢lanku [20] spoleéné se vztahem (3.19)) vede na dilezité vztahy

Squ = QYpq;
*R=a(D - 2), kde a=—-—,

gklguuukw =0,

provazujici parametry metriky s geometrii pri¢ného prostoru.
Tento vysledek muzeme dosadit do diivéjsich vyjadieni pseudoskalara ((3.11])—
(3.18) v Kundtové prostorocase ([3.10)), tedy

D -2
U o= — .2
2= 1% (3.20)
oran =0, (3.21)
CL(SZ"
Wyrii) = D—_Jl, (3.22)
Wyt = Wy + 2a (3 61 — it 631 (3.23)
21]kl - Qljkl (_D . 1)(_D . 3) ik ]l il jk 9 .
\szi]-kz = mg'mimymj SCmpnq ; (3.24)
Wois =2V, =0, (3.25)
\Ingj = \Ijgijk = \ilgijk = 07 (3'26>
1
\Ij4ij = — §mfm;1 gUUHPHQ‘ (327)

Pravé komponenta Weylova tenzoru @Qijkl dand netrivialni geometrii pri¢ného
prostoru neni v klasické geodetické deviaci dostupnd, ale v zobecnéném popisu
bude. Kombinaci vysledki pro typ D a N z predchozi kapitoly dostaneme zobecné-
nou geodetickou deviaci v tomto prostorocasu. Dosazenim ¢lenii z — do
rovnic zobecnéné geodetické deviace — za prispévek typu D, dosazenim
f do stejnych rovnic za prispévek typu N, jejich sectenim a dosaze-
nim vyjadfeni komponent Weylova tenzoru f dostavame nasledujici

soustavu diferencidlnich rovnid?

2Piipomefime, Ze komponenty Ricciho tenzoru 1}1) jsou nulové.
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- (0) AN(D = 4) ) ) . o)
Z == 047 e PN/ AV
(D —2)? + (D — 2)2 (4)
1 . (7)
= S guupiie 2 2
- 7Y (7079 _ 707 )
3(D—1)(D —2)2 (
7. (767 _Z(O)ZJ>
“sp=n0-370
a émﬁmz GuulipllaZ” (Z(’“) <Z -7 ) —Z (Z(O) _ Z(l))> 7
Z =2Vt 522
D-2" "D 2
1 - (j)
= S Guupiie 2 2
AN(D? — 3D +4) ;o) . ©) "
79 (z0 7% _ 707 )
3(D—1)(D —2)2 <
AN(3D —2) o) )
+ po—zp Lo (202" - 202")
1 - () L0 sM\ sk
* émﬁ"mi GuulpllaZ (Z(’“) (Z —Z ) — 7 (Z<0> _ Z(l))) 7
=, () 1 p._q (k) 1 p_q ) {5 - (0)
Z = 2 M GuullpligZ " — oMMy, Guulpl|g 22— Z
79 (72079 _ 707 )
301D -2p (

Z VAQN A {04 >
T3 -nD-2p

1 - h . . .
5k Gl (Z Y-z (O)> <Z<’“> (Z(O) = Z(”) — 2" (20 - Z<1>))
4A(D — 6) : N - G) )
- AT O A A A )
3(D —2)%(D — 3) (J)(
2 (G :
— S Cnyny 2 202",

Ackoli jsme uvazovali velmi specialni prostorocas a splnéni mnoha omezujicich
podminek, které vynulovaly velky pocet ¢lent, presto predstavuji vyse uvedené
rovnice netrividlni systém, ktery nejspise nelze exaktné vytesit. Jeho detailni ana-
Iyza prekracuje nase casové moznosti. Na prvni pohled je vsak patrné, ze z téchto
rovnic je mozné ziskat informaci o geometrii pricného prostoru, kterd je repre-
zentovana jeho Weylovim tenzorem “Ci,png-

Pro srovnani uvedme jesté vysledek pro stejny prostorocas z pohledu klasické
rovnice geodetické deviace, zanedbejme derivace separacniho vektoru v predcho-
zich vztazich. Takto dostaneme
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Z(O) —0,

(1) 2A (1)
7V = 7
D—2 ’
2 1 k
27 = mimil guupa 2"

a vidime, ze jde o podstatné jednodussi soustavu rovnic, které Ize navic fesit ne-
zavisle na sobé. Primé informace o geometrii pricného D — 2 rozmérného prostoru
vsak zustava skryta.
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Z.aver

Hlavnim predmétem studia této prace byla rovnice geodetické deviace. V prvni
kapitole byla podrobné odvozena jak klasicka, tak zobecnénd varianta této rov-
nice. Motivaci pro odvozeni klasické rovnice geodetické deviace je, abychom uka-
vede nas ke spravnému tvaru rovnice. Nésledné uvolnénim jednoho z predpokladi,
za kterych plati klasické odvozeni, jsme byli schopni dojit k rovnici zobecnéné ge-
odetické deviace, jez se shoduje s tvarem uvadénym v dostupné literature. Oba
vypocty jsou navic vysveétleny podrobnéji, nez v ostatni literatute, kde se casto
vynechavaji z naseho pohledu dulezité detaily.

V nasledujici kapitole jsme rovnici zobecnéné geodetické deviace promitli do
ortonormalni bazi referenéniho pozorovatele pohybujiciho se na jedné ze studova-
nych geodetik. Ten je schopny mérit pravé projekce spojovaciho vektoru geodetik,
ktery vystupuje v nasich rovnicich, do své baze. Poté jsme vystupujici projekce
Riemannova tenzoru rozlozili na Weylav tenzor a dalsi ¢leny imérné metrice a sto-
pam Riemannova tenzoru. To nam prakticky umoznilo studovat tyto ¢asti prak-
ticky oddélené. Nésledné jsme jesté projekce prepsali do nové nulové béaze, tedy
jsme pozorovatelevybavili dvéma svételnymi, neboli nulovymi, vektory. Toto nam
umoznilo rozlozit ortonormalni projekce na Weylovy skalary. Toto vyjadreni je
vyhodné pro naslednou diskuzi rovnic ve specialnich algebraickych typech prosto-
rocast, se kterymi jsme se nasledné prehledné seznamili. Jako ukazku vyhodnosti
rozpisu do pseudoskalart jsme napsali tvar zobecnéné rovnice geodetické deviace
pro obecné prostorocasy typu D a N. Zde bychom chtéli praci v budoucnu doplnit
o obecnou diskuzi relativnich pohybt popsanych zobecnénou geodetickou deviaci
¢isté na zakladé algebraickych vlastnosti jejich jednotlivych ¢lent, cemuz jsme se
z Casovych divodl nevénovali.

V posledni kapitole jsme si jako priklad aplikace vybrali feseni v klasické Ein-
steinové teorii, ovSem v obecné dimenzi, ke které jsme pouze prehledné vypsali
potiebné vztahy. Uzitim rovnic gravita¢niho pole jsme vyjadrili projekce Ricciho
tenzoru pomoci jinych veli¢in teorie, tedy tenzoru energie-hybnosti a kosmologické
konstanty. Pozdéji v nasem ilustrativnim ptikladu uvazujeme vakuovy prostoro-
cas, kde ¢leny imérné tenzoru energie a hybnosti vymizi. Konkrétné jsme jako
priklad zvolili Kundttiv prostorocas algebraického typu II, bézné interpretovany
jako gravitacni viny na pozadi algebraického typu D. Z vysledkii praci zaby-
vajicich se timto tématem jsme byli schopni dosadit do nasich rovnic nenulové
pseudoskalary z rozkladu projekce Weylova tenzoru a ziskali jsme tak zobecnéné
rovnice geodetické deviace pro tento prostorocas v Einsteinové teorii.

Vyslednou soustavu diferencidlnich rovnic nejspiSe nelze resit exaktné. Dalsim
nameétem studia by tak mohlo byt numerické feSeni téchto rovnic nebo feseni
v jinych algebraicky specidlnich typech nejen Kundtovych prostorocast, v neva-
kuovém ptipadé, ¢i v jiné teorii gravitace. Ptrirozenym kandidatem by zde byla
Einsteinova—Gaussova—Bonnetova teorie, kterd se neobejde bez vyssich dimenzi
a tedy bohatsi struktury Weylova tenzoru.
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