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Uvod

Pri pozorovani nejakého sledu udalosti v ¢ase nas v praxi ¢asto zaujima, ako sa
vyvijal ich celkovy pocet. Tieto udalosti prichddzaju v ¢ase v ndhodnych ¢asovych
intervaloch, preto musime pouzit stochastické metody. Nastroj na takéto modelo-
vanie pontikajii ¢tacie procesy. Standardny, siroko pouzivany model je Poissonov
proces. Jedna z najdolezitejsich vlastnosti tohoto procesu je jeho ekvidisperzia. To
znamena ze jeho rozptyl a stredna hodnota poctu udalosti st si rovné. V praxi je
ale tato vlastnost neredlnym predpokladom pri pozorovanych udalostiach. Preto
je vhodné pouzit na redlne déata zlozeny Poissonov proces. Prikladom takého
procesu je Pélyov-Aeppliho proces. V tejto praci si odvodime, akymi sposobmi
vieme Pélyov-Aeppliho proces zadefinovat, dalej si ukazeme vztahy medzi tymito
definiciami a nejaké z jeho vlastnosti.

V prvej kapitole zavedieme vSetku teodriu, z ktorej budeme v praci vyché-
dzat. Jednd sa hlavne o tedriu k pravdepodobnostnym rozdeleniam a ndhodnym
procesom.

V druhej kapitole zadefinujeme geometrické Poissonovo rozdelenie, nazyvané
niekedy aj Polyovo-Aeppliho rozdelenie, ktoré vyuziva Pélyov-Aeppliho proces.
Geometrické Poissonovo rozdelenie je specidlny pripad zlozeného Poissonovho
rozdelenia, v ktorom sa jednotlivé s¢itance riadia geometrickym rozdelenim. Uk&-
zeme si rekurzivny, ale aj implicitny vzorec na vypocet jeho pravdepodobnosti a
porovname, ako vyzera graf pravdepodobnostného rozdelenia pri roznych para-
metroch.

V tretej kapitole sa budeme venovaf samotnému procesu. Ukazeme si Styri
uhly pohladu, ako sa vieme pozerat na tento proces a to ako na proces s nezavis-
Iymi prirastkami, zlozeny Poissonov proces, proces obnovy a Markovov retazec.
Vsetky tieto definicie si budu navzajom ekvivalentné, to znamend ze budu de-
finovat ten isty proces. Ked uz budeme mat Pélyov-Aeppliho proces zavedeny,
ukazeme si niektoré z jeho jednoduchsich vlastnosti, ako napriklad stredni hod-
notu a rozptyl, ale aj niektoré komplexnejsie vlastnosti, napriklad distribu¢nua
funkciu doby c¢akania na prichod udalosti.

Posledné kapitola bude venovana praktickej ¢asti, v ktorej si porovname dva
sposoby odhadovania parametrov pre geometrické Poissonovo rozdelenie, ktoré
ako sme si uz spominali je klticové pre Pélyov-Aeppliho proces. Toto rozdelenie
vystihuje data s takou povahou, zZe z nejakého poctu udalosti, ktorych je nahodny
pocet, nastane s nejakou pravdepodobnostou tspechu dalsi ndhodny pocet pozo-
rovanych udalosti. V €lanku |Ozel a Inal (2010) autori pouZivaju toto rozdelenie
na modelovanie poctu fatalit pri autonehodach, v ¢lanku Nuel| (2008)) zase na mo-
delovanie DNA substiticii baktérie E. coli. My budeme cerpat zo sveta Sportu,
presnejsie sa budeme snazit modelovat pravdepodobnosti poc¢tu odohranych kol
v play-off grandslamov, ktory je tenista schopny dosiahnut a ktory sa aspon raz
v kariére dostal na post svetovej jednotky.



1. Potrebna teodria

V tejto kapitole si pripomenieme par zakladnych pojmov, definicii, lemmat a
tvrdeni, ktoré budu kliucové pre zavedenie geometrického Poissonovho (alebo aj
Pélyovho-Aeppliho) rozdelenia a nésledne Pélyovho-Aeppliho ndhodného procesu.

1.1 Pravdepodobnostné rozdelenia

Pri Pélyovom-Aeppliho rozdeleni (a teda aj procese) sa vyuzivaju niektoré
diskrétne rozdelenia. Uvedieme si preto ich definicie a zopar uzito¢nych vlastnosti.
Zacneme pripomenutim definicie geometrického rozdelenia.

Definicia 1. Nech 0 < 0 <1 a majme diskrétnu nahodni velicinu X . Hovorime,
ze X ma geometrické rozdelenie s parametrom 0, pokial

P(X =k)=(1-0)"' k=1,2,3, ... (1.1)

Prvy moment a druhy centrdlny moment vyzeraju nasledovne:

ElX] =L o vax]= 22 (1.2)

Znacime X ~ Geo(0).

Pokial povazujeme 6 za pravdepodobnost tispechu, udava geometrické rozde-
lenie pravdepodobnost, ze prvy tspech nastane po k nezavislych pokusoch, kazdy
s pravdepodobnostou tspechu 6. Takyto predpis geometrického rozdelenia sa po-
uziva pre modelovanie poc¢tu pokusov do a vratane prvého tspechu. Definiciu
vieme modifikovaf tak, aby k reprezentovalo iba pocet netspesnych pokusov, kym
nastane prvy uspech a to nasledovne:

PY=k)=P(X=k+1)=(1-0)", k=012, ...

V nasledujicej lemme sa pozrieme na dalSiu charakteristiku geometrického
rozdelenia a to na jeho pravdepodobnostnu vytvarajicu funkciu.

Lemma 1. Majme nahodni velicinu X z geometrického rozdelenia s parametrom
0 € (0,1]. Potom pravdepodobnostnd vytvdrajica funkcia X je dand vztahom

Os

els) = 1= —g)s

(1.3)

Dokaz. Pretoze X ~ Geo(6), plati podla (L.1]) px(k) = P(X = k) = (1 —0)*10.
Pocitame:

Ix(s) = £ = 3 pa(i)s = (1= 0)05° = 0 3-((1=0)s)" " =
_ 082((1 _ f)s)i = 1—(28—9)5
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Pre zavedenie Pélyovho-Aeppliho rozdelenia budeme dalej potrebovat defini-
ciu Poissonovho rozdelenia.

Definicia 2. Diskrétna ndhodnd velicina N ma Poissonove rozdelenie s paramet-
rom \ > 0, pokial

k

A
P(N =k) = Fﬂ’ k=0,1,2, ... (1.4)

Pre Poissonovo rozdelenie plati
E[N] = var[N] = . (1.5)

Tdto vlastnost sa nazyva ekvidisperzia. Znacime N ~ P(N).

Posledné z diskrétnych rozdeleni, ktoré dokopy vyskladaju Pélyovo-Aeppliho
rozdelenie, je zlozené Poissonovo rozdelenie.

Definicia 3. Majme mnoZinu indexov I C Ny. Ndhodnd velicina S ma zloZené
Poissonove rozdelenie CP((Ai)ker) s parametrami (Ag)ger takymi, Ze A\, > 0 a
Y oker Mk = A < 00, pokial

N
S=> Xn, (1.6)
m=1

kde N ~ P()) je nezdvislé na X,,, ktoré si medzi sebou nezdvislé rovnako rozde-
lené podla

]P’(X:k)zj, kel (1.7)
V pripade, Ze N = 0, definujeme
0
S=> X,=0.

m=1
Znacime S ~ CP((Ax)rer) a v pripade, Ze mame iba jeden parameter \, mozZeme

znacenie zjednodusit na S ~ CP(N).

Tieto tri diskrétne rozdelenia budi dokopy tvorit Péylovo-Aeppliho rozdelenie,
o ktorom bude pojednané v dalsej kapitole. Teraz si este ukédzeme zopar uzitoc-
nych vlastnosti ako napriklad stredni hodnota a rozptyl zlozeného Poissonovho
rozdelenia.

Tvrdenie 2. Nech S ~ CP(\), kde A > 0, potom
1. E[S] = AE[X],
2. var[S] = AE[X?].



Dékaz. Pretoze S ~ CP()), platf N ~ P()\) a teda E[N] = var[N] = \. Dalej
pocitame:

1. E[S] = E[E(S|N)] = E[NE(X)] = E[N]E[X] = AE[X],
E

2. var[S] = E[var(S|N)| + var[E(S|N)] = E[Nvar(X)] + var[NE(X)] =
E [N]var[X] + (E [X])? var[N] = A(var[X] + (E[X])?) = NE[X?].

O

Pravdepodobnostni funkciu nepodmieneného rozdelenia ndhodnej veli¢iny S
vieme vyjadrif nasledovne.

Lemma 3. Ak S ~ CP((M)ker), kde per A = A a I C N je nejakd indexovd

mnozina, potom pre vsetky n € N je

Z ]I(k1+"'+k7rL:n))\kl T )\km (]‘8)

Dékaz. V pripade, Ze n = 0 je P(S = 0) = P(N = 0) = e *. VyuwZijeme vety o
tplnej pravdepodobnosti pre rozpisanie P(S = n):

o
P(S=n)=> P(Xi+Xo+ -+ X, =nN=m)P(N=m), n=12,...
m=0
A B
Uvedomime si, ze vyraz A hovori o pravdepodobnosti, ze sicet nahodnych veli¢in
X; sa bude rovnat n za podmienky, ze pocet s¢itancov je m, tedai=1,2, ..., m.
To isté reprezentuje vyraz

A'1431 cU Ak‘m
> H(k1+--~+km:n)Ta

pretoZze ndhodné veli¢iny X;, i = 1,2, ..., m, sa riadia rozdelenim (1.7)). Clen B
hovori o pravdepodobnosti, Ze pocet s¢itancov N sa rovnéa nejakému pevnému m.

Kedze mé& N Poissonovo rozdelenie, plati ((1.4)) a tym padom mame dokaz hotovy.
O

V [Ozel a Inal (2010) st pravdepodobnosti najprv odvodené pre I = {1,2},
¢o znamena, ze ¢islo n rozkladdme na dva séitance. Potom autori tento postup
zovseobecnuju pre I = N. V tom pripade ich mo6zeme rozpisat pomocou rovnice
(1.8]) nasledovne:

P(S =0)=e?,
A
_ —AM
P(S =1) T
A2\
_ ]
P(S=2)=e [2!—1—1!],



BT T T
AL 2N A )\3)\4]

A A A
1+12+ 3]7

_ _ =21
PE=D =1+ 5m T o

A5 MBA A2 MAZ A A A
o _ 2|1 17\2 113 179 17M\4 21\3 5
PS=0)=e ot Tom o T T T

(1.9)

Pravdepodobnosti P(S = k), k = 1,2,3, ... na lavej strane vyjadrujeme vy-
razmi na pravej strane, ktoré sa na prvy pohlad vzdaju dost zlozité. Ked sa nad
tym zamyslime, ide v podstate iba o to, kolkymi moznostami vieme poskladat
prirodzené ¢islo k pouzivajuc iba ¢isla 1,2, ..., k, pricom na poradi zalezi. Napri-
klad ak k£ = 5, potom mame sedem moznosti ako rozlozit toto ¢islo: {1,1,1,1,1},
{1,1,1,2}, {1,2,2}, {1,1,3}, {2,3}, {1,4}, {5}.

Poslednou z vlastnosti zlozeného Poissonovho rozdelenia, ktort si uvedieme,
je jeho pravdepodobnostna vytvarajica funkcia.

Lemma 4. Ak md ndhodnd velicina S zloZené Poissonovo rozdelenie, potom prav-
depodobnostnd vytvarajica funkcia S ma tvar

IIg(s) = eMIx(®-1 (1.10)

kde llx(s) je pravdepodobnostnd vytvdrajica funkcia scitancov.

Dékaz. 7 predpokladov S ~ CP()), teda plati pre S vztah (1.6). Pocitame
pravdepodobnostnu vytvarajicu funkciu

[s(s) = E[E [sXm=1 X |N = n]] = E[E[Ix(s)"|N = n]] =

)\n
= > eIy (s)]" = MO,
n—=0 n:

O

7 teodrie k pravdepodobnostnym rozdeleniam sme si spomenuli vSetko dole-
zité, ¢o budeme neskor potrebovat. V nasledujicej podkapitole si uvedieme zase
potrebnt tedriu z ndhodnych procesov, na ktorej budeme v tejto praci stavat.

1.2 Nahodné procesy

Citacie procesy sa pouzivaji na modelovanie po¢tu udalosti v case. Kedze
nasou témou je ¢itaci proces so spojitym c¢asom a diskrétnymi stavmi, uvedieme
si niekolko definicii, s ktorymi budeme pracovat, ked si budeme definovat Polyov-
Aeppliho proces. Za¢neme definiciou ¢itacieho procesu.



Definicia 4. Citaci proces {N(t),t > 0} je stochasticky proces, pre ktoryj platia
nasledujice vlastnosti:

1. N(t) >0,
2. N(t) je celociselné,

3. ak s <t, potom N(s) < N(t).

Navyse ak s < t, potom rozdiel N (t)— N(s) urcuje pocet prirastkov v ¢asovom
intervale (s, t].

Citacie procesy vieme rozliSovat podla typu prirastkov do mnohych kategorii.
Ako si ukazeme neskor, bude nas Pélyov-Aeppliho proces pripad procesu s neza-
vislymi a stacionarnymi prirastkami. Definujeme si teraz, kedy sa jedné o proces
s nezavislymi prirastkami.

Definicia 5. Majme citaci proces {N(t),t > 0}. Hovorime, Ze N(t) md nezdvislé
prirastky, ak pre vsetky n € N a pre l[ubovolni postupnost to,ti,ta, ..., t,, pre
ktoru plati

0<ty <ty <+ < tp,

st ndhodné veliciny N(t1) — N(to), N(t2) — N(t1), ..., N(t,) — N(t,—1) nezdvislé.

V dalsej definicii si uvedieme, kedy sa jedna o proces so staciondrnymi priras-
tkami.

Definicia 6. Majme citaci proces {N(t),t > 0}. Hovorime, Ze N(t) mad staci-
ondrne prirastky, ak pre vsetkyn € N, 0 <ty <ty < --- <t, a h > 0 nezdvisi
rozdelenie nahodného vektora (N (ty+h)—N(to+h), ..., N(t,+h)—N(t,—1+h))
na h.

Proces s nezavislymi prirastkami mé stacionarne prirastky, ked rozdelenie
Ry p=N(t+h)— N(t)

z&visi iba na h a nie na t. Inymi slovami povedané, zmena N (t) zavisi na velkosti
casového intervalu medzi pozorovaniami a nie na tom, v akom ¢asovom okamihu
sme prirastky pozorovali.

Pélyov-Aeppliho proces je citaci proces zalozeny na zlozenom Poissonovom
procesom, Co je jeden zo Specifickych pripadov vseobecného nahodného procesu.
Uvedieme si jeho definiciu.

Definicia 7. Nech X, Xo,... st nezdvislé, rovnako rozdelené, celociselné, nezd-
porné nahodné veliciny a nech Ny(t) je homogénny Poissonov proces s intenzitou
A > 0 nezdvislj na X;, i = 1,2,... Citaci proces {N(t),t > 0} taky, Ze

N(t) = > X, (1.11)

sa nazyva zloZeny Poissonov proces. V pripade, Ze N1(t) =0, je aj N(t) = 0.

7



Mohli sme si v§imnut, ze v definicii zloZzeného Poissonovho procesu sa vyuziva
obycajny Poissonov proces. Jedna sa o dalsi zo Specifickych pripadov vseobecného
¢itacieho procesu. Je to jeden z najcastejsie pouzivanych procesov pre modelovanie
poctov nejakych udalosti v case.

Definicia 8. Specifickyj pripad vseobecného Citacieho procesu {Ny(t),t > 0}, pre
ktory plati

1. zacina v nule skoro isto, t.j. N1(0) =0,

2. je to proces s nezavislymi prirastkami,

3. pre kazdé t > 0 a h > 0 mad pocet prirastkov Ry, = Ni(t + h) — Ny(t)
v lubovolnom intervale dizky h Poissonovo rozdelenie s parametrom \h,

sa nazyva homogénny Poissonov proces.

Poissonov proces ma mnoho vlastnosti a charakteristik, z ktorych budeme aj
my nejaké vyuzivat. Uvedieme si preto niektoré z nich.

Prva vlastnost sa bude tykat distribucnej funkcie doby c¢akania na udalost
v Poissonovom procese. Doba prvého prichodu Poissonovho procesu je také ¢,

.....

Uy = inf{t >0, Ny(t) > 1}. (1.12)

Takéto U; reprezentuje cas prichodu prvej udalosti. Dobu ¢akania U, na druhua
udalost, ktora nastala po prvej, vieme matematicky vyjadrit ako

Ug = mf{t Z O,Nl(t) Z 2} - Ul-
Podobne zavedieme aj ostatné doby cakania
U, =inf{t >0, Ni(t) >n} — U,y n=2,3, ... (1.13)

V nasledujicej vete si uvedieme, ze tieto doby cakania maji pri Poissonovom
procese exponencialne rozdelenie.

Veta 5. Doby medzi prichodmi Uy, Us, ... definované ako v (1.12)) a (1.13]) jed-

notlivych udalosti Poissonovho procesu su nezdvislé a rovnako rozdelené ndhodné
veliciny z exponencidlneho rozdelenia s parametrom X\, kde A > 0 je intenzita
Poissonovho procesu.

Dokaz. Vid Rolski a kol (1999), Theoreom 5.2.1.
[l

Jeden zo sposobov, ako zadefinovat Polyov-Aeppliho proces, je cez proces ob-
novy. V knihe [Rolski a kol.| (1999), podkapitola 6.1, alebo v skriptéch |Praskova
a Lachout| (2012), str. 133, je definovany proces obnovy nasledovne.



Definicia 9. Nech {T,,,n € N} je postupnost nezdvislyjch nahodnijch velicin, ktoré
nadobidaji iba nezdporné hodnoty. Dalej predpokladajme, Ze Ty, T, ... maji rov-
naké rozdelenie s distribucnou funkciou F, pre ktorid plati F(0) < 1 a so strednou
hodnotou . Polozme Sy =0 a

S?’L:ZTk7 n:1,2,3,...
=1

Potom proces ndhodnych velicin {N(t),t > 0} takych, Ze
N(t) =sup{n € Ny : S, <t},

sa nazyva proces obnovy. Pokial P(Ty > 0) > 0, hovorime, zZe {N(t),t > 0} je
proces obnovy s oneskorenim.

Vzhladom k tomu, Ze predpokladame T5 > 0 s pravdepodobnosfou jedna a
F(0) = P(Tz = 0) < 1, je p > 0. Nahodné veli¢ina S,, znaci ¢as, kedy ddjde
k vyskytu n-tej udalosti (obnovy), N(t) je poCet obnov v intervale [0,¢]. Ak je
Ty, = S = 0, povazujeme pociatok za ¢as obnovy. Niekedy v tomto pripade
hovorime o ¢istom procese obnovy. Nahodné veli¢iny 15,73, ... st doby medzi
obnovami. Typickym prikladom procesu obnovy je proces vymeny suciastok za-
riadenia v nepretrzitej prevadzke.

Existuje viacero Specifickych pripadov procesu obnovy. Budeme z nich potre-
bovat pripad procesu obnovy s oneskorenim a pripad procesu so stacionarnymi
prirastkami. O proces obnovy s oneskorenim sa jedna vtedy, ak Fr, (0) = P(7y =
0) < 1. V nasledujicom tvrdeni si ukazeme, kedy sa jednd o proces obnovy so
stacionarnymi prirastkami.

Tvrdenie 6. Nech {N(t),t >
funkcia Ty splna vztah Fr,(t ) =

0} je proces obnovy s oneskorenim a distribucnd
1

o

stactondrne prirastky.

g( — F(u))du, potom hovorime, Ze N(t) ma

Dékaz. Vid Rolski a kol (1999), Theorem 6.1.8.
[

V tejto praci sa pouziva vyraz martingdla. Uvedieme si preto vyznam tohto
pojmu v matematike.

Definicia 10. Nech N(t) je ndhodny proces so spojitym casom prisposobeny
sprava spojitej filtracii Hy, t € [0,00). Hovorime, Ze N(t) je martingdla, pokial
splna nasledujice vlastnosti:

1. E[|N(t)|] < oo pre vsetky t a
2. E[N(t)|Hs) = N(s) pre vsetky s < t.

Proces nazjvame submartingdlou (resp. supermaringdlou), ak je rovnost nahra-
dend > (resp. <).



V predoslej definicii je spomenuty vyraz sprava spojita filtracia. Filtracia je
postupnost podmnozin H; (ktoré su zaroven o-algebry), t € [0,00), o-algebry A,
takych ze pre kazdé s <t je H; C H,. Hovorime, ze filtracia je sprava spojita, ak

ﬂ Ht+e = H;.

e>0

V tejto praci vyuzivame okrem iného aj Markovove retazce. Rovnako ako pri
definicii procese obnovy budeme Cerpat z Praskova a Lachout, (2012), str. 77.

Definicia 11. Systém celociselngch nahodngch velicin { N, t > 0} definovanych
na pravdepodobnostnom priestore (Q, A, P) sa nazgva Markovov retazec so spoji-
tym casom a spocetnou mnozinou stavov S, pokial

P(Nt :j‘Ns :ZaNtn :7/77,7 "'7Nt1 :Zl) :]P)(Nt :j’NS :Z)

pre vsetky i,7,11, ...,1, € S a pre vSethky 0 < t; <ty < --- < t, < s <t pre
ktoré P(Ng = i, Ny, = i, ..., Ny = i1) > 0. Pravdepodobnost P(N, = j|Ns; = 1)
oznacime ako p;j(s,t) a budeme ju nazyvat pravdepodobnost prechodu zo stavu i
v case s do stavu j v case t.

My sa budeme zaoberat iba s homogénnymi Markovovymi retazcami so spo-
jitym casom. Su to také Markovove retazce, ktoré spliaju nasledujicu vlastnost:

pij(s,s +1) =pi(t), s>0,t>0.

Pokial pre kazdé i,j € S budeme uvazovat cely systém pravdepodobnosti
{pij(t),t > 0}, pre ktory plati 3=, s pi;(t) = 1, mozeme tento systém zapisat
maticovym spdsobom {P(t),t > 0}. Zvycajne sa definuje p;;(0) = d;;, kde 0;; je
Kroneckerov symbol, t.j. P(0) = I. Kroneckerove delta je také d;;, pre ktoré plati

0. i
%:{, Z#J
1, =17

Prislusné intenzity prechodu homogénneho retazca st definované nasledovne.

Definicia 12. Majme mnoZinu stavov S a nezdporné cisla

s 1 — pii(h)
TR
T pz’j( )

Qij = hlga h

Tieto budeme nazyjvat intenzity prechodu zo stavu i do stavu j, i, € S. Cislo ¢,
sa nazyva celkovd intenzita. Matica Q = {q;;,1,7 € S}, kde ¢;; = —q;, sa nazgva
matica intenzit prechodu.

V tejto praci pouzijeme Kolmogorovove diferencialne rovnice. Kedze sme si

pripravili vSetky nastroje na ich zavedenie, mézeme si ich sformulovat v dalsom
tvrdeni.
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Tvrdenie 7. Predpokladajme, Ze q; < oo pre vsetky i € S a plati

g = Z‘ﬁj pre vsetky i € S.
J#i
Potom pravdepodobnosti prechodu p;;(t) su diferencovatelné pre vsetky i,j € S
at >0 a sistavu prospektivnych Kolmogorovovych diferencidlnych rovnic vieme

zapisat maticovo ako

P'(t) = P(t)Q. (1.14)

Dékaz. Vid Praskova a Lachout| (2012)), veta 3.10.

Posledny pojem, ktory si spomenieme, je index disperzie.

Definicia 13. Majme ndhodny proces N(t) so strednou hodnotou j a rozptylom
o?. Index disperzie je definovany ako

D(N() = (1.15)

Tento pomer nam hovori o tom, ¢i je pozorovany pocet vyskytov zhluknuty
alebo rozptyleny oproti nejakému porovnavanému modelu. Ak ma ndhodna veli-
¢ina Poissonovo rozdelenie, je tento index rovny jednej. Pri geometrickom rozde-
dat o pocte vyskytov z nejakého ¢asového intervalu a index disperzie je blizko 1,
hovori nam to, ze pocet vyskytov bude mat pravdepodobne Poissonove rozdelenie
ako 1, znamena to, Ze sa Castejsie vyskytuju intervaly s vyssim a nizsim poc¢tom
vyskytov oproti pripadu, kedy by boli tieto pocty vyskytov nejakych udalosti
z Poissonovho rozdelenia. Vtedy hovorime, ze data maji nadmerny rozptyl. Ako
si ukazeme neskor v préaci, bude Pélyov-Aeppliho proces presne tento pripad.

11



2. Geometrické Poissonovo
rozdelenie

V tejto kapitole si zadefinujeme rozdelenie, ktoré bude klucové pre Polyov-
Aeppliho proces. Bude sa jednaf o zlozené Poissonovo rozdelenie, ktorého s¢itance
sa riadia geometrickym rozdelenim. Preto sa aj nazyva geometrické Poissonovo
rozdelenie (alebo aj Pélyovo-Aeppliho rozdelenie). Ukazeme si aj zopar vlastnosti
a aj to, ako vyzera graf pravdepodobnostnej funkcie rozdelenia pri rozli¢nych pa-
rametroch.

2.1 Zavedenie

V predoslej kapitole sme si pripomenuli niekolko zakladnych a uzitocnych
definicii a tvrdeni. Mame teda vSetko potrebné pre zadefinovanie nasho rozdelenia.

Definicia 14 (Geometrické Poissonove rozdelenie). Ndhodnd velicina S md geo-
metrické Poissonove rozdelenie GP(\, 8), kde parameter 6 € (0, 1] ndlezi geomet-
rickej casti rozdelenia, teda scitancom a parameter X > 0 zase Poissonovej casti
rozdelenia, teda poctu scitancov, prdave ked S ~ CP((Ax)ken) @

Me=A1—-0)10, k=12 ... (2.1)

V pripade kedy 0 = 1, sa jednd o degenerovany pripad a toto rozdelenie sa stdva
Poissonovym.

V tvrdeni [2| sme si odvodili vzorce pre strednii hodnotu a rozptyl zlozeného
Poissonovho rozdelenia. Ako jeho désledok vyplynu strednd hodnota a rozptyl
geometrického Poissonovho rozdelenia.

Désledok 8. Pokial S ~ GP(A,0), potom strednd hodnotu a rozptyl geometric-
kého Poissonovho rozdelenia maji tvar
A A2 —0)

E[S]== a var[S]= 7

; . (2.2)

Dokaz. Trividlne. Spoc¢itame druhy necentralny moment geometrického rozdele-
nia s parametrom # a spolu s prvym momentom v dosadime do vzorcov v
tvrdeni 2

O

V nasledujicej vete si uvedieme rekurzivny vztah pre rozdelenie pravdepo-
dobnosti geometrického Poissonovho rozdelenia.
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Veta 9. Majme ndhodni velicinu S ~ GP(\,0). Potom plati
P(S=0)=e? a PS=1)=e?*1-0)z (2.3)

apren > 2, n €N,

P(S =n) = (2”_n2+z)<1—9)xp>(s —n—1)+ (2 ; n) (1—0)*P(S = n—2), (2.4)
kde z = %.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Nuel (2008)), Proposition 7.
0

Rekurzivna formula v rovnici vyzaduje vypocet predoslych pravdepo-
dobnosti P(S = k), k=0,1,2, ...,n — 1 na to, aby sme urcili P(S = n). Takyto
algoritmus na pocitanie pravdepodobnosti je ¢asovo aj pamatovo narocny pre
velké hodnoty n. Tento problém vieme ale odstranif tak, ze vzorec prevedieme
do explicitného tvaru, o ¢om budeme pojednavat v nasledujicej podkapitole.

2.2 Rozdelenie pravdepodobnosti

Pre dovody spomenuté na konci minulej podkapitoly zavedieme iné sposoby
ako pocitat pravdepodobnosti geometrického Poissonovho rozdelenia. Kazdy je
zalozeny na nieCom inom. Jeden zo spdsobov ako spocitat pravdepodobnosti
geometrického Poissonovho rozdelenia explicitnym vzorcom, ktory si uvedieme
neskor v tejto podkapitole, bude vyuzivat pravdepodobnostni vytvarajicu fun-
kciu tohto rozdelenia. Teraz si ukdzeme prvy sposob, ako spocitat pravdepodob-
nosti geometrického Possonovho rozdelenia. V nasledujicom tvrdeni si zhrnieme
vsetky nase doterajsie poznatky a zavedieme explicitny vzorec pre vypocet prav-
depodobnosti P(S = k) geometrického Poissonovho rozdelenia.

Tvrdenie 10. Ak S ~ GP(\,0), potom pre vsetky n € N dostdavame

P(S =n) = e kﬁj 2!(1 — gyrkgk (Z - 1) (2.5)

Dékaz. K dokazu vyuzijeme rovnice (1.8)) a (2.1). Pre vSetky n € N dostavame

- “ )\m n—mpOm
]P)(S = n) =€ A Z W(l — 0) 0 Z ]I(k1+---+km=n)a
m=1 : k1,...,km €N

A(n,m)
n—1
m—1
zentuje pocet moznosti (na poradi zdlezi), ako vieme séitat m prirodzenych ¢isel
tak, aby dévali sicet n. Majme mnozinu M = {1, ..., n}. Mnozina M obsahuje

¢ize stac¢i ndm ukézat, ze A(n,m) = ( ) Uvedomime si, ze ¢len A(n,m) repre-
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prave n — 1 ¢iarok (alebo prepazok) a vyber m — 1 tychto ¢iarok zrejme dava
rozklad ¢isla n. VSetkych tychto moznosti je dohromady (:;11) Kedze sa jedna
o pocet moznosti, ako s¢itat m prirodzenych cisel tak, aby davali sucet n a ¢len
A(n,m) hovori to isté, ukdzali sme, ze A(n,m) = (:;11) a tvrdenie je dokdzané.
m

V |Ozel a Inal (2010) autori ukazujt dalsi sposob, ako sa dopracovat k tymto
pravdepodobnostiam, ktory je zalozeny na derivovani pravdepodobnostnej vytva-
rajucej funkcie. Potrebujeme ale vediet, ako vyzera pravdepodobnostna vytvara-
juca funkcia geometrického Poissonovho rozdelenia. Ukézeme si to v nasledujtcej
lemme.

Lemma 11. Nech S ~ GP(\,0), potom pravdepodobnostnd vytvdrajica funkcia
S mad tvar

My(s) = e~ N-9/(-(1-0)3) (2.6)
Dékaz. Dosadenim (|1.3)) do (|1.10) dostdvame vztah

Ts(s) = oA A0/ (1-(1-0)s)]

Postupnymi tpravami sa dostaneme az na tvar

Mg (s) = e M1-9)/0-(-0)s)]

¢o je rovné (2.6). Tym padom je lemma dokazané.
O

Teraz ked mame pravdepodobnostni vytvarajicu funkciu geometrického Po-
issonovho rozdelenia, spoc¢itame k-tu derivaciu v bode s = 0:

0" /05" (ITs(s))ls=0

P(S = 0) = TI5(0), P(S=Fk) = o ,

k=1,2,... (2.7

Z rovnice nam vyjdua rovnaké pravdepodobnosti ako v . Mame teda
k dispozicii dva spdsoby pre vypocet pravdepodobnosti P(S = k), ktory nie je
rekurzivny. Tym paddom mézeme rovno urcit tieto pravdepodobnosti P(S = k)
napriklad podla bez toho, aby sme predtym museli poc¢itat vsetky predoslé
P(S=1),1=0,1,2, ...,k — 1, ¢o vyrazne usetri ¢as vypoctu.

Na obrazku si ukazeme graf pravdepodobnostnej funkcie geometrického
Poissonovho rozdelenia s réznou volbou parametrov 6 a A tak, ze E[S] = \/0 =
7. VSimnime si, ze so zmensujucim sa parametrom 6 dostavame fazsie konce
rozdelenia.
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Pravdepodobnostna funkcia geometrického Poissonovho rozdelenia

0.20
]

P(N=k)
0.10
]

0.05
]

0.00
]

Obr. 2.1: Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny S ~ GP (X, 0) s A0 =7
a # nabyvajucim réznych hodnét. Od horného az po spodny graf distribucne;j
funkcie v bode k ~ 7, 6 je rovné 0.9,0.8, ..., 0.2,0.1. Ciernou farbou je znézorneny
Poissonov pripad, t.j. 8 = 1.0.
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3. Pdolyov-Aeppliho proces

3.1 Definicie Pélyovho-Aeppliho procesu

V tejto kapitole zavedieme Poélyov-Aeppliho proces réznymi sposobmi. Bu-
deme vychadzat z ¢lanku |Chukova a Minkova, (2013). Pri kazdej definicii sa bu-
deme na tento proces pozerat z iného uhla pohladu a ukdzeme si vztahy me-
dzi nimi. Nakoniec si spomenieme zopar vlastnosti tohto procesu. Pre Polyov-
Aeppliho proces budeme pouzivat skratku PAP.

3.1.1 PAP ako proces s nezavislymi prirastkami

V minulej kapitole, tvrdenie [I0] sme si odvodili vzorec pre vypocet pravde-
podobnosti Pélyovho-Aeppliho rozdelenia. Budeme chcief Polyov-Aeppliho pro-
ces zaviest tak, aby prirastky mali prislusné Poélyovo-Aeppliho rozdelenie, teda
N(t) ~ GP(At,0). Potom si budeme vediet odvodit pravdepodobnosti pre cel-
kovy pocet prirastkov v ¢ase (N(t)) podla tvrdenia [10| nasledovne:

e~ At n=>0

e G - )RR (3Th), n=1,2, .

(3.1)

P(N(t) =n)= {

Ukéazeme si prvy sposob, ako sa da pozerat na Pélyov-Aeppliho proces. Jedna
sa 0 zovseobecnenie definicie |§] Poissonovho procesu.

Definicia 15. Citaci proces {N(t),t > 0} sa nazjva Pélyov-Aeppliho proces s pa-
rametrami \ a 0 ak plati
1. zacina v nule skoro isto, t.j. N(0) =0,

2. je to proces s nezdvislymi prirastkams,

3. pre kazdé t > 0 md pocet prirastkov procesu v lubovolnom intervale diZky t
geometrické Poissonovo rozdelenie s parametrami At a 0.

Znacime {N(t),t > 0} ~ PAP(X,0). Ak 6 = 1, proces sa zjednodusi na pripad
PAP(N 1), éo je homogénny Poissonov proces s intenzitou \.

3.1.2 PAP ako zlozeny Poissonov proces

V tejto sekcii si ukazeme, ze Pélyov-Aeppliho proces sa da zaviest ako zlozeny
Poissonov proces.

Definicia 16. Uvazujme zloZeny Poissonov proces {N(t),t > 0} ako v definicii
[1 Vezmeme X; ~ Geo(0) z definicie[l] a dosadime do (1.11]). Potom

Nit)=Xi+Xo+- -+ Xy, t2>0,

je Pdélyov-Aeppliho proces.
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3.1.3 PAP ako oneskoreny proces obnovy

Dalsf sposob ako definovat Pélyov-Aeppliho proces je cez oneskoreny proces
obnovy tak, aky ho mdme uvedeny v definicii [0} Budeme pouzivat exponencidlne
rozdelenie s parametrom A, ktoré je s pravdepodobnostou 1 — 6 stustredené v nule
a ktoré znacime ako Exp(A,6). Preto predtym, ako si uvedieme dalsiu definiciu
Pélyovho-Aeppliho procesu, si ukdzeme, aky predpis ma distribu¢né funkcia tohto
rozdelenia.

Definicia 17. Ndhodnd velicina T ~ Exp(\,0) md tvar distribucnej funkcie

Fr(t)=1—0e t>0.

Predtym este, ako si uvedieme dalsiu definiciu Poissonovho procesu z formal-
nych doévodov vysvetlime znacenie 7' ~ Exp(\). Tymto znacenim je myslené,
ze ndhodna velicina T ma exponencialne rozdelenie s parametrom \. Sme teda
pripraveny uviest si dalsiu definiciu Pélyovho-Aeppliho procesu.

Definicia 18. Oneskoreny proces obnovy {T1,Ts, ...} sa nazjva Pélyov-Aeppliho
proces s parametrami X a 0, ak Ty ~ Exp(\) a T; ~ Exzp(\, 0),i=2,3, ...

Z definicii [I7 a[1§ vyplyva, Ze vSetky T;, i = 2,3, ... maju distribu¢ni funkciu
v tvare

Fr.(t)=1—0e™, t>0. (3.2)

Existuje vztah medzi distribu¢nou funkciou prvého casu prichodu T a ostatnymi
T, T3, ..., ktory si uvedieme v dalsej lemme.

Lemma 12. Pre Ty ~ Exp(\) a T; ~ Exp(\, 0) plati, Ze

Fr,(t) = /Ot(1 — Pr(w)du, i=2,3,... (3.3)

ET:
Dokaz. Pretoze Ti je z exponencidlneho rozdelenia s parametrom A, dostavame
Fr,(t) =1 — e . Spocitame najprv stredni hodnotu

[e'S) S 0
Eﬂ:/ (1—FTi(t))dt:6/ eMdt = -,
0 0 A

i = 2,3, ... Dalej pocitame

_)\u _ ,\u _ _ t
ET ) du = — /06 du = /)\e du=1—¢e",

¢o je presne Fr, (t) a tym padom je lemma dokézané.
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3.1.4 PAP ako Markovov retazec

Ked si uvedomime, ze pri konstrukcii PAP(A,0) sa dd postupovat cez prav-
depodobnosti prechodu, moézeme Polyov-Aeppliho proces definovat ako Markovov
retazec.

Definicia 19. Majme Markovov retazec {N(t),t > 0} s mnoZinou stavov S = Ny
a pociatocnym rozdelenim N(0) = 0. Nech pre pravdepodobnosti prechodu plaita
vztahy

1 — Ah+o(h), n=m
P(N(t+h)=n|N(t)=m)=¢60(1—0)" Ah+o(h), n=m+i,ieN, (3.4)
0, n <m,

pre kazdé m € Ny, t,h >0, kde o(h) 29, Potom sa jednd o Pélyov-Aeppliho

proces s parametrami A a 0. Prislusnd matica intenzit prechodu md tvar

=X A0 A1-0)0 X1-06)%0

0 —-X A0 A1 —6)0
Q=10 0 —A A0

0 0 0 -

3.2 Ekvivalencia definicii PAP

V predoslej podkapitole sme si ukazali niekolko sposobov, ako sa da nahliadat
na Pélyov-Aeppliho proces. Aby tieto Styri spomenuté spdsoby definicie PAP
definovali ten isty proces, treba ukazat, ze su si navzajom ekvivalentné.

Tvrdenie 13. Proces z definicie[16] je presne taky PAP, ako je definovany v de-
finicii[15,

Dokaz.

o Najprv si dokdZeme implikéciu — [15] Majme proces ako v definicii
a overime, ¢i su splnené vsetky tri body definicie [15]

1. Pretoze PAP je zlozeny Poissonov proces, mame N;(t) ako v definicii
8 pre ktory je N1(0) = 0 skoro iste. Tym padom je aj N(0) = 0 skoro
iste.

2. OznaCme

Ni(t2)
R1,2:N(t2)_N(tl) = X

i=Nq (t1)+1

.

Y

ktoré reprezentuje pocet prirastkov v ¢asovom intervale (1, 5] a

Ni(ta)
R3’4 - N(t4) - N(tg) == X

i=Nq (t3)+1

<.

Y
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ktoré zase reprezentuje pocet prirastkov v Casovom intervale (t3,%4].
Pretoze N; mé nezavislé prirastky a nahodné veliciny X; su nezavislé
na {Ni(t),t > 0} dostdvame, ze Ry a R34 si nezavislé. Podobne sa
ukaze nezavislost prirastkov v n disjunktnych intervaloch.

3. Veliciny Xy, Xo, ..., Xn, ) v definicii [16] maji geometrické rozdelenie
a Ni(t) je Poissonov proces ako v definicii [§} teda ma Poissonovo roz-
delenie s parametrom At. Potom pre sumu

<.
Il
—

plati, ze ma geometrické Poissonovo rozdelenie s parametrami At a 6 a
tym padom pravdepodobnosti P(N(t) = n) maju predpis ako v (3.1).

o Obratena implikacia — sa dokaze nasledovne. Majme proces
z definicie , potom podla Daley a kol.| (2003)), Theorem 2.2.11, sa jedna
o zlozeny Poissonov proces, pricom X; maji geometrické rozdelenie.

]

Tvrdenie 14. Definicie[16 a[1§ si si navzdjom ekvivalentné.

Dokaz.

o Zacneme implikaciou -
Majme proces N (t) ako v definicii . Ozna¢me doby cakania na udalost Uj;

Poissonovho procesu N (t), pre ktoré platia vztahy (1.12) a (1.13)). Dalej
ozna¢me T} = U; ako dobu ¢akania na prvi udalost procesu N(t). Kedze

udalosti 1,2, ..., X, prisli v case spolo¢ne, su T = --- = T, = 0. Na-
sledujice nenulové T; bude T, 1 = Us. Takto pokracujem az po U,. Z
vety |5 vieme, ze doby medzi prichodmi udalosti Uy, Us, ..., U, v Poissono-

vom procese maju exponencialne rozdelenie s parametrom A. To plati pre
Ty = Uy. Pre Ty plati P(T, = 0) = P(X; > 1) =1 -0 a Ty = U,, pokial
X = 1. To znamena, ze Ty ~ Exp(\, 0). Nezavislost T1 a To mdzeme ukézat
nasledovne:

P(Ty <t1,T5 <ty) =P(Th < 1,15 <ty, X3 =1)+
+P(Ty <61, T2 <15, X, > 1) =
—PU, < 1, Uy < to, X1 = 1) + P(U, < £, Xy > 1) =
— P(U, < 1)P(Us < t2)P(X1 = 1)+
+P(U; <t)P(X; > 1) =
=(1—-e™)(1—e?)f+(1—e?)(1-0) =
= (1—e )1 —0e2) = P(T7 < 01)P(Th < ),

kde sme vyuzili vetu [5|a nezavislost Uy, Us a X;. Analogicky by sme ukazali,
ze Ty, -+ ~ Exp(\, 0) aze T1, Ty, ... s nezavislé.
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o Teraz si dokédzeme [18 = [16l

Pre proces obnovy z definicie oznacme S, = Ty + -+ 1, a N(t) =
sup{n : S, < t}. Budeme chciet ukéazat, ze N(t) je zlozeny Poissonov proces.
Polozme U; = S; a I; = 1. Dalej definujme indukciou I, = inf{k : Sy >
Sr,_,U,=S51,—51,_,aX,1=1,—I,_1pren=2,3, ... Vieme, ze Uy ~
Exp(\) a dalej z konstrukcie plyne, ze Uy, Us, ... maji rovnaké rozdelenie
ako T za podmienky T, > 0. Toto je rozdelenie je Exp()). Z nezavislosti T;
plyne nezavislost U;. Preto Ny (t) = sup{n : Uy +---+U, <t} je homogénny
Poissonov proces s intenzitou A. Nahodné veli¢iny X; su nezavislé a maju
rozdelenie P(X; = k) = P(Tj11 = 0,712 = 0, ..., 1511 = 0,14 >
0) = (1 — 0)"'0 pre vhodné j. Z toho dostaneme, ze N(t) = vazll(t) X; ma
rozdelenie GP(A, 0). Iné odvodenie toho, ze N(t) ~ GP(\,0) zalozené na
Laplaceovo-Stieltjesovej transformécii moézeme néjst v Minkova, (2004]).

]

Tvrdenie 15. Definicie[1 a[19 si si navzdjom ekvivalentné.

Dokaz.

o Najprv si ukdzeme implikaciu —
Rovnica sa da interpretovat tak, ze geometricky rozdelené prirastky
prichddzaji nahodne s intenzitou A. Oznac¢me P, (t) = P(N(t) = m),
m = 0,1,2, ... Potom z ziskame Kolmogorovove diferencidlne rov-
nice (tvrdenie [7)

P (t) = —XPo()

P;@y:—xpm@)+exffu-@f*@mﬁ@; m=1,2..., (3.5)

s pociatoénymi podmienkami
Py(0)=1 a P,0)=0, m=12, ... (3.6)
Ukazeme, ze rieSenie rovnice (3.5) s pociatoénymi podmienkami (3.6) je

dané (3.1).

Majme pravdepodobnostnu vytvarajucu funkciu
h(s,t) = s"Pu(t)
m=0

procesu N (t). Vynasobenim m-tej rovnice v ({3.5)) faktorom s™ a sé¢itanim
cez vsetky m = 0,1,2, ... dostaneme nasledujtce diferencialne rovnice

Oh(s,t)
ot
Riesenim tejto rovnice bertic v ohlad pociatoénit podmienku A(1,t) =1 je

h(S, t) _ e—At(l—HX(s)),

= —A[1 = x(s)]h(st). (3.7)

¢o je pravdepodobnostnd vytvarajica funkcia Pdélyovho-Aeppliho procesu
s parametrami A a 6, presne sme si ju uviedli v ([1.10]). Nezavislost prirastkov
plynie z markovskej vlastnosti. Tymto je implikacia dokazana.
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+ Zostava implikacia [I5] =
Z nezévislosti prirastkov mame markovsku vlastnost a P(N (t+h) = n|N(t) =]
m) = P(N(t+h)—N(t) = n—m). Zoberieme rovnice a spravime Taylo-
rov rozvoj v bode 0. Odtial nam vyjdu rovnaké pravdepodobnosti prechodu
ako v a tym padom je tvrdenie dokdzané.

]

Ukéazali sme teda, ze vSetky definicie PAP procesu uvedené v predoslej pod-
kapitole su si ekvivalentné. Kazda z nich nam podava iny pohlad na PAP proces,
¢o sa zide v rozli¢nych situaciach a pri réznych aplikaciach procesu.

3.3 Vlastnosti PAP

Pri definovani Pélyovho-Aeppliho procesu sme si uz uviedli zopar zakladnych
trivialnych vlastnosti ako napriklad, ze proces za¢ina od nuly. V tejto podkapitole
sa pozrieme na zopar trivialnych aj netrivialnych vlastnosti tykajicich sa nasho
procesu. Zacneme jeho strednou hodnotou a rozptylom

Tvrdenie 16. Strednd hodnota a rozptyl N(t) ~ PAP(,6) si rovné

_

A2 — 0)
; AE=0)

E[V (1) =

a var[N(t)] =

Dékaz. 7 definicie [L5| vieme, ze N(t) ma geometrické Poissonovo rozdelenie s pa-
rametrami M a 6. Dalej sta¢i aplikovat dosledok
O

Prislusny index disperzie PAP je podla (1.15)) rovny

D(N (1)) = var[N(t)] 2-0 51

EIN®O] 6 —

V pripade ak 6 # 1, ma PAP nadmerny rozptyl (D(N(t)) > 1), ¢o poskytuje vac-
siu flexibilitu pri modelovani diskrétnych ndhodnych veli¢in nez bezny Poissonov
proces, ktorého index disperzie je rovny 1.

Jedna z netrividlnych vlastnosti PAP je tvar distribu¢nej funkcie doby cakania.
Dobu cakania na n-ty prichod udalosti znac¢ime S, =17 + 1o + - - - + T,,.

Tvrdenie 17. Distribucnd funkcia doby cakania S,, je urcend vztahom

n—1 . ] ) % 7
Fs,(t)y=1—e™>" (” ; 1)01(1 -y (?t') , t>0n=1,2,... (3.8)
=0 :

J=0

Dokaz. Na dokazanie tohto tvrdenia vyuzijeme matematicki indukciu.

e Pre n =1 dostdvame distribuéna funkciu S; = 15:

Fs,(t) = 1 —P(N(t) = 0).
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Z (3.1) pre n = 0 dostavame
Fs,(t)=1—¢e t>0.
Zo vseobecnych vlastnosti ¢itacich procesov vyplyva vztah

Fs (t)=Fs () —P(N(t)=n—1), n=23,... (3.9)

o Pre n =2 vyzera distribu¢na funkcia Sy = T} + T, nasledovne:

Fo,(t) = Fs,(t) =P(N(t) = 1) =1 — (1 + OXt)e ™.

o Predpokladajme teraz, ze pre n > 2 je distribucna funkcia doby cakania

Fs, () =1—e nf (n ; 2) Gi(1 — )2 i (At)?

=

(3.10)

Potom aplikovanim (3.1]) pre P(N(¢t) = n—1) a po dosadeni (3.10)) do (3.9)

a naslednom upraveni dostaneme (|3.8)).

]

Mobzeme si v§imnut, ze distribtcia je zovseobecnenim Erlangovho rozde-
lenia. V pripade, ze 6 = 1, zjednodusi sa tato distribticia na Erlangovo rozdelenie
s parametrami A a n. Poslednou vlastnostou, ktoru si uvedieme a ktora na prvy
pohlad nie je zrejméa je ekvivalencia PAP s martingalou.

Tvrdenie 18. Majme ndahodny proces N(t) ~ PAP(At,0), potom proces M(t) =
N(t) — %t je martingdla.

Dokaz. Pretoze 5t je nendhodné, plati E(N(t) — 2¢) = 0 a M(t) mé nezdvislé
prirastky. Teda pre s <t a F; = o{N(s),s < t} dostavame

E [N(1) — Jt17,] = E [N() ~ N(s) = (¢ = )]+ N(s) = 35 = N(s) -

A
0 0 0

S.
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4. Prakticka cast

V praktickej casti sa budeme venovat odhadom parametrov geometrického
Poissonovho rozdelenia. Ukazeme si dva sposoby, ako ich odhadnit a porovndme
vysledky. Data, ktoré na to vyuzijeme budu z oblasti Sportu, presnejsie z tenisu.
Zoberieme si tenistov a tenistky, ktory uz ukoncili svoju profesionalnu kariéru
a v nejakom momente pocas nej dosiahli post svetovej jednotky. Tymto krité-
riom si oddelime lepsich tenistov od tych horsich. Zo skupiny lepsich tenistov
potom u kazdého budeme sledovat dva tdaje a to kolkych grandslamov sa zi-
castnil a kolko zapasov v turnaji odohral. Ozna¢me Z ako pocet vyhier hraca v
jednom grandslame. Jedna sa o ndhodnu velic¢inu, ktora méze nadobidat hodndt
z mnoziny {0,1,2,...,7}, pretoZe systém vo vyradovacej Casti pri grandslamoch
je nastaveny tak, ze hra¢ moze odohrat nanajvys sedem zapasov. V pripade, ze
Z =T, znamena to, ze hra¢ vyhral dany grandslam. Oznac¢me vektor

7= (27, Zg, ..., Z9)"

ako vektor poc¢tu vitaznych sérii jedného hraca, kde Z; znac¢i kolkokrat sa mu
podarilo vyhrat sedem po sebe iducich zapasov, Zg Sest po sebe iducich zapasov
atd. Vezmime si teraz vektor vah

w = (7,7,6,5,4,3,2,1)".

Kazda zlozka tohto vektoru odpoveda poctu zapasov, kolko hra¢ odohral pri tom,
ako daleko sa mu v turnaji podarilo dostat. Teda ak sa hrac¢ dostal do semifinale
grandslamu (kde aj skoncil), mame z = (0,0, 1,0,0,0,0,0)” a jeho celkovy pocet
odohranych zapasov je

wlz =(7,7,6,5,4,3,2,1)

SO DO OO OO

Oznacime tento pocet odohranych zapasov ako X.

Data budeme cerpat z Wikipédie, kde najdeme pocty vitaznych sérii kazdého
hraca. Data pre muzov siahaju do roku 1973, pre Zeny do roku 1975. Budeme
chciet pre tieto pozorovania najst parametre geometrického Poissonovho rozde-
lenia. V tychto datach vieme najst interpreta¢ni analégiu s tymto rozdelenim.
Pocet, kolkych grandslamov sa hra¢ zucastnil, bude Poissonova ¢ast rozdelenia a
geometricka cast zase to, kolko zapasov odohral. Zhrnieme si teraz vSetky data do
jednej tabulky. V stlpci Starty ndjdeme tdaj o tom, na kolkych grandslamoch sa
dany hrac zucastnil. Nasleduje idaj o pocte zédpasov, ktory hra¢ odohral. Tento
pocet dostdvame zo vztahu ([4.1)). Vektor z pritom dostaneme z nasledujicich
StIpCOV 7S, 6S, ..., 1S, 0S, ktoré reprezentuju to, kolkokrat sa hracovi podarilo
dosiahnut 7 zapasovi, 6 zapasovd, ..., 1 zadpasovi, 0 zapasovu Sniru vitazstiev
za sebou. Priprava dat je tym padom hotova.
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Tabulka 4.1: Svetové tenisové jednotky

‘ Meno H Starty ‘ Zapasy ‘ 7S ‘ 6S ‘ 5S ‘ 4S ‘ 3S ‘ 2S ‘ 1S ‘ 0Ss ‘
R. Federer 81 434 20 (11 | 15|12 | 11| 5 1 6
S. Williamsova 81 425 23 (10| 7 | 14| 10 | 11 3
M. Navratilova 67 366 18|14 |12 | 9 5 2 2 5
Ch. Evertova 56 362 18 | 16 | 18 | 2 0 2 0 0
S. Grafova 54 312 22 1 9 6 5 5 3 1 3
J. Connors 57 284 8 7 16 | 10 | 2 3 5 6
A. Agassi 61 275 8 7 | 11|10 ]| 5 3 8 9
I. Lendl 55 263 7 11| 9 5 8 3 5 7
A. Sanchézova 57 260 4 8 9 | 13| 8 2 6 7
Vicariova
M. Sharapovova 58 251 5 5 | 10| 5 | 15| 7 4 7
L. Davenportova 55 250 3 4 |11 |13 | 10| 5 6 3
P. Sampras 52 241 14 | 4 5 6 7 2 7 7
S. Edberg 54 230 6 5 8 7 7 4 113 | 4
J. Newcombe 51 223 7 3 6 |12 | 5 8 3 7
L. Hewitt 66 212 2 2 4 7 |15 10| 9 | 17
M. Selesova 40 212 9 4 5 113 | 3 3 2 1
J. McEnroe 45 208 7 4 8 7 7 2 4 6
E. Goolang Ca- 35 192 7 11| 4 4 0 4 5 0
wleyova
M. Hingisova 37 185 5 7 7 5 3 5 2 3
M. Wilander 44 184 7 4 3 6 6 5 7 6
J. Capriatova 42 179 3 0O |10 | 10| 8 1 3 7
A. Roddick 46 176 1 4 5 9 5 9 6 7
A. Mauresmova 46 175 2 1 5 9 9 8 7 59
K. Clijstersova 36 165 4 4 8 3 6 3 5 3
J. Jankovicova 57 170 0 1 5 2 | 14| 10| 12 | 13
K. Wozniacka 51 170 1 2 4 3 11 | 13 | 10 7
J. Heninova 35 169 7 5 5 2 8 1 3 4
B. Borg 27 158 11| 5 1 4 3 2 1 0
J. Courier 42 157 4 3 4 4 7 4 8 8
A. Ivanovicova 48 155 1 2 2 3 11 ] 13| 8 8
I. Nastase 43 139 2 3 1 6 5 7 8 | 11
Y. Kafelnikov 38 135 2 1 3 7 3 8 | 11| 3
M. Safin 41 134 2 2 3 2 7 7|11 7
C. Moya 47 124 1 1 1 5 5 5 | 15| 14
T. Muster 39 116 1 0 3 5 5 9 3 |13
P. Rafter 35 109 2 2 3 0 6 6 5 | 11
D. Safinova 33 98 0 3 2 2 4 6 5 | 11
G. Kuerten 33 95 3 0 0 5 3 3 9 | 10
T. Austinova 17 82 2 0 3 8 1 1 1 1
A. Bartyova 27 80 3 0 1 2 3 5 4 9
M. Rios 26 77 0 1 0 5 4 4 5 7
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4.1 Odhadovanie z uplnych dat

UkéZzeme prvii metédu odhadovania parametrov. Ozna¢me S*) = SV o X; (k)
ako celkovy pocet odohratych zapasov na grandslamovych turnajoch k-teho hraca,
kde séitaci index ¢ znadi i-ty turnaj a ndhodna veli¢ina N®) pocet turnajov, kto-
rych sa k-ty hrac¢ zucastnil. Nahodnu veli¢inu Xi(k) sme si uz vysvetlili v ivode
kapitoly. Chceme z dat S® odhadnit pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnej ve-
liciny S, pre ktort tym padom dostaneme odhady pravdepodobnosti P(S = m).
Tieto pravdepodobnosti znamenaju to, ze ndhodne vybrany hrac¢ zo zoznamu sve-
tovych jednotiek odohra na grandslamoch pocas svojej prave m zapasov. Aby sme
mohli na nase data pouzit geometrické Poissonovo rozdelenie, budeme uvazovat

tieto predpoklady:

1. Pocet absolvovanych grandslamov N®) m4 Poissonovo rozdelenie,

k)

2. pocty postipenych kol Xi( majui geometrické rozdelenie a

3. nédhodné veli¢iny N a Xl-( ) s navzajom nezavislé.

Budeme predpokladat, Ze st splnené. Pretoze mame k dispozicii iplné data
ako o pocte ucasti, tak aj o pocCte zapasov a jednotlivych vitaznych $nir, odhad-
neme parametre pre kazdu ¢ast rozdelenia (Poissonovu a geometrickil) samostatne
a potom ich spojime dokopy. Najprv odhadneme parameter pre Poissonovu cast
A1. Odhad parametra pri Poissonovom rozdelent je priemer cez vSetky pozorovania

1 ) 1N " Priemer j je nestranny a konzistentny odhad parametra A\ = 46.634.

Podobne budeme postupovat pri odhade parametra geometrického rozdelenia 9Al
Vyuzijeme znovu nestrannostl a konzistencie priemeru X,, a parameter #; odhad-

neme ako (91 = W = 0.232. Tito metdédu pre urcenie parametrov pouzivaju

autori v ¢lanku (Ozel a Inall (2010).

4.2 (Odhadovanie z kumulativnych stictov

Druhy sp6sob, ako odhadnuf parametre geometrického Poissonovho rozdelenia
bude podobne ako v predoslého spésobu pomocou momentovej metody s tym
rozdielom, zZe sa obmedzime iba na data o poc¢te odohratych zapasov. Tym padom
nemame k dispozicii data o pocte Startov na grandslamoch a nemé6zeme odhadovat
zvlast Poissonovu a zvlast geometricka cast rozdelenia. Vyjdeme teda z rovnic
, kde nahradime stredni hodnotu vyberovym priemerom X, a rozptyl zase
vyberovym rozptylom S2. Dostdvame nasledujiicu ststavu rovnic:

X, = 2 a S?= 7/\2(2 —02)
0o 92

Riesime sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych. Z prvej rovnice si vyjadrime
Ay = 6, X, dosadime do druhej a dostdvame:

S? = —
02

n

. S2
927"+92:2

n
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9y,
2T X+ 52

Po dosadeni dostavame odhady //\; =10.121 a QAQ = 0.05.

4.3 Porovnanie

Dostali sme dve dvojice odhadov parametrov (Af, ;) a (A, 62). V tejto sekeif
sa teraz pozrieme na to, ktory z uvedenych sposobov lepsie aproximuje nase data.
Najlepsie to uvidime na grafe, do ktorého si spolu s histogramom dat vykreslime
aj obe rozdelenia s odhadnutymi parametrami.

Aproximacia dat Pélyovym—Aeppliho rozdelenim

| L’\\

I
[ I I |
100 200 300 400

Odohraté zapasy

Obr. 4.1: Histogram poc¢tu zapasov. Rozdelenie s parametrami odhadnuté z tpl-
nych dat je zndzornené zelenou farbou, fialova zase vykresluje rozdelenie s para-
metrami ziskanymi z kumulativnych sictov.

Z grafu je jasno vidief, ze rozdelenie s parametrami ziskanymi z kumulativnych
suctov lepsie aproximuje nase data. Dévodom, preco odhady parametrov, ktoré
boli ziskané z iplnych dat, ich nevystihuju az tak dobre je to, Ze pri tomto sposobe
mame restriktivnejsie poziadavky. Pri kumulativnych stic¢toch nemame informacie
o tom, & ddta naozaj splitaji predpoklady geometrického Poissonovho rozdelenia,
ako napriklad ¢i pocty ucasti na grandslamoch maji naozaj Poissonovo rozdelenie.
Pri odhadovani z aplnych dat ich k dispozicii médme a kedze sme ich predpokladali,
mozeme si ich teraz overit. Spocitame si napriklad index disperzie D pre starty na
grandslamoch. Po dosadeni ndm vyjde D = 4.027, ¢o naznacuje, ze pocty Startov
asi nebudu pochadzat z Poissonovho rozdelenia, pri ktorom by sme tento index
ocakavali blizko 1.
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Pozrime sa este na data o sériach vifazstiev, z ktorych potom vzniknu data
0 pocte zapasov. Pre tieto sme predpokladali, ze budi mat geometrické rozdele-
nie, ¢ize so zvysujucou sa hodnotou k by mala pocet udalosti klesat. Je to dané
vlastnostami geometrického rozdelenia, ktoré nadobida mensie hodnoty s vac-
sou pravdepodobnostou. Mézeme si vSimnit, ze tieto data klesajucu tendenciu
nemajii. T{m padom zrejme nebudt pochidzat z geometrického rozdelenia. Cias-
tocne to mdze byt spdsobené tym, ze berieme iba tych najlepsich. Ak by sme sa
sustredili na priemernych tenistov, pocty kratkych sérii vitazstiev za sebou by sa
isto vyskytovali castejsie. Okrem toho mame pozorovania od Rogera Federera, Se-
reny Wiliamsovej, Martiny Navratilovej a Chris Evertovej, ktory st na cele poctu
odohranych zapasov s celkom velkym rozdielom od ostatnych tenistov. Tieto po-
zorovania nam sposobuju tazké konce rozdelenia, ktoré sa pri pravdepodobnostnej
mase sustredenej okolo 170 tfazko odhaduju.
Co sa nezavislosti veli¢cin N*) a XZ-(k) tyka, mozeme si previest formalny test na
jej overenie. Podobne ako to robia autori v ¢lanku |Ozel a Inal (2010), pouZijeme
Spearmanov p-test. Na 5% a-hladine testu dostdvame Spearmanovo p = 0.827
a p-hodnota je rovna 2.627e~!'. Zamietame teda, Ze by pocty Startov a pocty
odohranych zapasov na grandslamovych turnajoch neboli nezavislé.

4.4 Zhrnutie

Prisli sme na to, Zze oboma sposobmi sa dostaneme k zmysluplnym odha-
dom parametrov (parameter 6 vysiel v oboch pripadoch v intervale (0,1]). Pri
modelovani odhadovani pomocou kumulativnych sic¢tov nemame az také prisne
restrikcie, preto sa krivka rozdelenia snazi ¢o najviac priblizit pozorovanym da-
tam. Pri odhadovani parametrov z uplnych dat mame k dispozicii vSetky tdaje a
preto je na mieste overit, & splitaju predpoklady pravdepodobnostného modelu.
Ak st porusené, nebude vysledny model az tak presne vystihovat realitu.
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Zaver

V tejto praci sme si zaviedli najprv Pélyovo-Aeppliho rozdelenie ako zlozené
Poissonovo rozdelenie, v ktorom sa s¢itance riadia geometrickym rozdelenim.
Uviedli sme si jeho pravdepodobnostnii funkciu v rekurzivnom tvare. Kedze je
ale takyto sposob poéitania pravdepodobnosti P(S = k) Casovo aj paméatovo na-
rocny, je nepraktické ho pouzivat pre velké ¢isla k. Z toho dévodu sme si odvodili
implicitny vztah na ich vypocet. Vykreslili si potom pravdepodobnostné rozdele-
nie pre rozne kombinacie parametrov a vsimali sme si, ako sa chova.

Potom sme si zadefinovali Pélyov-Aeppliho proces ako nadstavbu zlozeného
Poissonovho procesu, ktoré vyuziva toto rozdelenie. Ako sme si uz spominali,
tento proces pontuka riesenie pre problém s ekvidisperziou dat, ktorta predpoklada
obycajny Poissonov proces a s ktorou sa v praxi ¢asto nestretavame. Ukazali sme,
ze Pélyov-Aeppliho proces je Specifickym pripadom zlozeného Poissonovho pro-
cesu, ktory méa index disperzie vacsi ako 1. Znamend to, ze modelované data
neprichadzaju v case v rovnako velkych zhlukoch, ale st viac rozptylené. Uviedli
sme si Styri sposoby, ako vieme zadefinovat Pélyov-Aeppliho proces a ukazali sme,
ze su si ekvivalentné. Poskytuje to vyhodu v tom, ze mézeme na proces pozerat
z viacerych uhlov pohladu a nemusime problém, ktory prave riesime, prevadzat
na jeden konkrétny pripad ¢itacieho procesu. Odvodili sme si aj niektoré z vlast-
nosti Polyovho-Aeppliho procesu, ako napriklad jeho strednii hodnotu a rozptyl,
z ktorych sme potom zistili, Ze ma tento proces naozaj nadmerny rozptyl (index
disperzie > 1).

V praktickej ¢asti sme si ukazali dva spésoby odhadovania parametrov a po-
rovnali ich. Zistili sme, ze ak odhadujeme parametre rozdelenia zo vsetkych do-
stupnych dat, kladieme aj doraz na to, ¢i data splnuju predpoklady modelu. Ak
tieto splnené nebudi, nebude ani vysledny model dobre vystihovat realitu.

Co sa vlastného prinosu tyka, spo¢ival hlavne vo rozpisani jednotlivych kro-
kov, ktoré boli v ¢lankoch, z ktorych som cerpal, iba opomenuté. Bolo treba tplne
doplnit niektoré dokazy. Takisto, kedze som necerpal iba z jedného ¢lanku, bolo
potrebné zjednotit znacenie. Okrem toho nedavali niektoré formulacie zmysel,
takze ich bolo nutné opravit. Vo vzorcoch sa taktiez vyskytovali bud chybné in-
dexy alebo iné preklepy, Cize aj tie som opravil. Okrem toho som v praktickej casti
porovnal dva sposoby odhadovania parametrov Polyovho-Aeppliho rozdelenia.
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