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Abstrakt: V této bakalarské praci se zabyvame riznymi metodami testovani neza-
vislosti v dvourozmérnych kontingenc¢nich tabulkach. Metody vysvétlujeme, dis-
kutujeme jejich vyhody a nedostatky a ilustrujeme na ptikladu. Déle je porov-
navame na simulovanych datech prostiednictvim statistického softwaru R. Na
zakladé vysledku simulaci se snazime rozhodnout, jaky test je pro danou situaci
nejlepsi. Zvlastni pozornost vénujeme nové metodé, USP testu, ktery je zalozen na
tzv. U-statistikach, s nimiz ¢tenare seznamime. Ukézeme, ze USP test v urc¢itych
pripadech poskytuje vyrazné zlepseni vysledki, v jinych se mu naopak vyznamné
nedaii. Tyto pripady specifikujeme a uc¢inime zavér, kdy je vyhodné test pouzit
a kdy nikoli.
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Further, we compare the tests on simulated data using R statistic programming
language. Based on simulation results we try to decide which test is the best cho-
ice for a situation. In particular, we investigate a new method, USP test, which
is based on the theory of so called U-statistics. We therefore describe these, too.
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Uvod

Data jsou v soucasné dobé velmi cenné zbozi. Jesté cennéjsi jsou vsak me-
tody jejich analyzy, tedy proces sbéru, transformace, ziskavani a vyhodnoceni
informaci obsazenych v datech a jejich vizualizace. Analyza dat nam umoznuje
odhalit v datech vzorce, vztahy a trendy. Tato ¢innost méa zasadni vyznam pro
optimalni rozhodovani o budoucnosti, protoze poskytuje podklady pro informo-
vana rozhodnuti na zakladé fakti a dikazi. Analyzovanim dat ziskdvame prehled
o soucasné situaci, schopnost identifikovat klicové problémy a objevujeme prile-
zitosti pro vylepseni procesi, produkti nebo sluzeb. Diky analyze dat mohou
firmy, organizace i jednotlivci lépe porozumeét svym zakaznikim, efektivnéji ridit
své aktivity a dosahovat svych cili.

V této praci se budeme zabyvat analyzou kategorialnich dat, ktera lze repre-
zentovat dvourozmérnou kontingencéni tabulkou. Kategorialni data jsou takova
data, ktera vétsinou nemaji zadnou prirozenou ¢iselnou interpretaci, nebot vyja-
diuji prislusnost statistické jednotky do urcité skupiny (kategorie) nebo ptitom-
nost néjakého znaku. Proto se jejich analyza zaméruje predevsim na pravdépodob-
nosti jednotlivych kategorii. Kategoridlni data se dale déli podle typu stupnice
kategorii na ordinalni a nominalni. Ordindlni data se daji prirozené usporadat
podle velikosti, prikladem miize byt nejvyssi dosazené vzdélani. Nominalni data
jsou naopak neporovnatelna, nelze je setadit. Jako priklad uvedeme pohlavi nebo
krevni skupinu.

V ramci analyzy kategoridlnich dat nas bude konkrétné zajimat nezavislost
dvou veli¢in. Napriklad mizeme chtit zkoumat na zakladé souboru urc¢itého poctu
jedinct, zda dosazené vzdélani a pohlavi na sobé zavisi nebo jestli nezaméstna-
nost a kraj, ve kterém jedinec bydli, spolu néjak souvisi. Cemu se naopak vénovat
nebudeme, a tedy o ni nebudeme ¢init zavéry, je kauzalita, tedy pri¢inna sou-
vislost mezi veli¢inami (tj. zda jedna veli¢ina muze byt pri¢inou druhé, ktera je
nésledkem).

K formalnimu rozhodnuti o nezavislosti dvou veli¢in slouzi statistické testy.
Strucéné zde pripomeneme zakladni charakteristiky statistického testu. Hladina
testu je predem stanovené ¢islo o € (0, 1) vyjadiujici pravdépodobnost zamitnuti
platné hypotézy. Sila testu proti dané alternativé je pravdépodobnost zamitnuti
neplatné hypotézy pti dané konkrétni alternativé. Pravdépodobnost napozoro-
vani ndhodného vybéru za platnosti hypotézy, ktery je ve stejném nebo vétsim
rozporu s hypotézou nez realizovany nahodny vybér, vyjadiuje p-hodnota. Chyba
I. druhu znamena zamitnuti platné hypotézy, jeji pravdépodobnost je u spravné
fungujiciho testu omezena hladinou. Chyba II. druhu vyjadiuje nezamitnuti ne-
platné hypotézy pii dané konkrétni alternative, jeji pravdépodobnost neni pod
kontrolou.

Na nésledujicich fadcich si shrneme a ilustrujeme na ptrikladu nejpouzivanéjsi
testy nezavislosti a predstavime jeden pomérné novy. Testy porovname jak te-
oreticky, tak empiricky pomoci simula¢ni studie ve statistickém softwaru R (R
Core Team), [2022). Na zakladé simulaci rozhodneme o praktickém pouziti testi
v ruznych situacich.



1. Kontingencni tabulky

Zactneme tim, Ze se seznamime se zdkladnimi pojmy a notaci. Uvazujme na-
hodny vektor (X,Y)" s diskrétnim rozdélenim, jehoZ slozky jsou dvé kategorialni
veli¢iny X € {z1,...,2;1} a Y € {y1,...,ys}, kde z; proi = 1,...,1 je i-td
kategorie ndhodné veliciny X a y; pro j = 1,...,J je j-td kategorie nahodné
veli¢iny Y. Pro jednodussi zapis budeme nékdy pouzivat pro oznaceni katego-
rif pouze 7 a j namisto x; a y;. Piedpoklddejme, Ze se uskutecnil ndhodny vybér
(X1, YD), ..., (X,,Y,)" zrozdélenf ndhodného vektoru (X,Y )" o daném rozsahu
n € N. Tento vybér zobrazime v podobé dvourozmérné kontingencéni tabulky
o I fadcich a J sloupcich (viz Tabulka, kde nahodna velic¢ina n;; udava pozo-
rovanou Cetnost vektoru rovnych (z;, yj)T, tedy pocet pozorovani spadajicich do
1-té kategorie ndhodné veliciny X a do j-té kategorie ndhodné veli¢iny Y. Dale
n;+ oznacuje pocet pozorovani spadajicich do i-té kategorie veliciny X (i-tého
radku) a ny; pocet pozorovani v j-té kategorii velic¢iny Y (j-tém sloupci). Tyto
veli¢iny se nazyvaji marginalni ¢etnosti a splnuji

J I
Nip = Mijy Mg =) Mg
j=1 i=1

Y =y Y=y, X
X =x ni1 nig ni4+
X = nmn nry nry
> N1 nyJ n

Tabulka 1.1: Kontingenéni tabulka I x J.

Zajimaji nas také pravdépodobnosti jednotlivych kategorii, které v praxi vSak
nezname (viz Tabulka [1.2). Sdruzené rozdéleni nahodného vektoru (X,Y)" je
multinomické a je urceno pravdépodobnostmi p;; = P[X = z;,Y = y;]. Margi-
nalni rozdéleni ndhodnych velicin X, resp. Y jsou také multinomickd a urcuji je
pravdépodobnosti p;; = P[X = x;], resp. py; = P[Y = y;].

Y =1y Y=y;| X

X=m P11 P1J Pi+

X =ux; P PrJ PI+
> D41 D4 1

Tabulka 1.2: Pravdépodobnostni rozdéleni pro kontingenéni tabulku I x J.

Ziejmé tedy plati nasledujici vztahy:

X
(Y) ~ Mult; 5 (1, (P11,P127 e 7PIJ)T) )

X ~ Mult; (1, (P1ay - - - ,pH)T) , Y ~ Mult, (1, (P11, - - - ,p+J)T> .



V praxi kontingenéni tabulka vznika tak, Ze pozorujeme na statistickych jed-
notkach dva znaky (veli¢iny) a urc¢ime cetnosti kombinaci jejich diskrétnich hod-
not. Samozrejmé nezalezi na tom, kterou veli¢inu zapiseme do radki a kterou do
sloupct tabulky. Pro nominalni veli¢inu nezalezi ani na usporadani jejich katego-
rif v rdmci fadka (sloupct), zatimeo u ordindlni veli¢iny je nutné zachovat fazeni
kategorii (sestupné nebo vzestupné) v ramci usporadani v tabulce, pokud chceme
pouzit metody statistické analyzy urcené pro ordindlni veli¢iny. Metody urcené
pro analyzu nomindlnich veli¢in lze samozfejmé pouzit i na ordindlni veli¢iny,
pak ale typicky maji mensi silu nez metody urcené specificky pro ordindlni veli-
¢iny, protoze nevyuzivaji informaci o usporadani. Ordinalni data lze zkonstruovat
i z dat kvantitativnich (spojitych) tak, Ze je prevedeme na diskrétni data vytvore-
nim vhodné zvolenych kategorii, obvykle rozdélenim mnoziny pripustnych hodnot
na podintervaly. Napriklad v pripadé zkoumani hmotnosti lidi bychom mohli vy-
tvorit intervaly s délkou odpovidajici deseti kilogramiim s tim, ze prvni a posledni
interval by byly zvoleny delsi tak, aby do nich padl dostatecny pocet pozorovani.

1.1 Testovani nezavislosti

Casto nas pii analyze kontingenénich tabulek zajimé otdzka nezavislosti dvou
marginalnich veli¢in, tedy zda cetnosti v jednotlivych kategoriich veli¢iny X zavisi
na hodnoté veli¢iny Y, ¢i nikoliv. Je dilezité poznamenat, ze v pripadé nalezeni
zavislosti obecné nemtizeme bez dalsich znalosti vyvozovat zavéry o kauzalité.

Nasim cilem je tedy vysSetfit, zda jsou veliciny X a Y nezavislé. Budeme
testovat hypotézu

Hy: X aY jsou nezavislé,

coz je, matematicky vyjadreno, ekvivalentni hypotéze

H(/]:pij:pi+p+j ViE{1,...,]},Vj€{1,...,J}, (11>

proti alternative
H, : X a Y nejsou nezavislé,

coz je ekvivalentni s

Definujeme si jesté nékteré pojmy, které budeme dale pouzivat. Necht p;; a py;
znaci odhady marginalnich pravdépodobnosti metodou maximalni vérohodnosti
na zakladé ndhodného vybéru (X1,Y1)7, ..., (X, Y,)". Vime, 7ze pro né plati

o My . Nyy
Pivr = —5 DP+j=——
n n
Daéle oznac¢me e m
o Ny gy
€ij = NPi+ P+j = n (1-3>

odhadnuté ocekavané cetnosti pozorovani v (i, j)-té kategorii (butice) za platnosti
hypotézy Hy.



Existuje mnoho riznych metod pro testovani hypotézy H, proti alternativé
Hy, nékteré maji siroké uplatnéni, jiné uzsi. My v této praci budeme porovnavat
testy nezavislosti pouzitelné ve zcela obecném ptipadé, tj. pro nominalni veli-
¢iny (tedy i ordindlni) s libovolnymi pocty kategorii I > 2, J > 2. Specifickym
statistickym metodam urcenym pouze pro tabulky s ordinalnimi veli¢inami nebo
vyluéné pro ¢tytpolni tabulky (tj. I = 2, J = 2) se vénovat nebudeme.



2. Testy nezavislosti

V dalsim textu predstavime rizné pristupy a metody pro testovani nezavis-
losti. Budeme vychazet predevsim z knih Agresti (2007), Andél (2011)) a ¢ldanku
Berrett a Samworth| (2021)). Dalsi zdroje uvedeme u konkrétnich pasazi. Nejdrive
popiseme Pearsontiv x? test a G-test, coz jsou asymptotické testy, které vyuzi-
vaji znamé limitni rozdéleni svych testovych statistik. Néasledné prejdeme k tzv.
permutacénim testum, jejichz specidlnimi pripady jsou Fisheruv presny (nebo pfi-
blizny) test a USP test, které také vysvétlime. Kazdy z testt pro ilustraci apli-
kujeme na simulovany ptiklad, jenz si nyni zformulujeme.

Piiklad 1. U 1000 ndhodné vybranich obyvatel CR jsme zjistili, v jakém typu
sidla (podle velikosti) bydli a jaky je jejich preferovany druh dovolené. Sidlo pred-
stavuje kategoridlni velicinu se tremi kategoriemi: velkomésto (nad 100 000 oby-
vatel), mésto (alespori 3000 obyvatel) a obec (méné nez 3000 obyvatel). Velicina
dovolend zahrnuje c¢tyri kategorie: rekreacni (pobytovd), pozndvact, aktivni (spor-
tovni nebo turistickd) a jind dovolend (napriklad travend doma aj.). Pozorované
(resp. nasimulované) cetnosti jsme zapsali do kontingencni tabulky (Tabulka[2.1]).
Jsou vygenerované z pravdépodobnostniho rozdélent, které mirné porusuje hypo-
tézu nezdvislosti , presny popis pouzitého scéndre uvedeme v Kapitole . Za-
jima nas, zda preferovany druh dovolené néjak zdvisi na typu sidla jedince.

Rekreaéni Pozndvaci Aktivnl Jind

Velkomeésto 110 44 32 18
Mésto 227 116 49 77
Obec 160 &9 20 58

Tabulka 2.1: Kontingenéni tabulka shrnujici absolutni ¢etnosti preferovaného druhu dovolené
v ruznych typech sidel.

V rdmci exploracni analyzy spocitame radkové relativni cetnosti preferovaného
druhu dovolené v daném sidle (viz Tabulka . Vidime, Ze mezi sidly jsou ve
veliciné dovolend urcité odlisnosti. Napriklad, zatimco asi 16 % obyvatel velko-
meést preferuje aktivni dovolenou, tak u lidi z obct je to pouze 6 %. Podobné vétsi
¢t mensi rozdily lze pozorovat i pro ostatni kategorie dovolené. Vizualizovat st
je muzeme pomoci sloupcového diagramu (viz Obrdzek . Zda jsou tyto roz-
dily statisticky signifikantni a nikoli pouze dilem ndhody, rozhodneme provedenim
vhodné zvoleného statistického testu.

Rekreacni Pozndvaci Aktivni Jina

Velkomeésto 53,92 21,57 15,69 8,82
Mésto 48,40 24,73 10,45 16,42
Obec 48,93 27,22 6,11 17,74

Tabulka 2.2: Tabulka fadkovych relativnich ¢etnost{ (vyjadfenych v procentech) druhti dovolené
pro jednotlivé typy sidel.
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Obrézek 2.1: Sloupcovy graf s relativnimi ¢etnostmi druhit dovolené pro dané sidlo (na svislé
ose) v procentech (na vodorovné ose).

Nyni prejdeme k popisu riznych testti nezavislosti, které na tento priklad
muzeme aplikovat. Zajimaji nés vysledky testu pro stanovenou hladinu vyznam-
nosti a = 0,05. Zadouci vysledek je zamitnuti hypotézy nezavislosti, kterd pro
uvazované rozdéleni neplati.

2.1 Pearsoniiv y? test nezavislosti

Velmi casto pouzivanym a asi nejznaméjSim testem k testovani nezavislosti

je Pearsontiv x? test nezdvislosti (viz napf. Agresti, 2007, str. 34). Navrhl jej jiz
v roce 1900 britsky statistik Karl Pearson. Jeho testova statistika

I J 2
=y (nij — eij) , (2.1)
i=1j=1 €ij
kde n;; jsou pozorované cetnosti a e;; jsou odhadnuté ocekdvané cetnosti de-
finované v , ziejmé nabyva pouze nezapornych hodnot, nebot je souctem
nezapornych ,prispévki‘. Testova statistika (2.1) mé za platnosti nulové hypo-
tézy asymptoticky x2-rozdéleni s (I —1)(J—1) stupni volnosti (déle budeme
uzivat znaceni X%I—l)( 7—1))- PoCet stupiili volnosti se ziskd odectenim poctu odhad-
nutych parametri metodou maximalni vérohodnosti od poctu vsech testovanych
parametri. Podrobnéji to popiseme v ramci odvozeni G-testu v nasledujici sekci.

Pearsoniiv x? test vlastné pifmo vychazi z y? testu dobré shody pro multi-
nomické rozdéleni s odhadnutymi parametry. Za platnosti hypotézy bude pozo-
rovana hodnota testové statistiky mald, protoze hodnoty n;; budou blizké
hodnotdm e;;. Naopak velké hodnoty testové statistiky nasvédcuji platnosti al-
ternativy , tedy Ze existuje souvislost mezi dvéma veli¢inami.

Ze znamého limitniho rozdéleni testové statistiky muzeme ihned zkonstruovat
kriticky obor, tedy pro pfedem stanovenou hladinu testu a € (0,1) hypotézu
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nezévislosti zamitdme pro hodnoty x? > X(21—1)( J—1)(1 — «a), kde prava strana
nerovnosti zna¢i (1 — «)-kvantil prislusného rozdéleni.

Vzhledem k jednostrannému kritickému oboru dostaneme vyjadreni p-hodnoty
jako p =1 — Fio(x?), kde F,, znad{ distribu¢ni funkci limitniho rozdélent.

Provedeme-li Pearsontiv x? test na kontingen¢ni tabulce z P¥ikladu [l do-
staneme p-hodnotu 0,0016. Tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 s velkou rezervou
zamitdme nezavislost preferovaného druhu dovolené a typu sidla. Prokazali jsme
tak, ze mezi velicinami je néjaka zavislost, ale nevime jaka. Existuji rtizné zpi-
soby, jak lze tuto zavislost kvantifikovat (napf. Cramerovo V nebo Goodman
a Kruskalova lambda), které ale nejsou predmétem této prace. My se spokojime
s interpretaci pomoci provedené exploracni analyzy. Z Tabulky vidime, zZe ve
velkomeéstech je castéjsi zajem o rekreacni nebo aktivni dovolenou, zatimco ve
meéstech a obcich lidé ¢astéji preferuji poznavaci nebo jinou dovolenou.

2.2 (G-test nezavislosti

Dalsim znamym testem pro testovani hypotézy nezavislosti je takzvany G-test,
ktery vznikl aplikaci testu zalozeného na vérohodnostnim poméru na multino-
mické rozdéleni (odvozeni viz déle). Jeho testova statistika

J ’
G =25 nylog % (2.2)

kde log znaéi pfirozeny logaritmus, mé za platnosti nulové hypotézy asymp-
totické rozdéleni X(21—1)(J—1)= tedy stejné jako testova statistika . Za platnosti
nulové hypotézy bude hodnota G blizka nule, protoze podily pozorovanych cet-
nosti n;; a odhadnutych ocekdvanych cetnosti e;; budou blizké 1. Naopak velké
hodnoty testové statistiky G nasvédcuji platnosti alternativy , tedy ze veli-
¢iny nejsou nezavislé.

Hypotézu nezavislosti zamitame pro hodnoty G' > X7 ;) ;_py(1 — a).
Pro p-hodnotu plati p = 1 — F(G), kde F, znaci distribu¢ni funkci limitniho
rozdéleni.

Testovou statistiku zde odvodime, vychazime z knihy Andél (2011} priklad
8.23). Pro prehlednéjsi vypocty si nejdiive zavedeme upravené znaceni. Necht

U = (Ul, UQ, ceey UK)T = (nu,nlg, Ce ,nU)T,

p=(m,m,. .. 77TK)T = (p11, P12, - - - ,pIJ)T,
kde U je vektor pozorovanych ¢etnosti spliujici i, U, = n, p € (0, )X je
vektor pravdépodobnosti kategorii spliiujici & 7, = 1, K = I.J. Pak U mé

multinomické rozdéleni Multg(n,p) a da se vyjadiit jako soucet n nezavislych
stejné rozdélenych nahodnych vektora Vi, ..., V,, kde

Vi= Vi, Vi) T i€ {1,.on)

mé multinomické rozdéleni Multg (1, p), takovych, ze vektor V; udava, do které
kategorie padlo i-té pozorovani. Pro jeho slozky proto plati V;, = 1 pro k rovné ka-
tegorii, do které i-té pozorovani padlo, a Vi, = 0 jinak, k € {1,..., K'}. Plati tedy
U = Y7, V,. Testovany parametr bude vektor 8 = (my,...,mx_1)", coZ je vektor
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p bez posledni slozky 7g, kterou testovat nepotiebujeme, nebot je jednoznaéné
urcena ostatnimi slozkami vektoru pravdepodobnostl (g = 1 — Zk 1 7rk) Je
znamo, ze maximalné vérohodny odhad vektoru 6 je 0, = (Uy/n,...,Ux_1/n)".

Nejdiive pouzijeme test pomérem vérohodnosti na jednoduchou hypotezu Hy :
0 = 0,, kde 00 = (n9,...,7% )7 je pfedem zvoleny vektor kladnych ¢isel spl-
HUJICI Spt 7Tk < 1. Hodnota pro posledni (K-tou) kategorii se pak dopocita z
9% =1 — S ad. Vime, 7e testova statistika testu vérohodnostnim pomérem

Q(En(én) - gn(OO))7

kde ¢,(0) = log L,(0) je logaritmickd vérohodnost (L,(0) zna¢i vérohodnostni
funkci), méd za platnosti hypotézy asymptotické rozdéleni y% . Mame

L.(60) = [T TT (50" = TL(x)™,

i=1 k=1 k=1
K
0,(60) = Z Uy log m,
k=1
0,(0,) = Z U log —
k=1
Tudiz
. K U,
2(0,(60,) — 0,(60)) =2 Uplog —.
k=1 N

G-test ale testuje hypotézu nezavislosti, tedy hypotézu slozenou. V tom pripadé
je potieba urcit (I — 1) + (J — 1) maximélné vérohodnych odhadu parametri
pir.t€{1,.... I =1} apy;, 7 €{1,...,J — 1}. Vratime-li se k ptuvodnimu zna-
¢eni, dostaneme vyjadreni pro statistiku G, ktera ma za platnosti hypotézy
nezavislosti asymptoticky rozdéleni X%1—1)( J=1)» jehoz pocet stupnii volnosti
jsme ziskali odec¢tenim jednoho stupné za kazdy odhadnuty parametr od ptvod-
niho poctu stupnua (I.J — 1).

Lze ukdzat, ze Pearsontiv y? test je aproximaci G-testu. Oba testy ddvaji
priblizné stejné vysledky, jsou asymptoticky ekvivalentni, avsak konvergence k li-
mitnimu rozdéleni je u G-testu o trochu rychlejsi. Statistik John H. McDonald
napsal: ,, Vyberte si jeden z nich a drzte se ho po zbytek svého Zivota.* (viz Mc-
Donald, 2014, str. 60).

Pro Priklad [I] dava G-test neptfekvapivé velmi podobny vysledek jako Pearso-
niv x? test. Vychéazi p-hodnota 0,0011. Tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 opét
s velkou rezervou zamitdme nezavislost dvou uvazovanych velic¢in.

Nedostatky y? testu a G-testu

Ve zbylé ¢asti této sekce si popiseme nedostatky y? testu a G-testu. Zaprvé
oba testy obecné nedodrzuji stanovenou hladinu (pravdépodobnost chyby I. druhu
muze vyrazné prekrocit hladinu vyznamnosti), coZ je vétsinou zpisobeno tim, Ze
se jedna o asymptotické testy. Skute¢né rozdéleni testové statistiky totiz muze byt
v pripadech, kdy rozsah vybéru n € N neni dostateéné velky v poméru k poctu
bunék I J, dost odlisné od limitniho, nebo dokonce i skutecné limitni rozdéleni
(pro n — o0) mize byt pro nékteré modely jiné nez teoreticky odvozené rozdéleni
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X2I—1)(J—1 , jak ukéazali Berrett a Samworth (2021)), . Zadruhé testové statistiky
a nejsou definovany (pro deéleni nulou) v pripadé, ze v néjakém radku
nebo sloupci tabulky nejsou zadna pozorovani. Tretim problémem je neznaméa
sila testil proti riznym alternativam.

Prvni dva nedostatky souvisi s malymi ¢etnostmi v bunikach ¢i nedostateénym
rozsahem vybéru. Z toho divodu se v odborné literature uvadi rizna doporuceni
(tzv. ,rules of thumb*), kdy je vhodné testy pouzit, kterd vsak nejsou jednotna.
Agresti tvrdi, zZe pro uspokojivé vysledky je dostatecné, kdyz vSechny odhadnuté
ocekdvané Cetnosti e;; jsou rovny alespon 5 (Agresti, 2007, str. 35). Jiné zdroje
vsak uvadi néktera méné prisna pravidla, takze neni iplné zrejmé, v jakych pri-
padech testy lze pouzit a v jakych nikoli.

Tabulka z Prikladu 1| predpoklady o odhadnutych oc¢ekavanych ¢etnostech
e;; uvedenych vyse splnuje (dokonce by splilovala i o dost piisnéjsi), navic 1000
pozorovani je pro nase pocty kategorii dostatecné velky rozsah. Tedy pouziti
asymptotickych testtl bylo korektni.

Problém s nulovymi radky ¢i sloupci se typicky fesi vynechanim ptislusné ka-
tegorie nebo sjednocenim s jinou kategorii (tzv. ,pooling“). Odstranéni radku ¢i
sloupce vsak 1ze provést pouze za predpokladu, ze ma nulovou pravdépodobnost.
V pripadé kladné pravdépodobnosti by doslo ke zméné testované hypotézy. Pred-
pokladejme, naptiklad, ze I-ty fadek neobsahuje zadna pozorovani, ale p;, > 0,
pak po jeho odstranéni testujeme hypotézu Hy : p;j = piy pyjprot=1,...,1—1
aj=1,...,J. Ta vSak neni ekvivalentni s hypotézou nezavislosti .

Dalsi nevyhodou je problém se silou testi. Obecné, pro jakykoli statisticky
test, bychom chtéli maximalizovat silu, tedy zamitat neplatnou hypotézu s co
nejvétsi pravdépodobnosti pii riznych alternativach. To ale vétsinou neni mozné
pro vsechny druhy alternativ. Je vsak dillezité prokazat u daného testu, ze ma
dostatecnou silu aspon proti nékterym druhtim alternativ a ty specifikovat. O sile
x2-testu a G-testu se viak z odborné literatury mnoho nedozvime.

Thomas B. Berrett a Richard J. Samworth se ve svém ¢lanku (Berrett a
Samworth) 2021)) zamysleli nad tim, jak vyse zminéné nedostatky odstranit. Pro-
blém nedodrzeni stanovené hladiny a € (0,1) lze vyfesit tak, ze kriticky obor
spoc¢itame pomoci permutacniho testu, ktery zaruci, ze pravdépodobnost chyby
I. druhu neptekroci hladinu pro libovolny rozsah vybéru n € N. Test tedy budeme
moct pouzit i v pripadé malého poc¢tu pozorovani. Permutac¢nim testiim se proto
budeme vénovat v dalsi sekci.

2.3 Permutacni test nezavislosti

Permutac¢ni testy (viz napr. Pesarin a Salmaso, [2010) jsou presné nebo pri-
blizné testy, které k vypoctu kritického oboru pouzivaji pouze dostupna data,
tedy neni nutné znat presné ani asymptotické rozdéleni jejich testové statistiky.
Nejcastéji se pouzivaji pri Teseni vicevybérovych problémi nebo pro testovani
nezavislosti, coz je nasim zajmem.

Pripomeneme si problém, ktery fesime. Predpokldddme, ze mame nahodny
vibér X = (X1,Y1)",...,(X,,Y,)" (ddle oznacovany také jako ,data“) z rozdé-
len{ ndhodného vektoru (X,Y)" o rozsahun € N, kde X a Y jsou dvé kategoridlni
nédhodné veli¢iny. Chceme testovat nulovou hypotézu (1.1), Ze veli¢iny X a V" jsou
nezavislé. Zvolime néjakou vhodnou testovou statistiku 7;, citlivou na poruseni
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hypotézy nezavislosti. Za T,, mtizeme vzit napiiklad testovou statistiku Pearso-

2 v v .o v 7
nova x? testu (2.1) nebo G-testu (2.2). Pokud nebude feceno jinak, permutaénim
testem budeme implicitné oznacovat jeho pribliznou verzi, ktera se pouziva ve
vétsiné pripadi. Kriticky obor permutacniho testu se urc¢uje na zakladé tzv. per-
mutacniho rozdéleni. Jeho konstrukei popisuje Algoritmus [I]

Algoritmus 1 Permutacni rozdéleni pro test nezavislosti.

Vstup: Néhodny vybér vektori X = (X1,Y1)7,...,(X,,Y,)" o rozsahu n € N.
Vystup: Permutacni rozdéleni {To,T1,. .., T} testové statistiky 7), za platnosti
nulové hypotézy nezavislosti ([L.1)).
vytvor kontingené¢ni tabulku Oy z ndhodného vybéru X
spocitej Ty < T,,(Op)
zvol B € N
for b=1to B do

ndhodné vyber permutaci II, = (a4(1),...,ap(n)) z (1,...,n) bez opako-
vani ze vSech n! moznych permutaci (s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim)
end for
for b=1to B do

Xy = (X, Yab(l))—r? oy (X Yab("))T

vytvor kontingenc¢ni tabulku Oy z X,
10: spocitej Ty, < T,,(Oy)
11: end for

Poznamenejme, ze je tfeba zvolit B € N dostateéné velké (v praxi minimalné
B = 1000). Permutované vybéry X, vzniknou z ptuvodniho ndhodného vybéru X
permutaci druhych sloZek nahodnych vektortt (X;,Y;)" pii zachovani jejich prv-
nich slozek. Vysledek permutacniho testu nezavislosti uré¢ime porovnanim pozoro-
vané hodnoty Ty testové statistiky 7}, s teoretickymi hodnotami 7}, vypocitanymi
z B vygenerovanych tabulek. Formalné, urc¢ime si hladinu testu o € (0, 1). Pred-
pokladejme, ze T,, za platnosti Hy nabyva malych hodnot. Hypotézu nezavislosti
zamitneme, prave kdyz Ty > ¢, kde ¢, je kritickd hodnota definovana jako

1 B
Co=nf<reR: —— > I{T, >r}<a;,
{ B+1I§]{b_ }< }

coz je vlastné (1 — a)-kvantil permutacniho rozdéleni {7y, T1,...,Tp}. Odhad
p-hodnoty pak ziskdme jako

]/5 — ZbB:O :H‘{Tb Z TO}
B B+1 '

Pokud pocet vsech permutaci n! (tj. pocet vSech moznych tabulek, které lze
z puvodnich dat generovat) neni prilis velky (pro velmi mala n), a tedy vypocetné
ne moc narocny, lze za B vzit jejich celkovy pocet a p-hodnotu spocitat presné.
Pak se jednd o tzv. pfesny permutacni test. Ve vétsiné pripadu vSak volime (nebo
musime zvolit kvili neproveditelnosti presného testu) mensi pocet nadhodnych
permutaci, typicky B = 2000, a spokojime se s odhadem p-hodnoty. Tomuto
zpusobu vypoctu se fikd Monte Carlo metoda.
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Je dilezité si uvédomit, ze pro spravné fungovani testu musi permutovana
data X, pouzita pro vypocet teoretickych hodnot T; testové statistiky 7,, splno-
vat nulovou hypotézu, abychom na tyto hodnoty mohli nahlizet jako na odhad
rozdéleni T, za nulové hypotézy. Fakt, ze tabulky O, vzniklé z permutovanych dat
splnuji nulovou hypotézu, plyne z toho, ze ndhodné vektory v ptivodnim vybéru
X jsou nezavislé, a tedy prvni slozka X} k-tého vektoru a druha slozka Y; [-tého
vektoru jsou nezavislé pro vSechna k,l € {1,...,n}, k # (.

Také je dobré si vS§imnout, ze fadkové a sloupcové soucty pozorovani v kon-
tingenc¢ni tabulce n;4 a n4; jsou identické pro pivodni tabulku Oy i vSechny vytvo-
rené tabulky O, z ndhodné permutovanych dat. Konstrukce permutac¢niho testu
nezavislosti se tak da zjednodusit pouze na ndhodné generovani kontingencnich
tabulek O, z ptivodni tabulky Oy, sestrojené z pozorovanych dat, pri zachovani
marginalnich ¢etnosti.

Prihodnou vlastnosti permutacnich testu je, ze i v pripadé testovani slozené
hypotézy (hypotéza nezavislosti) je pravdépodobnost chyby I. druhu omezena
shora stanovenou hladinou « € (0,1) pro vSechny rozsahy vybéru n € N, pro
které je test definovan. Tento fakt je dokdzan v ¢lanku Berrett a Samworth (2017,
lemma 3). Test je tedy konzervativni, z ¢ehoz plyne i mozna nevyhoda, ze skutecna
hladina testu byva mensi nez tolerovana pravdépodobnost «. Je to zptisobeno tim,
ze permutacni rozdéleni je diskrétni, a tak ve vypoctu kritické hodnoty ¢, casto
nelze dosdhnout presné a. Hlavni nevyhodou permutacnich testl je jejich vetsi
vypocetni narocnost oproti asymptotickym testtim.

Pro aplikaci na Piiklad [1I| uvazujme permutacni verze Pearsonova x? testu
a G-testu s odhadem p-hodnoty metodou Monte Carlo na zakladée B = 2000 vy-
tvorenych tabulek. Ptislusné p-hodnoty vyjdou poporadé 0,0015 a 0,0010, tedy
témer shodné jako pro asymptotické verze testi. Opét zamitame hypotézu neza-
vislosti.

Jak jsme jiz zminili, permutacni test nezavislosti lze zkonstruovat pro libovol-
nou vhodné zvolenou testovou statistiku. V dalsi ¢asti si predstavime specificky
permutacni test, ktery klasickou testovou statistiku nema, funguje na jiném prin-
cipu.

2.4 Fishertiv presny test

Fishertuv presny test, nazyvany také Fishertv exaktni nebo faktoridlovy test,
je neparametrickd metoda plivodné navrzend v roce 1934 britskym statistikem
R. A. Fisherem pro kontingenc¢ni tabulky typu 2 x 2 (viz McDonald, 2014, od
str. 77). Pozdéji, s rozvojem pocitaci, byla zobecnéna pro libovolné rozméry 1, .J.
Jednad se o specidlni typ presného permutacniho testu, ktery se pouziva k testovani
nezavislosti zejména v pripadé mensiho poc¢tu pozorovani n a mensich rozméru
I, J, tedy v situacich, kdy neni vhodné pouZivat asymptotické testy (x? test nebo
G-test).

Fishertiv pfesny test nema klasickou testovou statistiku. Jeho princip spociva
ve vypoc¢tu podminéné pravdépodobnosti, Ze pfi danych margindlnich ¢etnostech
ni+ a ny; vznikne tabulka s cetnostmi n;;. Tato pravdépodobnost se spocita pro
vsechny mozné realizace tabulek s fixovanymi marginalnimi ¢etnostmi. Oznac¢me
Oy pluvodni tabulku sestavenou z pozorovanych dat. Uréime vSechny rizné ta-
bulky Oy, ..., Op, které lze sestavit pfi pevnych marginalnich cetnostech n;y an;

12



ptuvodni tabulky Oy. Déle necht P(Oy), b = 0,1,..., B, znaci ptislusné podmi-
néné pravdépodobnosti jejich nastani. D& se ukazat (viz napt. |Andeél, 2011 str.
290), Ze pro ¢tyfpolni tabulku tyto pravdépodobnosti tvori hypergeometrické roz-
déleni a pro obecnou tabulku s libovolnymi rozméry dostaneme mnohorozmérné
hypergeometrické rozdéleni.

Test rozhoduje o platnosti hypotézy nezavislosti na zakladé p-hodnoty,
ktera se spocita jako soucet pravdépodobnosti téch tabulek, které predstavuji
stejné nebo vétsi odchyleni od hypotézy nezavislosti nez ptivodni tabulka, jsou
tedy stejné nebo vice ,extrémni“. Jedna se o takové tabulky O,, které splnuji
P(Op) < P(Oy). Pro presnou p-hodnotu tak plati

p=2_P(Oy) 1{P(Os) < P(Op)}.

b=0

Pro tabulky s velkymi rozsahy vybéru a vétsimi rozméry muze byt obtizné ¢i
nemozné Fisheruv test provést presné kvili vypocetni ndro¢nosti (i pies postupné
zefektiviiovani algoritmi). V tom pripadé je nutné pouzit jiny test nebo vyuzit
moznosti priblizného permutacniho testu spocitat odhad p-hodnoty

_ Yo H{P(Oy) < P(O0)}
be = B+1

metodou Monte Carlo na zdkladé mensiho po¢tu B € N nahodné generovanych
tabulek pomoci permutace ptivodnich dat. Pak provedeny test pojmenujeme jako
Fisheruv priblizny test.

Jakozto permutacni test je Fishertuv test konzervativni v disledku diskrétniho
pravdépodobnostniho rozdéleni tabulek. Pro tabulky 2 x 2 existuje nékolik testt
vychazejicich z Fisherova, které sice poskytuji o trochu vétsi silu, ale jejich vypo-
¢etni narocnost je jesté vétsi nez pro Fishertiv test. Navic tyto testy nemusi byt
(i odbornym) ¢tenarum zndmé. Piikladem je Barnardav test, ktery pravdépo-
dobnosti tabulek nepodminuje na souctech radki, ale pouze na souctech sloupcti,
¢imz ma vétsi silu.

Fisheruv pfesny test nelze provést na Prikladu [I|kvili velkému rozsahu vybéru
(n = 1000). MuzZeme vSak pouzit Fishertuv priblizny test s B = 2000 vytvorenymi
tabulkami. Dostaneme pak p-hodnotu 0,0020, na jejimz zédkladé vyvratime hypo-
tézu nezavislosti veli¢in dovolena a sidlo. Vidime, zZe i tento test poskytuje silny
diikaz proti neplatné hypotéze.

Vycet statistickych testii uzavieme novéjsim prispévkem k metodam pro tes-
tovani nezavislosti.

2.5 USP test nezavislosti

USP test byl predstaven v roce 2021 v ¢lanku Berrett a Samworth! (2021)).
Zkratka USP vychézi z tzv. ,U-statistic permutation test“, coz bychom mohli pte-
lozit jako permutacni test zaloZeny na U-statistice. Zjednodusené feceno, U-sta-
tistika je v podstaté aritmeticky primeér néjakého nestranného odhadu parame-
tru pres vSechny jeho mozné hodnoty, spocitané z ndhodného vybéru. Tomuto
nestrannému odhadu se tika jadro. Podrobnéji se U-statistikam budeme vénovat
v Kapitole [3] Opét nejdfive pfipomerime problém, ktery fesime. Mame nadhodny
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vibér X = (X,Y1)",...,(X,,Y,)" z rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y)"
o rozsahu n € N, kde X a Y jsou dvé kategoridlni ndhodné veli¢iny. Chceme
testovat nulovou hypotézu , ze veliciny X a Y jsou nezavislé. Data uspora-
ddme do kontingenc¢ni tabulky (Tabulka , n;j jsou pozorované cetnosti a e;;
(definované v ([L.3)) jsou odhadnuté ocekavané cetnosti za platnosti nulové hypo-
tézy. Testova statistika USP testu je definovana pro n > 4 jako

N 1 I J 4 I J
S PP DL i) - n(n — 2)(n — 3) ;FZI"J eij-  (2:3)

i=1j=1

Jeji prvni ¢len kvantifikuje odchyleni od hypotézy nezavislosti, zatimco druhy ¢len
vyjadiuje jakousi korekci zohlednujici fakt, Ze ndhodné veli¢iny n;; a e;; nejsou
nezavislé, nebot je pocitame ze stejné tabulky. USP test, stejné jako Fishertv
test, netrpi v&tSinou nedostatki, které maji asymptotické testy x? test a G-test,
protoZe jde o permutacni test a jeho testova statistika neobsahuje jmenovatel e;;.

Kriticky obor a p-hodnotu USP testu ur¢ime na zakladé permutac¢niho rozdé-
leni Vypocteneho podle Algorltmul 1| Necht Uy znadi pozorovanou hodnotu testové
statistiky (2.3]) pro puvodni tabulku a necht U, znaci hodnoty testové statistiky
vypocitané z B ndhodné generovanych tabulek pro b € {1,..., B}. Hypotézu ne-
zévislosti zamitneme na hladiné a € (0, 1), pravé kdyz Uy > Ca, kKde ¢, je kriticka
hodnota definovana jako

=inf{reR: 721{Ub>r}<a
B+1i5

coz je vlastné (1 — a)-kvantil permutacniho rozdéleni {Up, Uy, ..., Up}. Odhad
p-hodnoty pak ziskdme jako

_ ZbB:O E{Ub > UO}
B+1 '

Odvozeni testové statistiky vychazi z nasledujici iivahy. Mnoho nedostatki
x? testu a G-testu plyne z piftomnosti ¢lent e;; ve jmenovateli jejich testovych
statistik a . Proto se nabizi posuzovat rozdilnost dvou pravdépodob-
nostnich rozdéleni P, P’ pomoci klasické eukleidovské metriky, respektive jejiho
¢tverce

I J
DY (i — i)

=1 j=1

V kontextu testovani nezavislosti nas zajima pripad, kdy je rozdéleni P’ uréeno
souc¢inem marginalnich rozdéleni velicin X a Y, tedy P’ = (p};) = (pit p+;)- Do-
sazenim do predchoziho vztahu dostavame definici miry zavislosti v kontingenc¢ni
tabulce jako

I J
D = Z Z(pij - P¢+P+j)2-
i=1j=1

Nulova hypotéza nezavislosti (I.1)) plati, pravé kdyz D = 0. Cim vice je nezavislost
porusena, tim se zvétsuje hodnota D.
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Mira zavislosti D vSak v praxi nelze spocitat, protoze skutecné hodnoty pa-
rametri p;j, pi+ a py; jsou nezndmé. Je tedy nasnadé pokusit se D vhodné od-
hadnout. K odhadu vyuzijeme teorii U-statistik. Uvazujme funkci

I J
h((z1,91), (T2, 92), (3, Ys), (24, Ya)) Z Z(ﬂ{xlzi,m:j} Las=i, yo=g) —
i=1j5=1

— 2 L=y =) Loam) L=y + Lws=i) Liyams) Lwsmsiy L=y )-

Ukazeme, ze funkce h aplikovana na nas ndhodny vybér je (nesymetrické, viz Defi-
nice jadro parametrické funkce D, tj. ze h ((X1, Y1), (X2, Y2), (X3, Y3), (X4, Yi))
je nestranny odhad D. Ve vypoctu se vyuziva nezavislost ndhodnych vektora
a vlastnosti stfedni hodnoty.

ER((X1, Y1), (Xa,Ya), (X3, Y3), (Xa, Vi) =

=Y > (PIX: =i, Ys = jIP[Xs =i, Ys = j] -

3P, =i = P, =z‘]P[Y3 = ]
+P[X; =] P[Ys = j] P[X5 =

v

J I J
= Zl Zl p@] 2pz] Dit D45 +pz+ Pﬂ Zl Zl<pij - pi+p+j)2 =D.
1=17J7= 1=1 =

Dosazenim jadra h do Definice dostaneme pro rozsah vybéru n > 4 odhad D
hodnoty parametrické funkce D jako U-statistiku ¢tvrtého radu (viz Definice
— 1

D = n(n _ 1)(’[’L _ 2)(7’L _ 3) zv:h((XOq?YOél)? (XOZZ’ YOQ)? (XOé37 YO&3)7 (XOHU Ya4))7

kde v sumé s¢itdme pres vSechny ¢tyiprvkové variace V = (g, ag, as, ay)
z (1,...,n). Tento vyraz lze zjednodusit na tvar

4

2)(n — 3 ZZ%%

I J
Z Z N — e,]

1=1j5=1 n(” ) =17
Z{=1 "i+ + }'7:1 ”+j (3n — )( +)(Z =1 n+]) B n
n(n—1)(n —3) n3(n—1)( —2)(n—3) (n—1)(n—3)

Uprava, kterou se k vyjadieni vyse dospéje, je nad ramec této préace (viz Berrett,
Kontoyiannis a Samworth, 2020). I toto vyjadfeni je dost slozité. Protoze vsak
konstruujeme permutacni test nezdvislosti, ke spravnému fungovani testu staci
vzit jako testovou statistiku pouze prvni dva ¢leny odhadu D. Je to kvili tomu,
ze zbyvajici Cleny zavisi pouze na hodnotach n,n;; a n,;, které neméni poradi
pozorované hodnoty odhadu D pro nas datovy soubor v ramci permutacniho
rozdéleni pri konstrukei kritického oboru. Dostaneme tak vzorec testové statistiky
USP testu ((2.3)).

Statistika D je navic jediny nestranny odhad D s nejmensim rozptylem. Tuto
dilezitou optimalni vlastnost, ktera zdivodnuje volbu U-statistiky D pro odhad
miry zavislosti D, dokazali Berrett a Samworth| (2021)). Z toho plyne i vhodnost
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testové statistiky U, nebot permutacni test s testovou statistikou D je ekvivalentni
permutac¢nimu testu s testovou statistikou U.

Pouzijme nyni USP test na nds modelovy Pfiklad [T} Jako u predchozich per-
mutacnich testi i zde zvolime pocet nahodné generovanych tabulek B = 2000.
Vyjde nam p-hodnota 0,0920, na zakladé které nemizeme zamitnout hypotézu
nezavislosti dvou nahodnych veli¢in na hladiné 0,05. Jinak feceno, test ndm ne-
poskytl dostatecné silny dikaz k vyvraceni nezavislosti.

Abychom to shrnuli, pti védomi, ze v Ptikladé (1| neplati nezavislost, vidime,
ze spravné (a s podobnymi vysledky) rozhodly vSechny uvazované testy az na
USP test, ktery v tomto pripadé selhal. Pro¢ tomu tak je, nahlédneme v ramci
simulacni studie v Kapitole [4
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3. U-statistiky

Na tomto misté dodatecné vysvétlime a ilustrujeme na piikladech pojem
U-statistika, ktery je stézejnim néstrojem pro konstrukci USP testu. Budeme
vychézet z poznatku v knize R. J. Serflinga (Serfling, 1980, kapitola 5) a ¢asteéné
také z ¢lanku W. Hoeffdinga (Hoeftding), |1948)), ktery s timto pojmem pfisel a po-
lozil zaklady teorie U-statistik.

Definice 1 (Jadro). Necht n,m € N. Necht X1, ..., X, je ndhodny vgbér redlnyjch
velicin z rozdélent s distribucni funkci F. UvazZujme parametr 8 € O, kde © C R
je parametricky prostor, jako funkciondl 6 = O(F'), pro néjz existuje nestranny
odhad. Pak O(F) nazgvdme regularni funkcional. Tedy ezistuje m < n a néjakd
meritelnd funkce h splnujici

O(F) = E[h(X1, ..., Xm)] :/R.--/Rh(xl,...,xm>dF(m1).--dF<xm).

Funkci h(zxq, ..., x,) nazgvame jadro (kernel) reqularniho funkciondlu (F). Bez
ujmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze jadro h je symetrické v x1,...,Zp,.
Kdyz nebude, nahradime ho symetrickym jadrem

1

m;h(:ﬁal,...,xam), (3.1)
kde v sumé scitdime pres vsechny permutace Il = (aq, ..., ) 2 (1,...,m).

Definice 2 (U-statistika). Uvazujme ndhodny vgber velicin X, ..., X, z rozdé-
lend s distribucni funkci F a parametr 0 jako requldrni funkciondl @ = 0(F'). Necht
h(xy,...,xm) je jddro 8(F), m < n. Pak U-statistiku (m-tého fadu) definujeme
jako funkci vyberu

Un—U(Xl,...,Xn)—BZh(Xal,...,Xam), (3.2)

kde v sumé scitdme pres vsechny m-prvkové kombinace K = (aq, ..., )
2z (1,...,n). Funkci h nazveme jadro statistiky U.

V Definici 2] implicitné predpokladame, ze jadro h je symetrické. V pripadé, ze
symetrické neni, dostaneme dosazenim (3.1]) do (3.2)) alternativni definici U-sta-
tistiky pro obecné jadro h

1
nn—1)---(n—m+

U, =U(X1,...,X,) = 1)Zh(Xal,...,Xam), (3.3)

kde v sumé s¢itame pres vSechny m-prvkové variace V- = (aq, ..., )z (1,...,n).

Statistika U, je zfejmé symetrickd v Xi,..., X, a je nestrannym odhadem
parametru 6 (odtud U jako ,unbiased®). Je to vlastné aritmeticky prumeér pres
vSechny mozné hodnoty jadra h, tedy pro vypocet odhadu parametru 6 vyuzivame
maximum informaci, které mame k dispozici z dat. Jadro h vycislené v prvnich
m pozorovanich je sice také nestranny odhad 6, ale méné presny nez U, (h ma
vetsi rozptyl). Intuitivné to plyne z toho, ze pri vypoctu h nevyuzivime vsechnu
informaci z pozorovanych dat. Analyticky si to rozebereme nize.
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Na nasledujicim ptikladu si ukazeme, ze U-statistiky jsou v jistém smyslu
zobecnénim vybérového priméru. Mnoho znamych statistik jsou ve skutec¢nosti
U-statistiky.

Priklad 2.

(i)

(i)

(iii)

Chceme urcit U-statistiku pro stredni hodnotu E X nahodné veliciny X na
zikladée ndhodného vjberu Xy, ..., X,. Mdme § = EX = [paxdF(x). Pro
symetrické jadro h(xy) = z1 dostaneme

U(Xy,...,X,) =

cozZ je vybérovy primer.

Chceme wurcit U-statistiku pro rozptyl var X ndhodné veliciny X na zdkladé
ndhodného vijbéru Xy, ..., X,. Mdme 6 = var X = [p(x — p)? dF (). Z rov-
nosti var X = EX? — (EX)? plyne, Ze miiZeme vzit jddro ho(xy,x9) =
12 —x1 19, které vsak neni symetrické. Aplikaci vijrazu na hy dostaneme
symetrické jadro

=2z 13 1

h(xy,72) = 9 = 5@1 - 552)27
jemuz odpovidajici U -statistika je
2
UX1,...,X,)=———+ h(X;, X;) =
n(n —1) 132371 ’
1

= —0 > X-X)=

n(n —1) 1<i<j<n
non X2+X2—2XX

= 722

n_llljl

sl 6)-

1 (& _
— I(ZXf—nXi>:S§,

n i—1

tedy vyberovy rozptyl.

Na zaklade nahodného vyberu Xy, ..., X, chceme urcit U-statistiku pro dis-
tribucni funkci, tedy odhadovanym parametrem bude celd distribucni funkce
F(u) prou € R. Mdame 0 = F(u) = [*_dF(x) = P[X < u|. Pro symetricky
kernel h(x1) = 1(—oo, uy(x1) dostaneme

1 & ~
U(Xl, . 7Xn) = *Z]l(—oo,u)(Xz) = Fn(U),

n;3

coZ je empirickd (vgbérova) distribucni funkce.
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Déle si uvedeme a dokazeme zminénou vlastnost U-statistik, totiz ze jsou lep-
Simi nestrannymi odhady ve smyslu mensiho rozptylu nez jiné nestranné odhady,
coz motivuje volbu statistiky D pri konstrukci USP testu. Nejprve vSsak odvodime
vyjadreni U-statistiky jako podminéné stredni hodnoty potiebné k dikazu této
vlastnosti.

Lemma 1. Necht X;,..., X, je nahodny vyber velicin z rozdéleni s distribucni
funke? F' a méjme jadro h(zy,...,2m), kde m < n. Oznacme X,y vektor pordd-
kovych statistik Xy = (Xqy, ..., Xw))' . Pak plati

Up=Egz [W(X1,..., Xpn) | X (). (3.4)

Diikaz. [Vlastni] Ve vypoctu stiedni hodnoty integrujeme podle mnohorozmérné
empirické distribuc¢ni funkce

Ea((yn - ym) " | Xy = @)

kterd urcuje podminéné diskrétni rozdélen{ ndhodného vektoru (Vi,...,V,,)7.
Jeho nosicem je mnozina vektori

{(Xal, oy X, ) (o, o) je m-prvkova variace z (1, ... ,n)} ,

jejichz slozky tvoif m-prvkové variace ze slozek vektoru X(,), s pravdépodob-

nostmi
1

(:1) m!’
kde z,, jsou realizace ndhodnych velicin X,, pro ¢ = 1,...,m. Bez Gjmy na

obecnosti predpoklddame, Ze vektor X(,) neobsahuje shodné slozky. Z definice
podminéné stredni hodnoty pro diskrétné rozdéleny nahodny vektor dostaneme

vyjadreni pravé strany (3.4]) jako

P[Y1 = Toyy--os Ym = Ta,, |X(n) = w(n)] =

1 1
> h(Xays - Xan) - = 7 > h(Xays - Xaw) = Un.
v (n)mt ()%
V prvni rovnosti jsme vyuzili predpoklad symetrie funkce h. O]

Véta 2. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribucni funkci F.
Necht S = S(Xy,...,Xn), kde m < n, je nestranny odhad requldrniho funkcio-
ndlu O(F) s odpovidajici U-statistikou U,. Pak U, je také nestrannym odhadem
a platt

varU, < var§, (3.5)

pricemz rovnost nastane prave, kdyz P|U, = S] = 1.
Diikaz. Diky vztahu (3.4) mame U, = E P (S| X (], tedy
EU, =E[E; [S| X)) =ES =0,

takze U, je nestranny. Tudiz k dikazu nerovnosti (3.5)) staci ukazat, ze
EU? < ES? S vyuzitim Jensenovy nerovnosti dostaneme

EU. =E[E; [S| Xw]]? <E[E; [S*] X)) = ES?,
kde rovnost je prave, kdyz E ; [S| X(,)] = S skoro jisté. O
Tedy kazdy nestranny odhad S 1ze vylepsit (zpresnit) prislusnou U-statistikou

ve smyslu zmenseni rozptylu.
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4. Simulac¢ni studie

V této kapitole empiricky porovname probrané testy nezavislosti pomoci simu-
lovanych dat. Navazeme na simulac¢ni studie provedené ve vyse zminéném clanku
Berrett a Samworth| (2021)) a doplnime je o nové zavéry. Autori se rozhodli do
porovnani testi nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce nezahrnout Fishertiv test. My
ho do nasich simulaci zahrneme, protoze se také jedna o pomérné rozsiteny test,
ktery je casto zminovan ve statistické literature. Budeme vsak uvazovat pouze
jeho pribliznou verzi, protoze presny test nelze na nase simulacni scénare apliko-
vat kvili vypocetni narocnosti.

V softwaru R pro statistické vypocty, ve kterém simulace provadime, je zabu-
dovana permutacni varianta Pearsonova x? testu (s odhadem p-hodnoty metodou
Monte Carlo), ale nikoliv G-testu. Modifikaci existujicich prikazi jsme si proto
vytvorili vlastni funkei G.test, jejiz kdd poskytujeme v Piiloze [A] Ostatni zkou-
mané testy provadime pomoci piikazi chisq.test, fisher.test z balicku stats
a USP.test z balicku USP (Berrett a kol., 2021)).

Pro porovnéani testii budeme zkoumat jejich empirickou hladinu, coz je po-
dil pripadi zamitnuti platné hypotézy, a empirickou silu, coz je podil pripada
zamitnuti neplatné hypotézy. Na zakladé vhodné zvolenych simulac¢nich scénarta
ucinime zavéry a doporuceni, v jakych pripadech je vhodné pouzit jaky test. Za
ucelem prehlednych definic téchto scénaru si zavedeme nasledujici znaceni a po-
jmy. Oznacme poporadé

Di+ = (p1+7 s 7p1+)T7 D+j = <p+17 s 7p+J)T

vektory radkovych a sloupcovych marginalnich pravdépodobnosti urcujicich mar-
ginalni rozdéleni dvou kategorialnich veli¢in. Dale necht P znaci matici sdruze-
nych pravdépodobnosti (p;;)rxs pro piislusnou kontingenéni tabulku I x J. Pak
za platnosti nulové hypotézy H|) plati

P =pi,pl,, (4.1)

kde prava strana vyjadruje maticovy soucin prislusnych vektorti. Vysledkem je
tedy matice typu I x J. Abychom mohli porovnavat silu testu, je potfeba néjakym
zpusobem narusit rovnost pri zachovani marginalnich pravdépodobnosti,
¢imz porusime nezavislost dvou veli¢in a vytvorime alternativu. Matice P se pak
za platnosti alternativy H{ da vyjadrit jako

P= Pi+ p—l_;_j + g, (42)

kde £ je matice perturbaci (poruch) nulové hypotézy s nulovymi fadkovymi
a sloupcovymi soucty. Prvky matice £ lze volit mnoha zplisoby. Nabizi se vsak
moznost rozlisit je na dva piipady. Ridké perturbace se tykaji pouze malého poctu
prvkl matice P, typicky ¢tyt, coz je nejmensi pocet prvki, ktery lze perturbo-
vat. Na druhé strané husté perturbace porusuji hypotézu ve velkém poctu prvka
matice P. Maximalni pocet perturbovanych prvki ziejmé zavisi na tom, zda jsou
rozméry I, J matice P sudé nebo liché. Ve vSech simulacich budeme pouzivat
nomindlni hladinu o = 0,05 a vypocty budeme provadét na 10000 kontingenc-
nich tabulkach generovanych z rozdéleni daného matici P. Pro testy vyuzivajici
permutacni rozdéleni bereme B = 2000.
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Zacneme simulacemi, pomoci kterych budeme zkoumat dodrzovani hladiny
testl a jejich silu proti konkrétni alternativé pro riizné rozsahy vybéru n. Zvolme
I =3 a J = 4. Definujme prvni simula¢ni scénar

0,50

0,22 0.95 € —€ € —€
Pi+ = 0,45 y DP+4j = 0710 s E=|—¢ € 0 0 s (43)
0,33 0’15 0 0 —e ¢

kde £ je matice hustych perturbaci € > 0, které musi byt zvoleny dostatecné malé,
aby porusené pravdépodobnosti p;; podle lezely stale mezi 0 a 1. Zfejmeé plati
¢im vétsi e, tim vetsi odchyleni od nezavislosti dvou veli¢in.

Pro porovnani empirické hladiny testii budeme tabulky generovat z rozdé-
leni ur¢eného v s nulovou odchylkou od hypotézy s dosazenymi hodnotami
definovanymi v . Vysledky simulace, kde x? test a G-test jsou provedeny
v klasické asymptotické verzi, pro rtzné rozsahy vybéru n jsou uvedeny v Ta-
bulce [£.1] Jejich grafické zndzornéni poskytuje Obrazek vlevo. Vysledky uka-

Rf)z§ah Pegrsontlv C-testt USP test Fisheruv
vybéru X~ test test
20 0,039 0,061 0,051 0,045
20 0,047 0,083 0,052 0,051
100 0,048 0,071 0,049 0,048
200 0,052 0,061 0,053 0,053
300 0,049 0,055 0,050 0,049
500 0,051 0,053 0,050 0,051
700 0,048 0,050 0,050 0,048
1000 0,048 0,050 0,049 0,048
1300 0,048 0,049 0,052 0,050
1600 0,052 0,052 0,052 0,052

Pozn: ¢ Asymptotické verze testu.

Tabulka 4.1: Hodnoty empirické hladiny testd pro razné rozsahy vybéru podle prvniho simu-
la¢niho scénéie. Pearsontiv x? test a G-test byly provedeny v klasické asymptotické verzi.

zuji, Ze pro malé rozsahy vybéru (n < 500) skutecnd hladina (pravdépodobnost
chyby I. druhu) asymptotického G-testu vyrazné prekracuje stanovenou (nomi-
nalni) hladinu o« = 0,05. Naptiklad pro n = 50 test zamital platnou hypotézu
v 8,3 % piipadii namisto pozadovanych 5 %. Naopak asymptoticky x? test je pro
velmi malé rozsahy dost konzervativni, jeho skutecna hladina je mensi nez nomi-
nalni. Napiiklad pro n = 20 test zamitl platnou hypotézu v méné nez 4 % pripadi.
Nedodrzovani stanovené hladiny u asymptotickych testt (pro mensi rozsahy vy-
béru) se da predejit pouzitim permutacnich verzi testi, které timto nedostatkem
netrpi, viz Tabulka [4.2) a Obrazek [4.1] vpravo. Empirické hladiny vSech testu pro
libovolny rozsah n kolisaji blizko okolo nominalni hladiny o = 0,05. Odpovida to
teoretickému o¢ekavani. Fisheruv a USP test (jakozto permutacni testy) hladinu
ziejme také dodrzuji pro libovolny rozsah n. Simulace jejich hladiny byla pro lepsi
porovnani provedena v obou pripadech.

Pro porovnani sily testti proti konkrétni alternativé zvolime € = 0,0079 a de-
finujeme rozdéleni splnujici alternativu pomoci P = p; 4 p_T,_j + &, kam dosadime
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Rozsah Pearsoniv C-test® USP test Fisheruv

vybéru x? test® test
20 0,049 0046 0,051 0,045
50 0,050 0,051 0,051 0,050
100 0,054 0,053 0,051 0,055
200 0,050 0,050 0,050 0,050
300 0,055 0,053 0,053 0,054
500 0,050 0,048 0,053 0,048
700 0,048 0,049 0,046 0,048
1000 0,049 0,049 0,049 0,049
1300 0,048 0,047 0,046 0,048
1600 0,052 0,052 0,048 0,052

Pozn: ® Permutacni verze testu.

Tabulka 4.2: Hodnoty empirické hladiny testt pro rtzné rozsahy vybéru podle prvniho simulac-
niho scénaie. Pearsoniiv x? test a G-test byly provedeny v permutaéni verzi. Vysledky pro USP
a Fishertv test se mirné lisf od téch v Tabulce [£.1]z diivodu jiné posloupnosti pseudondhodnych
tabulek.

hodnoty z (4.3). Ze stejného rozdéleni jsme také vygenerovali Tabulku v Prii-
kladu[l} Provedeme simulaci empirické sily testii v zavislosti na rozsahu vybéru n.

Rf)Zfah Pez;rsonzlv C-testt USP test Fisherav
vybéru X~ test test
100 0,093 0,095 0,071 0,092
200 0,150 0,147 0,100 0,148
300 0,201 0,200 0,122 0,201
500 0,344 0,346 0,193 0,344
700 0,482 0,482 0,266 0,481
1000 0,664 0,664 0,404 0,663
1300 0,797 0,800 0,536 0,797
1600 0,883 0,884 0,650 0,883
2000 0,950 0,951 0,784 0,951
2500 0,983 0,983 0,884 0,983
3000 0,995 0,996 0,948 0,996

Pozn: @ Permutacéni verze testu.

Tabulka 4.3: Hodnoty empirické sily testi pro rtizné rozsahy vybéru pro perturbaci e = 0,0079
podle prvniho simula¢niho scénaie. Pearsontiv x2 test a G-test byly provedeny v permutaéni
verzi.

Obdrzené vysledky uvddime v Tabulce [£.3] Jejich grafické zndzornéni poskytuje
Obrazek . Pouzili jsme pouze permutacni verze x? testu a G-testu, protoze, jak
jsme ukézali, pro mala n jsou asymptotické testy nevhodné, a navic pro velka n
je jejich sila v podstaté stejna jako u permutacnich. Vidime, Ze s rostoucim n
se sila testi zvétsuje (podle ofekdvani), ale pro USP test v tomto piipadé sila
roste o dost pomaleji nez pro ostatni testy, které vykazuji témér shodné vysledky.
Naptiklad pro n = 1000 jako v Ptikladé [1] je empiricka sila USP testu pouze 0,40
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Obrézek 4.1: Grafy empirické hladiny v zavislosti na (dekadickém) logaritmu rozsahu vybéru n
pro prvni simulaéni scénéi. Vlevo pro asymptotické verze Pearsonova x? testu a G-testu, vpravo
pro jejich permutacni verze (v legendé oznaceny MC jako Monte Carlo).

(tedy neplatnou hypotézu zamital pouze ve 40 % piipadi), zatimco pro ostatni
testy se rovna ptriblizné 0,66. To nam poskytuje vysvétleni, pro¢ v Prikladu
USP test jako jediny chybné nezamitl neplatnou hypotézu nezavislosti.

Ze se USP testu pro scénaf (4.3) nedaii v porovnani s ostatnimi testy, na-
hlédneme jesté pomoci simulace empirické sily v zavislosti na riznych hodnotach
perturbace € pro pevny pocet pozorovani n = 1000 (viz Tabulka a Obra-
zek . Tentokrat uvaZujeme pouze asymptotické varianty y? testu a G-testu,
nebot n je velké. Permutacni verze vSak dévaji analogické vysledky. Je zfejmé, ze
USP test ma mensi silu nez ostatni testy, které davaji lepsi a v podstaté stejné
vysledky. Napriklad pro e = 0,009 USP test zamital hypotézu pouze v 54 % pri-
padu, zatimco ostatni testy neplatnost hypotézy detekovaly v 80 % experimentt.

USP test zrejmé tedy v nékterych pripadech selhava. Berrett a Samworth
(2021)) vsak predlozili pouze priklady a simulacéni scénéfre, ve kterych si USP test
vede nejlépe, pripadné velmi podobné jako ostatni testy. Neukazali vsak situace,
kdy USP test vyrazné selhava oproti jinym testim. Jednim z téchto pripadu je
Scénar . Autofi ¢lanku ukézali, ze USP test ma pomérné velkou silu i proti
velmi malym odchylkdm od nulové hypotézy nezavislosti, ale pouze v pripadé,
kdy jsou odchylky pritomné zejména v bunkach s vysokymi pravdépodobnostmi.
Z toho plyne, ze USP test je zaddouci pouzit v situaci, kdy (v praxi neznamé)
pravdépodobnostni rozdéleni pro pozorovanou tabulku obsahuje fidké perturbace
a pouze v kategoriich s vyssimi pravdépodobnostmi p;;. Pokud jsou perturbovany
také (nebo jenom) nizké pravdépodobnosti p;;, pak USP test ztraci na sile a muze
byt o dost horsi nez jiné testy. To je pripad scénare , snadno totiz nahlédneme,
ze nezavislost je porusena i v bunikach s malymi pravdépodobnostmi (p13 a p14).
Zformulovana tvrzeni o sile USP testu demonstrujeme na nasledujici simulaci.
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Obrazek 4.2: Graf empirické sily v zavislosti na rozsahu vybéru n pro perturbaci e = 0,0079 pro
prvni simula¢éni scénai. Pearsontiv x? test a G-test byly provedeny v permutaéni verzi. Kvili
lepsimu zobrazeni byl k hodnotdm prvnich tii test v legendé pficten ndhodny Sum (jitter).

Zvolime opét rozsah n = 1000 a rozméry I = J = 4. Definujme

0,50 0,40
0,30 0,35 € —c€ € | Ogaxa
Pr= o012 PH = o5 | EI(—E e)’ 51:(02X2 OM)’
0,08 0,10 (4.4)
O1x2 | O1x2
52:(6' 82x2)7 & = c c : 84:(06 02><2)’
€ 22 01><2 O1><2 22 €

kde &, k = 1,2,3,4 jsou blokové matice typu 4 x 4 rizné usporadanych blokt
g s perturbacemi € > 0 hypotézy nezavislosti. Matice & jsou zvoleny tak, aby
s rostoucim indexem k byly odchylky e pritomny ve vétsim poc¢tu bunék s mensimi
pravdépodobnostmi p;;. Budeme tedy uvazovat ctyii riizné matice pravdépodob-
nosti Py za platné alternativy, splnujici Py = p;+ plj + &, kde k € {1,2,3,4}.
Zajiméa nas sila testi pro ¢tyri definované scénare a pro rtzné velikosti odchy-
lek €. Do simulaci opét zahrneme pouze asymptotické verze y? testu a G-testu,
nebof n je dostatecné velké. V prvnim pripadé, kdy perturbujeme pouze relativné
vysoké pravdépodobnosti (scénar Py) si USP test vede podle oc¢ekavani nejlépe,
mé& nejvetsi silu, zatimco ostatni testy si vedou o dost hute (a vzadjemné v pod-
staté stejné), viz Tabulka a Obrazek vlevo. Naptiklad pro e = 0,018 USP
test zamital hypotézu v 81 % pripadu, zatimco ostatni testy neplatnost hypotézy
detekovaly pouze v cca 52 % experimentii.

V druhé simulaci podle matice P, se uz projevuje pritomnost odchylek e
i v mensich pravdépodobnostech p;; ztratou sily USP testu (viz Tabulka
a Obrazek vpravo). Rozdil v sile mezi nim a ostatnimi testy ale zatim neni
propastny (pro € = 0,0102 je sila USP testu 0,66, u ostatnich asi 0,77).
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Velikost Pearsoniv G-test® USP test Fisheruv

perturbace x? test® test
0,0000 0,052 0,054 0,054 0,053
0,0015 0,065 0,068 0,056 0,066
0,0030 0,116 0,121 0,084 0,118
0,0045 0,230 0,234 0,137 0,230
0,0060 0,414 0,420 0,234 0,412
0,0075 0,610 0,617 0,364 0,609
0,0090 0,800 0,804 0,539 0,799
0,0105 0,915 0,917 0,713 0,915
0,0120 0,980 0,980 0,861 0,979
0,0135 0,995 0,996 0,947 0,996
0,0150 0,999 0,999 0,984 0,999

Pozn: * Asymptotické verze testu.

Tabulka 4.4: Hodnoty empirické sily testt pro rtuzné velikosti perturbace € pii rozsahu vybéru
n = 1000 podle prvniho simula¢niho scénafe. Pearsoniiv x? test a G-test byly provedeny v kla-
sické asymptotické verzi.

Pro tfeti scénar P uz je sila USP testu chabd v porovnéni s jinymi testy (viz
Tabulka a Obréazek vlevo). Perturbujeme totiz spise malé pravdépodob-
nosti, naopak ty velké nikoli. Markantni rozdil v sile ilustrujeme pro € = 0,0075.
USP test zamital neplatnou hypotézu pouze v 37 % pripadu, zatimco ostatni
testy ji detekovaly v 75 % experimentt, coz déla rozdil 38 procentnich bodu.

V poslednim pripadé, kdy generujeme tabulky z rozdéleni P4, uz USP test
taktka zcela selhdva a neni vhodné ho pouzivat (viz Tabulka a Obrazek
vpravo). Je to zpusobeno tim, ze odchylky € jsou pritomny i v butikdch s nejmen-
simi pravdépodobnostmi. Ostatni testy maji v tomto pripadé znatelné vétsi silu,
nejlépe si vede G-test. Jeho sila pro e = 0,0072 je 0,917, zatimco pro USP test
pouze 0,325, coz ¢ini rozdil témér 0,6.

Pokud bychom jesté uvazovali pripad, kdy v matici & v (4.4) vyménime levy
horni blok za nulovou matici Oyy5 a ostatni bloky nechame, ¢imz bychom pertur-
bovali jenom ty nejnizsi pravdépodobnosti p;;, dostali bychom jesté horsi vysledky
USP testu nez pro posledni uvazovany scénar. To znovu potvrzuje nevhodnost
pouziti USP testu v téchto pripadech.

Na predeslych simulacich jsme si ukédzali, kdy je (respektive neni) vhodné
USP test pouzit v pripadé rizné velkych pravdépodobnosti bunék kontingenéni
tabulky. Pro tabulky, jejichz vsechny pravdépodobnosti p;; jsou pfed porusenim
hypotézy nezavislosti (jak fidkymi, tak hustymi perturbacemi) priblizné stejné
velké, maji vSechny testy podobnou silu, takze miizeme pouzit libovolny z nich,
respektive se rozhodovat na zékladé jinych kritérii (napft. rozsahu vybéru). Tento
zaver plyne i z druhé simulace v uvedeném ¢lanku (sekce 3.2).

Poznamenejme jesté, ze v nasich simulacich jsme pro jednoduchost uvazovali
pouze konstantni perturbaci €, ktera se v absolutni hodnoté nesnizovala s klesa-
jicimi pravdépodobnostmi p;;. Jeden takovy piipad, kde tomu je naopak, ukazali
Berrett a Samworth| (2021) v sekei 5.5. Plyne z néj, ze pro velikosti poruch klesajici
umeérné pravdépodobnostem mé USP test stale trochu vétsi silu.
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Obrazek 4.3: Graf empirické sily v zavislosti na velikosti perturbace e pro rozsah vybéru
n = 1000 pro prvni simula¢ni scénai. Pearsontiv x? test a G-test byly provedeny v klasické
asymptotické verzi. Kvili lepsimu zobrazeni byl k hodnotam prvnich t¥i testu v legendé pri¢ten
ndhodny Sum (jitter).

Velikost Pearsoniiv a Fisheruv
perturbace x? test® G-test” USP test test
0,000 0,052 0,057 0,052 0,054
0,003 0,060 0,066 0,075 0,060
0,006 0,083 0,088 0,152 0,084
0,009 0,137 0,141 0,280 0,139
0,012 0,232 0,237 0,444 0,233
0,015 0,359 0,365 0,642 0,361
0,018 0,520 0,526 0,808 0,525
0,021 0,683 0,687 0,910 0,686
0,024 0,819 0,822 0,969 0,822
0,027 0,916 0,918 0,990 0,918
0,030 0,965 0,966 0,998 0,966

Pozn: * Asymptotické verze testu.
Tabulka 4.5: Hodnoty empirické sily test pro rtuzné velikosti perturbace € pii rozsahu vybéru

n = 1000 podle simulaéniho scénafe uréeného matici P;. Pearsoniiv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi.
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Obrazek 4.4: Grafy empirické sily v zavislosti na velikosti perturbace e pro rozsah vybéru
n = 1000. Vlevo jsou vysledky pro scénai Py, vpravo pro Py. Pearsontiv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi. Kvili lepsimu zobrazeni byl v obou grafech k hodnotam
prvnich ti{ testd v legendé prfi¢ten ndhodny Sum (jitter).

Velikost Pearsoniv a Fisheruv
perturbace x? test® G-test” USP test test
0,0000 0,052 0,057 0,052 0,054
0,0017 0,064 0,068 0,062 0,066
0,0034 0,112 0,118 0,102 0,112
0,0051 0,200 0,209 0,173 0,203
0,0068 0,362 0,373 0,298 0,365
0,0085 0,574 0,581 0,476 0,576
0,0102 0,770 0,776 0,663 0,772
0,0119 0,902 0,906 0,824 0,904
0,0136 0,973 0,974 0,932 0,973
0,0153 0,994 0,994 0,979 0,994
0,0170 0,999 1,000 0,995 1,000

Pozn: @ Asymptotické verze testi.
Tabulka 4.6: Hodnoty empirické sily test pro rtuzné velikosti perturbace € pii rozsahu vybéru

n = 1000 podle simula¢niho scénafe uréeného matici P,. Pearsonitv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi.
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Velikost Pearsoniiv C-test® USP test Fisherav

perturbace  x? test® test
0,0000 0,052 0,057 0,052 0,054
0,0015 0,064 0,068 0,053 0,065
0,0030 0,133 0,134 0,076 0,132
0,0045 0,289 0280 0,131 0,286
0,0060 0,524 0,527 0,220 0,521
0,0075 0,751 0,754 0,371 0,751
0,0090 0,917 0,923 0,576 0,921
0,0105 0,983 0,984 0,768 0,983
0,0120 0,097 0,097 0,905 0,997
0,0135 1,000 1,000 0,975 1,000
0,0150 1,000 1,000 0,995 1,000

Pozn: @ Asymptotické verze testi.

Tabulka 4.7: Hodnoty empirické sily test pro rtizné velikosti perturbace € pfi rozsahu vybéru
n = 1000 podle simula¢niho scénafe urceného matici P3. Pearsonitv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi.

Velikost Pearsoniv a Fisheruv
perturbace 2 test® G-test” USP test test
0,0000 0,052 0,057 0,052 0,054
0,0009 0,059 0,062 0,048 0,059
0,0018 0,092 0,092 0,057 0,087
0,0027 0,160 0,165 0,080 0,158
0,0036 0,268 0,282 0,100 0,266
0,0045 0,419 0,434 0,137 0,417
0,0054 0,602 0,630 0,190 0,611
0,0063 0,772 0,801 0,247 0,785
0,0072 0,894 0,917 0,325 0,906
0,0081 0,967 0,978 0,432 0,974
0,0090 0,993 0,996 0,517 0,996

Pozn: * Asymptotické verze testu.
Tabulka 4.8: Hodnoty empirické sily test pro rtuzné velikosti perturbace € pfi rozsahu vybéru

n = 1000 podle simulaéniho scénafe uréeného matici P4. Pearsonitv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi.
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Obrézek 4.5: Grafy empirické sily v zavislosti na velikosti perturbace e pro rozsah vybéru
n = 1000. Vlevo jsou vysledky pro scénai P3, vpravo pro P4. Pearsontiv x? test a G-test byly
provedeny v klasické asymptotické verzi. Kvuli lepSimu zobrazeni byl v grafu vlevo (vpravo
nikoli) k hodnotdm prvnich ti{ testii v legendé pficten ndhodny Sum (jitter).
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Z.aver

Predstavili jsme a popsali nejpouzivanéjsi testy nezavislosti pro dvourozmérné
kontingencni tabulky, k nimz jsme ptidali jednoho novacka — USP test. Disku-
tovali jsme jejich predpoklady, vyhody a nedostatky. Seznamili jsme ¢tenare se
zaklady teorie U-statistik, na nichz je USP test postaven. Na zakladé empirickych
poznatkt ze simulac¢nich studii jsme ucinili zavéry o tom, v jakych ptipadech je
dany test vhodny pouzit a v jakych nikoli.

Kvili nedodrzovani nominalni hladiny o € (0,1) pro malé rozsahy vybéru
n € N u klasickych asymptotickych verzi Pearsonova x? testu a G-testu doporu-
¢ujeme pro mala n pouzivat jejich permutacni verze nebo Fishertv presny test,
u nichz je neprekroceni hladiny zaruceno pro libovolna n. K rozhodnuti o tom, co
je malé n, miize orientacné poslouzit asi nejptisnéjsi pozadavek z literatury na od-
hadnuté ocekavané cetnosti e;;, tedy e;; > 5 pro vSechna 4, . Nicméné v soucasné
dobé neni pro pocitace problém spocitat permutacni testy i pro velka n, takze
kdyz si ¢lovék neni jisty, zda je n dostatecné velké, s permutacni verzi neudéla
chybu. Pro velkd n asymptotické verze vétSinou hladinu dodrzuji, takze klidné
muzeme zustat u nich, vypocty budou rychlejsi.

Zajimavych vysledkii v nasich simulacich dosahoval Fishertiv ptiblizny test,
ktery byl stejné silny jako asymptoticky x? test a G-test, ale na rozdil od nich se
da pouzit i pro mala n. Ale protoze neposkytl zadnou silu navic, pro velka n je
lepsi ztstat u zminénych dvou testi.

Nejvetsi pozornost jsme vénovali USP testu, ktery se d& pouzit pro libovolny
rozsah n a ktery v urcitych pripadech poskytuje extra silu v porovnani se vsemi
ostatnimi testy. Ukéazali jsme, Ze se jedna o pripady, kdy je nezavislost dvou
kategorialnich veli¢in porusena predevsim v bunkach s relativné vysokymi sdru-
zenymi pravdépodobnostmi p;; (za pfedpokladu, ze sdruzené rozdéleni zahrnuje
ruzné velké pravdépodobnosti). Pak je USP test nejlepsi. Pokud je vSak vyrazné
porusena nezavislost i (nebo jenom) v méné pravdépodobnych kategoriich, sila
USP testu se vyrazné zhorsuje proti ostatnim testiim, az mtze tuplné selhat. V pti-
padé priblizné stejné velkych pravdépodobnosti kategorii ma USP test viceméné
stejné velkou silu jako ostatni testy.

S USP testem je tedy potfeba zachazet obezretné a jeho volbu podlozit do-
stateCnou exploracni analyzou (napfiklad porovnanim pozorovanych cetnosti n;
s odhadnutymi ocekavanymi ¢etnostmi e;; nebo vhodnymi grafickymi nastroji),
na zakladé které prijmeme predpoklad, ze nezavislost je porusena nejvice a pre-
devsim v kategorich s velkymi Cetnostmi (s vysokou pravdépodobnosti vyskytu).
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A. Priloha

Elektronicka priloha obsahujici zdrojovy kod G-testu s moznosti simulované
p-hodnoty metodou Monte Carlo v programu R.
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