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Uvod

S narastajucimi technologickymi pokrokmi v oblasti ukladania a manipulacie
dét sa stdva stale dolezitejsim vediet pracovat s obrovskymi détovymi stibormi,
ktoré su charakteristické pre pojem ”Big Data”. Datova veda, ako vedecka dis-
ciplina, ktora sa zaobera analyzou, interpretaciou a predikciou dat, sa preto stava
nevyhnutnou sticastou v mnohych oblastiach, vratane obchodu, financif, marke-
tingu, vedeckého vyskumu a mnohych d'alsich.

Jednou z najdolezitejsich uloh v tejto oblasti je uz zmienena predikcia, ktora
umoznuje odhadntit budiice hodnoty (ako napriklad ceny aktiv alebo vyvoj tiroko-
vej miery) na zaklade dostupnych dét. Pre konstrukciu predpovedi vicsinou
vyuzivame rozne statistické ale aj nestatistické pristupy, ktoré sa mozu odlisovat
predpokladmi, ktoré st kladené na struktiru a povahu dét. Casto uvazujeme,
7e pozorované data su realizdcie ndhodnych veli¢in a snazime sa najst prevdepo-
dobnostny model, ktory by im mohol zodpovedat. Vo vseobecnosti existuji dva
hlavné typy a to bodova a intervalova predikcia.

Bodova predikcia je jednoduchéd a intuitivna metéda, ktora nam poskytuje
jednu konkrétnu hodnotu ako odhad budtcej hodnoty na zdklade dostupnych
dat. Tento odhad sa zvycajne robi pomocou roznych Statistickych metéd, ako je
napriklad linedrna regresia. Avsak, pri bodovej predikcii nemame informéciu o
tom, nakolko je dany odhad spolahlivy a ako velmi sa moze 1isit od skutocnej
hodnoty.

Na druhej strane, intervalova predikcia poskytuje cely interval hodnot, ktory
bude pokryvat budicu hodnotu na danej tdrovni spolahlivosti, ¢éim sme schopni
kvantifikovat droven neistoty v nasej predikcii. Typicky, droven spolahlivosti zod-
povedd hodnote 1 — «, kde « volime z intervalu (0,1).

Cielom bakaldrskej prace je zozndmit citatela s dvomi rozdielnymi typmi
konstrukcie uz vyssie spomenutych predikénych intervalov a postupne prejst ich
prislusné predpoklady a sposob konstrukcie v jednoduchych prikladoch. Na zaver
oba typy predikénych intervalov porovname v simulacnej studii.



1. Znacenie, definicie a vlastnosti

V tejto kapitole zavedieme jednotlivé znacenia, zrekapitulujeme zakladné poj-
my, definicie a vlastnosti redlnych nahodnych veli¢in a ich empirickych naprotiv-
kov, ktoré budeme nésledne pouzivat pri konstrukeii predikénych intervalov. Tak-
tiez sa budeme zaoberat definovanim predikénych intervalov a uvedieme mo-
tivaény problém na ktorom budeme v priebehu prace ilustrovat konstrukcie pre-
dikénych intervalov.

1.1 Vlastnosti realnej nahodnej veliciny

Na zaciatok uvedieme niekolko sposobov akymi moZeme charakterizovat roz-
delenie realnej nahodnej veliciny. Prvym zakladnym sposobom jednoznaénej cha-
rakteristiky rozdelenia redlnej nahodnej veli¢iny je jej distribu¢né funkcia.

Definicia 1. Nech X je redlna ndhodnd velicina, definovand na pravdepodob-
nostnom priestore (Q,A,P). Potom redlna funkcia Fx(x) : R — [0,1] definovand
predpisom

Fx(x) = P[X < x|, (1.1)

pre vsetky x € R, sa nazyva distribucnd funkcia redlnej nahodnej veliciny X.

Medzi dalsie charakteristiky rozdelenia redlnej ndhodnej veliciny X patri
kvantilova funkcia a prislusné kvantily.

Definicia 2. Nech Fx je distribucnd funkcia redlnej ndhodnej velic¢iny X . Potom
pre vsetky u € (0,1) sa funkcia definovand predpisom

Fil(u) = inf{zx € R: Fx(x) > u},
nazyva kvantilovd funkcia redlnej nahodnej veliciny X .

Ak naviac uvazujeme distribucni funkciu Fx, ktora je spojitd a rastica, po-
tom kvantilovd funkcia Fiy' je inverzna k funkeif Fy.

Definicia 3. Nech Fx je distribucnd funkcia redlnej nahodnej veliciny X . Potom
a-kvantil q, rozdelenia Fx je ktorékolvek redlne ¢islo spliugiice

i — < > Q.
}Ll{‘%FX(QQ h)_O[ a FX(QQ)_Q

Specidlne v druhej kapitole price sa stretneme aj s pripadom, ze rozdelenie
nahodnej veliciny X je zndme az na parameter 8, ktory predstavuje konstantu,
respektive vektor konstant, vSeobecne patriaci do priestoru © C RP, kde p € N.
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V takom pripade hovorime, Ze rozdelenie ndhodnej veliciny X patri do paramet-
rickej rodiny rozdeleni, ¢o budeme znacit

Fx(',e) e F .= {Fx(,O),e €0 - Rp,p € N},

kde F oznacuje parametricki rodinu a © C RP nazyvame parametricky priestor
a predstavuje vsetky mozné hodnoty parametru 8 € ©.

1.2 Empirické odhady

V nadchadzajicej casti si zrekapitulujeme ndhodny vyber, usporiadany na-
hodny vyber a s nim suvisiace poriadkové Statistiky, ktoré budeme nasledne
vyuzivat pri odhadoch charakteristik redlnej ndhodnej veli¢iny uvedenych v ¢asti

LI

Definicia 4. Nech n € N. Postupnost X;,...,X, nezdvislijch a rovnako rozde-
lengch redlnych ndhodnijch velicin, z ktorych ma kazdd distribucni funkciu Fx
nazyvame redlny nahodny vyber z rozdelenia Fx.

Pre oznacéenie ndhodného vyberu Xi,...,X, ako celku budeme pouzivat zna-
¢enie X,. Ndhodny vyber X, mozeme naviac usporiadat, ¢im ndm vznikne uspo-
riadany nahodny vyber, ktory si formélne zadefinujeme v nasledujicej definicii.

Definicia 5. Nech n > 2 a X, = (X1,Xo,...,X,,)" je redlny ndhodny vyber
zo spojitého rozdelenia Fx. Ak usporiadame ndahodné veliciny X1, ...,X, od naj-
mensej po najvicsiu, ziskame usporiadany ndhodny vyber

X(l) < X(g) < e <K X(n),

kde vsetky nerovnosti platia skoro iste. Hodnota X, predstavuje, k-tu najmensiu
hodnotu medzi pozorovaniami Xy, ..., X, a nazyva sa k-ta poriadkovd statistika.

V pripade ak by ndhodny vyber pochadzal z diskrétneho rozdelenia alebo by
existovali rovnaké pozorovania vzniknuté vplyvom zaokrihlovania, potom defi-
nujeme poriadkové Statistiky nasledovne

Xy =X = =X

V usporiadanych redlnych ndhodnych vyberoch vieme d'alej definovat aj po-
radie nahodnej velic¢iny.

Definicia 6. Poradim ndhodnej veliciny X; v redlnom ndhodnom vybere X, roz-
umieme prirodzené cislo R; € {1,...,n}, také Ze X; = X(g,).

Dolezitou vlastnostou poradia v ndhodnom vybere je jeho diskrétne rovno-
merné rozdelenie na mnozine {1,...,n}, ¢o sformalizujeme v nasledujicej vete.

Veta 7. Nech X, je redlny ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia Fx. Nech R; je
poradie nahodnej veliciny X;. Potom

1
PR, =k]=—, pre ke {l,... n}.
n



Dokaz. Kulich| (2022), str. 34, Veta 2.16.
4

Po zrekapitulovani poriadkovych &tatistik, d'alej pristipime k odhadovaniu
charakteristik redlnej ndhodnej velic¢iny, ktoré boli definované v sekeif [1.1}

Definicia 8. Nech &, je redlny ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia Fx, potom
funkciu

~ 1
E,(x) = - D Ticsea)(X0),
i=1
definovani pre x € R, nazjvame empirickd distribucnd funkcia.

Néasledne vyuzijeme definiciu empirickej distribucnej funkcie, pomocou ktorej
odhadneme kvantilovi funkciu ako

ﬁ;l(u) = inf{z € R: F,(z) > u},

a ako empiricky kvantil zvolime odhad ¢, := I (o) prea € (0,1). Z deﬁnicie je

vsak jasné, ze empiricka distribuéna funkcia E, je po castiach konstantnd funkcia

so skokmi v bodoch X(1y,...,X(,) a teda empiricky kvantil g, bude vhodne vy-

brand poriadkova statistika z realneho ndhodného vyberu Xi,...,X,, kde skoro
iste plati

~ k ~ k

Fo(Xg) 2~ a Fu (X —h) <

n n

pre véetky h > 0 a k € {1,...,n}. Empiricky kvantil bude teda spliiovat

4o = X(k,) za podmienky, ze k, = an je celé ¢islo, co motivuje nasledujicu
definiciu.

Definicia 9. Nech n € N, oznacme k, = an, ak an je celé éislo a k, = [an]+1
ak an nieje celé ¢islo. Potom pre a € (0,1) je empiricky a-kvantil g, definovany
ako kq-ta poriadkovd Statistika, redlneho nahodného vyberu X1,Xs, ..., X,.

Za urcitych predpokladov spojitosti rozdelenia F'x je navyse empiricky kvantil
Jo konzistentnym odhadom teoretického kvantilu ¢, v zmysle
~ P
Jo = Qa, Dre m — 0. (1.2)

Celé znenie tvrdenia spolu aj s dokazom je dostupné v skriptach Kulich| (2022]),
str. 61, Veta 3.5.



1.3 Predikéné intervaly

Nech Xi,...,X,, X1 st nezavislé a rovnako rozdelené nahodné veliciny.
Predpokladajme, 7Ze pozorovanie ndhodného vyberu X, = (X;,...,X,)" mame
k dispozicii a oznactme nahodnu velicinu Y = X, 1, ktorej budicu realizaciu
chceme odhadnit. Nakolko z bodového odhadu nemame informéciu o presnosti
zostrojeného odhadu, rozhodneme sa vyuzit pre odhad budtcej realizcie ndhod-
nej veliciny Y interval D C R s nami uré¢enou mierou neistoty.

Interval D vSak nevolime tiplne ndhodne. Ked'Ze ndhodné veliciny X1,..., X,
a Y su rovnako rozdelené, vyuzijeme pri konstrukcii intervalu D pre buditce po-
zorovanie ndhodnej veliciny Y, prave zndmy ndhodny vyber X, . Dalsim faktorom
vplyvajicim na konstrukciu intervalu D je hodnota « € (0,1), ktord reprezentuje
prijatelni mieru neistoty, ¢o matematicky vyjadrime ako

PlY € D,(X,,a)] =1 — a,

kde interval D = D, (X,,,«) nazveme predikény interval, ktory si sformalizujeme
v nasledujticej definicii.

Definicia 10. Nech o € (0,1) a X, oznacuje redlny ndhodny vijber Xy, ..., X, z
rozdelenia Fx. Nech ndhodnd velicina Y = X1 md rozdelenie Fx a je nezavisla
na ndhodnom vijbere X,,. Potom ndhodny interval D = D,,(X,,a) C R nazveme
exaktny predikcény interval pre Y, ak plati

PlY € D,(X,,a0)] =1 — a.

Ndhodny interval D = D,(a,X) C R nazveme asymptoticky predikény interval
pre 'Y, ak pre n — oo plati

PlY € D,(X,,a)] = 1 — «av.
Vo vSeobecnosti rozoznavame tri typy predikénych intervalov:

e Obojstranny predikény interval D, (&X,,a) = (L1 (&X,,5),L2(X,,1 — %)), kde
Li(X,,5) :R" x (0,1) = R a Ly(X,,1 — %)) : R" x (0,1) = R st meratelné
zobrazenia. Nahodné veliciny L (X,,,5) a Lao(X,,1 — §) naviac spliuji

0] (e}
P [Ll <Xn,§> < L, (Xn,l _ 5)} — 1

P [Ll (Xn%> > —oo] — 1

P [Lz (Xn,l — %) < oo] _ 1,

a predstavuju porade dolni a horni hranicu predikéného intervalu.

e Lavostranny predikény interval D, (X,,«) = (00,La(X,,q)), kde La(X,,) :
R"™ x (0,1) = R je meratelné zobrazenie. Ndhodna veli¢ina Lo(X,,,«) naviac
spliiuje P[Lo(X,,a) < oo] = 1 a predstavuje hornd hranicu predikéného
intervalu.



e Pravostranny predikény interval D, (X,,a) = (L1 (X,,a),00), kde L1 (X,,«) :
R" x (0,1) = R je meratelné zobrazenie. Ndhodna veli¢ina L;(X,,,«) naviac
splituje P[Ly(X,,cr) > —oo] = 1 a predstavuje dolnd hranicu predikéného
intervalu.

Dalej si predstavime motivaény problém, ktory budeme rozoberat v priebehu
prace.

Priklad 1 (Motivacny problém). Nech n € N a X, oznacuje zndmy redlny
ndhodny vyber Xy, ..., X, z rozdelenia Fx(z,0) patriaceho do parametrickej ro-
diny rozdeleni F = {Fx(x,0),0 € © CRP | p € N}. Nech ndhodnd veli¢ina Y md
rozdelenie Fx(x,0) a je nezdvisld na ndhodnom vgbere X,,.

Nasou tlohou je skonstruovat predikény interval D, (X,,«) € R pre budicu
realizdciu ndhodnej veliciny Y a predom dané o € (0,1).

Ako si moézeme vsimnut motivaény problém je formulovany vseobecne, ked'ze
predpokladéd nespecifikovant parametrickd rodinu rozdeleni. Specidlne v dru-
hej kapitole sa budeme zaoberat motivaé¢nym problémom, kde budeme uvazovat
konkrétnu, predom dani rodinu rozdeleni, napriklad rodinu exponencidlnych roz-
deleni {Exp(A), A € (0,00)}.



2. Frekventistické predikéné
intervaly

Ako prvy, historicky starsi sposob, konstrukcie predikénych intervalov si pred-
stavime frekventisticki metodu a s nou spojené frekventistické predikéné inter-
valy. Jedna sa o sposob konstrukcie zalozeny na predpoklade, ze ndhodny vyber
pochadza z rozdelenia patriaceho do parametrickej rodiny rozdeleni. Na zaciatok
uvedieme sposob konstrukcie presného predikéného intervalu a dalej rozsirime aj
na asymptoticki verziu.

2.1 Konstrukcia exaktnych predikénych inter-
valov

Nech nédhodny vyber A&, a ndhodna velicina Y su definované rovnako ako
v motiva¢nom probléme [I] Exaktny frekventisticky predikény interval mozeme
skonstruovat pomocou nasledujticeho postupu.

1. Uvazujme realnu, prosti a meratelni funkciu f(X,,)Y) : R" xR — R a
zadefinujme redalnu nahodnu veli¢inu

W= f(X,Y). (2.1)

Predpokladdme, ze rozdelenie nahodnej veliciny W je zndme a nezavisi na
parametri @ € © a ani na inych neznamych parametroch. V takom pripade
sa nahodnad velicina W nazyva presna pivotalna sStatistika a jej distribuénu
funkciu oznacime ako Fy (z) = P[W < z], pre z € R.

2. O distribu¢nej funkcii Fy naviac predpokladame, ze je absolitne spojita
a rastuca funkcia. Potom z poznamky pod definiciou [2] vieme, ze kvanti-
lova funkcia FI;,l je inverzna k funkcii Fy a oznac¢ime prislusny a-kvantil
ndhodnej veliciny W ako w, = Fjy' ().

3. Dalej uvazujeme meratelni funkciu g(X,, W) : R* x R — R, spiﬁajflcu

f(Xn,g(Xn,W)) =W a g(X, f(A,Y)) =Y.

Néasledne, exaktny obojstranny predikény interval pre Y dostavame z ro-
vnosti

P[w%<W<w1,%}:1—04,
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aplikdciou funkcie g(X,, - )

P[g(Xn,w%) < g(&,,W) < g(mel—%)] =1-o
Plg(Xn,we) < g(X, f(Xn,Y)) < g(Xpwi-g)] =1 —a;

Plg(X,,we) <Y < g(Xpwi-g)] =1—a. (2.2)

7, rovnice vidime, ze pre hranice obojstranného predikéného intervalu
plati L1 (X,,,5) = g(Xn, wa) a Ly(X,,1-5) = g(A,,, wi_2). Pre ilustrdciu postupu
konstrukcie exaktného predikéného intervalu, odvodime predikény interval pre
motivaény problém [I kde budeme predpokladat ze, rozdelenie Fy(z,0) patr{ do

parametrickej rodiny normalnych rozdeleni s parametrami p a o2

Priklad 2. Nech X, oznacuje redlny nahodny vyber Xi,..., X, z rozdelenia
Fx(z,0) patriaceho do parametrickej rodiny normdlnych rozdeleni

{N(1,0%), (1,0%)" € (R x (0,00))}. (2.3)

Nech nahodnd velicina Y md rozdelenie Fx(x,0) a je nezdvislda na nahodnom
vibere X,. V takom pripade je parameter @ = (u,0?)", parametricky priestor
© C (R x (0,00)) a ndsledne budeme postupovat v silade s postupom konstrukcie
exaktného predikéného intervalu .

1. Zadefinujeme

W=fX)Y)=Y - X,,

kde X, md rozdelenie N (,u,”%) a jednd sa o vyberovy priemer spocitany z

ndhodného vijberu X,,. Z nezdvislosti viberového priemeru X, a ndhodnej
veliciny Y a generickej vlastnosti normdlneho rozdelenia dostavame rozde-
lenie ndahodnej veliciny

n

W=Y+(-1)X, ~ N<u+ (=), 0%+ (—1)2U—2> = N(O,U2(1 + %)) :

S vyuzitim vlastnosti normdlneho rozdelenia a definicie t-rozdelenia d'alej
dostdvame

~ tn—ly (24)

kde S* je viberovy rozptyl spocitany z ndhodného vgberu X,. Vidime, Ze
rozdelenie ndhodnej veliciny W nezdvisi na parametri @ € © a ani inych
nezndamych parametroch, ¢im sme nasli exaktni pivotdalnu statistiku.
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2. Pre dané a € (0,1) oznacime zodpovedajice kvantily t-rozdelenia s n — 1

stupriami volnosti ako t,—1(5) a tp—1(1 —%).

3. Ndsledne vyuzitim symetrie t-rozdelenia a ekvivalentnym upravami rovnosti

P [tn_l (%) <W <t,1 (1—%)} =1—aq,

do tvaru

P

Yn—sntn,1<1—g) <1+%>§Y§Yn+5ntn,1<l—%> (1+%) —1-a, (2.5)

dostdvame obogstranny predikény interval D, = (L1(X;,,5),La (X1 — §))
s hranicami

Ly (Xn%> =X, — Syt (1 . %) (1 + %)
L, (Xn,l _ %) =X+ Sntn (1 . %) <1 n %)

Podobne ekvivalentnymi dpravami rovnice P[W < t,_; (1 — )] =1 —«a, dos-
tavame

P =1-aq,

_ 1
Y <X, + Spta1(l—a) (1+—>
n

kde pre dané o € (0,1), t,—1(1 — «) oznacuje (1 — ) kvantil t-rozdelenia
sn — 1 stupriami volnosti. Dostdvame tak lavostranny predikény interval D,, =

(—00,La(X,,1 — ) kde

— 1
L2 (Xn,l—a):Xn—l—Sntn_l(l—oz) (1“—5)
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Obr. 2.1: Pozorovany ndhodny vyber X5 z normovaného normélneho rozdelenia a grafické
znézornenie obojstranného a lavostranného predikéného intervalu pre Y = X5, a danym o =
0.05.

2.2 Konstrukcia asymptotickych predikénych in-
tervalov

Ako si mozeme vsimnut, postup konstrukcie presnych frekventistickych pre-
dikénych intervalov zavisi na najdeni presnej pivotalnej statistiky W, ktorej roz-
delenie nezavisi na parametri @ € ©. Predpoklad, o existencii presnej pivotalne;j
Statistiky je v mnohych pripadoch poruseny a teda je potrebné najst sposob akym
skonstruovaft frekventisticky predikény interval aj v pripade, ked’ presnd pivotalna
Statistika neexistuje.

Uvazujme teda pripad, ze rozdelenie nahodnej veliciny W zavisi na parametri
0 a oznacme jej distribuénu funkciu Fy (x,0) o ktorej predpokladame, ze je ab-
soltitne spojitd a rastiica. Clanok od autorov [Lawless a Fredette| (2005) riesi tento
problém definovanim nédhodnej velic¢iny ﬁ/\n s distribu¢nou funkciou

Fy () = Fy (,0,),

kde §n je konzistentny odhad parametru 6, v zmysle é\n L 0, pren — oc.
Néhodna veli¢ina W,,, nezdvisi na parametri 8, ¢o znamend ze moze byt pouzita
ako pivotalna Statistika pre konstrukciu predikéného intervalu. Po/(il’a clanku od
autorov [Lawless a Fredette (2005)), postupnost ndhodnych veli¢in W, konverguje
v distribucii k ndhodnej velicine W, tj.

= D
W, — W, pre n — oo,

z coho vyplyva ze predikény interval skonstruovany na zaklade ndhodnej veliciny
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Wn bude dosahovg@7 pokrytie 1 — o asymptoticky. Z tohto dovodu hovorime ze
nahodna veli¢ina W, je asymptoticky pivotdlna Statistika.

Podobne ako v pripade presného predikéného intervalu, aj teraz ukazeme
nazorny postup konstrukcie asymptotického predikéného intervalu pre motivaény
problém , kde predpokladame, ze rozdelenie Fx(z,0) patri do parametrickej ro-
diny exponencialnych rozdeleni s parametrom A > 0.

Priklad 3. Nech X, je redlny ndhodny vijber Xy, ..., X, z rozdelenia Fx(x,0)
patriaceho do parametrickej rodiny exponencidlnych rozdelent

{Ezp(A\), X € (0,00)}. (2.6)

Nech ndhodnd veli¢ina Y md rozdelenie Fx(x,0) a je nezdvislda na ndhodnom
vybere X, a distribucnd funkcia exponencidlneho rozdelenia splnuje

1—e™ >0
Fxen =4 " 7000
0 nak .

V tomto pripade je parameter @ = X, parametricky priestor © = (0,00) a d’alej
budeme budeme postupovat v silade s postupom konstrukcie predikcnijch interva-
low.

1. Definuyme W = f(X,,Y) =Y, ¢im dostdvame

W ~ Exp()\).
Vidime, Ze rozdelenie nahodnej veliciny W zdvisi na parametri \. Ndsledne
odhadneme parameter X mazximdlne vierohodnym odhadom Yl , ktory je

konzistentny a zadefinujeme nahodni velicinu W, s distribuc¢nou funkciou
Fy (z) = FW(%%”), ¢im dostdvame

= 1
p<Xn)

Rozdelenie nahodnej veliciny /V[7n nezdvisi na parametri A > 0, ¢o znamend
Ze sme nasli asymptoticky pivotdlnu Statistiku.

2. Pre dané a € (0,1), oznacime prislusné kvantily exponencidlneho rozdelenia
s parametrom % ako q (1 — %) aq (%)

3. Obojstranny predikcny interval nasledne dostavame z vyrazu

P[q<%><Y<q<1—%)}—>l—oz, (2.7)

pre n — o0o. Skonstruovali sme asymptoticky, obojstranny predikcny interval
Dy, = (L1(X,, 5), Lo(X, 1 = 5)) s kragngmi bodmi
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Podobne lavostranny predikény interval dostdvame z vyrazu
PlY <q(1—a)]—=1—apren— oo,

v tvare D, (X,,a) = (—o00,q (1 —«)), kde q(1 — «) je (1 — ) kvantil expo-
nencialneho rozdelenia s parametrom %, pre predom dané a € (0,1).
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Obr. 2.2: Pozorovany nédhodny vyber X5y z exponencidlneho rozdelenia s parametrom A = 4
a grafické zndzornenie obojstranného a lavo stranného asymptotického predikéného intervalu
pre Y = X5; a danym a = 0.05.

Z predvedenych prikladov konstrukcii frekventistickych predikénych intervalov
mozeme pozorovat, ze:

e Pre konstrukciu predikéného intervalu je potrebné poznat parametricki ro-
dinu rozdeleni F z ktorej pochdadza nahodny vyber X,,, na zaklade ktorého
konstruujeme bud pivotdlnu Statistiku W alebo asymptoticky pivotélnu
statistiku W,

e Na hraniciach frekventistickych predikénych intervaloch vystupuju teore-
tické kvantily rozdelenia Fy, v pripade pivotalnej statistiky W, alebo teore-
tické kvantily rozdelenia Fj; v pripade asymptoticke] pivotalnej statistiky
W,

Problém s konstrukciou frekventistickych predikénych intervalov vsak nastava

v momente, ked nepozndme parametricki rodinu F z ktorej pochddza rozde-
lenie ndhodného vyberu X,. V takom pripade nevieme ndjst Ziadnu pivotalnu
Statistiku, ¢i uZ presni alebo asymptoticki a teda nevieme skonstruovat ani pre-
dikéné intervaly. Ukazuje sa tak potreba pre iny postup konstrukcie predikénych
intervalov, ktory by sa dokdzal vysporiadat aj s tou alternativou, ze F nieje
znama.
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3. Konformné predikéné intervaly

Podstatne mladsou metédou konstrukcie predikénych intervalov je konformna
metdda, ktorej zaciatky siahaju do roku 2002. Na rozdiel od frekventistickej
metody, v konformnej metéde neuvazujeme, ze rozdelenie ndhodného vyberu patri
do parametrickej rodiny rozdeleni. Namiesto toho chceme predikéné intervaly od-
hadntit priamo na zéklade pozorovania ndhodného vyberu bez nutnosti predpo-
kladu predom znameho rozdelenia.

3.1 Konstrukcia konformnych predikénych in-
tervalov

Nech nédhodny vyber X, a ndhodnd veli¢ina Y pochddzaji z rovnakého, lubo-
volného rozdelenia a Y je nezdvisld na X,. Uvazujme tlohu konstrukcie lavo-
stranného predikéného intervalu D, (X,,«)) splhajiceho

P[Y € D,(X,,0))] = PY < Ly(X,,0)] =1 — a,

pre a € (0,1). Intuitivny sposob akym by sme mohli skonstruovat predikény
interval je ndjst empiricky (1 — a) kvantil ¢;_, z redlneho ndhodného vyberu X,
a polozit Ly(X,,a) = q1_o. Z pozndmky vieme, ze plati g, LN Qa, PTE N — 0O
a teda pre vysledny interval D = (—00,3_,) d'alej dostavame

PlY € D,(X,,«)] - 1 — «, pre n — 0.

Podla Tibshirani (2019), pre dosiahnutie presného pokrytia predikéného in-
tervalu D, je mozné vyuzit nezdvislost a rovnaké rozdelenie ndhodného vyberu
X, a nahodnej veliciny Y. Je vSak dolezité poznamenat, ze aj ked realiziciu
nahodnej veliciny Y, na rozdiel od ndhodného vyberu A&, nepozname, mozeme
o nej uvazovat v hypotetickom zmysle a teda uvazovat vsetky mozné realizdcie
y € R ndhodnej veli¢iny Y.

V takom pripade, poradie ndhodnej veli¢iny Y medzi velicinami X3, ..., X,,Y
m4 na zdklade vety [7, rovnomerné diskrétne rozdelenie na mnozine {1,...,n+1}
a zadefinujeme zobrazenie ¢(X,,Y) : R" x R — {1,...,n + 1}, ktoré priradi
nahodnej veli¢ine Y poradie v redlnom ndhodnom vybere Xy, ... ,X,.,Y ako

X)) =3 Lxey) + L

i=1
Z definicie [9] vieme, Ze empiricky kvantil g, je definovany ako k,-t4 poriadkovd
statistika, ¢im dostdvame, ze ndhodnd velicina ¢(A,,Y) predstavuje prirodzené
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ko
n+17
ked'ze ndhodny vyber Xi,...,X,.,Y ma rozsah n + 1. Zadefinujeme meratelné

zobrazenie m(X,,Y) : R" x R — { .,1} s predpisom

¢islo kq. Dalej cheeme zistif prislusné a € (0,1), ktoré dostaneme podielom

1
n+17°°

1 n
m(XY) = — (Z Iix,<vy + 1) .
i=1

Néhodna velicina 7(X,,,Y) uddva a € (0,1) prislichajice ndhodnej velicine Y
ako k,-tej poriadkovej statistike v redlnom nadhodnom vybere Xi,...,X,,,Y. Na-
viac sme len vhodne prendsobili ndhodni veli¢cinu ¢(A,,Y") kladnou konstantou

HLH, ¢im dostdvame, ze ndhodna velicina 7(X,,Y") mé diskrétne rovnomerné roz-
delenie na mnozine {—+,...,1} a plati
1)(1—
p {W(XMY) < I+ 1) aﬂ} >1-a (3.1)
n+1

KedZe realizdciu ndhodnej veliciny Y nepozndme ale uvazujeme jej vsetky
mozné realizacie y € R, vyuzijeme nerovnost a ako predikény interval bu-
deme uvazovat vsetky realizdcie y ndhodnej veliciny Y pre ktoré nerovnost
plati, ¢im dostavame predikény interval

Du(Xp,0) = {y ER: n(X,y) < DI =0)] } .

n+1

Predikény interval (3.2) podla ¢léanku od autora |[Tibshirani (2019) spliuje
pozadovanu hladinu 1 — «, a naviac spliuje

(3.2)

PlY € D,(X,0)] =PY <q°,] >1—q, (3.3)

kde g} , oznacuje empiricky (1—a) kvantil z ndhodného vyberu X, ..., X,,, Y.
Obojstranny predikény interval pre a € (0,1) ziskame analogickym postupom,
¢im dostavame

n+1)(1—-¢& n+1)(&
Do(Xp,0) = {y ER: w(Xyy) < D]\ (X, y) > %} (3.4)

a analogicky zapiSeme v tvare

PlY € Dy(X,a) = P [a; <Y< quk_%] >1-a,

kde é\%k a foi% oznacuji empiricky (§) kvantil a (1 — §) kvantil z ndhodného
vyberu Xiy,..., X,,Y.

7 vypocetného hladiska je vsak dolezité poznamenat, Ze k dispozicii mame iba
pozorovany ndhodny vyber X, kedZe o realizdcii ndhodnej veliciny Y uvaZujeme
v hypotetickom zmysle. Je preto potrebné rozsirit pozorovany nahodny X,, vyber
o jedno pozorovanie 3, ktoré bude predstavovat pozorovanie ndhodnej veliciny Y.
Pre zachovanie platnosti konformnych predikénych intervalov autor [Tibshirani
(2019)) uvadza, Ze prave pozorovanie y je potrebné polozit nekoneénu.
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7 predvedeného odvodenia konformného predikéného intervalu vidime, ze

e Pre konstrukciu predikénych konformnych intervalov nepredpokladame zna-
lost rozdelenia ndhodného vyberu X,,.

e Predpokladdme nezévislost a rovnaké rozdelenie ndhodnych veliéin
Xi,....X,.Y.

e Konformné predikéné intervaly maju vzdy presné alebo vicsie pokrytie
nezavisle na rozdeleni.

e Na hraniciach konformnych predikénych intervalov figuruju empirické kvan-
tily z redlneho ndhodného vyberu, ktory je rozsireny o d’alsie pozorovanie,
ktoré pokladame nekonecnu.

g o+ - 97.5% kvantil —— obojstranny 95% p.i.
5 2.5% kvantil
s o
2 esooe®
000000
g o ooo".....
’5 .o ......
N 0000
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Obr. 3.1: Pozorovany usporiadany nahodny vyber Xso a grafické znézornenie obojstranného
a lavo stranného konformného predikéného intervalu pre Y = X5; na tirovni o = 0.05. Cervena
farba bodov indikuje pozorovania nahodného vyberu Xs5q leziace mimo skonstruovany predikény
interval

3.1.1 Zamenitelnost

Pri konstrukcii konformnych predikénych intervalov sa vsak v praxi stretavame
s tym, ze predpoklad nezavislosti nahodnych velicin X, ...,X,, je restriktivny.
Predpoklad nezévislosti je vSak mozné zredukovat na predpoklad zvany zameni-
telnostll

! Angl. Exchangeability.
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Definicia 11 (Shafer a Vovk (2008))). Ndhodné veliciny Xi,...,X, nazveme za-
menitelné, ak pre kaZdi permutdciu 7 : {1,... n} — {1,...,n} prirodzengjch ¢isel
1,...,n, md ndhodnyj vektor Z, = (Zy,...,Z,)", kde Z; = X+a), rovnaki zdruzZeni
distribucnii funkciu ako ndhodngj vektor X, = (Xq,...,X,)".

7 definicie , vieme tiez ukédzat, Ze ak X1,...,X, je ndhodny vyber, potom

st ndhodné veliciny X1, ...,X, zamenitelné. Pre zdruZenu distribuénd funkciu
nahodného vektoru X,, = (X1,...,X,)" plati z vlastnosti redlneho ndhodného
vyberu

P[Xlgl'l, ,Xngxn]:P[Xlgxl]P[ngxg]P[Xngxn]

7 komutativnej vlastnosti ndsobenia d'alej dostdvame pre vietky permutécie
7 : N — N celych ¢isel 1,...n

PIXr) < 2 P[Xr@) S 2r)] - PlXrn) < 27(n)]

¢im sme ukézali, Ze ndhodné veliciny X1,...,X,, st zamenitelné. Naviac, podla
Tibshirani (2019) zamenitelnost ndhodnych veli¢in X1, ...,X,, a Y postacujicim
predpokladom k odvodeniu rozdelenia poradia nahodnej veli¢iny Y medzi nahod-
nymi velicinami Xy,...,X,,Y a nasledného odvodenia presného pokrytia pre-
dikéného intervalu Autori Shafer a Vovk (2008) uvddzajui, ze zamenitelnost
ndhodnych veli¢in implikuje aj rovnaké rozdelenie, ¢fm zamenitelnost ndhodnych
velicin X, ...,X,,Y stava jedinym predpokladom nutnym k platnosti konform-
nych predikénych intervalov.

Na zdver kapitoly je vhodné poznamenat, Ze empirické kvantily figurujice
v krajnych bodoch predikénych intervalov mozu sposobovat, Ze v simulacnej
studii nebude empirické pokrytie konformnych predikénych intervalov dosaho-
vat odovodené teoretické pokrytie. Dovodom je Ze, empiricky odhad kvantilu
7w je konzistentnym odhadom ¢, a tym padom mozeme ocakivat asymptotické
spravanie predikénych intervalov.
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4. Simula¢éna studia

V zévereénej kapitole budeme porovnavat empirické pokrytie predikénych
intervalov prostrednictvom simulacnej stidie. Jedna simuldcia bude pozostdvat
z nasledujuicich krokov.

1. Vygenerovanie pozorovania ndhodného vyberu &), zo zndmeho rozdelenia
Fx.

2. Skonstruovanie obojstranného predikéného intervalu D, (X,,,«) na hladine
1 —apre a € (0,1) s vyuzitim ndhodného vyberu X,, vygenerovanom v
prvom kroku.

3. Vygenerovanie pozorovania ndhodnej velic¢iny Y z rozdelenia F'y, nezavisle
na ndhodnom vybere &,.

4. AkY € D, (X,,a) potom je vysledok simulacie 1, v opa¢nom pripade 0.

Po ukonceni 1000 nezavislych Monte Carlo simulacii, ziskame empirické po-
krytie podielom simulacii ktorych vysledok bol 1 a vSetkych simulécii. Taktiez,
pocas simulécii budeme uvaZzovat 4 premenlivé faktory

1. Rozsah ndhodného vyberu n € {20,100,200}.
2. Uroven spolahlivosti o € {0.1,0.05}.

3. Uvazujeme frekventistické/konformné a presné/asymptotické obojstranné
predikéné intervaly

4. Rozdelenie Fy budeme postupne volit z rozdeleni

e Normované normalne rozdelenie N(0,1)
e Exponencidlne rozdelenie Fxp(4)
e Paretovo rozdelenie Pareto(3,2)

e Cauchyho rozdelenie Cauchy(1,1)

18



Dalej si uvedieme tvary predikénych intervaly pre rézne rozdelenia uvazované
v bode 4. Ked'ze konformné predikéné intervaly nezdvisia na rozdeleni ndhodného
vyberu X,,, budeme pre vetky rozdelenia uvazovat predikény interval . Dalej
si zhrnieme aké typy frekventistickych predikénych intervalov budeme konstru-
ovat.

Poznamename, ze frekventistické asymptotické predikéné intervaly dostavame
analogickym postupom k prikladu 3 a preto budeme uvadzat iba predpokladant
parametricku rodinu rozdeleni, asymptoticky pivotalnu statistiku a vysledny pre-
dikény interval.

V pripade normovaného norméalneho rozdelenia budeme predpokladat para-
metrickd rodinu a presny frekventisticky interval v tvare . Pri konstruk-
cif asymptotického predikéného intervalu opit predpokladdme parametrickid ro-
dinu . Asymptoticky pivotalna statistika ma v tomto pripade rozdelenie

W, ~ N (X,,52),

kde X, je vyberovy priemer spocitany z ndhodného vyberu &, a S? je vyberovy
rozptyl spocitany z ndhodného vyberu X,. Néasledne asymptoticky predikény in-
terval ma tvar

Dn(‘)c;ma) = (Q%ﬂl—%) )

kde g2 a ¢« sd porade (5) a (1 — 5) kvantil normalneho rozdelenia s paramet-
rami X, a S;.

Druhym rozdelenim exponencidlneho rozdelenia s parametrom A = 4 budeme
konstruovat iba asymptoticky predikény interval a budeme predpokladat para-
metrickd rodinu a asymptoticky predikény interval

Tretim rozdelenim ktoré budeme uvazovat je Paretovo rozdelenie s paramet-
rami o = 3 a 8 = 2, pre ktoré budeme konstruovat iba asymptoticky predikény
interval a uvazujeme parametricki rodinu

{Pareto(a,B), (a,8)" € ((0,00) x (0,00))}.

Nésledne dostdavame asymptoticky pivotalnu statistiku

—~

W, ~ Pareto <//\\MLE7 3MLE> ;
kde

BymLE =  1min Xi,
ie{l,...,n}
n

Z?:l In(X;) — n ln(B\MLE)’

a jedna sa o maximalne vierohodné odhady parametrov A a 5. Vysledny predikény
interval je v tvare

>\MLE =

Dn(Xnva) - (qﬂ»ﬁh—ﬂ) )
kde pre dané o € (0,1) st g a Q- su porade (5) kvantil a (1 — §) kvantil

Paretovho rozdelenia s parametrami h\ MLE a ﬁ MLE-
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Poslednym rozdelenim je Cauchyho rozdelenie s parametrami a = 1 a b =
1 pre ktoré budeme konstruovat asymptoticky predikény interval. O rozdeleni
budeme vsak predpokladat, ze uz predom pozname parameter b. Uvazujeme teda
parametricki rodinu rozdeleni

{Cauchy(a,l),a € R}.
Nésledne dostavame asymptoticky pivotalnu Statistiku
W, ~ Cauchy(ay g, 1),
kde @1 r je maximélne vierohodny odhad parametru a, ktory ziskame iterativne,
Newton-Rhapsonovym algoritmom z rovnice
n

Xi_aMLE
2 = 0.
Zl+(X-—A

i1 i — amre)?

Vysledny predikény interval je v tvare

Dy (X,,0) = (Q%ﬂ]l—%) )
kde pre dané o € (0,1) st gs a qi-¢ si porade (§) kvantil a (1 — ) kvantil
Cauchyho rozdelenia s parametrami ay gz a b= 1.

Po odvodeni vsetkych typov predikénych intervalov v zavislosti na rozdeleni

zhrnieme vysledky simula¢nej stidie nasledujicej tabulke.

Frekv. ex. Frekv. as. Konf ex.
90% 95% 90% 95% 90%  95%

n=20 0909 0955 0879 0.936 0.847 0.944
N(0,1) n =100 0.903 0947 0916 0.960 0.872 0.938
n =200 0.904 0.956 0.899 0.944 0.880 0.939

Rozdelenie  Rozsah

n = 20 0.896 0.944 0.873 0.963

Exp(4) n = 100 0.905 0.947 0.883 0.948

n = 200 0.895 0.951 0.903 0.945

n = 20 0.845 0.892 0.861 0.954

Pareto(3,2) n =100 0.885 0.943 0.898 0.958
n = 200 0.906 0.955 0.896 0.951

n = 20 0.897 0.949 0.844 0.953

Cauchy(1,1) n =100 0.900 0.939 0.898 0.958
n = 200 0.880 0.940 0.890 0.949

Tabulka 4.1: Porovnanie teoretického a empirického pokrytia predikénych in-
tervalov pre N(0,1) rozdelenie, Fxp(4) rozdelenie, Pareto(3,2) rozdelenie a
Cauchy(1,1) rozdelenie.
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7Z vyslednej tabulky 4| vidime, Ze frekventistické exaktné predikéné intervaly
dosahuji stanovenych tdrovni az na jediny pripad, ktory je vSak len 0.003%
pod ocakavanu uroven. V pripade frekventistickych asymptotickych intervalov
mozeme vidiet ocakivané asymptotické spravanie empirického pokrytia, ktoré
je najlepsie viditelné v pripade Paretovho rozdelenia. V pripade konformnych
predikénych intervalov vidime, Ze v pre teoretické pokrytie 90% predikénych in-
tervalov moZeme pozorovat predpokladané asymptotické spravanie az na jedini
vynimku. V pripade 95% teoretického pokrytia vidime, ze intervaly vo vicSine
pripadov Spfﬁajﬁ pozadované teoretické pokrytie.

Rozdielny nahlad na empirické pokrytie predikénych intervalov ndm poskytuje
obrazok kde mozeme pozorovat vyvoj empirického pokrytia obojstrannych
frekventistickych exaktnych, frekventistickych asymptotickych a konformnych pre-
dikénych intervalov, kde uvazujeme normované normaéalne rozdelenia a rozsah
ndhodného vyberu n = {20,40,60, ...,600}.

Empirické pokrytie

0.94
!

0.93
1

——  konformny p.i.

frekentisticky asymp. p.i.

frekentisticky exaktny p.i.

T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600

rozsah nahodného vyberu

Qbr. 4.1: Porovnanie empirického pokrytia predikénych intervalov vzhladom na meniacu sa
dlzku rozsahu ndhodného vyberu n = {20,40,60,...,600} pre normované normdlne rozdelenia
a a=0.05

Na obrazku mozeme pozorovat ze

e Empirické pokrytie frekventistického asymptotického predikéného intervalu
pomerne jasne kopiruje empirické pokrytie frekventistického exaktného pre-
dikéného intervalu, uz od rozsahu ndhodného vyberu n = 100

e Od rozsahu nahodného vyberu n = 380 je empirické pokrytie frekventis-
tickych predikénych intervalov takmer identické a konformny predikény in-
terval vykazuje mierne lepsie vysledky
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Zaver

Cielom bakaldrskej prace bolo na zaciatok pripomentf standardné definicie
a vlastnosti z oblasti pravdepodobnosti a Statistiky a taktiez zozndmit citatela
s predikénymi intervalmi. Dalej sme definovali motivaény priklad na ktorom sme
postupne v kapitolach 2 a 3 ilustrovali a odvadzali frekventistické a konformné
predikéné intervaly, ¢im sme sa oboznamili aj s podkladovou tedriou.

Nésledne sme v poslednej kapitole uskutocnili mali simulac¢nt stidiu v progra-
movacom jazyku R (Team Development Core, 2023), ktorej i¢elom bolo porovna-
nie empirického pokrytia konformnych a frekventistickych predikénych intervalov
a vysledky sme zhrnuli v tabulke 4| a nésledne sme poskytli rozdielny ndhlad na
vyvoj empirického pokrytia predikénych intervalov prostrednictvom obrazku [4.1]
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