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Uvod

V dnesnej dobe sme vSetci tlaceni k tomu, aby sme nase peniaze investovali
do roznych finanénych aktiv vzhladom na vysokd mieru inflicie. Avsak, kazda
investicia prinasa so sebou riziko, ktoré sa neustale meni v zavislosti od komplex-
nosti finanénych néastrojov, do ktorych peniaze investujeme.

V tejto praci si predstavime, ¢o pojem riziko predstavuje a zoznadmime sa
s metédami znamymi ako Value at Risk (VaR) a Conditional Value at Risk
(CVaR), pomocou ktorych vieme dané riziko merat a riadit. Zameriame sa na
ich vlastnosti, sposoby ich vypoctu a jednotlivé suvislosti, ktoré medzi sebou
miery maju.

Na zdklade ich vlastnosti odvodime funkciu, pomocou ktorej budeme mat
moznost vypoéitat obe miery rizika zérovei. Preskiimame jednotlivé vlastnosti
odvodenej funkcie, ktoré budi pre nds neskor velmi uzitoéné.

Cielom tejto prace bude skonstruovat portfélio, ktoré bude replikovat zvoleny
finanény index, kedZe indexy st povazované z dlhodobého hladiska za vynosné a
mali by pre nés predstavovat mensiu rizikovost. Na tento ucel vyuzijeme znalosti
optimalizacie a zostavime linearny program, ktorého jedna z podmienok bude
prave obmedzenie na mieru rizika. K formulacii tohto obmedzenia vyuzijeme nasu
odvodent funkciu, ktortt budeme obmedzovat zhora, vzhladom na to akd vysku
rizika budeme ochotni tolerovat.

Sucastou vystupu linedrneho programu budi aj optimalne hodnoty jednot-
livych aktiv, z ktorych bude portfélio pozostavat. Vypocty budeme vykondvat na
zaklade historickych dat pomocou programovacieho jazyka Python.

Nésledne sa budeme venovat pozorovaniu vyvoja vysledného portfélia, ktoré
bude skonstruované na zaklade optimalnych hodnot a jeho spravaniu vzhladom na
zvoleny index v nasledujucich ¢asovych obdobiach. Tymto sposobom sa pokisi-
me lepsie porozumiet rizikovosti ndsho investiéného portfélia a nahliadneme na
presnost jednotlivych vysledkov.



Kapitola 1

Miery rizika a ich vlastnosti

V tejto kapitole si uvedieme zakladné pojmy pouzivané v oblasti financii.
Zavedieme ich matematické definicie, vyjadrenia a objasnime ich interpretaciu.
Uvedieme ¢o je, a v akom zmysle je v nasom pripade chdpané riziko. Dalej sa
dostaneme k niektorym uzitoénym vlastnostiam funkcii, ktoré budeme neskor
vyuzivat.

1.1 Zakladné definicie

Definicia 1 (Portfélio). (Dupacovd (2002)) Nech n € N je pocet aktiv, ktoré
mame k dispozicii. Potom povieme, Ze vektor @ = (xi,...,x,) je portfolio ak
Yow o x; =1 a zdroven pre Vi, kde i =1,...,n plati z; > 0.

Na zéklade definicie , portfélio bude pre nds predstavovat vektor o dizke
n, kde n zodpoveda poctu financnych aktiv, napriklad akcii do ktorych chceme
investovat. Dalej si mézme predstavit, ze mnozstvo penazi, ktoré budeme in-
vestovat je rovné hodnote 1. Potom préve > "  x; = 1, ndm hovori o tom, ze
jednotlivé hodnoty 1, ... ,z, reprezentujui cast nasej pociatocnej investicie, ktora
je vlozena do konkrétneho aktiva, kde musi platif Ze celkovy sticet investicii do
jednotlivych aktiv zodpoved4 presne hodnote nasej pociatoénej investicie. Ked'ze
zérovenn musi pre vsetky ¢ platit #; > 0, budeme uvazovat také portfélio, v ktorom
nie s povolené predaje nakratko.

K zavedeniu nasledujicej definicie budeme uvazovat pravdepodobnostny prie-
stor (Y, A, P), kde A je o-algebra na Y a P je pravdepodobnostnd miera na
Y. Zaroveii budeme uvazovat redlny ndhodny vektor y : {YV.A} — {R" B2}, u
ktorého budeme predpokladat nezavislost na predom danom vektore , spfﬁajﬁce—
ho definiciu [II

Definicia 2 (Strata). (Rockafellar a Uryasey (2002)) Nech x je predom dany
vektor vybrany z wrcitej podmnoziny X € R", potom z = f(x,y) je ndhodnd
strata vzhladom k rozhodovaciemu vektoru & a ndhodnému vektoru y a zdroveri
plati, Ze funkcia f(x,y) je spojitd v & a meratelnd v y.

V definicii budeme vektor @ interpretovat ako vektor reprezentujici konkrét-
ne portfolio v zmysle definicie [1} a mnozinu X, ako mnozinu, ktord predstavuje
vietky dostupné portfélia. Nahodny vektor y bude predstavovat urcité neistoty,
ktoré mozu hodnotu straty ovplyvnif ako napriklad ndhodné ceny uvazovanych
aktiv. Vseobecne budeme uvazovat, Ze zdporna hodnota straty z predstavuje zisk.
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Definicia 3 (Distribu¢na funkcia straty). (Rockafellar a Uryasey (2002)) Pre
véetky € € X, oznacime p(x,-) € R ako vysledni distribucni funkciu straty
z = f(zx,y), pre ktori plati

o(x,() = Plyl|f(z,y) <.

1.2 Zavedenie mier rizika VaR a CVaR

Strata v nasom pripade predstavuje urcitu formu rizika. V praxi sa preto
casto stretavame s jeho klasifikdciou pomocou hodnot VaR (Value at Risk) a
CVaR (Conditional Value at Risk), prekladané ako hodnota v riziku a podmie-
nend hodnota v riziku. Jednotlivé hodnoty udéavaju, akd je mozna vyska straty
na urcitej hladine spolahlivosti o (véicésinou volenej 0.99, 0.95) za dané casové
obdobie (napr. 1 den, 1 rok). Tieto hodnoty si nasledne zadefinujeme na zéklade
definicii uvedenych v ¢asti 1.1.

Definicia 4 (VaR). (Rockafellar a Uryasey (2002), str. 1447). Nech o — VaR
straty vzhladom k rozhodovaciemu vektoru x je hodnota

Ca(x) = min{¢ € Rlp(z,() > o}, (1.1)

kde v je dosiahnuté minimum, kedZe funkcia p(x,() je nerastica a zprava
spojita v C. Ak @(x,-) je spojitd a striktne rastica, (,(x) je jednoznacne uréené
¢ splnagice p(,0) = o. Inak riesenie rovnice ¢(x,() = o neezistuje, alebo ich
existuje nespocetné mnoho.

Definicia 5 (CVaR ). (Rockafellar a Uryasey (2002),str.1448). Predpokladajme,
ze E[|f(z,y)]] < oo pre Ve € X, potom o — CVaR straty vzhladom k rozhodova-
ciemu vektoru x je hodnota

¢o(x) = strednej hodnote o — chvosta rozdelenia f(x,y),

kde ide o rozdelenie dané distribucnou funkciou pq(x,+) definovanou nasledovne

0 pre ¢ < (u(x),
[p(x,C) —a]/[l—a]  pre (= Cal®).

Vzhladom k hodnote o € (0,1) predstavujicej dani hladinu spolahlivosti.

Ya(,() = {

Je dobré poznamenat, ze distribu¢na funkcia ¢, (,-), je ind distribu¢na fun-
kcia nez zmienend funkcia v definicif 3 avsak podobne ako ¢(z,-) je neklesajtica,
zprava spojitd, kde ¢, (x,() — 1 pre ( — oco. Pomocou tejto distribuénej funkcie
vieme vsak dobre definovat rozdelenie uvaZovaného a-chvostu.

Vzhladom na definicie {4 a [5| mo6Zzme medzi jednotlivymi hodnotami pozo-
rovat rozne rozdiely. Jednym z hlavnych rozdielov je, Ze hodnota VaR ndm
déava cislo, ktoré zodpoveda najmensej hodnote straty, ktori s uvedenou hladinou
spolahlivosti o dané portfélio neprekroéi.

Na druhej strane, hodnota CVaR hovori o tom, akd velkd bude ocakdvana
strata, ak danu hodnotu VaR strata prekroci, ¢o je pre nas omnoho smerodaj-
nejsia informdcia. V nasledujiicej podkapitole si uvedieme niektoré z d’alsich cha-
rakteristik tychto hodnot.



1.3 Zakladné charakteristiky pre VaR a CVaR

V tejto casti sa budeme bliZsie zaoberat mierami rizika VaR a CVaR. Za-
meriame sa na ich vlastnosti a taktiez budeme sktimat ich vzajomné stvislosti, s
ktorymi budeme d’alej pracovat.

Veta 1 (Rockafellar a Uryasev (2002), str.1452). Nech \,(x) je pravdepodob-
nost toho, Ze strata z = (), ktord je dand rozdelenim a-chvostu uvedeného v

definicii[3, konkrétne

Ao(T) = [p(x,Cal®)) — o /[1 — ] € [0,1].
Potom méze nastat jedna z ndsledujicich moznosti:

e o(x,(,(x)) <1, teda existuje Sanca, Ze strata bude vyssia ako (,(x) a
Pa(®) = Aa(@)Ca(T) + [1 = Aa()] 0 (2),
kde 6% (@) = Elf(@9)|f@y) > Ca(a)].

o v(x,((x)) = 1, tym pddom (. (x) je najvyssia moznd strata, ktord maoze
nastat, z kadial vypljva rovnost

Pa(Z) = Cal@).

Dékaz. Tieto vztahy jednoznaéne vyplyvaji z definicie 5| a z platnosti nerovnosti
a < p(x,(.(x)), ktord vdaka definicif 4 plati vzdy.
4

Désledok (Rockafellar a Uryasev| (2002), str. 1452). Na zaklade definicii a
vety [1] plati

Pa(@) = Colz).
Dokonca, v pripade kedy neexistuje sanca, ze strata bude vacsia ako (,(x) plati

Pa(T) = Cal®).
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Obr. 1.1: Hodnoty VaR a C'VaR v pripade predpokladu normovaného normélne-
ho rozdelenia straty na hladine o = 0.95.

Veta 2 (Rockafellar a Uryasev| (2002), str. 1453). Predpokladajme, Ze pravdepo-
dobnostnd miera P je koncentrovand v konec¢ne mnoho bodoch y, € Y tak, Ze pre
kazdé x € X distribicia straty z = f(x,y) je podobne koncentrovand v konecne
mnoho bodoch a p(x,-) je po ¢astiach linedrna funkcia so skokmi v jednotlivich
bodoch. Pre pevné x, nech si zodpovedajice realizicie straty usporiadané nasle-
dovne z1 < zo < -+ < zn, kde P(z = z) = pg apr, >0 pre k =1,...,N. Nech
ko je jednoznacne urceny index splﬁajdci

ka—1

ko
Zpk > o> Z Dk-
k=1 k=1

Potom pre a — VaR straty plati

CalT) = 2k,
a a— CVaR dostdivame z rovnosti
1 o
Po(x) = 1 —a [(;pk - a) Zko T k:%;lpkzk}

Dékaz. Jednotlivé kroky dokazu najdeme v clanku (Rockafellar a Uryasev| (2002),
str. 1453).
d



Kapitola 2

Reformulacia mier v riziku

V tejto casti bude nasim cielom vyjadrit hodnoty VaR a CVaR pomocou
jednej funkcie, ktorej konstrukciu postavime na zaklade definicii a viet, ktoré
sme si uviedli v prvej kapitole. Zadefinovanie takejto funkcie nam neskor prinesie
moznosti na jednoduchsi vypocet hodnot v riziku.

2.1 Konstrukcia funkcie pre VaR a CVaR

Z definicie 4| a za predpokladu existencie rieSenia rovnosti ¢(x,() = o dostéva-
me, ze (,(x) predstavuje lavy krajny bod neprdzdneho intervalu, ktory obsahuje
hodnoty (¢ také, ze p(x,() = a. Rovnost plynie z vlastnosti distribu¢nej funkcie
o(x,(), ktord je spojitd a neklesajica vzhladom k premennej (. Na druhej strane
z definicie [5| dostavame, ze P[f(x,y) > (.(x)] = 1 — a. Teda hodnota ¢, (x)
zodpoveda podmienenej strednej hodnote straty vzhladom k x ku ktorému bude
strata rovna hodnote (,(x) alebo vicsia.

Na zéklade tychto poznatkov a predpokladu, ze nahodny vektor y defino-
vany na pravdepodobnostnom priestore (Y, B, P) pochédza zo spojitého rozdele-
nia definovaného hustotou p(y), moézme charakterizovat hodnoty () a ¢ ()
pomocou funkcie F,, definovanej na mnozine X x R nasledovne

Fa@() =+ —— | [flzy) - O ply)dy, (2.1)

I —a Jyern
kde [t]" = max{0,t} pre t = [f(=x,y) — (].

Jednou z najdolezitejsich vlastnosti funkcie F, definovanou pomocou [2.1]je jej
konvexita, ktord je klticovou z pohladu optimalizdcie. KedZe nasim cielom bude
funkciu neskor minimalizovat vzhladom k premennej ¢. Na tito vlastnost a jej
dosledky sa blizsie pozrieme v nasledujucej vete [3|

Veta 3. (Rockafellar a Uryasev (2000), str.5) Nech ndhodny vektor y defino-
vany na pravdepodobnostnom priestore (Y, B, P) pochddza zo spojitého rozdelenia
definovaného hustotou p(y). Potom odvodend funkcia F,(x,() je ako funkcia pre-
mennej ( € R konvexnd a spojite diferencovatelnd. Hodnotu o — CVaR straty
vzhladom k Tubovolnému vektoru x vieme urcit z rovnosti

fo(x) = min Fy(x.C). (2.2)



Mnozinu hodnot (, pre ktoré funkcia nadobida minimum oznacime

Ay(x) = arg{min F,(x.0), (2.3)

ktord je meprdzdnym, uzavretym a obmedzenym intervalom (vicSinou zreduko-
vanym na jeden bod) a hodnota o — VaR straty je dand ako

Co(x) = lavy krajny bod intervalu A, ().
Konkrétne vzdy plati
Calz) € argcmin Fo(,0) 0 ¢a(x) = Fal@,(o(@)).

Dokaz.  Jednotlivé kroky dokazu st podrobne popisané v ¢lanku |Rockafellar a
Uryasev]| (2000)) str. 25.
4

Vetou [3] sa autori zaberali aj neskor v éldnku [Rockafellar a Uryasev| (2002), kde
mozme najst jej formuldciu pre fubovolné rozdelenie.

Dalej poznamenajme, Ze z hladiska vipoctu vieme rovnako dobre minimalizo-
vat funkciu (1 —a)F,(x,() ako aj F,(x,(). Tymto sposobom sa vieme vyhnut de-
leniu integralu vyrazom (1 — ), €o moze byt z numerického hladiska vyhodnejsie
najméi v pripadoch, kedy je hodnota (1 — «) prilis mala.

Na zéklade vety [3 ktord ndm poskytuje informéciu o vlastnostiach funkcie
F,(x,¢) a vedomostiam z tedrie optimalizacie vieme, ze funkcie ktoré si spojito
diferencovatelné a konvexné sa daji jednoducho numericky minimalizovat. Prave
konvexita, ktord je klicovou vlastnostou z hladiska optimalizdcie ndm zaruci, Ze
pri postupnom prechddzani funkcie a hladanim minima nenatraffime na lokdlne
minimum, ktoré by bolo rozdielne od globalneho. To znamena, ze optimalna hod-
nota je urcend jednoznacne.

Rovnost nam poskytuje pristup k vypoctu hodnoty o — C'VaR bez nut-
nosti prvotného vypoctu hodnoty e —VaR na zéklade ktorej je podmienena hod-
nota v riziku na danej irovni spolahlivosti o definovand (viz. Definicia . Avsak
v pripade potreby vieme hodnotu a — VaR ziskat ako vedlajsi produkt, ktory
ziskame urcenim intervalu A, (x) definovaného pomocou [2.3|a extrahovanim jeho
lavého krajného bodu, pokial dany interval obsahuje viac ako jeden bod.

Pre jednoduchsie narabanie s funkciou F,(z,(), vieme jej ¢ast, ktora je defi-
novana pomocou integralu nahradit jeho prislusnou aproximéciou.

Jednou z moznosti je, ze si vygenerujeme nahodny vyber vektorov y1,y», . . . ,yr
z rozdelenia daného hustotou p(y) vzhladom ku ktorej bude aproximécia funkcie
F.(x,C) vyzerat nasledovne

Z (z,y;) +. (2.4)

t=1

Fu(z() =

1—a

Funkcia ﬁa(w,C ) je konvexna a po Castiach linedrna vzhladom k ¢, avsak
nieje diferencovatelnd vzhladom k ¢. Napriek tomu ju vSak mozme minimalizovat
pomocou rieSenia problému elementarneho linedrneho programovania.

Nasledujica veta, ktort si zavedieme opit poukazuje na doleZitost vyjadrenia
hodndét a —VaR a o —CVaR pomocou funkcie F,,. Na zaklade jej vlastnosti uve-
denych vo vete[3|sa dostavame k formédlnemu vyjadreniu rieSenia minimaliza¢ného
problému.



Veta 4. (Rockafellar a Uryasev (2000), str. 6) Predpokladajme, Ze ndhodny vektor
y definovany na pravdepodobnostnom priestore (Y, B, P) pochddza zo spojitého
rozdelenia definovaného hustotou p(y). Minimalizdcia hodnoty o — CVaR straty
vzhladom k rozhodovaciemu vektoru x € X je ekvivalentnd minimalizdcii funkcie
F,(x,() cez vsetky (x,0) € X xR, v zmysle
glel)r(l PolT) = (a;,gr)nel)rclxR Fo(z,0),

kde naviac pre dvojicu (x*,(*) dosahuje funkcia na pravej strane rovnosti hodnotu
minima, prdve vtedy a len vtedy ak aj funkcia na lavej strane rovnosti dosahuje
minimum pre hodnotu * a (* € An(x*). Najmi preto, za okolnosti, ked je in-
terval Ay (x*) zredukovany na jeden bod (ako bezne byva), minimalizdiciou funkcie
Fo(x,() cez vsetky (x,() € X x R dostdavame ako riesenie dvojicu (x*,(*), nie
nutne jednoznacni, taki Ze x* minimalizuje hodnotu o« — CVaR a zdroven (*
zodpovedd korespondujice) hodnote o — VaR.

Dokaz. Jednotlivé kroky dokazu najdeme v ¢lanku Rockafellar a Uryasev| (2000),
uvedené na strane 26.
4

Veta 5. (Rockafellar o Uryasev (2002), str. 1457) Ak je funkcia f(x,y) konvexnd
vzhladom k premennej x a pre kazdé y potom, ¢ () je taktiez konvexnd vzhladom
k premennej x a podobne aj funkcia F,(x,C) je konvexnd vzhladom k dvojici (x,C).

Dokaz. Podrobné prevedenie dokazu najdeme v clanku Rockafellar a Uryasev
(2002) na strane 1457.
d

Dosledok. Ak st podmienky minimalizacie funkcie v tvare, ktory spiﬁa podmienky
vety b, smerujeme k rieseniu minimalizacnej konvexnej tilohy, ked'Ze aj mnozina
X je konvexnou mnozinou.

2.2 Zhrnutie vlastnosti funkcie

Veta 4| ndm poskytuje moznost, ako jednoduchym sposobom vyéislime hod-
notu zodpovedajicu minimu o — C'VaR a hodnotu a —VaR zaroven. Pri vypocte
x, ktoré zodpovedd hodnote minima av— C'VaR, nieje teda nutné pracovat priamo
s funkciou ¢, (), ale mézme pouzit odvodent funkciu F,(z,().

Nad'alej budeme pre jednoduchost pracovat s funkciou F,(x,(), ktord je podla
vety 5| konvexnd vzhladom k premennej ¢ a taktiez k dvojici (x,(). Zaroven si
mozme povsimnit, Ze z konvexity funkcie f(x,y) vzhladom k x vyplyvala aj
konvexita aproximacnej funkcie F,(x,¢) taktiez vzhladom k dvojici (,¢), kde
funkcia F,(z,¢) je zadefinovand pomocou rovnosti .

Minimalizaény pristup pre hodnotu ¢, () uvedeny vo vete 4l mozme vyuzit v
kombindcii s aproxima¢nou metédou integralu v definicii funkcie F, (x,().

Dostavame sa teda k tomu, ze problém minimalizacie funkcie F, na mnozine
X X R spadéd do kategorie konvexného programovania. Z toho dovodu existuje
Sirokd skala sposobov ako dant problematiku hladania minima riegit, kde prave
veta 4 ndm dovoluje pouzit tieto techniky pri minimalizécii hodnoty o — CVaR.

9



Kapitola 3

Konstrukcia linearneho programu
pre portfdlio

V tejto casti sa budeme zaoberat odvodenim linedrneho programu pre optima-
lizaciu portfélia. Nasim cielom bude, aby nase portfélio ¢o najlepsie replikovalo
zvoleny index, teda aby odchylka medzi cenami portfélia a uvazovaného indexu
bola ¢o najmensia. RieSenie tohto problému vedie na ilohu konvexného progra-
movania, ktort prevedieme na linedrnu z dévodu jednoduchosti jej vypoctu. Dalej
uvedieme vyuzitie reformuldcie pre hodnoty C'VaR a VaR pomocou funkcie F,,
ktoru pouzijeme ako jedno z obmedzeni pri rieSeni minimalizacnej tlohy.

3.1 Znacenie

Uvazujeme index [, pozostavajuci z viacerych akcii. Na zaklade tohto indexu si

vyberieme konkrétne akcie Sj, j = 1,...,n, ktoré si sicastou indexu I. Oznacime
I; cenu indexu I v ¢ase t pre t = 1,...,T a y,; cenu akcie S; v case t. Nech v je
hodnota investicie do portfélia v ¢ase 1. Potom oznacime § = v/I; pocet jednotiek
indexu I v ¢ase 1. Nech ;, pre j = 1,... n je pocet jednotick akcie S; v navrhova-

nom portféliu, pomocou ktorého budeme index replikovat. Na zaklade zavedeného
oznacenia dostavame, ze hodnota portfdlia v ¢ase t je rovnd Z?Zl Yt T ;.

Nésledne vieme povedat, Ze absolitna hodnota relativnej odchylky hodnoty
replikovaného portfélia od cielovej hodnoty v = 01, je

j=1

Je dobré si uvedomit, Ze absoliitna hodnota relativnej odchylky ndm udéva, ako
velmi je vzdialené portfélio od daného indexu, ¢i uz smerom nahor alebo nadol.
Uvazovany vektor cien y; = (yp1,...,0tn) pre t = 1,..., T, ziskame z pozo-
rovani ndhodného vektoru y € R”™, zavedeného pri definicif straty [2] Nésledne
predpokladame, ze ndhodny vektor y mé diskrétne rovnomerné rozdelenie na
mnozine pozorovani {yi, ..., yr} a teda plati Ply = y;| = 1/T pre vsetky t.
Vezmeme funkciu straty f(x,y), pomocou ktorej zavedieme relativnu hod-
notu straty. V naSom pripade relativna strata predstavuje spominant relativnu
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odchylku nasho portfélia od indexu, pomocou ktorého chceme uvazovany index
replikovat, teda

flxy) = (01, — Zymxj)/elt. (3.1)
j=1
V tomto zapise funkciu nasledne vyuzijeme ako funkciu pomocou ktorej budeme
minimalizovat strednt hodnotu absoliitnej odchylky | f(x,y;)].

3.2 Formulacia optimaliza¢nej tlohy

K najdeniu optimalneho rieSenia sa formélne dostavame k minimalizacnej
tilohe, pomocou ktorej budeme nase portfélio replikovat. Ako ucelovii funkciu
zvolime absolitnu hodnotu funkcie f(,y,) zadefinovant v[3.1] ktord budeme mi-
nimalizovat v jednotlivych ¢asovych intervaloch 1, ..., T tak, aby stcet vyslednych
absolitnych odchyliek bol ¢o najmensi. Optimaliza¢ni tlohu formulujeme v tvare

T n
min g(x) = %tzl ‘ (9[t — Zl yt,jxj> /01
= j:

, (3-2)

za podmienok :
n

ZijI'j =V (33)
j=1

T
1 +
- - § — < 3.4
C—I_ (1 _ Oé)T pa [f(wvyt) C:| S W ( )
z;>0,7=1...n (3.5)
kde minimalizujeme funkciu vzhladom k vektoru = (1, ...,,) a premenne;j (.

Podmienka nam zabezpeci, ze portfélio bude zostavené, tak aby sme investo-
vali celi pociatoénu investiciu v. Teda, na zaklade cien jednotlivych akcii v case
1 sa rozhodneme kolko jednotiek danej akcie kiipime, aby celkovy stcet investicii
bol v hodnote v. Cislo w v podmienke je maximalna tolerovana hodnota pre
CVaR, ktort volime tak, aby minimalizacna tloha bola pripustna. Funkcia straty
flx,y) = (01, — 2?21 yr.;x4) /01, tym padom vieme podmienku (3.4 ekvivalentne
zapisat do tvaru

N VIR IEEI

t=1

Vyraz na lavej strane nerovnosti (3.6) je rovny funkcii F,(x,¢) z definicie2. 1}V
diskrétnom pripade, ktory uvazujeme, aplikaciou operatora strednej hodnoty E
je

1 T n

Elf(wy) = (1" = 5 > [100 =Y weg)/01] = (]

t=1 j=1

z kadial sa odvija rovnost pravej strany s funkciou.
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Problémom funkcie g(x) vzhladom k vypoctu je, Ze nie je linedrna kvoli ab-
soltitnej hodnote v jej predpise. Avsak pre lubovolné o a w, vieme tento problém
previezt na tlohu linedrneho programovania.

3.3 Prevedenie nelinearneho programu na
linearny

Ako prvé si pri linearizacii daného programu oznacime problémovi zlozku
funkcie g(x). V nasom pripade ide o absoltitnu hodnotu, ktord porusuje uvazovani
funkeiu. Nech n:o = |f(x,y:)| = [(01: — >_7_, yejz;)/01:| pre vsetky t =1,....T.
So zavedenim d'alsich podmienok mozeme tlohu formulovat v tvare

T
, 1
min g(x) = T an (3.7)
t=1

za podmienok :

77t,0 = ‘(9[,5 — Zymxj)/elt y t = 1, e ,T (38)
j=1

a podmienok a[3.6) uvedenych vyssie.Vzhladom na to, Ze minimalizujeme
ucelovi funkciu, mozeme v podmienke namiesto rovnosti pouzit nerovnost >,
¢im sa ndm program nezmeni kedZe pre

Mo = ‘ (9—@ - Z ym‘%‘)/elt

Jj=1

)

plati

I (9[t — z": yt,]w]) /01,

=1

— max [(Hlt - iytﬂj) O i s /04 (3.9)

j=1

N0 2 max [(9[,5 — Z yt,jxj> /9[,5 y — ((9[,5 — Zyt,jxj> /9[{| y (310)
j=1

Jj=1

& Mo 2 (91t - Z%,j%‘) /01, meo > — (9]t - Z%,j%‘) /01;. (3.11)
1 1

J= J=

Do rozporu s linearitou sa vsak dostédva este podmienka [3.6] kde uvazujeme
iba kladnu ¢ast. Na vyriesenie tohto problému si zavedieme pomocni premennt
u; pomocou ktorej podmienku linearizujeme.

N4s findlny linedrny program, ktory bude riesif problematiku replikdcie in-
dexu pomocou nasho portfélia pre Iubovolné hodnoty o a w na zéklade odvodeni
vyssie, bude potom v tvare
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za podmienok :

91;]-20,]':1,...,71

ktory budeme minimalizovat vzhladom k = (xy,...,r,), premennej ¢ a k no-
vozavedenym premennym 7 a u.

Niektorymi ¢astami minimaliza¢nej tilohy sa zaoberali aj autori v ¢lanku [Roc-
kafellar a Uryasev| (2002), kde linearizovali podmienku pomocou zavedenia po-
mocnej premennej 7 a jej rozkladu na kladnt a zdporni cast. My sme sa tymto
rozkladom podrobnejsie zaoberali v rovniciach [3.9] a [3.11] Nésledne sme
navyse zaviedli pomocnu premenni u, pomocou ktorej sme previedli podmienku
do linedrneho tvaru. Tieto kroky nam zarucili, ze ucelova funkcia a aj vsetky
jej podmienky minimalizacie budd v linedrnom tvare, ¢o znamena, ze mozme
tlohu riesitf pomocou néstrojov linedrneho programovania.
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Kapitola 4
Prakticka aplikacia

Finadlny tvar optimalizacnej tlohy, ktord sme odvodili na konci kapitoly 3.3
vyuzijeme pri replikacii indexu S&P 500 pomocou nami zvolenych akcii v portféliu.
Na riesenie minimalizacnej ilohy vyuzijeme programovaci jazyk Python a balicek
PuLLP, kde nasledne prevedieme vypocet v dvoch fazach. Na konkrétnu konstrukciu
tohto kédu je mozné nahliadnut v prilohe tejto prace.

V prvej faze, takzvanej in — sample, prevedieme vypocet optimalizac¢nej ilohy
na zaklade dostupnych historickych dat. V druhej faze out — of — sample apliku-
jeme vysledky z prvej fazy na data, ktoré neboli v kategdrii in — sample a budeme
pozorovat nakolko presnt replikdciu sme previedli.

4.1 Predstavenie problému

Portfélio, pomocou ktorého budeme replikovat spominany index I = S&P 500,
bude pozostavat z nasledujticich dvadsiatich akcii, ktorych ndzov je uvedeny pod
takzvanymi tickermi: AAPL, WMT, IBM, MU, BA, AXP, META, PEP, MCD,
NFLX, ADI, BAC, PFE, KO, MA, TSLA, HPQ, STT, CMG, PSX. V zmysle
zavedeného znacenia v podkapitole 3.1 akcie predstavuju jednotlivé zlozky Sj,
kde 5 =1,...,20.

Dalej budeme pri vypoéte uvazovat

e Casové obdobie od 08.06.2020 do 12.12.2022 predstavujice 131 tyzdnov, kde

do fazy in — sample zaradime tyzdne v ¢asovom obdobi od 08.06.2020 do
06.06.2022 a do fazy out — of — sample tyzdne od 06.06.2022 do 12.12.2022

e Pondelkové uzatvaracie ceny jednotlivych aktiv, upravené o trhové para-
metre v tyzdnoch t =1,...,131

e Cenu indexu [; v tyzdnit =1,...,131

e Nédhodny vektor cien y j, ktory predstavuje cenu akcie S; pre j =1,...,20
v danom tyzdni ¢t =1,...,131

e Pociatoénu investiciu do portfélia v hodnote v = 1000 USD
e Pocet jednotiek 6 = v/I; indexu S&P 500 vzhladom k pociatocnej investicii

e Hodnotu z; predstavujicu pocet jednotiek akcie S; pre 7 = 1,...,20 v
portfoliu
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e Uroveit spolahlivosti v = 0.95 pre mieru rizika CVaR
e Toleranciu podmienenej hodnoty v riziku w

Ako prvy prevedieme vypocet in — sample, ktory prebieha v tyzdnoch ¢t =
1,...,104 pre rozne hodnoty w, na trovni spolahlivosti a. Nésledne pouzijeme
rieSenia k vypoctu hodnoty tcelovej funkcie a miery rizika CVaR vo faze out —
of — sample v tyzdioch t = 105, ...,131. Na zaklade vyslednych hodnét, ktoré
st uvedené tabulke , mozme pozorovat, Ze pri hodnote w = 0.02 dosahuje
ucelova funkcia v obdobi in — sample najnizsiu hodnotu. Znamend to teda, ze
odchylky medzi replika¢nym portfoliom a indexom st najmensie. Z toho dévodu
si na prevedenie vypoctu optimalizacnej tlohy zvolime pevni hodnotu w = 0.02.

Hodnota w Hodnota 1ucelovej funkcie Hodnota ticelovej funkcie Hodnota CVaR
vo faze in — sample (%)  vo faze out — of — sample (%) vo faze out — of — sample (%)
0.02 0.63083 1.60902 2.3930
0.01 0.65183 1.70646 1.4646
0.002 0.97288 1.91618 0.6865
0.001 1.05997 1.60507 1.2386

Tabulka 4.1: Hodnoty funkecii v zdvislosti na premennej w.

3.0

—— In-sample Gcelova funkcia
Out-of-sample Gcelovéa funkcia

-- QOut-of-sample CVaR
25

Hodnota (%)

05

0.0

0.0200 0.0175 0.0150 0.0125 0.0100 0.0075 0.0050 0.0025
omega

Obr. 4.1: Priebeh jednotlivych funkcii v zavislosti na hodnotéach w uvedenych v

tabulke .

7 obréazku moézme vidief, Ze zvolend hodnota w mé najviicsi vplyv na
mieru rizika C'VaR v obdobi out — of — sample, kedy do uréitého bodu jej miera
spoloéne s klesajicou hodnotou w taktiez kless. Co sa tyka hodnot dcelovej fun-
kcie, obe so zmensSujucou sa hodnotou w mierne stipaji, ¢o sme aj ocakavali,
ked'ze zmensovanim hodnoty w kladieme vyssie ndroky na podmienku, ¢fm sa
stdva prisnejSou, ¢oho ndsledkom je nérast velkosti odchyliek. Avsak na konci
mozeme pozorovat vyraznejsi pokles icelovej funkcie v obdobi out —of — sample,
ale naopak narast miery rizaka C'VaR pre dané obdobie.
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4.2 Prevedenie optimalizacnej tilohy

Zaciname opit vypoctom vo faze in — sample pre hodnoty uvedené v podka-
pitole 4.1 a pre pevnu hodnotu w = 0.02. Ucelova funkcia v tejto faze pre dané
hodnoty spliia nasledujiicu rovnost

104

1
' = — = 0.0063083.
min g(x) 0 ; Mo
Zaroven pre optimalne hodnoty &* = (27, ... ,x3,) predstavujice pocet jednotiek

jednotlivych akcii v nasom portféliu plati nasledujiica tabulka

Ticker Premenna Pocet jednotiek

AAPL a 0.940108
WMT x; 0.919993
IBM a 1.471402
MU ) 0.000000
BA a 0.000000
AXP x 0.025225
META xl 3.865146
PEP a 1.277443
MCD ) 0.000000
NFLX 7t 0.061941
ADI t 0.000000
BAC ty 0.297218
PFE oty 0.000000
KO t, 0.306777
MA s 0.065135
TSLA ol 2.552543
HPQ s 0.272763
STT o 0.000000
CMG ot 0.000000
PSX b 1.303415

Tabulka 4.2: Vysledné rozloZenie portfélia pre w = 0.02.

Mézme si v&imnit, Ze software vyhodnotil, Ze niektoré akcie, ktoré sme u-
vazovali, nie st pri replikdcii indexu potrebné. Dalej sa pozrieme na grafické
znazornenie vyvoju indexu S&P500 a nésho replikacného portfélia v obdobi od
08.06.2020 do 12.12.2022 zobrazeného na obrazku [4.2]
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Obr. 4.2: Vyvoj indexu S&P 500 a replika¢ného portfélia v obdobi in — sample.

4.3 Vyhodnotenie optimalizacnej tlohy

Dolezitou bude pre nas, prave faza out —of — sample, na zaklade ktorej zistime
nakolko presné boli nage vypocty v predoslej faze. Pri vypocte budeme uvazovat
portfélio ktorého zlozenie pozostava prave z vyslednych hodnot pre zj,....x3,
uvedenych v tabulke . Nasledne sa pozrieme na vyvoj cien jednotlivych akcii v
¢asovom obdobi od 06.06.2022 do 12.12.2022 predstavujice 27 tyzdnov a hodnotu,
ktoru nadobuda tucelova funkcia v tejto faze. Dosadenim optimalnych hodnot
do pévodnej optimalizacnej ulohy, pre hodnotu ucelovej funkcie v tomto obdobi
dostavame dostavame

27

1
9(x) = 5= > o = 00160902

t=1

Mieru rizika CVaR, ktort portfélio dosahuje vyéislime na zdklade vety 2] pomocou
rovnosti

25 27
1
dal®) = T—— [(;pk - a) ko + I;%pkzk} = 0.02393,

kde p, = 2—17 pre k = 1,...,27 a 2, zodpovedd miere rizika VaR v obdobi
out — of — sample.
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Obr. 4.3: Vyvoj indexu S&P 500 a replikacného portfdlia v obdobi out — of —
sample.
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Obr. 4.4: Vyvoj indexu S&P 500 a replikacného portfélia v obdobi od 08.06.2020
do 12.12.2022.
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Z obrézka mozme vidiet pomerne dobrii zhodu vyvoja replikaéného portfé-
lia vzhladom k indexu. Dokonca mozme pozorovat, Ze portfélio priblizne od polky
desiateho mesiaca roku 2022 nadobtdalo vacsiu hodnotu nez samostatny index.
Pre lepsiu ukazku sa moézme pozriet na obrazok , ktory zobrazuje celé casové
obdobie od 08.06.2020 do 12.12.2022.

Co sa tyka porovnania hodnét téelovych funkeif ich rozdiel pre jednotlivé fazy
zodpoveda rozdielu

0.0160902 — 0.0063082 = 0.009782.

To znamena, ze v obdobi out — of — sample bol celkovy sicet odchyliek re-
plika¢ného portfélio od indexu o 0.009782 vacsi nez v obdobi in — sample. A pre
hodnoty C'VaR plati

0.02393 — w = 0.02393 — 0.02 = 0.00393,

z kadial dostdvame, Ze podmienend hodnota v riziku bola o 0.00393 vyssia.

Po prevedeni vsetkych vypoctov a nahliadnutim na obrazky sme sa dostali k
zaveru, ze na zaklade historickych dat v rozsahu 104 tyzdiov s pouzitim 20 akcii je
mozné v dostatocne dobrej miere replikovat index S&P 500. Tento zdver mozeme
ustdif na zéklade vyslednych hodnoét, ktoré portfélio dosahovalo nésledujtcich 27
tyzdnov v obdobi out — of — sample, kde dokonca miestami malo va¢siu hodnotu
ako samostatny index.

Je dolezité vsak poznamenat, Ze ak by sme chceli predikovat vyvoj portfélia na
dlhsie casové obdobie, bolo by pravdepodobne potrebné na dosiahnutie podobne
dobrych vysledkov pouzit historické dat vo viésom rozsahu.
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Zaver

V tejto préaci sme sa zoznamili s viacerymi pojmami, ktoré si bezne pouzivané
v oblasti financii ako napriklad pojmy portfélio a riziko. Definovali sme ich mate-
matické formulacie, kde sme sa néasledne zamerali na jednotlivé metédy merania
rizika, ktorymi boli VaR a C'VaR. Na zaklade vlastnosti tychto metéd sme odvo-
dili funkciu, ktord ndm umoznila efektivne vypocitat rizika stvisiace s portféliom.
Hlavnym cielom tejto prace bolo skonstruovat portfélio, ktoré bude schopné re-
plikovat zvoleny index S&P 500.

Na riesenie tohto problému sme vyuzili poznatky z oblasti optimalizacie a zo-
stavili sme linearny program s 1icelovou funkciou minimalizacie rizika. Konkrétne
sme sa snazili minimalizovat stcet absolitnych hodnot odchyliek replikaéného
portfélia od indexu.

V procese konstrukcie programu sme aplikovali aj odvodent funkciu pre jed-
notlivé rizika ako jednu z podmienok minimalizacie. Této funkcia bola obmedzené
hodnotou, ktora predstavovala maximadlne riziko, ktoré sme ochotni tolerovat.
Vypocet sme prvotne previedli na historickych détach a nasledne sme sledovali
vyvoj indexu a replika¢ného portfélia v nasledujicich ¢asovych obdobiach.

V praktickej aplikdcii sme teda ukézali akou formou vieme narébat s rizikom
a vyuzit ho pri rieseni optimalizacnej tlohy v oblasti financii. Vysledky tejto
prace mozu byt potencidlne uzitoéné pre investicné spolo¢nosti a jednotlivych
investorov, ktori sa zaujimaju o efektivne vyuzitie ich financii.
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Priloha

Kéd pouzity na rieSenie optimalizacnej tlohy v jazyku Python pomocou bali¢-

ka PuLP.

import yfinance as yf
import numpy as np
import pandas as pd

from pulp import =*

#PERIODA V KTOREJ PRACUEJME S TYZDENNYMI CENAMI
start_day = '2020-6-8'#pondelok

end_day = "2022-6-6" #pondelok
casovy_interval ="1lwk" #tyZdnovy interval

#CENY INDEXU S€P

cena_indexu = pd.DataFrame(yf.download(" GSPC",start_day,end_day,
interval = casovy_interval) ['Adj Close'l])

#ukazZka prvych 5 cien

print(cena_indexu.head())

#ZISKANIE DAT CENY AKCII

tickers = ['AAPL', 'WMT', 'IBM', 'MU', 'BA', 'AXP',6"META","PEP","MCD",
IINFLXII , IIADIII s IIBACII s IIPFEII , IIKOII , IIMAII , IITSLAII s IIHPQII s IISTTII , IICMGII , IIPSXU]

# Stihanutie pondelkoviych cien akcii upravenych o trhové parametre
ceny_akcii = pd.DataFrame(yf.download(tickers,start_day,end_day,

interval = casovy_interval) ['Adj Close'])

#ukazZka prvych 5 riadkov
print (ceny_akcii.head())

#LINEARNY PROGRAM
#premenné

T= ceny_akcii.shape[0] #cas sa rovnd poltu riadkov

v= 1000 #pocCiatolnd investicia

n= ceny_akcii.shapell] #pocet akcii pre indezy j= 1,....
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s

78

79

80

alpha =
omega =
theta =
pocet_x

casy_t =

#MODEL

model =

#rozhodo

x = LpVa

zeta = L

0.95 #hladina spolahlivosts

0.02 #omedzentie pre hodnotu CVaR

v/ cena_indexu.iloc[0,0] #pocet jednotiek indezu
= np.arange(0,n).tolist ()

np.arange(0,T) .tolist ()

LpProblem(name="0Optimalizacia_Portfolia", sense=LpMinimize)
vacte premenné

riable.dicts("x", list(range(n)), lowBound=0)
pVariable("zeta",lowBound=0)

u = LpVariable.dicts("u", list(range(T)), lowBound=0)

eta =LpV

ariable.dicts("eta", list(range(T)), lowBound=0)

#ucelovd funckia

model +=
#obmezen
model +=
model +=

for t in

mode

mode

—

mode

model.so
print ("M
x_values

for v in

if v

x_values

lpSum([eta[t] for t in range(T)]) / T

ia
(1pSum([ceny_akcii.iloc[0,j] * x[j] for j in range(n)]) == v)
(zeta + 1/((1- alpha)*T)* 1lpSum([ult] for t in range(T)]) <= omega)
range (T):
1 += (((theta * cena_indexu.iloc[t,0] - 1pSum([ceny_akcii.iloc[t,j] *
x[j] for j in range(n)])) / (theta * cena_indexu.iloc[t,0]))
— <= etaltl)
1 += (((-1) * ((theta * cena_indexu.iloc[t,0]
1pSum([ceny_akcii.iloc[t,j] *
x[j] for j in range(n)]))/ (theta * cena_indexu.iloc[t,0] )))
— <= etaltl)
1 += ((((theta * cena_indexu.iloc[t,0] - lpSum([ceny_akcii.iloc[t,j] *
x[j] for j in range(n)]))/ (theta * cena_indexu.iloc[t,0]) ) -
— zeta) <= u[t])

1lve()

inimalna hodnota:", value(model.objective)) #Hodnota ucelovej funkcie
= [

model.variables(): #Optimdlne hodnoty

.name.startswith("x"):

x_values.append((v.name, v.varValue))

_sorted = sorted(x_values, key=lambda x: int(x[0].split('_')[1]1))
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120
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123

print("tabulka hodnét ")
tabulka = pd.DataFrame(x_values_sorted, columns=["Variable", "Value"],index=
< tickers)

print(tabulka) # v prdcti znacime premenné (z™*)_1,...,(z"*)_20

HARAAHBAARBAARRAAARBAARBAARRHAAR##A#R OUT - OF - SAMPLE

—  HRRAHRRRRAAR R R AR R AR R

#out of sample data

start_day2= end_day #pre cisto out of sample

end_day2 = "2022-12-12" #pondelok

cena_indexuofs = pd.DataFrame(yf.download(" GSPC",start_day,end_day2,
interval = casovy_interval) ['Adj Close']) #celé Zasové
— obdobie

ceny_akciiofs = pd.DataFrame(yf.download(tickers,start_day,end_day2,
interval = casovy_interval) ['Adj Close'l])#celé casové

— obdobie

cena_indexuofs2 = pd.DataFrame(yf.download(" GSPC",start_day2,end_day2,
interval = casovy_interval) ['Adj Close']) #iba ofs
ceny_akciiofs2 = pd.DataFrame(yf.download(tickers,start_day2,end_day2,
interval = casovy_interval) ['Adj Close']) #iba ofs
Tofs = ceny_akciiofs2.shape[0] #Casové obdobie out - of - sample
hodnoty_x =(tabulka.iloc[:,1])

#Hodnoty funkci? out of sample
hodnoty_eta_ofs = [] #hodnoty odychliek
for i in range(Tofs):
etat = (theta * cena_indexuofs2.iloc[i,0]
— np.matmul (np.array(ceny_akciiofs2.iloc[i,:]),
np.array (hodnoty_x)))/ (theta * cena_indexuofs2.iloc[i,0])
hodnoty_eta_ofs.append(etat)

var_ofs= pd.DataFrame(hodnoty_eta_ofs).quantile(alpha)

print("VaR Out of sample ", var_ofs)

hodnoty_z =sorted(hodnoty_eta_ofs)
hodnoty_z_nad_kvantilom = []
for i in hodnoty_z:

if i > float(var_ofs):

hodnoty_z_nad_kvantilom.append (i)

print("Ucelova funkcia out of sample")
print ((1/Tofs)* sum(np.abs(hodnoty_eta_ofs)))
print ("CVaR out of sample podla vety 2 ")
print(1/(1-alpha)*(((25/27)~- alpha)*var_ofs +
(1/27)* (sum(hodnoty_z_nad_kvantilom))))
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Vystup koédu.

[skorskorosksorskoskorskokokkor ook 100 %k kkkdokkokkdoksorkoxkkokdkokkxx] 1 of 1 completed
Adj Close

Date

2020-06-08 3041.310059

2020-06-15 3097.739990

2020-06-22 3009.050049

2020-06-29 3130.010010

2020-07-06 3185.040039

[k sokorokok okt kokokok 1 00 Jpk kb kkokokkokk ok kokkokkkk k%] 20 of 20 completed

AAPL ADI AXP ... STT TSLA WMT
Date R
2020-06-08 83.273621 112.690491 97.660835 ... 57.603680 62.352001 112.760124
2020-06-15 85.957664 114.374985 96.950096 ... 59.684418 66.726669 114.780876
2020-06-22 86.918701 112.176575 89.727341 ... 55.240028 63.982666 113.315582
2020-06-29 89.494568 115.383781 90.601372 ... 57.612804 80.577332 114.167946
2020-07-06 94.304688 118.486313 89.951149 ... 59.014786 102.976669 125.152817

[5 rows x 20 columns]

Welcome to the CBC MILP Solver
Version: 2.10.3

Build Date: Dec 15 2019

command line -

— /Users/andreapolakovicova/venv/1ib/python3.8/site-packages/pulp/solverdir/cbc/osx/64/cbc
— /var/folders/1f/y5fj1q954p3627tp53_shsw00000gn/T/4d354254868d45349399cde2b3a8835e-pulp.mps
< timeMode elapsed branch printingOptions all solution

— /var/folders/1f/y5fj1q954p3627tp53_shsw00000gn/T/4d354254868d45349399cde2b3a8835e-pulp.sol
— (default strategy 1)

At line 2 NAME MODEL

At line 3 ROWS

At line 319 COLUMNS

At line 7205 RHS

At line 7520 BOUNDS

At line 7521 ENDATA

Problem MODEL has 314 rows, 229 columns and 6781 elements

Coin0008I MODEL read with O errors

Option for timeMode changed from cpu to elapsed

Presolve 314 (0) rows, 229 (0) columns and 6781 (0) elements

Perturbing problem by 0.001% of 0.012714866 - largest nonzero change 5.0546408e-06 ( 0.051874797%)
— - largest zero change 5.0376604e-06

0 Obj O Primal inf 188.92781 (209)

31 0Obj 0.00090556942 Primal inf 40.944698 (126)

78 0bj 0.0046607834 Primal inf 8.6433813 (118)

125 0bj 0.0059080194 Primal inf 0.83329501 (51)

161 0bj 0.006314715

Optimal - objective value 0.0063082578

Optimal objective 0.006308257763 - 161 iterations time 0.012

Option for printingOptions changed from normal to all

Total time (CPU seconds): 0.01 (Wallclock seconds): 0.02

Minim&lna hodnota: 0.006308257776355769
tabulka hodnét

Variable Value
AAPL x_0 0.940105
WMT x_1 0.919989
IBM x_2 1.476853
MU x_3 0.000000
BA x_4 0.000000
AXP x_5 0.025225
META x_6 3.865161
PEP x_7 1.277447
MCD x_8 0.000000
NFLX x_9 0.062037
ADI x_10 0.000000
BAC x_11 0.297218
PFE x_12 0.000000
KO x_13 0.306778
MA x_14 0.065141
TSLA x_15 2.552534
HPQ x_16 0.272761
STT x_17 0.000000
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CMG x_18 0.000000

PSX x_19 1.303414

[oksksk sk sk sk sk sk kokokokokskokokokokok ok 1 00 %%k kokokokokokoskokskokkokkkkkkkk%] 1 of 1 completed
[skorskrokskoskonskorkokokskordokkok 100k koo kokkokkokkorokkokkokkkx] - 20 of 20 completed
[skssoroskarokskonokorkokokokokdokok ok 100 %k ko kokokkokkkokxokkkkkkx*x] 1 of 1 completed
[rskorskorskoroskonskor ok kokokkokkok 100k kokkokokkokkkokkokkokokkokkokkkk] - 20 of 20 completed
VaR Out of sample O 0.022205

Name: 0.95, dtype: float64

Uzelova funkcia out of sample

0.016090249438966323

CVaR out of sample podla vety 2

0 0.02393

Name: 0.95, dtype: float64

Process finished with exit code 0O
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