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jsou kopule. Pfi modelovani vicerozmérnych veli¢in je pomoci Sklarovy véty mo-
zné prostrednictvim kopuli modelovat zvlast marginalni rozdéleni a vztah mezi
nimi, tento pristup nam tak umoznuje rozdélit si konstrukci vicerozmérnych roz-
déleni na tyto dva faktory. P¥i pevnych marginalnich rozdélenich pak konstrukce
spoc¢iva pouze ve volbé vhodné kopule. Tato prace se zabyva kopulemi v pri-
padé dvourozmérnych rozdéleni s danymi spojitymi marginalnimi rozdélenimi a je
zamérena na parametrické kopule, predevsim prostrednictvim Archimédovskych
kopuli. Jsou zde uvedeny zékladni vlastnosti kopuli a Sklarova véta, kterda umoz-
nuje jejich studium ve stochastickém kontextu. Dale jsou zde ve spojitosti s ko-
pulemi studovany miry zavislosti Kendallovo tau, Spearmanovo rho a koeficienty
zavislosti chvostii. Na zavér se prace zabyva metodami pro odhad neznamych
parametri kopuli, které jsou ilustrovany na dvou prikladech.
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Abstract: One of the tools for study of dependence between random variables are
copulas. While modelling multidimensional variables it is possible using Sklar’s
theorem to model through copulas marginal distributions and relationship be-
tween them separately, this approach thus enables us to split construction of
multi-dimensional distributions into these two factors. With marginal distributi-
ons fixed, the construction is consisting of appropriate copula choice only. This
thesis deals with copulas in the case of two-dimensional distributions with conti-
nuous fixed marginal distributions and is focused on parametrical copulas, mainly
through Archimedean copulas. Basic properties of copulas with Sklar’s theorem,
which enables studying copulas in stochastic context, are presented here. Further,
measures of dependence such as Kendall’s tau, Spearman’s rho and coeficients of
tail dependence are in connection with copulas studied in this thesis. At the
end, the thesis deals with methods of estimation unknown parameters, which are
ilustrated on two examples.
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Uvod

Jednim z hlavnich cili ve statistice a pravdépodobnosti je modelovani na-
hodnych veli¢in, ve vicedimenzionalnim ptipadé modelovani zahrnuje dva fak-
tory, kterymi jsou marginalni rozdéleni ndhodnych veli¢in a vztah mezi nimi.
Modelovani marginalnich rozdéleni a vztahu nahodnych veli¢in najednou muze
byt mnohdy slozité, vyhodnéjsim pristupem by mohlo byt uvazovat oba faktory
zvlast. Jednim z hlavnich nastroju, ktery nam tento pristup umoznuje jsou ko-
pule (z angl. ,couple®). Jak anglicky nidzev napovidd, kopule v jistém smyslu
sparuji“ marginalni veli¢iny do vicerozmérnych veli¢in a obsahuji tak informaci
o jejich zavislosti. Na pocatku teorie kopuli stal v poloviné minulého stoleti ame-
ricky matematik Abe Sklar (1925-2020), ktery cely koncept zavedl, od té doby
nasly kopule uplatnéni v modelovani v ramci mnoha oblasti, jako priklady uvedme
financ¢nictvi, hydrologii nebo geologii.

Predpokladdme-li pevné dand marginédlni rozdéleni, pak se konstrukce viceroz-
meérnych rozdéleni redukuje na studium zavislosti mezi uvazovanymi nahodnymi
veli¢inami, tedy na studium kopuli, které jsou tak predmétem této prace. Kopule
jsou casto studovany za predpokladu spojitych marginalnich rozdéleni, coz pfi-
nasi nékteré vyhody jako je napriklad jednoznac¢nost, i zde se omezime na tento
predpoklad, dale se také budeme zabyvat jen dvoudimezionalnim pripadem.

Rzné kopule vyjadiuji rizné typy zavislosti, proto je teorie kopuli spojena
prave se studiem zavislosti mezi nadhodnymi veli¢cinami. Tomu odpovida i vztah,
ktery je mezi kopulemi a nékterymi mirami zavislosti jako jsou Kendallovo tau
nebo Spearmanovo rho.

Pti studiu kopuli se castokrat uvazuji kopule, které jsou zavislé na parametru,
tyto parametrické kopule pak generuji tzv. rodiny. Zavedeni téchto parametrii
nam pak umoznuje prostrednictvim jejich odhadovani aplikovat kopule na realna
data.

V této praci se tedy snazime alespon ¢astecné pokryt pravé uvedené aspekty
spojené s teorii kopuli. V tvodni kapitole jsou kopule formélné zadefinovany a
uvedeny jejich zdkladni vlastnost, dale je zde vyslovena Sklarova véta, na které je
teorie kopuli zaloZena, prvni kapitolu uzaviraji Archimédovské kopule, konkrétni
trida kopuli ve specifickém tvaru. Druha kapitola je vénovana zavislosti a kon-
krétnim prikladim, v prvni ¢asti jsou studovany nékteré miry a typy zavislosti
v kontextu kopuli, ve druhé ¢ésti je pak uvedeno nékolik rodin kopuli spolecné s
jejich vlastnostmi. Treti kapitola je vénovana odhadovani neznamych parametria
kopuli, jsou zde zminény nékteré metody pro odhadovani, vybrané metody jsou
pak ilustrovany na dvou ptikladech.



1. Kopule

V 1vodni kapitole se budeme zabyvat specidlnim typem funkci dvou promén-
nych, které se nazyvaji kopule. Nejprve zavedeme potiebné definice a uvedeme
vybrané vlastnosti kopuli, nasledné vyslovime stézejni vétu, ktera da do sou-
vislosti dvourozmeérnd rozdéleni, jejich marginalni rozdéleni a kopule — Sklarovu
vétu. Na zavér se podrobnéji podivame na tfidu kopuli s ndzvem Archimédovské
kopule.

1.1 Definice a zakladni vlastnosti kopuli

Obdélnikem v R? budeme oznacovat kartézsky soucin [z1,11] X [z2,12] dvou
uzavienych intervali z R, vrcholy tohoto obdélniku jsou body (x1,y1), (z1,¥2),
(72,91), (w2,y2) € R2. Déle symbolem I znacime jednotkovy interval [0,1]. Pfedtim
nez uvedeme samotnou definici kopuli zavedeme si pojem 2-rostouci funkce.

Definice 1. Redind funkce dvou proménnijch H s definicnim oborem D C R? je
2-rostouci, pokud pro vsechny obdélniky B s vrcholy leZicimi v D je

Vu(B) = H(x2,y2) — H(z1,y2) — H(z2,91) + H(71,51) > 0.
Nyni uz definice kopuli.
Definice 2. Kopule je funkce C : 1> — 1, kterd spliiuje ndsledugici vlastnosti:

1. C je 2-rostoucdi,

2. Pro kazdé u € T a kazdé v € 1 je C(u,0) = C(0,v) =0, C(u,l) = u a
C(lw) =w.

Druhé vlastnost z uvedené definice nam udava chovani kopule na hranici jed-
notkového ¢étverce — grafem je zesikmeny ¢étyftihelnik v jednotkové krychli I s vr-
choly (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1), (0,1,0).

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze kopule lze shora i zdola omezit, z ptislusnych
mezi ziskame konkrétni priklady kopuli.

Tvrzeni 1. Necht C je kopule, pak pro viechna (u,v) € I? plati:

max(u + v —1,0) < C(u,v) < min(u,v).

Diikaz. Necht (u,v) je libovolny bod z I?. Je C(u,v) < C(u,1) = u a C(uw) <
C(1,v) = v, dohromady dostavame C(u,v) < min(u,v). Déle, vzhledem k tomu,
ze C je 2-rostouci, je Vo ([u,1] x [1,0]) > 0, po rozepsani vyrazu na levé strané
této nerovnosti, ziskdme C'(u,v) > u + v — 1 a spolecné s nezapornosti kopule je
C(u,v) > max(u+v — 1,0).

[

Funkce, které tvori meze pro kopule jsou téz kopulemi a dale v textu se s
nimi setkdme, budeme je znaé¢it M (u,v) = min(u,v) resp. W(u,v) = max(u +
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Obrazek 1.1: Grafy kopuli zleva W, Il a M.

v —1,0), v literatufe nesou nazev Fréchetova-Hoeffdingova horni resp. dolni mez.
Dalsi vyznamnou kopuli je tzv. souc¢inova kopule tvaru IT(u,v) = wv. VSechny tii
zmitiované kopule jsou zobrazeny na obr. [I.1]

Jednou ze zdkladnich vlastnosti kopuli je spojitost, kterou dostaneme jako
disledek lipschitzovské spojitosti, jez je obsahem nasledujiciho tvrzeni. Dikaz je
zalozen na nékolika jednoduchych vlastnostech 2-rostoucich funkci, které splnuji
podminku analogickou podmince C(u,0) = C(0,v) pro kopule. Prislusna tvrzeni

s ditkazy lze najit v knize (2010).

Tvrzeni 2. Necht C je kopule, pak pro viechna (uy,uy), (v1,v9) € I* plati:
|C(ug,v2) — Clur,vr)| < ug — ug| + |vg — v1].
Tedy C' je absolutné spojitd na I°.

Na zavér této sekce zavedeme cCastecné usporadani na mnoziné vSech kopuli.
Usporadani nasledné vyuzijeme ve druhé kapitole.

Definice 3. Necht Cy a Cs jsou kopule. Rekneme, Ze Cy je mensi nes Cy, piseme
Cy = Cy, pokud Cy(u,v) < Cy(u,w) pro vsechna (u,w) € I2. Analogicky, vekneme,
ze C4 je vetsi nez Cy pri opacnyjch nerovnostech.

Z tvrzeni [1] dostavame, ze M je nejvétsi a W je nejmensi ze vsech kopuli ve
smyslu predchozi definice.

1.2 Sklarova véta

Jak jiz bylo naznaceno v tvodu kapitoly, na Sklarové vété je zalozena veskera
aplikace kopuli uvazovana v této praci. Vyuziva kopule k vyjadreni sdruzené dis-
tribu¢ni funkce dvou nahodnych veli¢in pomoci jejich marginalnich distribu¢nich
funkeci.

Pro prehlednost a jednoznac¢nost znaceni uvedeme nejprve prislusné definice
sdruzené a marginalni distribuc¢ni funkce pro redlné nahodné veliciny véetné defi-
nice kvantilové funkce, kterou budeme vyuzivat pii vyjadrovani kopule. V dalsim
textu budeme automaticky predpokladat, ze vsechny ndhodné veli¢iny jsou re-
alné.



Definice 4. Pro nahodnou velicinu X definujeme jeji distribucni funkci F' z R
do 1 jako F(x) = P(X < x) pro vsechna x € R.

Funkci F~' 21 do R danou predpisem F~'(t) = inf{x; F(z) >t} prot € T
nazyvdme kvantilovd funkce ndhodné veliciny X .

Definice 5. Pro nahodné veliciny X a'Y definujeme jejich sdruzZenou distribucni
funkci H 2z R? do 1 jako H(z,y) = P(X < x,Y <y) pro vSechna (z,y) € R?.

Funkce F(z) = ylglolo H(zy) a Gly) = lim H(z,y) nazgvdme margindlni dis-
tribucni funkce.

Véta 3 (Sklarova). Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemsi
F a G a sdruzenou distribucni funkci H. Pak existuje kopule C takovd, Ze

H(zy) = C(F(2),G(y)), (vy) € R*. (1.1)

Pokud F a G jsou spojité, pak C' je urcena jednoznacné, jinak je urcena jedno-
znacne na RanF x RanG.

Naopak, pokud C' je kopule a F' a G jsou distribucni funkce, pak funkce defino-
vand jako v[1.1] je sdruZend distribucni funkce néjakého vektoru a jeji margindlni
distribucni funkce jsou F a G.

Dikaz. Dukaz véty v této (stochastické) verzi je uveden v knize [McNeil, Frey a
Embrechts (2015).
]

Mame-li danu sdruzenou distribuc¢ni funkci a tedy i jeji marginalni distribuc¢ni
funkce, pak je mozné vyjadrit prislusnou kopuli ze vzorce podle nésledujiciho
disledku Sklarovy véty.

Dusledek. Necht H je sdruzenda distribucni funkce se spojitymi marginalnimi
distribuénimi funkcemi F' a G a kopuli C, pak pro viechna (u,v) € I? plati
C(uw) = H(FH(u),G7}(v)).

V nésledujicim piikladu z Nelsen (2010) mame danu sdruzenou distribu¢ni

funkci a snazime se vyjadrit prislusnou kopuli, pouzijeme k tomu predchozi di-

sledek.

Priklad. Uvazujme distribuc¢ni funkci

I, (ay) € [-11] x [0,00],
H(zy)={1—e¥  (z,y) € (1,00] x [0,00],

0, jinak.

Marginalni distribuc¢ni funkce F' resp. G ziskame limitnim prechodem pro y — oo
resp. £ — 00:

0, T < —1, 0 <0
x ) y )
F(z) = (;1)’ xe[—l,l],aG(y):{l_e_y 4> 0
1, x>1 T

Kvantilové funkce jsou F~'(u) = 2u—1a G '(v) = —In(l —v) pro u,v € L. F
a G jsou spojité, tedy dle disledku [T.2] kopuli C' p¥islusnou distribuéni funkci H
dostaneme jako C(u,v) = H(F~ (u),G71(v)) = wv/(u + v — wv), (u,v) € I*.
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Uvazujme nyni H, F', G a C' jako v predchozim disledku, pro rozdéleni vektoru
(F(X),GY)T je P(F(X) < u,G(Y) <v) = P(X < Fl(u),Y <G lw) =
H(F~(u),G7'(v)) = C(u,v). Tedy pti formalnim rozsifeni kopule C' na R? 1ze C
chépat jako sdruzenou distribu¢ni funkei vektoru (F(X),G(Y))T, pficemz F(X) i
G(Y) maji rovhomeérné rozdéleni na (0,1). Nekdy, nedojde-li ke zmateni, budeme
tedy kopuli C'(u,v) rozumét sdruzenou distribu¢ni funkci vektoru (U,V)T, kde U
a V maji rovnomérné rozdéleni na (0,1).

Dalsi vlastnosti kopuli je jejich invariance vici rostoucim transformacim pii-
slusnych nadhodnych velicin.

Tvrzeni 4. Necht X a 'Y jsou spojité nahodné veliciny s kopuli C'xy a necht o
resp. B jsou rostouct funkce na RanX resp. RanY . Pak Cyx)pv) = Cxy-

Diikaz. Oznac¢me Fj resp. (G distribuc¢ni funkce X resp. Y a F) resp. GGo distri-
bu¢ni funkce a(X) resp. 3(Y). Pak pro vSechna (z,y) € R?

Co(x),500) (Fa(2),Ga(y)) = P(a(X) < 2,6(Y) <y) = P(X <a'(x),Y <57 (y))
= Cxy(Fi(a™'(2)),G1(8(y))) = Cxy (Fa(x),G2(y)),

kde posledni rovnost plyne z vypoctu Fy(z) = P(a(X) < 2) =P(X < a7 l(z)) =
Fi(a™*(z)) pro vSechna r € R, analogicky pro G5. Vzhledem ke spojitosti Fy a
Gy je RanF, x RanGy = I? a tedy rovnost plati pro viechny body z I?.

O]

Pokud bychom ve tvrzeni [4] uvazovali obé funkce klesajici, pripadné jednu
klesajici a druhou rostouci, dostali bychom deterministicky vztah mezi kopulemi,
napi. pro obé funkce klesajici je Co(x)sv)(u,v) = u+v—14Cxy(1 —u,1 —v).

V navaznosti na Sklarovu vétu se kratce zamérime na stochastickou interpre-
taci kopuli II, M a W, kterda bude uzitecna v kapitole 2 pti zkoumani zavislosti
mezi dvéma nahodnymi veli¢inami.

Tvrzeni 5. Necht X a'Y jsou spojité nahodné veliciny se sdruzenou distribucni
funkci H, margindlnimi distribucnimi funkcemi F' a G a kopuli C, pak:

1. X a'Y jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyz C =11,
2.'Y je skoro jisté rostouci funkci X prdave tehdy, kdyz C = M,

3. 'Y je skoro jisté klesajici funkci X pravé tehdy, kdyz C' = W.

Diikaz. 1. X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz H(x,y) = F(z)G(y) pro
viechna (z,y) € R? a to je ekvivalentni s C'(u,v) = uv = II(u,v) pro viechna
(u,v) € R,
Podrobnosti k dikazu 2. a 3. je mozné najit v knize |[Nelsen| (2010)).
[l

Pokud pro dvé ndhodné velic¢iny bude jedna skoro jisté rostouci funkei druhé,
budeme rikat, ze jsou komonoténni, podobné v pripadé, Ze jedna bude skoro jisté
klesajici funkci druhé, budeme fikat, Ze jsou kontramonoténni. Z predchoziho
tvrzeni tedy mame, ze C' = M pravé tehdy, kdyz X a Y jsou komonoténni a
analogicky pro kontramonotonicitu.



1.3 Archimédovské kopule

Jednim z celd této prace je zamérit se na parametricky ptistup pri konstrukci
dvourozmeérnych rozdéleni pomoci kopuli. K tomu vyuzijeme predevsim specialni
tridu kopuli zvanou Archimédovské kopule. Budeme vychazet ze situace, kdy je
mozné pomoci néjaké funkce ¢ kopuli ztransformovat tak, ze plati ¢(C(u,v)) =
©(u) + ¢(v). Vlastnosti funkce ¢ a prislusnych kopuli jsou obsahem této sekce.

Déle budeme pracovat s funkcemi, jejichz defini¢ni obor je jednotkovy interval,
pokud budeme uvazovat funkci, ktera obecné neni definovana v bodé 0, budeme
ji automaticky chapat jako funkci, ktera je v bodé nula dodefinovana ptislusnou
limitou zprava.

Definice 6. Necht ¢ je spojitd, klesajici funkce z 1 do [0,00] a ¢(1) = 0. Pak
pseudo-inverz funkce ¢ je funkce =1 2 [0,00] na I dand predpisem

-1 _ 9071(15), le [O,(,O(O)),
o) = {o, t € [p(0),00].

Nasledujici tvrzeni nam poskytuje nutnou a postacujici podminku pro funkci
@, aby funkce C' ze vzorce ¢(C(u,v)) = p(u) + ¢(v) byla kopuli, dikaz je uveden
v knize [Nelsen| (2010)).

Tvrzeni 6. Necht o je spojitd, klesajici funkce 21 do [0,00], ¢(1) = 0 a necht =1
je pseudo-inverz funkce . Pak funkce C : I* — I, C(u,v) = o= (p(u) 4+ o(v))
je kopule prave tehdy, kdyz ¢ je konverni.

Nyni uz definice Archimédovské kopule.

Definice 7. Necht ¢ je spojitd, ryze klesajici funkce z 1 do [0,00] a ¢(1) = 0.
Kopuli C tvaru C(uw) = o7 (p(u) + p(v)) nazguime Archimédovskd kopule.
Funkci ¢ nazgvdme generdtor kopule C, v pripadé, Ze ¢(0) = oo, hovorime o
ryzim generdtoru kopule C'.

Kopule zavislé na jednom ¢i vice parametrech tvori tzv. rodiny kopuli. Pro
Archimédovské kopule ziskame prislusné rodiny tak, ze za generator kopule zvo-
lime parametrickou funkci. V nasledujicim prikladu ukazeme konstrukei konkrétni
rodiny Archimédovskych kopuli.

Priklad. Uvazujme funkei pg(z) = (z7/9 —1)? x € I, tato funkee je spojita, ryze

klesajici a pg(1) = 0 pro # € [1,00), splituje tedy predpoklady tvrzeni [6] Déle
©9(0) = oo, tedy go[e_l] (t) = @, (t) = (t/94+1)7% ¢ € [0,00). Dosazenim do vzorce
z tvrzeni [0] ziskdme rodinu Archimédovskych kopuli

Co(u,v) = [1 4 {(u™ — 1) + (v=V0 = 1)0}1/9]7,

Pokud jako generator zvolime ¢(z) = 1 — z, x € I, ziskdme kopuli W, po-
dobné, volbou p(z) = —log(z), = € 1, ziskdme kopuli II, tedy kopule W a II
jsou Archimédovské. Avsak, na rozdil od kopuli W a I, M Archimédovska neni,
nicméné M je castokrat limitnim pripadem v ramci nékterych rodin, uvazujeme-li
limitu pro parametr.

Na konci prvni kapitoly jsme zavedli ¢astecné usporadani na mnoziné vsech
kopuli. Nyni se zamérime na c¢asteéné usporadani konkrétné pro Archimédovské
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kopule. Uvazujme obecnou rodinu kopuli {Cy}yco, kde ©® C R. Pokud pro 6,
0y € O, 6, < 0 plati Cy, = Cy, (resp. Cy, = Cy,), Tikdme, ze {Cy}yco je pozitivné
(resp. negativné) usporadana.

V pripadé Archimédovskych kopuli mame k dispozici nutnou a postacujici
podminku pro urceni zda dand rodina je pozitivné (nebo negativné) usporadand,
dikaz tvrzeni [7]1ze najit v knize Nelsen| (2010).

Tvrzeni 7. Necht Cy a Cs jsou Archimédovské kopule s generdtory p1 a . Pak
C1 = Cy prdvé tehdy, kdyz g1 0 ob Mz +y) < g1 owh Hz) + 1o b Ny) pro
vsechna x, y € [0,00).

Vlastnosti, kterou splnuje funkce ¢ o @éﬁl} z predchoziho tvrzeni, se rika
subaditivita (funkce f je subaditivni, pokud f(z 4+ y) < f(z) + f(y) pro vSechna
z, y € [0,00)). Existuje nékolik zjednodusujicich tvrzeni pro uréeni, zda funkce
o1 © gp[;” je subaditivni, my je zde pro jednoduchost neuvadime a v nasledujici
kapitole pri vypisovani vlastnosti jednotlivych Archimédovskych rodin uvadime
jejich usporadanost bez dikazu, prislusny vypocet by byl zaloZen na predchozim
tvrzeni.



2. Zavislost

Kopule v jistém smyslu vyjadiuji strukturu zavislosti mezi dvéma nahodnymi
velicinami. V této kapitole nejprve uvedeme ve spojitosti s kopulemi nékteré miry
zavislosti, které vyuzijeme ve tteti kapitole, a zminime jejich mozné interpretace.
Ve druhé ¢éasti se zamérime na konkrétni rodiny kopuli, uvedeme hodnoty zmino-
vanych mér a pro ilustraci budou zobrazeny vysledky generovani z téchto kopuli
pro rtizné parametry.

2.1 Miry zavislosti

Vsechny miry zavislosti, které zminime v této kapitole se vztahuji pouze ke
kopulim, tj. nezavisi na marginalnich rozdélenich. Ve spojitosti s prvnimi dvéma
mirami — Kendallovo tau a Spearmanovo rho — vyuzijeme pojmu souladnosti. Rek-
neme, Ze dva body (x1,y1), (2,y2) € R? jsou souladné, pokud (z1—x2)(y1—y2) > 0
a nesouladné, pokud (z1 — x2)(y1 — y2) < 0. V kontextu ndhodnych velicin,
budeme-li uvazovat, ze (x1,y1), (x2,y2) jsou dvé nezavislé realizace ndhodného
vektoru (X,Y), jsou, neformdlné feceno, ndhodné veliciny X a Y souladné, po-
kud X m4 tendenci rust (a klesat) spoletné s Y a analogicky pro nesouladné
nahodné veliciny. To motivuje prislusné definice zminovanych mér. Pro nahodny
vektor (X,Y") jeho nezavislou stochastickou kopii rozumime vektor (X’,Y”), ktery
je nezavisly s (X,Y) a mé stejné rozdéleni.

Definice 8. Necht (X,Y) je ndhodny vektor a (X')Y") je jeho nezdvisld stochas-
tickd kopie. Pak Kendallovo tau definujeme jako

xy =P(X-X)(Y-Y')>0)—-P(X-X)Y-Y'")<0).

V nésledujicim tvrzeni ziskdme vzorec pro vypocet Kendallova tau. Jak bylo
zminéno v uvodu sekce, Kendallovo tau zavisi pouze na prislusné kopuli, tedy i
prislusny vzorec bude zaviset jen na kopuli.

Tvrzeni 8. Necht (X,Y) je ndhodny vektor se spojitymi margindlnimi distribuc-
nimi funkcemi a kopuli C. Pak

Txy =4 //12 C(u,w)dC(u,v) — 1.

Diikaz. Nejprve ozna¢me F a G marginalni distribuéni funkce vektoru (X,Y).
7 definice Kendallova tau je

xy =P(X =X Y -Y")>0)—-P(X-X")Y-Y")<0)
=2P(X -X)(Y-Y)>0) -1
=2P(X>XY>Y)+PX <X Y<Y')) -1
=4P(X > XY >Y') -1,

kde druha rovnost plyne ze spojitosti (X,Y") a posledni rovnost z toho, ze (X',Y”)
je nezavisla kopie (X,Y"). Pfipomenme, ze distribu¢ni funkce vektoru (X,Y) je ve



tvaru C(F(z),G(y)), mame tedy
PX>XY>Y)=PX<XY<Y)
= [ PX < 0¥ <) dC(F(2).G(y)
= ||, C(F@).6(9) dC(F () .G) = [[, Cluv)dC(u).

kde jsme v posledni rovnosti pouzili substituci u = F(z), v = G(y). Celkem tedy
xy =4 [z C(u,0)dC(u,w) — 1.
[

Dale v textu budeme nékdy misto znaceni 7x y pouzivat 7¢, kde C' je piislusna
kopule ndhodnych veli¢in X a Y.

V pripadé Archimédovskych kopuli je mozné Kendallovo tau vyjadrit pomoci
alternativniho vzorce, ktery zavisi pouze na prislusném generatoru kopule. Diikaz
nésledujictho tvrzeni je uveden v knize Nelsen (2010).

Tvrzeni 9. Necht X a 'Y jsou ndhodné veliciny s Archimédovskou kopuli s gene-
ratorem @. Pak

L o(t)
o ¢(t)
Priklad. Vypocitame Kendallovo tau pro rodinu Archimédovskych kopuli danou
predpisem Cy(u,v) = {max(u=?+v77—1,0)}7/% s generdtorem ¢y (t) = 3(t77—1),
kde 6 € [—1,00) \ {0}, tato rodina se nazyva Claytonova rodina. Nejprve

e(t) P —1) ) ¢

Pt e T g

Txy =144 dt. (2.1)

nasledné dosadime do vzorce 2.1}
L0+ ¢ 401 1 0
=1 4/ ——dt=1 (—):.
[ To\e272) T a2
Limitnim ptipadem pro 6 — 0 je kopule Cy = II, pro kterou 77 = 0. Mame tedy
Tc, = 0/(0 + 2) pro vsechna 0 € [—1,00).

Nyni prejdeme k definici Spearmanova rho. Definice je zaloZena na stejném
principu jako pro Kendallovo tau s tim rozdilem, ze ndhodné veli¢iny X’ a Y’
nyni nemaji stejné sdruzené rozdéleni jako X a Y, ale jsou nezavislé.

Definice 9. Necht (X)Y) a (X,)Y) jsou nezdvislé ndhodné vektory takové, Ze
x< X, Y 2YaXaY jsou nezdavislé. Pak Spearmanovo rho definujeme jako

pxy =3(P(X = X)(Y = Y) > 0) = P((X = X)(Y - Y) <0)).

Podobné jako pro Kendallovo tau uvedeme vzorec pro vypocet Spearmanova
rho, ktery zavisi pouze na prislusné kopuli.

Tvrzeni 10. Necht (X,Y) je ndhodny vektor se spojitymi margindlnimi distri-
bucnimi funkcemi a kopuli C. Pak

pxy =12 //12 ww dC(u,w) —3 =12 //12 C(u,w)dudv — 3. (2.2)
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Diikaz. Na zacatku dukazu postupujeme analogicky jako v dukazu tvrzeni ]
dostavame tedy pxy = 6(P(X > XY > Y)+P(X < X)Y <Y)) — 3. Dile
upravime zvlast oba séitance

PX>XY>V)=P(X <XV <Y)= /]Rz P(X < .Y <y)dC(F(2),G(y))
- /R2 P(X < .Y <y)dC(F(2),G(y))

_//]R2 y))dC(F( // uv dC'(u,v),

kde jsme v posledni rovnosti pouzili substituci v = F(x), v = G(y). Pro druhy
sCitanec je

PX < XY <YV)= /R2 P(X > 2,Y > y)dO(F(2),G(y))
_ /R2 (1- G(y) + I(F(x),G(y))) dC(F(z),G(y))
= //12(1 —u—v+w)dC(u,v)

= —;—;—|—//12ude’(u,v)://IQUUdC(U,U),

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili toho, ze C'(u,v) je sdruzend distribu¢ni
funkce vektoru (U,V), kde U a V maji rovnomérné rozdéleni na (0,1). Celkem
mame

pxy =6 (//12 wv dC'(u,v) + //12 uv dC(u,v)) —3=12 //12 uv dC'(u,v) — 3.

Druhou rovnost ve tvrzeni ziskdme prohozenim roli C' a II.

O

Na Spearmanovo rho lze pohlizet jesté jinym zptisobem, pro nahodné veli¢iny
X a'Y s distribu¢nimi funkcemi F' a G a kopuli C se jedné o Pearsontiv korela¢ni
koeficient pp veli¢in F(X) a G(Y'), tj. veli¢in jejichz distribuéni funkce je kopule
C.

Tvrzeni 11. Necht ndhodné veliciny X a'Y maji spojité distribucni funkce F a
G. Pak PXYy = pP(F(X),G(Y))

Diikaz. Nédhodné veliciny F'(X) a G(Y') maji rovhomérné rozdéleni na (0,1), tedy
E[F(X)]=E[G(Y)] =1/2 avar(F(X)) =var(G(Y)) = 1/12. Z tvrzeni 10| je
pxy =12 // wdC(up) — 3 =12E[UV] — 3 =
12
_E[UV]-1/4 E[UV]-E[U]JE[V]
1/12 \/Var(U)\/var(V)

= pp(F(X),G(Y)).

]

Uvedme nyni bez dikazu vycet nékolika vlastnosti Kendallova tau a Spear-
manova rho, které jsou shrnuty v nasledujicim tvrzeni. Pro obé miry pouzijeme
symbol oxy, tj. oxy € {Txy, pxy}
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Tvrzeni 12. Necht X a Y ndhodné veliciny, pak oxy splnuje:
1. -1 <oxy <1,

Ooxy — 0y X,

pro kopule Cy a Cy takove, Ze Cy =X Oy je oo, < 0¢y,

pokud Y je s.j. rostouct funkci X, pak oxy = oy =1,

pokud Y je s.j. klesajici funkci X, pak oxy = ow = —1,

pokud X a'Y jsou nezdvislé, pak oxy = on =0,

S N N

pokud o a B jsou obe s.j. rostouci, nebo klesajici, pak o.x)av) = Oxy,

pokud jedna z funkci je rostouci a druhd klesajici, pak oox)pv) = —0x)y-

Pro lepsi interpretaci mér Kendallovo tau a Spearmanovo rho zadefinujeme
dva druhy zavislosti mezi ndhodnymi veli¢cinami a uvedeme jejich vztah s danymi
mirami.

Uvazujme sdruzenou pravdépodobnost, ze X < z a zaroven Y < y, tuto
pravdépodobnost porovname s pripadem, kdy X a Y jsou nezavislé, to motivuje
pojem kvadrantova zavislost.

Definice 10. Necht X a Y jsou ndhodné veliciny. X a 'Y jsou pozitivné kvad-
rantové zavislé (PKZ), pokud plati:

P(X <)Y <y)>P(X <z)P(Y <y) pro vsechna (z,y) € R*.
Ekvivalentneé:
P(X >xY >15y) > P(X >2)P(Y >y) pro viechna (z,y) € R*.

Analogicky definujeme negativni kvadrantovou zavislost pri opacnych nerov-
nostech mezi pravdépodobnostmi.

Pro nadhodné veliciny X a Y z definice [10] ozna¢me F a G jejich distribuc¢ni
funkce, H sdruzenou distribuc¢ni funkci a C' ptislusnou kopuli. Pokud F, G a H
jsou spojité, pak je mozné vlastnost PKZ zapsat jako H(z,y) > F(z)G(y) pro
vSechna (z,y) € R?, to je ekvivalentni s C'(u,v) > uv pro viechna (u,v) € I?. Pro
vlastnost PKZ musi byt pifslusné nerovnosti splnény pro viechna (z,y) € R?, pti
alternativnim vyjadieni pomoci kopuli pro vSechna (u,v) € I?, nicméné pojem
PKZ miizeme podobné pouzit i lokélné pro jednotlivé body (u,v) € I%. Z tvr-
zeni |10 mame pyy = 12 [f2 C(u,v) dudv — 3, tento vyraz lze vyjadrit také jako
12 [fi2 C(uw) —uv dudv. Tedy pfi lokalnim pohledu na PKZ muze byt Spearma-
novo rho interpretovano jako primérna kvadrantova zavislost.

Z vyjadreni pxy = 12 [[p2 C(u,w) —uv dudv = 12 [[i2 C(u,w) —(u,v) dudo je
také vidét geometricky vyznam, Spearmanovo rho udava ,objem“ (angl. signed
volume) mezi kopuli C' a kopuli pro nezavislost II. V kontextu ¢aste¢ného uspora-
dani na mnoziné kopuli tedy mame, ze pokud C; < Cy, pak se zvétsi objem mezi
Cy a II oproti objemu mezi Cy a Il a tedy i po, > pc,, ¢imz dostavame vlastnost
3 ve tvrzeni 12

Pro Kendallovo tau zadefinujeme pojem zavislost vérohodnostniho poméru.
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Definice 11. Necht X a Y jsou spojité nahodné veliciny se sdruzenou hustotou
h. Pak X a'Y jsou pozitivné zavislé ve smyslu vérohodnostniho poméru (PZVP),
pokud pro vsechna x1, y1, T2, y2 € RU{o0} takovd, ze x1 < x5 a 11 < yy plati:

h(z1,y1)h(x2,y2) > h(z1,y2)h(z2,01).

Analogicky pro X a Y definujeme negativni zavislost vérohodnostniho poméru
(NZVP) pti opa¢né nerovnosti.

Stejné jako pri kvadrantové zavislosti i zde je nerovnost v definici [11] vyza-
dovéna pro viechna (z,y) € R?, opét ale pojem PZVP muzeme podobné pouZit
pro jednotlivé body (z,y) € R% Pokud ndhodné veli¢iny X a Y maji sdruZenou
hustotu h, pak se dé ukézat (dukaz viz. Nelsen (2010)), ze pro Kendallovo tau je

0o o0 Y1 1
Xy = 2 /_ /_ /_ /_ h(xlayl)h(x%yQ) - h(l'l,yz)h(ﬂb,yl) dx; dy; dzo dys.

Tedy pri lokalnim pohledu na PZVP mize byt Kendallovo tau interpretovano
jako prumérna zavislost vérohodnostniho poméru.

Pro porovnani obou zadefinovanych pojmi uvedme jen, ze zavislost vérohod-
nostniho poméru je ,silnéjsi“ vlastnosti nez kvadrantova zavislost.

Prejdéme k posledni uvazované mire zavislosti mezi dvéma nadhodnymi veli-
¢inami, kterd se nazyva zavislost chvostii. Na rozdil od Kendallova tau a Spear-
manova rho, které v jistém smyslu zahrnovaly vSechny hodnoty X a Y, zavislost
chvostti je zalozena pouze na extrémnich hodnotach uvazovanych veli¢in, nefor-
malné, udava, jestli extrémné velké (resp. malé) hodnoty jedné veli¢iny jsou spo-
jeny s extrémné velkymi (resp. malymi) hodnotami druhé veli¢iny.

Definice 12. Necht X a'Y jsou spojité nahodné veliciny s distribucnimi funkcems
F a G. Pak koeficient zdvislosti horniho chvostu definujeme jako limitu (pokud
existuje):

Au = lim P(Y > G 1(t)|X > F(t)).
fm

Analogicky koeficient zdvislosti dolniho chvostu definujeme jako limitu (pokud
existuje)
A= lim P(Y <G'(H)|X < F7H(1)).
t—0+

Pokud Ay > 0 (resp. A\ > 0), pak rikame, ze X a Y jsou zavislé v hornim
(resp. dolnim) chvostu. V opa¢ném pripadé fikdme, ze X a Y jsou nezavislé v
hornim (resp. dolnim) chvostu.

V nasledujicim tvrzeni ziskame podobné jako pro Kendallovo tau a Spearma-
novo rho vzorec pro vypocet zavislosti chvosti.

Tvrzeni 13. Necht X a'Y jsou spojité nahodné veliciny s distribucnimi funkcems
F a G a kopuli C a necht limity v definici[13 existuji. Pak

1 - C(t)
=2 lim ——
A t_1>rln_ 1-—1t
¢ C(tt
)\L = lim ( ’ )
t—0t+ t
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Diikaz. 7 definice Ay a podminéné pravdépodobnosti je

P(Y > G(t),X > F~'(t)) P(G(Y) > t,F(X) > 1)

. .
Av = lim P(X > F (1)) S P(F(X) > 1)
g LT2ECWD 10
t—1- 1—1t t—1—- 1 —1

kde ve tfeti nerovnosti vyuzivame toho, ze G(Y') a F'(X) mé rovnomérné rozdélent
na (0,1) a (F(X),G(Y)) ma rozdéleni s distribu¢ni funkei C.
Podobné pro Ay mame

o POSGIOXSP) L PGOY) SHF(X) <)
L= 2o P(X < F1(t) ot P(E(X) < 1)
_ i 0
t—o+  t

V pripadé, ze kopule C' z tvrzeni 13| je Archimédovska, je ve tvaru C(u,v) =
o= (p(u) + p(v)) pro n&jaky generdtor . Dosazenim tohoto vyjadieni do a
dostaneme pro Archimédovské kopule

Ny =2 lim LT PN (20(1)) — 92— lim 1-¢l21) (2.3)
v 1 1—t o+ 1 — l=1(¢) '
a
Y :hmw:]jmm (2.4)
L t—0+ t t—o0 (’p[_l] (t) ’ ’

Priklad. Uvazujme Claytonovu rodinu kopulf s generdtorem y(t) = 5(¢7% — 1),
kde 6 € [—1,00)\{0}. Vypocitame koeficient zavislosti horntho a dolniho chvostu.
Vyuzijeme k tomu vzorce a uvedené v predchozim odstavci. Nejprve
ol=U(z) = max((fz + 1)*/9,0). Pro libovolné § > 0 je pro viechna z € [0,5)
(B2 + 1)~% > 0, pii vypoctu Ay tedy nemusime uvazovat maximum:

1— (02z +1)"1/°

L(20x +1)~1/0-12¢
Ao =2—li =2— lim ¢ =
v a:i% 1—(fz+1)-1/° J,L%h %(gx +1)-1/0-19

—-2=0.

Vypocet A\p rozdélime na dvé éasti pro # > 0 a § € [—1,0). Pokud 6 > 0, pak
(fz —1)~% > 0 pro viechna z € [0,00), tedy i zde nemusime uvazovat maximum:

(620 + )77 (G2e 1N
e=oo (P 4 1)"1/0 — a=oo \ Gz + 1 B '

Pro 6 € [—1,0) vyuzijeme vzorec z tvrzeni . Pro t < 2! je [max(2t=%—1,0)] = 0
a vyuzijeme L’Hopitalovo pravidlo:
(max (2t~ — 1,0))~/? 0

A = lim = lim - =0.
t—0+ t t—0+ ¢

Z definice zavislosti chvosti plyne, ze pro kopuli Cy = II je \y = A\ = 0,
zahrneme tedy do celkového vysledku i hodnotu 6 = 0, celkem mame:
2—5, 0 >0,

A =0a )\, —
v {0, 6 el[-1,0]
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2.2 Rodiny kopuli

Nyni se zaméfime na nékteré vybrané rodiny kopuli. Pro kazdou rodinu uve-
deme hodnoty Kendallova tau, Spearmanova rho, pokud bude vztah jednoduchy,
a koeficientti zavislosti chvostii, pripadné zminime nékteré dalsi vlastnosti. Na
zakladé toho se pokusime urcit pro jaké typy dat by jednotlivé rodiny mohly byt
vhodné, coz vyuzijeme ve tfeti kapitole, kde budeme pracovat s redlnymi daty.
Pro ilustraci budou u kazdé rodiny zobrazeny vysledky generovani pro rizné pa-
rametry. Rodiny kopuli byly vybrany na zakladé nejcastéjsiho pouzivani v praxi,
dale na zdkladé toho, aby vsSechny mozné hodnoty Kendallova tau a Spearma-
nova rho pokryvaly co nejvétsi éast intervalu [—1,1], a aby byly zastoupeny ruzné
(ne)zavislosti chvosti.

Claytonova rodina
e Cy(uw) = (max(u+v7=1,0))71 ¢4(t) = 5(t7—1),kde 0 € [~1,00)\{0}
o limitni ptipady: C_1 =W, Co =11, C,o = M

o Claytonova rodina je pozitivné uspotradana, to jest pokud 6; < 6,, pak
Cy, X Cp,. Spolecné s predchozim bodem tedy dostavame, ze Claytonova
rodina interpoluje“ pripady od kontramonotonicity pres nezavislost po
mnoZina {(u,v) € (0,1) : u=? +v7% —1 >0} C (0,1), tedy rozsfieni Clayto-
novy rodiny pro zaporné hodnoty parametru ¢ neni vhodné pro modelovani

dat.
() Te:%
210 9>
e \p=0. )\ = ’ ’
veo o {0, 0 € [~1,0]

Claytonova rodina kopuli by mohla byt vhodnd k modelovani situaci, kdy velmi
malé hodnoty jedné veli¢iny jsou spojeny s velmi malymi hodnotami veli¢iny
druhé (zavislost v dolnim chvostu), zatimco pro velké hodnoty jsou veli¢iny neza-
vislé. Pro zvétsujici se hodnoty parametru je na obrazku zietelnéjsi zavislost
v dolnim chvostu.

Gumbelova rodina
o Co(u,v) = exp(—{(—Inu)? + (—lnv)(’}l/e), wp(t) = (—Int)?, kde 6 € [1,00)
e limitni pripady: Cy =11, C,o = M

o Gumbelova rodina je stejné jako Claytonova rodina pozitivné usporadana.
Na rozdil od Claytonovy rodiny ale tato rodina ,interpoluje“ pouze pripady
od nezavislosti po komonotonicitu.

1
[4

e \py=2-2Y X, =0

o ’7'0:1—
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Obréazek 2.1: Nahodny vybér z Claytonovy kopule o rozsahu 1000 pro hodnoty
parametru 6 poradé —3/4, 1 a 10.
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Obrazek 2.2: Nahodny vybér z Gumbelovy kopule pro hodnoty parametru 6 po-
radé 2, 4 a 10.

Vzhledem ke tiretimu bodu neni tato rodina vhodna pro modelovani vztahu mezi
dvéma veli¢inami s negativni zavislosti. Ohledné zavislosti chvosti mdme opacnou
situaci nez v predchozim pripadé, Gumbelova rodina kopuli je zavisla v hornim
chvostu, coz je mozné pozorovat na obrazku

Frankova rodina

o« Coluw) = —Lin(14+E=0E 0y () = —In(S=L), 0 € (—o0,00)\ {0}

e=0—-1

o limitni ptipady: C_o =W, Co =11, C,n = M

« Frankova rodina je pozitivné usporadand a stejné jako Claytonova rodina
yinterpoluje® pripady od kontramonotonicity pres nezavislost po komono-
tonicitu

e p=1- %(1 — Di(0)), po =1 — %(Dl(e) — D5(0)) kde Dy(z) je Debyeho

funkce Dy (x) = kz=F [5 efil dt, k=12

b )\UZO,/\LZO

Frankovu rodinu lze pouzit pro modelovani veli¢in, které jsou nezavislé v obou
chvostech. V levych dolnich a pravych hornich rozich na obrazku nepozoru-
jeme takové koncentrace bodu jako v pripadé Claytonovy respektive Gumbelovy
rodiny.
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Obrézek 2.3: Nahodny vybér z Frankovy kopule o rozshau 1000 pro hodnoty
parametru 6 poradé —7, 1 a 10.

Rodina t kopuli

Rodina t kopuli je odvozena z dvourozmérného Studentova t rozdéleni s pa-
"o . e o . 1
rametry v stupni volnosti a pozitivné definitni matici P = o 617 . Tato
rodina kopuli se od predeslych rodin lisi predevsim tim, ze prislusné kopule
jsou vyjadreny implicitné, k ziskani (implicitniho) tvaru ¢ kopule vyuzijeme
dusledek Sklarovy véty, ktery aplikujeme na dvourozmérné ¢ rozdéleni
ta(v,P), v obecném tvaru tedy dostaneme C, p(u,v) = T, p(T, (u), T, (v)),
kde T, je distribu¢ni funkce (jednorozmérného) t rozdéleni s v stupni vol-
nosti a 7}, p je sdruzena distribu¢ni funkce dvourozmérného ¢ rozdéleni s v
stupni volnosti a matici P. Déle budeme ¢ kopuli misto C, p znacit pro-

stfednictvim o, tj. CW.

v v 3327 ax v
Crolu) = [T [0 G (1 820y~ 422 i dy pro
e(-L,1)arv>0

limitni ptipady: C,o =W, C,; = M

limitnimi ptripady jsou opét kopule W a M, ale, na rozdil od predchozich
rodin, kopule II neni speciadlnim pripadem této rodiny

Tvo = %arcsin(a)

M= =A =20 (—/(v+ 1)1 - 0)/(1+0))

pri pevném o je A klesajici funkei v a pti pevném v je A rostouci funkei o

Rodina t kopuli doplnuje predchozi pripady tim, Ze je zavisla v obou chvostech,
jak muze byt patrné na obrazku [2.4]

Dalsi rodiny spolecné s jejich vlastnostmi je mozné najit napf. v knize |Joe
(2015) nebo v ¢lanku |Cuevas, Yela a Achcar| (2019)).
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Obréazek 2.4: Nahodny vybér z t kopule o rozsahu 1000 pro hodnoty parametru

(v,0) porade (1, —1/4), (1,3/4) a (50,3/4).
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3. Aplikace na data

V ramci této kapitoly aplikujeme teorii kopuli na data. P¥i modelovani rozdé-
leni vicerozmérnych dat miize nékdy byt vhodné rozdélit si pripad na dvé casti,
tou prvni je modelovani marginalnich rozdéleni danych veli¢in, druha ¢ast je pak
modelovani zavislosti mezi jednotlivymi veli¢inami. Zaméfime se na druhou ¢ést,
v rdmci které vyuzijeme teorii kopuli, konkrétné se zamérime na odhadovani ne-
znamych parametri kopuli. Teoretické postupy budou ilustrovany na realnych
datech.

V celé kapitole budeme uvazovat ndhodny vybér (Xi,...,X,) dvourozmér-
nych vektori, kde X; = (X;1,X;2)" pro i = 1,...,n. P¥ipadné budeme jako
X = (X1,X,)" znadit genericky vektor a jeho slozky.

Zacneme momentovou metodou pro odhad parametri kopuli, vyhodou této
metody je, Ze neni potfeba znat marginalni rozdéleni zkoumanych velicin.

Momentova metoda Pri této metodé vyuzijeme teoretického vztahu mezi
Kendallovym tau nebo Spearmanovym rho a parametrem jednotlivych rodin ko-
puli. Nejprve na zékladé dat odhadneme uvazovanou miru zavislosti a poté z
prislusného vztahu vyjadiime odhadnutou hodnotu parametru.

Pro Kendallovo tau pouzivame nasledujici odhad:

-1
N n .
TX,X2 = <2> Z s1gn((Xi,1 - Xj,1)(Xz‘,2 - Xj,Q))-

1<i<j<n

Dosazenim do prislusnych vztaht mezi Kendallovym tau a parametrem rodin

kopuli uvazovanych v predchozi sekci dostaneme odhady, které jsou pro Archimé-

dovské kopule uvedeny v tabulce . Pro t kopuli dostaneme odhad ¢ = sin(57).
Pro Spearmanovo rho pouzivame odhad:

(rank(Xi1) — =(n + 1)) (rank(X;2) — ~(n + 1)).

12 “
— 2 2

R P=
Stejné jako pro Kendallovo tau dostaneme odhad nezndmého parametru ko-
pule dosazenim do prislusného vztahu mezi Spearmanovym rho a parametrem.

Dalsi zptisob jak 1ze odhadnout neznamé parametry je vyuzit metodu maxi-
malni vérohodnosti.

Metoda maximalni vérohodnosti Tato metoda je zaloZena na maximalizaci
sou¢inu hustot v napozorovanych hodnotéch vii¢i nezndmym parametriim n € R¢,

odhad Clayton Gumbel Frank
0 12; (1—7)"" 9(7)"

Pozn:* 0 ziskdme vyjadienim ze vztahu 7 = 1 —4/6(1 — D1(A)).

Tabulka 3.1: Odhad parametru 6 jednotlivych rodin kopuli pomoci Kendallova
tau.
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d € N. Funkci, kterou maximalizujeme nazyvame vérohodnostni funkce, znacime
L, (n). Nékdy navic pro zjednoduseni vérohodnostni funkci zlogaritmujeme, tuto
funkci pak nazyvame logaritmickéa vérohodnost, zna¢ime ¢,(n). Prislusny odhad
je pak hodnota 7),,, ve které L, (n) (resp. ¢,(n)) nabyva svého maxima.

Na rozdil od metody momenti, zde jsou pti odhadovani parametri zahrnuty
i margindlni rozdéleni. V zavislosti na predpokladech o margindlnich rozdéle-
nich je mozné rozliSovat dva modely — parametricky a semi-parametricky. Pri
parametrickém modelu predpoklddame, Ze zname tvar marginalnich distribuc-
nich funkei F(; ) a G(-;v), které zdvisi na neznamych parametrech p € RP,
v € R? p, ¢ € N. Pak dle Sklarovy véty je H(x,y;0,u,v) = Co(F(z; 1),G(y;v),
kde H(-,-;0,u,v) je distribuéni funkce rozdéleni, ze kterého pochazi nahodny vy-
bér, a pro hustotu plati h(x,y; 0,u,v) = co(F(z; u),G(y;v)) f(z; n)g(y; v), kde
f(5 ) a g(+;v) jsou prislusné hustoty marginalnich rozdéleni a cg je hustota roz-
déleni s distribucni funkei Cy, @ € R", r € N, hustotu cg(u,v) lze ziskat jako
co(u,v) = 0Cq(u,v)/0udv, pokud existuje. Vérohodnostni funkce, pripadné loga-
ritmickd vérohodnost, je pak tvaru

n

L,(0,p,v) = H co(F(41; #),G(%ﬂ; v))f(iq; ﬂ)g(%‘,l; v),

=1

pripadné
2 (0,1,0) Zlog co(F(z;1;1),G(xi0;v)))+

D logl (s ) + 3 loglgli )

i=1

a odhady nezndmych parametri (specidlné odhad parametru 6) jsou

(@,ﬂ,l)) = arg max L, (0,u,v),
(0,u,v)eP

kde P je parametricky prostor.

Odhadovani vSech parametri najednou muze byt v praxi vypocetné narocné,
v tom piipadé je mozné vyuzit metodu IFM (inference function for margins), pii
které se nejdrive odhadnou neznamé parametry marginalnich rozdéleni a poté pti
téchto pevnych odhadnutych parametrech se odhadne zbyvajici parametr kopule,
vice k metodé IFM lze najit v knize [Joe| (2015)). Tuto metodu také pouzijeme v
ramci prvniho prikladu.

V semi-parametrickém modelu o marginalnich rozdélenich nic nepredpoklé-
dédme. Aplikujeme metodu maximalni (pseudo) vérohodnosti pfimo na kopuli Cy,
jakozto sdruzenou distribuc¢ni funkci. K tomu potiebujeme pozorované hodnoty z
tohoto rozdéleni, aviak hodnoty, které pozorujeme pochézi z rozdéleni (X1,X5)"
(jehoz kopule je C'), tedy misto ndhodného vybéru ((X;1,X12) ", .. ,(Xn1,Xn2)")
uvazujeme tzv. pseudo-vybér ((F(X11),G(X12))", .. ,(F(Xn1),G(Xp2)) "), kde
F a G jsou margindlni distribuéni funkce veli¢in X; a X, (pfi vyuziti pseudo-
vybéru, pak tuto metodu nazyvdme metoda maximalni pseudo-vérohodnosti).
Vzhledem k tomu, ze F' a GG jsou nezndmé, je nutné uvazovat jejich odhady, rtizné
konstrukce pseudo-vybéru se pak lisi metodou odhadt F a G. V nasem pripadé
pro obecnou distribuéni funkei F' budeme stejné jako v knize [McNeil a kol.| (2015)
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uvazovat odhad F,(z) = —= i) 1[X; < ], ktery se od klasického odhadu lisi
tim, ze ve jmenovateli je (n 4 1) misto n, tato iprava zajisti, ze v pseudo-vybéru
nedostaneme vektor (1,1)", ve kterém mohou nékteré hustoty kopuli nabyvat
hodnoty oo.

Priklad. Uvazujme Frankovu rodinu Cy(u,v) = —5In(1 + %), 6>1.
Pak hustotu ziskame jako

0Cy(u,w) 0(1 — e~ %)e 0=ty
oudv (e 0lty) — g0z _ =0y 4 o=0)

co(u,v) = > pro(u,w) € I?, 0 jinak.

Vérohodnostni funkce je tvaru

ﬁ 0(1 — e~ ) —0(ui+v;)
et 0(ui+v;) — e 9“1_6 0v1+e 9)

kde (u;,v5), i = 1,...,n, jsou hodnoty z pseudo-vybéru. Zlogaritmovani predchozi
rovnosti ziskdme logaritmickou vérohodnost

0,(0) = nlog(d) + nlog(l — e — 0> (u; + v;)—
i=1

n
221 O(ui+v;) e—é‘ui . e—evi + 6_9).
=1

Odhad neznamého parametru 6 je pak 6, = arg max[,,(6).
6>1

Pokud mé kopule vice parametri je mozné zkombinovat momentovou metodu
s metodou maximalni vérohodnosti, napf. pro ¢ kopuli bychom parametr o od-
hadli pomoci momentové metody a zbyly parametr v pomoci metody maximalni
vérohodnosti pri pevném odhadnutém 6.

Pomoci uvedenych metod lze pro uvazované rodiny kopuli odhadnout neznamy
parametr, zbyva urcit, ktera z odhadnutych kopuli by pro pozorovana data mohla
byt tou ,nejvhodnéjsi“. Pro kazdou rodinu kopuli je mozné pouzit test dobré
shody, ktery testuje hypotézu, ze data pochazeji z rozdéleni s danou rodinou ko-
puli proti alternativé, ze data z daného rozdéleni nepochazeji. Na zakladé tohoto
testu lze pro napozorovana data vyloucit nékteré rodiny, pro které test zamita
hypotézu, podrobnéjsi informace k testu dobré shody a jeho porovnani s dalsi me-
todou pro vybér kopuli lze najit napt. v ¢lanku Fang a kol (2014). V pripadé mo-
mentové metody se dale spoléhame predevsim na apriorni predpoklady o datech
(napriklad zavislosti chvostil), na zakladé kterych zvolime vhodnou rodinu a poté
odhadneme neznamy parametr. Pti odhadovani pomoci metody maximalni véro-
hodnosti je mozné vyuzit nastroje, které se v obecném pripadé pouzivaji pro vybér
z vice modelu, jako piiklady uvedme Akaikovo informacni kritérium (AIC) a Ba-
yesovo informacni kritérium (BIC), které budeme vyuzivat v rdmci nasich dat.
AIC a BIC jsou definovény jako AIC = —21,,(8,,) + 2k, BIC = —21,,(8,,) + k In(n)
kde 6, jsou odhadnuté parametry a k je pocet odhadovanych parametri. Pii
volbé | nejvhodnéjsi“ kopule na zdkladé AIC pak volime tu s nejnizsi hodnotou
AIC, stejné tak pro vybér na zakladé BIC.
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Uvedené postupy pro odhady parametri nyni ve dvou prikladech aplikujeme
na realna data. Budeme uvazovat rodiny kopuli ze sekce 2.2, v obou prikladech
uvedeme odhady pomoci momentové metody, v prvnim prikladu vyuzijeme navic
metodu maximalni vérohodnosti se semi-parametrickym pristupem, ve druhém
prikladu pak vyuzijeme parametricky pristup. Odhady pomoci Kendallova tau,
Spearmanova rho, metody [FM a maximalni pseudo-vérohodnosti budeme znacit
pof"adé @7—, ép, 9IFM a éMpL.

Priklad 1 Prvnim prikladem je aplikace na meteorologické sucho. Jednou z
moznosti jak méfit meteorologické sucho je pomoci indexu SPI (Standardized
Precipitation Index), ktery je konstruovin na zdkladé mési¢nich thrna srazek v
dané lokalité, podrobnosti konstrukce indexu SPI jsou uvedeny v clanku (Hao
a kol., [2017). Jedno obdobi sucha zac¢ind okamzikem, kdy index SPI klesne pod
predem danou a mez a konci okamzikem, kdy SPI nad danou mez opét vzroste.
Pro obdobi sucha pak pozorujeme jeho délku, tj. dobu, kterou SPI stravi pod
danou mezi, a zavaznost, kterd je definovand jako zaporny soucet hodnot SPI
za dané obdobi, dalsi informace k modelovani délky a zavaznosti sucha véetné
konkrétni aplikace je mozné najit v ¢lanku |Lee a kol.| (2012).

V nasem pripadé uvazujeme 3-mésicéni index SPI zalozen na mési¢nich ithrnech
srazek v kanadském mésté Repentigny, provincie Quebec, za obdobi 1973-2022
a jako mez byla zvolena hodnota 0, data pak sestavaji z 59 pozorovani délky
a zavaznosti sucha v dané oblasti, uhrny srdzek byly ziskdny prostfednictvim
systému Mathematica (viz. Wolfram Research| 2021)), index SPI pak sestrojen
pomoci systému R (viz. R Core Team, 2021)). Pro modelovani délky obdobi sucha
se v praxi nejcastéji pouziva exponencialni rozdéleni (Exp(A)), pro zavaznost pak
gamma rozdéleni (I'(a,p)), tento piiklad slouzi predevsim k ilustraci odhadu para-
metru kopuli, proto budeme tato rozdéleni predpokladat i v nasem pripadé. Data
jsou zobrazena na obrazku véetné zobrazeni prislusného pseudo-vybéru, pro
vétsi prehlednost neni v levém grafu zobrazeno odlehlé pozorovani o souradnicich
(68;96,5376). Obrazek naznacuje pozitivni zavislost mezi délkou a zavaznosti.

zavaznost
20 1.0

0.8

06

0.4

0.2

L o 8
ol b .« s s ' delka 00

Obrézek 3.1: Vlevo graf délky a zavaznosti obdobi sucha bez odlehlého pozorovani
(68;96,537), vpravo prislusny pseudo-vybeér.
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Odhady Kendallova tau a Spearmanova rho jsou 7 = 0,804 a p = 0,920.
V ramci marginalnich rozdéleni je pro délku odhad parametru exponencialniho
rozdéleni \ = 0,197, pro zavaznost je odhad parametri gamma rozdéleni a =
0,121 a p = 0,483. Pro t kopuli pak dostaneme pomoci metody IFM odhady
U = 166,948 a p = 0,168, hodnoty informacnich kritérii jsou AIC = 0,841 a BIC =
4,997. Pro ostatni rodiny jsou odhady pomoci momentové metody a metody IFM
spoleéné s hodnotami AIC a BIC uvedeny v tabulce [3.2]

A

rodina 97 0, @IFM AIC BIC
Clayton 0,921 0,912 6,414 312,490 314.567
Gumbel 1,461 1,462 1,030 1,330 3,408

Frank 3,094 3,026 0,639 0,785 2,863

Tabulka 3.2: Odhady nezndmych parametrii

Poznamka. Pti druhém kroku v ramci odhadu parametri kopuli pomoci metody
IFM se ve ztransformovanych datech (ptivodni data ztransformovand pomoci od-
hadnutych margindlnich distribuénich funkei) vyskytovaly hodnoty blizké bodu
(1,1), proto byla ztransformovana data prendsobena konstantou n/(n+1) = 59/60
(podobné jako pfi semi-parametrickém piistupu)).

Na zékladé hodnoty AIC i BIC bychom pak jako nejvhodnéjsi z uvazovanych
kopuli zvolili Frankovu kopuli s parametrem 6 = 0,639, ktera vyjadiuje pozitivni
zavislost a je nezavisla v obou chvostech, hustota Frankovy kopule s odhadnutym
parametrem je zndzornéna na obrdzku [3.2 AvSak poznamenejme, Ze piislusnd
kopule nemusi byt vhodna pro popis skutec¢nosti vzhledem k tomu, Ze jsme omezili
vybér kopuli na ¢tyti rodiny, vysledky také mohou byt ovlivnény predpokladem
o marginalnich rozdélenich.

0.0%
0.0

Obrazek 3.2: Hustota Frankovy kopule s parametrem 6 = 0,6399
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Priklad 2 Ve druhém prikladu jako data pouzijeme denni vynosy akcii spo-
le¢nosti Microsoft a Apple za roky 2019-2022, celkovy pocet pozorovani je 1007,
data byla ziskdna prostfednictvim systému Mathematica (viz. Wolfram Research,
2021)). V¥nosy jsou zobrazeny na obrézku 3.3 véetné zobrazeni prislusného pseudo-
vybéru. Grafické znazornéni naznacuje pozitivni zavislost mezi vynosy a také
zavislost v dolnim i hornim chvostu, na zakladé tohoto pozorovani by pro mode-
lovani zavislosti mohla byt z uvazovanych rodin vhodna rodina ¢ kopuli.

Apple
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Obréazek 3.3: Vlevo vynosy spolecnosti Microsoft a Apple v letech 2019-2022,
vpravo prislusny pseudo-vybér.

Odhady Kendallova tau a Spearmanova rho jsou 7 = 0,565 a p = 0,739.
Pro t kopuli je odhad v a ¢ pomoci maximalni pseudo-vérohodnosti 77 = 2,667
a 6 = 0,775, hodnoty informacnich kritérii jsou AIC = —1009,958 a BIC =
—1000,128. Odhady parametrt ostatnich rodin pomoci momentové metody a ma-
ximalni pseudo-vérohodnosti jsou spoletné s hodnotami AIC a BIC uvedeny v

tabulce 3.3l

A

rodina 6, 0, Oy  AIC BIC
Clayton 2,599 2476 2,599 -821,264 -816,349
Gumbel 2,300 2,237 2,214 -870,252 -865,338
Frank 7,066 6,526 7,183 -838437 -833,522

Tabulka 3.3: Odhady neznamych paramtert

P1i volbé nejvhodnéjsi z uvazovanych kopuli na zakladé AIC i na zakladé BIC
bychom pak zvolili ¢ kopuli s parametry o = 2,667 a 6 = 0,775, ktera je zavisla v
dolnim i hornim chvostu, to souhlasi s nasi ivahou zalozenou na obrazku Hus-
tota ¢ kopule s odhadnutymi parametry je zndzornéna na obrazku [3.4] vSimnéme
si chovani hustoty v obou chvostech. Podobné jako v prikladu 1 poznamenejme, Ze
vzhledem k omezenému poctu uvazovanych rodin, nemusi nami vybrana kopule
vhodné reflektovat skutecnost.
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Obréazek 3.4: Hustota t kopule s parametry © = 2,6673 a ¢ = 0,7755.
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Z.aver

V této praci byly uvedeny zdklady teorie kopuli a s nimi spojené nélezitosti.
V prvni kapitole byly kopule zadefinovany a uvedeny nékteré zédkladni vlastnosti,
za zminku stoji napriklad jejich spojitost, diky které je prace s kopulemi jedno-
dussi. Kopule byly shora i zdola omezeny, tyto meze pak spoleéné s kopuli pro
nezavislost tvorili fundamentalni kopule v celé praci. Zavedeny pojem kopule pak
byl pouzit ve Sklarove vété, ktera vyuziva kopule v kontextu marginalnich a sdru-
zenych distribuc¢nich funkci. Na zavér kapitoly byly predstaveny Archimédovské
kopule, se kterymi se, jak bylo mozné usoudit, prostrednictvim jejich generatorta
jednoduse pracuje, pomoci generatorii jsme také ziskali prfimocary postup pro
konstrukei rtiznych rodin.

Ve druhé kapitole byla nejprve zkoumana spojitost kopuli s Kendallovym tau
a Spearmanovym rho, ukézalo se, ze kopule a obé miry spolu tzce souvisi, byly
zminény vzorce pro vypocet obou mér zavislé pouze na prislusné kopuli. Nasledné
byla s pomoci dvou typu zavislosti uvedena mozna interpretace uvazovanych meér a
geometrickd interpretace kopuli. Cést o zavislosti pak byla uzaviena zaméfenim se
na extrémni hodnoty prostrednictvim zavislosti chvostti. V zavéru druhé kapitoly
byly i v rdmci pripravy na treti kapitolu uvedeny ¢tyti priklady rodin kopuli, na
kterych jsme mohli vidét riizné vlastnosti riznych rodin.

Ve treti kapitole byla uvedena metoda momenti pro odhad parametru ko-
pule, jejiz vyhodou, jak jsme vidéli, byla nezavislost na margindlnich rozdélenich,
druhou metodou pro odhady pak byla metoda maximalni vérohodnosti, u které
byl rozlisen parametricky a semi-parametricky ptistup, v ramci této metody byla
uvedena metoda IFM, ktera je méné vypocetné naroc¢na. Dale byly zminény né-
které moznosti pti vybéru vhodné kopule. Obé metody pak byly aplikovany na
priklad z hydrologie, kde byly modelovany délka a zavaznost sucha, a na priklad
z finan¢nictvi, kde byly kopule pouzity na vynosy spole¢nosti Microsoft a Apple.

26



Seznam pouzité literatury

Cugvas, J. R. T., YELA, J. P. a ACHCAR, J. A. (2019). A Method to Select
Bivariate Copula Functions. Revista Colombiana de FEstadistica, 42, 61-80.

FANG, Y., MADSEN, L. a Liu, L. (2014). Comparison of Two Methods to Check
Copula Fitting. TAENG International Journal of Applied Mathematics, 44,
53-61.

Hao, Z., HAO, F., SING, V. P., OuvaNG, W. a CHENG, H. (2017). An inte-
grated package for drought monitoring, prediction and analysis to aid drought
modeling and assessment. Enviromental Modelling and Software, 91, 199-209.

JOE, H. (2015). Dependence Modeling with Copulas. 1st Edition. Chapman and
Hall/CRC, New York. ISBN 9780429103186.

LEE, T., MODARES, R. a OUARDA, T. B. M. J. (2012). Data-based analysis of
bivariate copula tail dependence for drought duration and severity. Hydrological
Processes, 27, 1454-1463.

McNEIL, A. J., FREY, R. a EMBRECHTS, P. (2015). Quantitative Risk Manage-
ment: Concepts, Techniques and Tools. Revised Edition. Princeton University
Press, New Yersey. ISBN 978-0-691-16627-8.

NELSEN, R. B. (2010). An Introduction to Copulas. Second Edition. Springer
New York, New York. ISBN 978-1-4419-2109-3.

R Core TEAM (2021). R: A Language and Environment for Statistical Com-
puting. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL
https://www.R-project.org/.

WOLFRAM RESEARCH, I. (2021). Mathematica. Version 13.0. Wolfram Research,
Inc., Champaign, Illinois.

27


https://www.R-project.org/

	Úvod
	Kopule
	Definice a základní vlastnosti kopulí
	Sklarova věta
	Archimédovské kopule

	Závislost
	Míry závislosti
	Rodiny kopulí

	Aplikace na data
	Závěr
	Seznam použité literatury

