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Uvod

Zadani prace

s,otudent nastuduje definici integralné-geometrické miry a sepise prehledny
diikaz jejitho ekvivalentniho vyjadreni jako integral pres Grassmannovu varietu.
Déale prozkouméa nékteré priklady mnozin s kladnou Hausdorffovou a nulovou
integralné-geometrickou mirou.“

Motivace

Integralni geometrie je ¢ast teorie miry zabyvajici se zavadénim mér na pro-
storech s grupou symetrii, které jsou invariantni na piisobeni této grupy. V nasem
pripadé je to euklidovsky prostor R™ s ortogondalni grupou O(n).

V druhé kapitole definujeme miru nizsich dimenzi zaloZzenou na primeérovani veli-
kosti mnoziny v riznych smérech a dokazeme jeji ekvivalentni vyjadreni a nékteré
vztahy s Hausdorffovou mérou. Jako disledek dostaneme znamy a casto pouzi-
vany Croftontiv vzorec.

Ve treti kapitole konstruujeme fraktalni mnoziny, na kterych se bude zavedena
mira naopak od Hausdorffovy miry lisit.

Seznam dukazu

Vlastni dikazy jsou v prvni kapitole u véty [I, lemmatu [§ a véty [12]

V druhé kapitole véta [L3], lemma [16], véty [I7], [20] s dusledky za ni a véta z
oddilu 2.5

Ve tieti kapitole véta [26] a tvrzeni 26} 27 a ?7?.

Prevzato a zdetailnéno je lemma [I4] véta [I5] oddil 2.2 lemma [I§ a véta

Znaceni

Je-li (X,p) metricky prostor, tak znacime

 potenéni mnozinu X jako P(X),

« borelovské mnoziny v X jako B(X),

o diametr mnoziny X jest diam(X) = sup{p(x,y), z,y € X},

 Diametr systému mnozin G C P(X) jest Diam(G) = sup{diam(G), G € G},

o pro K,L € P(X) vzdélenosti rozumime dist(K,L) = inf{p(z,y), x € K,y €
L},

« otevienou kouli U(z,r) ={y € X : p(xy) <r},

o uzavienou kouli B(z,r) ={y € X : p(xy) <r},



e jsou-li f, fr: X = R, k € N funkce, tak piSeme, ze:

fk/‘k—wo f7

pokud Vx € X : fr(z) koo f(x), tedy bodova monotonni konvergence.

Jako card(M) pro libovolnou mnozinu M rozumime pocet prvka v M, coz je
ptirozené ¢islo (nebo 0) nebo co.

Je-li f: X — Y funkce, A C X tak f|4 oznacuje restrikci f na A.

Je-li f: R™ — R™ lipschitzovska funkce, tak Dy(x) zna¢i matici derivaci v
bodé z € R"™, pokud existuji.

Jsou-li n > m > 1 pfirozena ¢isla, tak jako B™(x,r) C R™ rozumime
B(x,r) Nspan{ey,...,en} (tedy m-rozmérny disk).

Na R" standardné jako p uvazujeme euklidovskou (dvojkovou) metriku, re-
spektive || - || znaé¢i euklidovskou normu.

Sféru S" ! ={x e R": ||z|| =1}

Lebesgueovu (vnéjsi) miru na R” znac¢ime A\". Lze ji definovat jako:
A'(A) = 6lim+ inf{>  V"(S): G je systém omezenych otevienych kvadra ,
- Seg
A CUg, Diam(G) <d}, ACR",

kde V" prifazuje omezenym otevienym kvadrim jejich objem.



1. Preliminare

Nejprve si pripomeneme nékteré zakladni znalosti, jez budeme potiebovat,
které lze nalézt v zakladnich kurzech (jako Matematickd analyza a Teorie miry
a integrali). U Minkowského nerovnosti provedeme drobné zobecnéni (na neko-
necné soucty).

Véta (Leviho véta). Necht je (X, A,u) prostor s mirou. fr : X — [0,00], k € N
monotonni posloupnost méritelnych nezapornych funkci, takovych, Ze

fk /\‘k—>oo fX—)[0,00]

Pak
| hdn A [ g

Specidlné, i bez pozZadavku na monotonii (fi)ren plati:

g [ = . gjlfkdu.

Véta 1 (Minkowského nerovnost). (X, A,u) prostor s mirou, f,g : X — [0, 0]
meéritelné nezdaporné funkce, t > 1 redlné cislo. Pak plati

(/X(f—l-g)td,u)l/t - (/X ftdu>1/t N (/X gtdﬂ>1/t,

Jsou-li fr,: X — [0,00], k € N posloupnost meritelnyjch nezapornijch funkci, tak

(/X @f’“)tdﬁ‘) s > ([ )"

Diikaz: Dikaz v ptripadé konecného souctu je soucasti zakladnich kurzi. Ukéa-
zeme, ze plati i pro nekonecny soucet. Induktivné plati:

n t Y 1/t
VneN : (/X (g:lfk> d,u) (/Xf,gdu)
()"

¢ n
<2
k=1

00
<2
k=1

Oznacme s,, = >;_ fx. Z nezdpornosti f; mame:
. t
k=1
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A tedy z Leviho véty:

oo ¢
I L :/ .
n1—>nc}o Xsn H X(]Cz:lfk> 12

0

Dalsi lemma je jen ¢ast z pomocného lemmatu které lze najit v souvislosti s
Fubiniho vétou.

Lemma 2. Budte (X, A,u), (Y,B,v) o-konecné prostory s mirou. Necht je E €
A® B, pak

e Ve X: E,eB,
e YyeY: E,c€ A,
o funkce v — v(E,) je méritelnd na (X, A),
o funkce y — pu(E,) je méritelnd na (Y,B),

kde E,, resp. E, jsou Tezy mnoZinou E' v x, resp. vy a AQB je nejmensi o-algebra
na X XY obsahujici souciny mnozin z A a B.

1.1 Carathéodoryho konstrukce

Nasledujici definice a véty je mozné nalézt v zakladnim kurzu TMI, nékdy
se vSak samotnd Carathéodoryho konstrukce predndasi bez pozadavku aby byla
pokryti malych diametri. My to vSak pozadovat budeme, jelikoz nam to zajisti
aby borelovské mnoziny byly méfitelné.

Tuto definici 1ze nalézt také ve [Pertti Mattila, 1995, s jedinym rozdilem, ze se

vvvvvv

Definice 1 (Carathéodoryho konstrukce). X bud metricky prostor, F systém
mnozin na ném a ¢ : F — [0,00| spliujici:

« DeFag®) =0,
o V6> 03Ey, Ey... € F tak, Ze Vi € N: diam(E;) <d a X = U2 E;.
Pak rekneme, Ze mnoZinovd funkce

Y(A) = lim inf{) ((S): G F, ACUG, Diam(G) <d}, ACX

+
6—0 Seg

je dana Carathéodoryho konstrukci ze ¢ na F.

Pozndmka. e (A) je dobfe definovana, jelikoZ pro mensi § je prislusné infi-
mum veétsi nebo rovno, tedy lims_,g+ 1ze zaménit za sup pres o > 0.

o Je-li X separabilni a B(X) C F tak je druhd podminka automaticky spl-
néna. Podrobnéji viz lemma



Véta 3. ¢ z definice[]] je vnéjsi mira na X.
Dale je-li p* libovolnd vnéjsi mira na X, tak o mnozZine A C X rekneme, Ze je
w*-meritelnd, pokud:

VECX: u(E)=p (ENA)+u(E\A).
Systém vsech p*-meritelnych mnozin oznacime A,~. Pak je
(XA, 17)
uplny prostor s mirou.

Véta 4. X bud metricky prostor. O vnéjsi mire na p* rekneme, Ze je metrickd,
pokud.:

VABC X : dist(A,B) >0 = u"(AUB) =pu"(A) + p*(B).

Plati, Ze 1 z definice|l| je metrickd vnéjsi mira na X.
Ddle, je-li libovolnd vnéjsi mira p* metrickd, pak plati:

B(X) C A,

1.2 Hausdorffova mira a dimenze

Jesté ze zakladniho kurzu pripomeneme Hausdorffovu miru a dimenzi:

Definice 2 (Hausdorffova mira). Necht je X separabilni metricky prostor a s > 0
redlné ¢islo. Jako s-rozmérnou Hausdorffovou (vnéjsi) miru nazveme mnozinovou
funkci danou Carathéodoryho konstrukci z funkce

L(1/2)°

¢’(9) = mdiam(S)s, SCX

na systému P(X) (kde pro s = 0 se rozumi (°(0) = 0 a ¢° z jednobodovek jako
1). Znacime ji HE.
Tedy pro A € P(X) je

™

s/2 %)
seAy T : Ve ACUR A di A ‘
H(A) >T(s2 1) 51i>r(l)l+ inf {; diam(A4;)": A CUX A, , diam(A4;) < 5}

Pozndmka. o Jelikoz se diametr zachova pti uzavieni mnozin, lze uvazovat jen
pokryti uzavienymi mnozinami. Specialné jen borelovskymi, toho vyuzijeme
ve veéts 211

o 7 vety 3 a 4] plyne, Ze pro vSechna s > 0 H® je mirou zuzime-li ji na
borelovské mnoziny.

« Konstanta vyse je volena tak, aby se pro m < n prirozené H™ shodovala s
A™ specidlné na B(0,1) v R™, kterou vnorime do R".



Definice 3 (Hausdorffova dimenze). Jeli A C X, definujeme:
dimy(A) = sup{s > 0 : H*(A) = oo}

Plati:
dimy(A) =inf{s >0 : H*(A) = 0}

Rekneme, Ze A C X md Hausdorffovu dimenzi silné rovnou ¢islu s > 0 pokud
dokonce
0 < H*(A) < 0.

S dalsi vétou se lze seznamit na kurzu metrické struktury. Lze ji nalézt také
v knize |[John K. Falconer| 1985 jako lemma 1.8.

Véta 5. Budte XY metrické prostory, f : X — Y L-lipschitzovské zobrazeni na
Y pro nejaké L > 0, pak

Vs> 0: HY) < LHY(X).

Podotkneme, Ze specialné ortogonalni projekce jsou 1-lipschitzovskeé.

Dusledek. lipschitzovské zobrazeni s lipschitzovskym inverzem zachovava dimsy.

1.3 Fraktalni dimenze

Obsah tohoto oddilu se lze opét dozvédét na predmétu metrické struktury.
Lze je nalézt i s diikazy v knize [John K. Falconer, 1985 véty 8.3 a 8.6.

Oznac¢me: K(R™) mnozinu vsech neprazdnych kompaktnich mnozin v R”™.

Definice 4. Budte f; : R" — R" takové, Ze
Jr; €(0,1): Vey eR": p(fi(x),fily) =rip(zy) i€ {1,2,...,m}.
Neboli, f; jsou podobnosti s podobnostnimi poméry r;. Oznacme zobrazeni:
[ KR — KL(R™)
A= U £
Takové zobrazeni budeme znacit jako U™, f;. Bud C € IC(R™) ten jeding pevny

bod zobrazeni f. Fraktdlni dimenzi mnoziny C : dimp(C') nazveme to jediné cislo
s > 0 takové, Ze

m
er =1.
i=1

V této definici samoziejmé neni apriori jasné, zda zminéné C' a s opravdu
existuji jednoznacné, ze tomu tak vskutku je je mozné se docist v odkazované
literature.

Dodame, ze prvky v K(R™) jsou uzaviené, tedy borelovsky méfitelné.



Véta 6 (Vztah Hausdorffovy a fraktélni dimenze). Budte f; : R* — R" takovd,
ze

dr; € (0,1): Veyy e R": p(filz),fily)) =rip(xyy) 1 €{1,2,...,m}.
A necht ezistuje G C R™ otevrend a omezend tak, Ze
Vie{1,2,....m}: fi(G)CG & Vje{l2,....m} j#i: fi(G)Nf;(G)=0.
Pak pro pevny bod C funkce f = U, f; plati, Ze

0 < HImF(O(C) < 00 neboli dimy(C) = dimp(C) silné.

1.4 Grassmanian, O* a Haarova mira

Véta 7 (Steven Krantz a Harold Parks, 2008, dusledek 3.1.3). Necht G je kom-
paktni Hausdorffova topologickd grupa, pak na ni ezistuje jedind Radonova (1j.
borelovskd, reguldrni, tésnd a koneénd na kompaktech) pravdépodobnostni mira
invariantni na pisobeni G.

Pripomenme, ze O(n) znac¢i grupu ortogonalnich zobrazeni v R™. Topologie
na O(n) je ddna standardni normou linedrnich zobrazeni.

Definice 5. Jsou li n > m > 1 prirozend cisla, tak definujeme ndsledujici pro-
story:

G(n,m) =A{V : V je m-dimenziondlni vektorovy podprostor R"},
O(n,m) = {f : R™ — R" linedrni, prosté a zachovavajici skaldrni soucin},
m

O*(TL, ): {f* s O(n7m)}>

kde * oznacuje operdtor jenz linedrni funkci f : R™ — R"™ priradd linedrni funkci
f*:R" — R™ takovou, Ze

Yy € R" Vo € R™ (f(x),y) = (z, f*(y)).

Topologii na G(n,m) a O*(n,m) dostaneme pomoci standardni normy linedrnich
zobrazent, kdyz ztotoznime prvky G(n,m) s ortogondlnimi projekcemi na né.

Lze si rozmyslet, ze vskutku O(n) = O(n,n) = O*(n,n).
V nésledujicim lemmatu si zpfesnime predstavu o prostoru O*(n,m), kterou si
dokézeme.

Lemma 8. Jsou lin>m > 1, tak
O*(n,m) = {py : R" = R™, ortogondlni projekce na V, V € G(n,m)},

kde ztotoznujeme R™ s V' volbou pevné baze.

Dukaz: Je-li py : R™ — R™ OG. projekce na V', tak polozme fy jako prechodové
zobrazeni z baze V' do baze R"™ (Neboli prirozené vnotreni V' C R"™ do R"). Pak
fv € O(n,m). Proy € V4

Ve e R™: (fy(z)y) = 0= (2,0) = {z,pv(y)).

8



Pro y € V, diky tomu, ze fy zachovava skalarni soucin:

Ve € R™: (fy(z),y) = (fv(@),fvpv(y)) = (x.pv(y)).

A libovolné y € R” lze rozloZit na soudet prvku V a V+. Tedy z linearity skaldr-
niho soucinu py = fy.

Naopak, je-li f € O(n,m), tak definujeme V' = f(R™). Pak V' € G(n,m), ne-
bot f je linedrni a zachova ortonormélnost baze {ei,...,e,}, a tedy i dimenzi.
Ukazeme, ze f* je OG. projekce na V', neboli

Yy eR™: (y— f(f*W).f(f"(¥)) =0,
kde f vystupuje, aby f o f* byla projekce R™ — R"™.
SN FE W) = W) W) = W) = . (),

kde druhd rovnost je z definice f* specidlné pro z = f*(y) Nyni uz staci jen
odecist.
0

7 knihy |Steven Krantz a Harold Parks| 2008, oddil 3.2:
Oznacme pro A C S"~!: (viz obrdzek

A={ta: a€ A tel0,1]} CR™
A definujeme 0,,_; jako nasledujici mnozinovou funkci, pro A C S~ 1:

Sn—l

o

Obréazek 1.1: Konstrukce miry na sfére

A"(A)

Un—l(A) = W,

kde A" se pifpadné uvazuje jako vnéjsi mira. Oc¢ividné o, 1(S" ) =1a 0, 1 je
rotacné invariantni, tj.
Vg € O(n) : 0p_1(A) = 0,_1(g(A)) AC S™ L

Zvolime pevné oblibeny bod s € S"~!. Definujeme mnoZinovou funkci 6(n) na

O(n):
0.(A) =0,-1({g(s): g€ A}), ACO(n).



Podobné zafixujeme libovolny prvek H € G(n,m) a p € O*(n,m) a definujeme:

Ynm(A) =0, ({g € O(n) : g(H) € A}), AC G(n,m),
0; (A) =0, ({g € O(n) : poge A}), ACO"(nm). (1.1)

Ve skutecnosti je mnozinova funkce 6,, tou mirou z véty [7], coz ndm da piislusné
vlastnosti i pro vnm a 0y, ..

Tim jsme naznacili konstrukci borelovskych regularnich rotac¢né invariantnich
pravdépodobnostnich mér na prostorech z definice b} kterych budeme vyuzivat v
druhé kapitole.

1.5 Rektifikovatelnost

Definice 6 (Pertti Mattila, (1995 definice 15.3). MnoZinu E C R"™ nazveme m-
rektifikovatelnou pro prirozené cislo m, pokud existuje (nejvyse) spocetné lipschi-
tzovskych zobrazeni f; : R™ — R™ 1 € N takovych, Ze:

e (20 e <o

1€N

F C R" nazveme ryze m-nerektifikovatelnou, pokud pro libovolnou E C R"
m-rektifikovatelnou:

H™(FNE)=0.

Pozndmka. To co vyse nazyvame m-rektifikovatelnosti je v knize Herbert Fede-
rer, |1996 oznacovano jako spocetna (H™, m)-rektifikovatelnost. Jako (H™,m)-
rektifikovatelnost se tam oznacuje nase m-rektifikovatelnost a navic se pozaduje
konecna ‘H™ mira.

Véta 9 (Federer-Bezikovicova véta, |Pertti Mattila, 1995 véta 18.1).
Bud A C R™ H™-meéritelnd, H™(A) < oo.

o A je m-rektifikovatelnd prave tehdy kdyz H™(p(B)) > 0 pro skoro vSechna
p € O*(n,m) kdykoliv je B C A H™-meéritelna, H™(B) > 0.

o A je ryze m-nerektifikovatelnd pravé tehdy kdyz H™(p(A)) = 0 pro skoro
vsechna p € O*(n,m).

Véta 10 (John K. Falconer| [1985| véty 6.13 a 6.14 spojené).

Necht je E C R?, Hl-méritelnd, dimy(FE) = 1 silné.

Pokud existuji r,q € O*(2,1) mizné, takové, Ze N'(r(E)) = A\ (q(E)) = 0, tak
M(p(E)) =0 pro skoro viechna p € O*(n,m).

Pozndmka. Ve vété mizeme A chdpat jako vnéjsi miru. V dalsi kapitole se vSak
dozvime, Ze mnoziny p(E) jsou M-mé&fitelné pro kazdé p € O*(n,m), kdykoliv F
je Hl-méfitelna.

10



1.6 Suslinovy mnoziny

Tato kapitola je prevzata z knihy [Steven Krantz a Harold Parks| [2008.
Nejprve zavedme znaceni pro:

NN ... mnozina vSech nekonecnych posloupnosti pfirozenych ¢isel,

N¥ ... mnoZina vsech kone¢nych posloupnosti prirozenych &sel,
Je-li M mnozina, tak:

K Ve v 7/
MY mmnozina vSech funkei z N do M.

Definice 7 (Steven Krantz a Harold Parks, 2008 1.7.6). Bud M C P(X) a
necht
v: NS = M
<n17n27n37 s 7nk) — Mm,m,ns,w,nk‘

Takové funkce se nazyvaji determinacnim systémem. Definujeme jddro v

N(v) = U My OV My iy N Moy s N

(n1,n2,n3,... )ENN
A Susliniv (nebo také Alexandriv) operdtor:
(4) : MY = P(X)
v — N(v)

Mnozinu N(v) nazveme Suslinovou mnozZinou generovanou M (pro néjaky de-
terminacni systém v). Jako May oznacime systém vsech Suslinovijch mnoZin
generovanych M.

A konecné, je-li X topologicky (¢i metricky) prostor, tak mnoZinu nazveme Sus-
linovu, pokud je generovdana systémem uzavrengch mnozin v X.

Pozndmka. Mizeme si vSimnout, ze Suslinovy mnoziny v topologickém prostoru
jsou kontinuum mohutné sjednoceni spocetnych prinikt uzavienych mnozin.

Véta 11 (Steven Krantz a Harold Parks, 2008: 1.7.9, 1.7.12, 1.7.18).
o Kazdd borelovskd mnozina v R™ je Suslinova.

o Je-li f:R" — R™ spojitd, S C R™ Suslinova, pak f(S) je Suslinova pod-
mnozina v R™.

o Je-li i borelovsky reqularni mira na topologickém prostoru X, tak je kazZda
Suslinova mnozZina v X p-meritelnd.

1.7 Sardova véta

Pottebovat budeme jenom nésledujici zjednodusenou verzi Sardovy véty.
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Véta (Pertti Mattila, 1995, véta 7.6). Necht f : R¥ — Rl je lipschitzovské. Pak
H” ({f(x) : z € RF, dim Dy (x)(RY) < k:}) =0,
kde dim oznacuje dimenzi linedrniho prostoru, cozZ lze zaménit s dimy.

A provedeme nasledujici drobnou modifikaci:

Véta 12. Bud U C R* oteviend, f: U — R je lokdIné lipschitzovskd (tj. lipschi-
tzovskd na kompaktech). Pak

HE({f(x): x €U, dim Dy(z)(R") < k}) = 0.

Diikaz: RF ma spocetnou bazi otevienych mnozin a je lokdlné kompaktni, takze
je kazda oteviend mnozina o-kompaktni, neboli

3K, Ks,...,CRF: U=|JK,.
i=1
Predpokladejme, ze jsou vSechny K; neprazdné, jinak bychom je vynechali a pii-
padné bychom pracovali jen s konecnou podmnozinou N.
Pro viechna i € N je f|g, lipschitzovské. Rozsifime jej na f; : R¥ — R! lipschitzov-
skou (lipschitzovskou funkei mezi euklidovskymi prostory lze vzdy lipschitzovsky
rozsitit). Na né pouzijeme Sardovu vétu, kterd je vyse:

HE({f(zx): x € K;, dim Dy(z)(RY) < k} <
<H"({Fi(x): v € R", dim Dy(2)(R¥) < k}) =0, VieN.
HE({f(z): x € U, dim Dy(x)(RF) < k} <

< i_oj’H’f ({f(@): = € K, dim Dy(x)(R*) < k}) =0.

1.8 Gamma funkce

A na zavér zminime tak zvanou gamma a beta funkci (neplést s f;(n,m) v
definici [9):
I'(z) = / t*"letdt 2 € C, R(z) >0,
0
1
B(z,y) = / M1 -ttt .y € C, R(z) >0, R(y) >0,
0

kde R znaci realnou ¢ast z komplexniho ¢isla. Plati (1ze nahlédnout v knize Milton
Abramowitz a Irene A. Stegun, [1972):
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2. Integralné-geometricka mira

Motivacné ukdzeme Croftonuv vzorec. Tedy, ze ,délku* (pro jednoduchost
uvazme H') spojité diferencovatelné kiivky v C R? Ize spocist, aZ na konstantn{
nasobek, preintegrovanim poc¢tu boda v priniku v N L vhodnou mérou pres
vSechny afinni 1-dimenzionalni podprostory. Presnéji tedy:

W) =5 [ card(yn Ldpisa (D)
Af(2,1)

kde Af(2,1) ={V+y: VeG21),y €V} apu je mira na ném odpovidajici
Aa 051 ve smyslu desintegrace. Podrobnéji v oddilu nize.

Tento vzorec ma uplatnéni napriklad v informatice, prave k poc¢itani délky kiivky
v pocitaci pomoci spocteni bodti v priniki. Le¢ jen s koneéné mnoha rtznymi
afinnimi pfimkami, vhodné zvolenymi tak, aby co nejpfesnéji reprezentovali cely
nekoneény prostor Af(2,1).

Obréazek 2.1: Vypocet délky krivky

2.1 Integralné-geometricka mira

Definice 8. Bud X metricky prostor.

Pro A € B(X) rozumime borelovskijm pokrytim A nejvijse spocetny systém G
mnozin z B(X) takovy, Ze A C UG.

Borelovskym délenim A pak rozumime nejvyse spocetny systém G mnozin z B(X)
takovy, Ze A = UG a navic pro vSechny T,.S € G T #S = TNS =10.

Pro G borelovské pokryti A znacime Diam(G) = sup{diam(B) : B € G}.

Pozndmka. Jelikoz borelovské mnoziny tvori o-algebru, je jasné, ze borelovské
déleni nalezeme jen pro A borelovské.
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Lemma 13. Je-li X separabilni metricky prostor, A C X a§ > 0, tak 3G C B(X)
tak, Ze G je borelovské pokryti A a Diam(G) < 6.

Navic je-li A € B(X) pak existuje G C B(X) : G je borelovské déleni A ta-
kové, Ze Diam(G) < 0.
Specidlné ezxistuje (G;)jen posloupnost borelovskyjch deleni mnoziny A takovych,
ze

lim Diam(G;) = 0.

J—00

a kazdy prvek G; je sjednocenim néjakého podsystému z Gjy1.

Dukaz:

o Vytvorime d-pokryti celého X:
Bud S C X spocetnd husta. Je-li x € X, uvazme U(z,0). To je neprazdna
oteviend mnozina, takze Jy € S U U(x,0) . Takze z € U(y,0). Dostédvame,
ze {U(y,0) : y € S} je hledané pokryti.

e Bud S spocetné borelovské pokryti A spliujici Diam(S) < ¢§. Sefadme
SNA={SNA: SeS8}={5, 52 5;5...}. Jedna se o borelovsky systém,
diky tomu, ze A je borelovska.

Nyni zdisjunktnime: &' = {51, 52\ S1, S5\ (S1USs) ... }.
S’ je hledanym borelovskym délenim s diametry < d.

« Konstruujeme induktivné: (viz obrazek
n = 1: Najdeme borelovské déleni G; mnoziny A tak, ze Diam(G,) < 1.
n>1: Jeli G,_1 = {G’fb_l ckekK,.1 C N} tak Vk € K,,_; najdeme bore-

lovské déleni G& mnoziny G¥_, tak, ze Diam(GF) < 1. Polozime:

k}EKn—l

A
G1

Go
s

Obrazek 2.2: Volba borelovskych déleni G;.

Definice 9. V prostoru X = R™ pro prirozené ¢islom : n>m>1,t € [1,00)
a S CR™ Suslinovu definujeme funkce:
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fs : O*(n,m) — [0, 0]
fs(p) = A" (p(9))

6(8) = s j [ @) m).
O*(n,m)

Bt(nam

kde korektnost definice (méritelnost) a volbu konstanty By(n,m) budeme diskutovat
v oddilech 2.2 a[2.3.

Jako m-rozmérnou integralné-geometrickou miru s exponentem t nazveme miru
na borelovskych mnozindch R™ danou Carathéodoryho konstrukci ze ¢; na B(R™).
Znacime ji Fm.

Tedy pro A € B(R") je

F'(A) = lim inf { > G(S) : G je borelovské pokryti A, Diam(G) < 5} :

+
6—0 Seg

A oznacime

Poznamka. o F' lze uvazovat jako vnéjsi miru na P(R"), tim se ale nebudeme
zabyvat. Z vét [l a4 plyne, Ze se jednd o borelovskou miru.

o Neékdy se F™ (definované jako ekvivalentni vyjadieni ve veté [15) nazyva
Favardovou mérou.

o Je vidét, ze F}" je invariantni na pusobeni O(n) diky invariantnosti miry

*
O

 Translacni invariance plyne nésledovné: Déno p € O*(n,m). Oznacme jako
V € G(n,m) obraz projekce p prirozenym zptusobem vnoteny do R™. Posun
t € R" lze rozlozit na ¢ast ve V' a ¢éast v ortogondlnim doplnku V. Pak z
definice fg a transla¢ni invariance \™ plyne fs(p) = fs1+(p).

o Lze definovat i pro t = co. Uvazi se:

(o(S) = essup{ fs(p) : p € O*(n,m)} vzhledem ke 0, .

I
Boo(n,m)

A vétu [T by $lo pro ¢t = oo formulovat a dokdzat naprosto podobné. Vice
se vsak timto pripadem zabyvat nebudeme.

Lemma 14 (Herbert Federer} |1996: 2.10.8). X bud separabilni metricky prostor.
C at je jako v definici[l] a navic spliujici:

((A) < > UB),

Beg

15



pro libovolné G (spocetné) borelovské pokryti A. Necht ¥ je ddna Carathéodoryho
konstrukci ze ¢ na B(X). Pak pro A € B(X) plati:

¥(A) = sup { > {(B) : G je borelovské délen{A} :

Beg
Mdme-li navic posloupnost (Qj)jeN borelovskijch deleni A, takovych, Ze

lim Diam(G;) = 0,

J]—00

pak:
Y(A) = lim Y ((B).

oo Beg;
Diikaz: Je-li 1p(A) = oo tak pro kazdé K > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé G
borelovské pokryti A takové, ze Diam(G) < § je Y peg ((B) > K. Specidlné toto

plati i pro borelovska déleni, proto v takovém pripadé lemma plati.
Nyni pro ¥/(A) < oo. Z predpokladu mame, ze plati

¢(S) < 9(S) pro libovolnou borelovskou S, (2.1)

jelikoz ¢(.S) je limitou z infim z ¢lent tvaru Yo ((B) a z predpokladu je kazdy
z nich je vétsi nebo roven((S).

Bud H libovolné borelovské déleni A. Vime, ze borelovské mnoziny jsou -
méritelné, a tedy plati o-aditivita pro A. Nésledné z nerovnosti vyse pouzité
na kazdy c¢len v sumé:

v(A) = > w(B)= > ((B).

BeH BeH

Nyni bud € > 0. Zdefinice ¢ nalezneme ¢ > 0 takové, ze:

(A) — e < inf { > ¢(S): G je borelovské pokryti A, Diam(G) < 5}
Seg

< inf { > ¢(S): G je borelovské déleni A, Diam(G) < 5} .
Seg

Podle lemmatu [I3] je mnoZina nalevo neprazdnd, takze existuje H borelovské

déleni A takové, ze
W(A) —e< Y C(9).
SeH
Tim jsme ukazali supremum z definice.
Nyni pro posloupnost (gj)jeN ze znéni plati, ze

Y(A) <liminf Y ((5).

Jre0 Seg;

nebot pro vSechna ¢ > 0 najdeme j, € N, tak, ze pro vSechna j > j, se G, objevi
v mnoziné nalevo ze které délame infimum v definici v. Pak z nerovnosti 2.1| a
o-aditivity je

Y(A) < liminf 3 ((S) < limint 3 (S) = liminf Y(4) = v(4).

Seg; Seg;
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Déle s vyuzitim jiz dokazaného vztahu v prvni ¢asti véty a trivialnich nerovnosti
mezi sup, lim sup a lim inf mame:

Y(A) >sup > ((S) > limsup > ¢(S) > hmlnf > C(S) = ¢(A).

JEN geg; Jj=0 Seg; = Seg;

Takze limita existuje a plati

—llmZC

I7% Beg;

Zavedme znacenipro f: X - Y ayeY:

N(fy) = card({x € X : f(x) = y})-

Véta 15 (Herbert Federer| 1996. 2.10.15). Pro prirozend ¢islan > m > 1, redlné
¢islot > 1 a A € B(R™) polozme

= [ N@lag)ax () pe 0 (nm).

Pak plati:

H%@Z&émw*/ '(p) 8., (p).

O*(n,m)

A navic plati rovnost pokud t = 1, to jest:

Fr) =g | [ Nolwaw) 6,) (2:2)

O*(n m) R™

Diikaz: Zvolme (G;);en posloupnost borelovskych déleni mnoziny A takovych, ze

lim Diam(G;) =0

]A)OO

a kazdy prvek G; je sjednocenim néjakého podsystému z G;4q (z lemmatu .
Bud p € O*(n,m) pevné. Pro S € B(R") ozna¢me Cg charakteristickou funkci na
p(S).

Pozorovani.

Z CS /‘]—)oo (p\A,y). Yy < R™.
Seg;

Z toho také plyne, také Ze je funkce N(p|a, ) métitelnd.

Dukaz:
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Pro y € R™: Je-li N(p|a,y) < oo tak oznacme M = p~'({y}) N A. Tedy plati:
card(M) = N(p|a,y). Oznacme déle:

5— {minmvzeM p(x,z)) pokud card(M)

2,
1 pokud card(M) <1

>
<

Nalezneme jj tak, ze Diam(Gj,) < 0. Pak ze zjemnovani a disjunktnosti
Vi>jo: Vee M3ASegG; z€S.
Potom y = p(x) € p(S) a tedy Cs(y) = 1. Dostavame

Vji>jo: Y, Cs(y) = card(M) = N(p|.y).
Seg;

Je-li N(p|a,y) = oo tak bud K > 2 libovolné ptirozené. Nalezneme M C
p ' ({y})NA Tak, ze card(M) = K. Ozna¢me 6 = min, ,c s p(z,2). Nalezneme
Jo tak, ze Diam(G;,) < 0. Pak y = p(z) € p(S) a tedy Cs(y) = 1.

> Cs(y) = card(M) = K.
Segj,

Takze ze zjemmnovani plati monotonie a dostavame:

lim > Cs(y) = 0o = N(p|a.y).

J7% geg,

Nyni pouzijeme Leviho vétu.

| & Csway ) S [ Nlaw)da ().

Rm™ Seg] Rm

A prohodime sumu s integralem. V pripadé, Ze je suma nekonecnd (nejvyse vsak
je spocetnd) tak znovu pouzijeme Leviho vétu, diky nezédpornosti.

> /csdx” s /NplA, ax"(y),

Seijm

> A" (P(S)) oo g( ),

Seg;
Z fS /l]%oo g( ) p € O*(nam)
Seg;

Z toho dostavame, také ze je funkce g méritelna. Umocnime na ¢, znovu pouzijeme
Leviho vétu a odmocnime:

t / (Z fs(p)) doy, ..(p) fj—)ooj / g'(p) db; ,.(p). (2.3)
0*(

O*(n,m) SEg; n,m)

Z Minkowského nerovnosti (Véta (1) mame
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lim / (Z fs(p)) de;;,m(p) < Jlggo Z Bi(n,m)¢(S).

Jj—00
0* (n,m) Seg; Seg;

Pozorovdani. Predpoklad v lemmatu 14| pro (; je splnén.

Dukaz:

Je-1i H borelovské pokryti S € B(R"™), pak z Minkowského nerovnosti plyne

j / (Z Mm) 45, (p) < zd [ 1)t o)
O*(nm) O (nm)

SeH SeH

Z monotonie Lebesgueovy miry je

falp) <> fs(p) peO(nm).

SeH

A tedy vskutku:

Tt Fatirn St oo T2
O*(n,m) J A% nm SeH O*(n,m) J S*Yn,m

Be(n,m) - Bi(n,m) Ser

Gi(A)

Takze podle lemmatu
lim Z Be(n,m)G(S) = Be(n,m)F"(A).

Jeo Seg;

A podle rovnice 2.3}

d [ o) 403, 0) < B0 FP(A)
O*(n,m)

V piipadé ¢ = 1 je ve [2.4] piimo rovnost z Leviho véty, kterd uz zistane i
nadale.

O
Pozndmka. 7 lemmatu [§] plyne, Ze mtizeme psat

= G, n/m) V/ N(projy [4:y)dH" (y)drnm(V), A € BR)

kde projy, : R" — V' znaci ortogonalni projekci na V.
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2.2 Korektnost definice

Idea prevzata z Herbert Federer] |1996]2.10.5.:
Jsou-li n,m,t,p,S jako v definici [} pak p(S) je A™-méfitelnd mnozina, diky spo-
jitosti p a vété

Déle oznacme metricky prostor X = R"” x R™ x O*(n,m) a mnozinu

E={(zyp): v€8,pe0(nm),y=p(r)}=
S xR™ x O*(nym)N{(z,y,p) € X : y=px)}.

Z definice Suslinovych mnozin je mnozina S x R™ x O*(n,m) Suslinova v X.
Pozorovdani. {(z,y,p) € X : y=p(x)} je uzaviend v X.
Diikaz:

Staci uvazit libovolnou posloupnost ((a:n,yn,pn)) . C X s vlastnosti
n

Yn = Pn(Tn) & (TnYnPn) oo (2,y,p) € X. UkdZeme, Ze y = p(z).
Bud e > 0. Nalezneme ny € N tak, ze pro vSechna n > ng je ||p, — p|| < €¢/2
a ||p(z,) — p(x)|| < €/2. Normu na O*(n,m) uvazujeme supremovou, proto

pn(zn) = p(2)]] < [[pn(2n) = plan)l| +[Ip(zn) = p(2)]] <€

Jenze pp(x,) = Yn —nooo ¥ @ z jednoznacnosti konvergence je pozorovani
dokéazané.

O
Tedy FE je prunik Suslinovy a uzaviené mnoziny v X, je proto sama Suslino-
vou v X.

Uvazme zobrazeni IT : R™ x R™ x O*(n,m) — R™ x O*(n,m) projekci na druhé
dvé slozky. II je spojité, proto podle véty [I1] je

I(E) ={(y,p) : p€ O (n,m),y € p(S)} A" x 0, ,-méfitelnd mnozina.
A podle lemmatu z 2 je funkce
p— A"((II(E)),) = A™(p(S)) meéritelna,
kde (II(E)), je fez mnozinou II(E) v p.
Ale tato funkce je naSe fg z definice [9] Proto je funkce (; z definice [9] dobte
definovana.

Jisté ¢;(0) = 0 a podle lemmatu vzdy existuji borelovska pokryti libovolné
malych diametri, tedy lze pouzit Carathéodoryho konstrukei [T}
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2.3 Urceni normovaci konstanty

V dalsich oddilech jsou n,m,t jako v definici [9]
Standardné [Herbert Federer|, (1996 2.7.16 (6)] se 5;(n,m) voli tak, aby pro kazdou
¢ € (R™)™ linearné nezavislou m-tici vektortu (reprezentujici m-rovnobéznostény )
platilo:

€15 n,m) = ﬂ [ b©las,, (25

O*(n,m)
kde p(&) = (p(&),...,p(&n)) a |v| znadi m-rozmérny objem rovnobéznosténu
v € (RF)™ k > m, tj oznac¢ime-li jako mnoZinu A, C R™ konvexni obal z v,
vnoreny do R™ tak (z pfedmétu Geometrie 2):

W] = A™(A,) = \/det (0] ) T ). (2.6)
coz bez pozadavku na linedrni nezavislost mize klidné byt 0.

Jelikoz se A™ definuje také pomoci Carathéodoryho konstrukce, staci pro zajisténi
rovnosti mezi F;™ a A™ (mezi vhodné vnorenyma mnozinami) aby platila rovnost
mezi funkcemi (; a funkei pritazujici objem kvadrim, na m-rozmérnych kvadrech,
coz je prave specialni pripad rovnobéznosténti popsanych vyse. Do dalsitho oddilu
vsak ale budeme potiebovat zajistit tuto rovnost pro libovolny rovnobéznostén.

Pozorovdni. Jsou-li n a t jako v definici [0} pak lze vzit $;(n,n) = 1 a navic tim
zajistime
F(A) = A"(A), AeBR").
Diikaz:

Bud A € B(R"). Z rota¢ni invariance \":

F'(A) = lim inf {Z A"(S) : G je borelovské pokryti A, Diam(G) < (5} :

- +
6—0 Seg

A" je o-subaditivni mnozinova funkce. Podle lemmatu [14] je

F['(A) =sup { > A*(B) : G je borelovské délen{ A} = \"(A),
Beg

jelikoz je dokonce o-aditivni.

Lemma 16. Je-li k € (0,00), tak

2 TT((k+1)/2
R ()
/2+1)

s
2
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Diikaz: Nejprve ze sudosti staci integrovat jen od 0 do 5 a vynasobit dvéma. Pak

provedeme substituci | sin(a) = v/|, respektive | cos(a) = /1 — | a dostaneme

L(1/2)0((k+1)/2)
I'(k/2+41) ’

/ol 12(1 — H)*D2q = B(1/2,(k +1)/2) =

kde B zna¢i Beta funkci z oddilu [I.8

Véta 17. Je-li n > 2 pfirozené cislo a t jako v definici[9, tak

¢ T((t+1)/2)T'(n/2)
(B) = v

Diikaz: Nejprve zmapujeme G(n,1) pomoci (hyper)sférickych souradnic.
To jest, skoro vSem smérum (a az na orientaci)

(x1,x9,...,2,) € R", |[(x1,22,...,2,)|], =1, 1 > 0 pfitadime

(v, o, .. 01) € (—5,5)" 1 tak, Ze

x1 =cos(aq) ... cos(a,_2) cos(a,_1)
xo =cos(aq) ... cos(an—2)sin(a,_1)
xg =cos(aq) . ..sin(a,_2)

Jakobidn induktivné vyjde cos™?(aq) cos"3(aw) . . . cos(a,_2), proto rotaéné in-
variantni mérou na takto parametrizovaném G(n,1) je

A— / cos™ 2 (ay) cos™ () . .. cos(ap_o)d\" M (ay, o, . . ., 1),
A

sen((-33)7)

Potiebujeme ale miru pravdépodobnostni, proto polozme
['(n/2)

n(A) = (ﬁ)n

/ cos" 2 (ay) cos" () . .. cos(ap_o)dN" M (ay, o, . . ., 1),
A

Ac B(( - gg)’”)

n—1
Pozorovani. Nyni vskutku ,u(( — g,g) ) =1

Dikaz:
/ cos" 2 (ay) cos" () . .. cos(ap_o)dN" (o, ;. .. 1) =
(-23)
e o T(2) eir)2)
_ k:/ cost ! (@)dA(a) =[] v N2 VD) T
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]
Chceme zajistit rovnost pro libovolny 1-rovnobéznostén, tedy tsecku. Z

homogenity na nasobky a rota¢ni invariance sta¢i ovéfit jen pro tecku [0,1] x
{0}"~1. At mira OG. projekce na pfimku danou (aq, s, ..., a, 1) je

<(1,0, . ,O), (cos(ozl) ...cos(_1),cos(aq)...sin(ap_1),. .. ,sin(al))> =
= nl:[ cos(ay).
k=1

Tedy volime

Bi(n,1) =t / H cost(ag)dp(ar, ..., 1)

. B
= - H SR () dA T g, L )
(ﬁ) (2,71 A=l

_ F(n/%z nt /2 costtn—h=1( lj

(n/2) " r((t+k)/2) T
( )"H\/_ ((t+k:+1/2) (V7

H—k 1 )d)\(a)

Tim jsme ukazali, ze f;(n,m) z rovnice vskutku existuje, pokud m = 1.

V nasledujicim lemmatu a nasledujici vété nalezneme jen nutné podminky, které
by takova [;(n,m) musela splnit, ma-li existovat pro vSechny ¢ stejnd. Existenci
ukazeme poté.

Lemma 18 (Herbert Federer, 1996, ptiklad 2.7.16 (6)). Necht jsou kmn €
N, k+m <n,te[l0), pak nutné

Bi(n,m)/By(n — kym) = By(n,k)/Bi(n — m,k).

Diikaz:

Pozorovdni. Budte £ = (ey,ea, ... ,e,) € (R™)™ kanonicka m-tice vektori (repre-
zentujici ,m-rozmérnou krychli“), n = (en_ri1,€n_ki2;---,6n) € (R™)* potom
plati:

(5 = ) /r I ddal9) = (Bulmam)',

kde (, ) sefadi posloupnosti vektoriu za sebe (takze (¢(£),n) méa vyznam
m + k-rovnobéznosténu, klidné degenerovaného) a | -| je definovano v rovnici 2.6}

Dukaz:
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Oznac¢me jako ¢ € O*(n,n — k) OG. projekci do span{ey, ... ,e,—r} (cozZ jest
ortogonalni doplnék span{n}).

Pro libovolné 7 € (R™)™ m-tice vektort, jednak diky tomu, Zze objem rov-
nobéznosténu zavisi jen na rozmérech ve smérech na sobé kolmych, a také
protose [n] = 1, platt |(r, )] = |(¢°g(r),7] = |a(r))], kde g* € O(n.n — k) ve
smyslu definice [ (tedy se jedna o vnofenf). Proto z rovnice [2.5}

(Gen—tom)) [l = (Biln—km)) a0l = [ 1r0q)(7)]!d0; ().
O* (n~k,m)

Této skutecnosti vyzijeme pro 7 = g(§) pro vSechna g € O(n) pres které
preintegrujeme:

(Buln = kam))" [ (a(©) )l dB(g) =

O(n)

N / | lroqog)©)1ds; .(r)doa(g) =
O(n) O*(n—k,m)

_ / /umwomgww<>wnm4>
O*(n—Fk,m) O(n)

kde byla pouzita Fubiniho véta. Pro libovolné r € O*(n — k,m) plati
[lreaog)©lanig) = [ pE)d;,.(p) = Blnm)le] = Bi(nm).

O(n) O*(n,m)

diky jednoznacnosti miry ¢}, ,,, jelikoz zobrazeni

¢:O0(n) = O*(n,m), #(g) =roqog

je surjektivni a indukuje rotacné invariantni Radonovu miru na O*(n,m) (viz
konstrukce v rovnici , kde volime p = r o q).

[]

Pozorovdni. Pro libovolné g € O(n) :
[(g(&)m)l = 1&g~ ()| = I(g™" (n), ).

Dukaz:

Druhd rovnost plati, jelikoZ objem (definovany v rovnici [2.6) ,nezdvisi na
poradi®.

Prvni rovnost plati, jelikoz staci cely rovnobéznostén zobrazime pii g, které
zachovava objem (Z definice O(n) : g*g = Id, kde * odpovida transponovani,
kdyz ztotoznime g s matici).

O
Nyni uz je dikaz lemmatu hotov, nebot sta¢i pouzit prvni pozorovani dvakrat,
jednou se zaménénou roli m a k, a podle druhého pozorovani vyjdou prislusné
integraly totozné.
O
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Véta 19 (Herbert Federer, 1996, priklad 2.7.16 (6)). Necht jsou n,m.t jako v
definici[9, potom uz musi

e TG/2T((E 4§ —m)/2)
() = I 5G = myara s )2

Specidalné
C((m+1)/2)T((1+n— m)/2).

Vl((n+1)/2)

Diikaz: Pouzijeme lemma pro k£ = 1 a indukci podle n. Je-li n = 1, pak jediné
m = 1, volili jsme ,(1,1) = 1 coz je v souladu s dokazovanym vzorcem (prazdny
soucin se rozumi jako 1). Necht n > 1, je-li m = n, volili jsme S;(n,n) =1 coz je
opét v souladu s dokazovanym vzorcem. Dale staci dokazovat jen prom < n — 1.
Podle lemmatu [1§ pro & = 1, indukéniho predpokladu a véty [17}

(Bnm))” = (Betn = 1m)) (Bu(n. 1))/ (Bu(n — m.1))" =
(e TG+ - m)/2) | D((E+ 1)/2)T(n/2)

L TG —m) 2T+ )/2) ) Tt 0/2) V7

D((n—m+1)/2va
L((t+ D/2)0((n —m)/2)

ﬁ 1/2 D((t+j—m)/2) \ T/2T((n—m+1)/2) _

AL m)/2)0((t +)/2) | T((n+ /2T ((n — m)/2)

_ ] LGN —m)

- er m)/2T((t+4)/2)

V pripadé t = 1 se  kiizem® zkrati vSechny ¢leny, az na ¢tyfi ¢leny z krajnich
piipadi j =m+1aj=n.

p1(n,m) =

]

Véta 20. Necht jsou n,m,t jako v definici[9, pak Bi(n,m) definovand v rovnici
vskutku existuje nezdvisld na &.

Diikaz: 7 rotacni invariance 0, staci ukazat nezavislost na £ jen pro £ jejichz
slozky lezi v libovolném pevném m-dimenziondlnim podprostoru R”.

Nejsnadnéji se nasledujici ukédze pomoci vnéjsiho soucinu, zkusime to ale i bez
jeho pouziti (abychom nemuseli v praci zavadét vnéjsi algebru apod.).

Zafixujme nejprve libovolny V' € G(n,m). Uvazme L prostor m-tic z V', kde
ztotoznime dva prvky, pokud maji stejny m-rozmérny objem (zavedeny vyse). Na
L zavedeme operaci nadsobeni skalarem z R tak, ze skalarem vynasobime libovol-
nou slozku libovolného reprezentanta.

Jako M oznac¢me stejnou konstrukei (faktorizaci) provedenou na m-tice z R™.
Zvolime libovolny nenulovy prvek [ € L a m € M. Pak kazdy prvek L, respektive
M je nezapornym nasobkem [, respektive m. Kdybychom definici L a M dotahli
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na vektorovy prostor, mohli bychom ftict, zZe jejich dimenze je 1. Tolik ale nepo-
tfebujeme, takhle nam to staci.

Zvolme p € O*(n,m). Prirozenym zpusobem dostaneme (faktorizované) zob-
razeni p : L — M. P je linedarni na nasobky, proto existuje ¢, € R (dokonce
t, € [0,1]) reprezentujici p.

To dokazuje, Ze pro libovolné & € V™ linedrné nezavislou m-tici je |p(§)|/[¢]
stejné (zavislé jen na p).
O

Poznamka. Na zavér oddilu jesté pro zajimavost zminime, ze se standardné voli
Poo(n,m) = 1 pro vSechna n,m € N.

2.4 Vztah s Hausdorffovou mérou
Véta 21. Jsou-li n,m,t jako v definici[9, pak plati
ﬁt(nvm)‘FZn < H™.
Diikaz: 7 definice F}™ a H™ (a prvni poznadmky za definici H™) staci ukazat jen

7.‘_m/2

Bi(n,m)G(A) < T (m/2 1) diam™(A)

pro libovolnou A € B(R"). Z tfeti poznamky plyne, ze

7Tm/2

omT(m/2 + 1)

diam™(A) = A™(B™(0, diam(A)/2)).

Pro kazdé p € O*(n,m) je p 1-lipschitzovskd, proto je diam(p(A)) < diam(A).
Podle slavné izodiametrické nerovnosti (predmét Konvexni télesa, nebo viz Her-
bert Federer, |1996|2.10.33) je

fa(p) = A"(p(A)) < A™(B(0, diam(p(A))/2)) < A™(B(0, diam(A)/2)).

Umocnime na ¢, preintegrujeme 6} ,, a odmocnime:

By(n.m)G(A) < A" (B™(0, diam(4)/2)).

O

Pfipomeneme, Ze pro S jednoduchou m-plochu tifdy (aspori) C! definujeme
miru na plose pg jako

ps(B) = [ Jdm = [ \Jdet(Dy(u)T D (u))ax" (w),

g~ 4(B) g~ 1(B)
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pro B C § (relativné) borelovskou a libovolnou ¢ : U — S mapu plochy S t¥idy
C!, kde je U C R™ oteviend. A definujeme plosny integral

[ fds = [ fdps.

pro f: S — R borelovsky métitelnou.

Véta 22. Jsou-li n > m prirozend cisla, S C R" je jednoduchd m-plocha tridy
Ct, pak
Fi(S) = ps(S)

Diikaz: Zafixujme p € O*(n,m). Oznacime S, = {x € S : p(1,5) = R}, kde
TS znac¢i (m-dimenzionalni) teény prostor S v bodé x € S.

Sy je oteviend (v 5), a tedy méfitelnd, jelikoz doplnék S, lze vyjadiit jako vzor
uzaviené mnoziny {0} pfi spojitém zobrazeni pritazujici bodu z S tihel tecné ro-
viny od prostoru vlastnich vektort prislusejici vlastnimi ¢islu 0 projekce p.

Pozorovdni. Ze Sardovy véty plyne:
A (p(S\ S,)) = 0. (2.7)

Dikaz:

Méame U C R™ otevienou a
h: U — S homeomorfismus, tifdy C' a rank (Dy,(u)) = m Yu € U.

Pouzijeme modifikovanou Sardovu vétu(l2prok=1l=ma f =poh. poh je
lokélné lipschitzovské jelikoz p je lipschitzovské a h je lokdlné lipschitzovské,
nebof je spojité diferencovatelné.

0=H"{f(u): uveUdm(Ds(u)(R™)) <m}) =
=A" ({p(h(u)) : w € U, dim(Dy(h(u))Dy(u)(R™)) <m}) =

h
=\" ({p(h(w) : u € U, dim(Dy(h(u))(ThwS)) < m}) .

p(S\ Sp) =p({z € S+ p(T,5) #R™}) = p({z € ¢ dim(p(T35)) < m}) =
={p(h(w)) : v e U dim(p(ThwS)) < m}).

A nyni si uz jen staci uvédomit, ze p je linearni, proto D,(x) = p pro libovolné
x € R™, speciélné nase h(u), u € U.

]

Pozorovani. Je-li G C S, souvisla a (relativné) oteviend, pak p|q je prosté.

Dukaz:
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Sporem, necht existuji riznd z,y € G takova, ze p(z) = p(y). Nalezneme
kiivku 7y : [0,1] — G t¥idy C! takovou, Ze v(0) = z, v(1) = y (napiiklad lze
difeomorfné zobrazit h~'(G) (pro néjakou C' mapu okoli /) na R™, kde je
spojime tseckou).

Uvazme funkci

r(@) = p(p(v(@)), py)) = dist ({v(a)}, [#.9]), a € [0,1].

Jisté r(0) = (1) = 0. Pokud je r konstantni funkce, bude dalsi ivaha auto-
maticky splnéna. Predpokladejme proto, ze neni.

Ze spojitosti na kompaktu nabyva extrémi. Maximum neni v krajnich bo-
dech, oznacme ap € (0,1) bod maxima. Kvili spojité diferencovatelnosti musi
(o) = 0.

Tedy tecny prostor S, v () je rovnobézny s [x,y], proto projekce te¢ného
prostoru v y(ap) je nizsi dimenze, neboli y(ag) ¢ S,. Spor s definici 7.

O
Disjunktné rozlozme na komponenty souvislosti:

s, =J st
=1

Komponent je jen spocetné, jelikoz mapa je homeomorfismus, (tedy zachovava
pocet komponent) ale do R™ se vice nezli spocetné mnoho disjunktnich otevie-
nych mnozin nevejde. (Alternativné by $lo rozlozit na podplochy pro které je
p~! mapou i bez diskutovani komponent pfimo, ale takhle jsme rozklad provedli
,optimalne®).

- i P4 i N i
S;) . g, jest mapou S). Jakobidn g, v bodé g;(y) € S}

Oznacime g; = (p
je \/det (y)) coz jsme v rovnici 2.6 psali jako |Dy; (y)[, pokud matici

typu n X m ztotoznime s m-tici n-vektori.
|D p( )| < oo jelikoz diky volbé mnoziny S, se nam nemuze stat, aby se m-

2 1 1

Obrazek 2.3: Vyznam D,(y) pro néjakou mapu g parametrizujici jako graf.

rozmeérny rovnobéznostén zobrazil na méné, nezli m-rozmérny rovnobéznostén. A
|Dygs ()| > 0 jelikoz g;, je mapa, tedy rank Dy (y) = m. Funkce y — |Dyi(y)] je
spojitd (jelikoZ plocha je t¥idy C*), tedy i méfitelnd. Pak podle definice plosného
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integralu:

1 [ Dg: ()]
, dS(x) = P d\"(y) = A" (y).
s/ Dy ((9)71 ()] (g;;>—[(s;> Dy 0) (g;;)—[w;;)

Oznacime j : S, — N funkci takovou, ze Vo € S, : z € Sg(x)

e}

1
VNN dS(x) = d\™ =
g @ 5, 4y,
~ [ cardfieN: ye(g) (S,@)}dmy): | card{s, 0y (m)}dA"(y),
p(Sp) p(Sp)

(2.8)

kde 2. rovnost je diky disjunktnosti rozkladu a na kazdé komponenté pouzijeme
predchozi rovnost zvlast, 3. je diky volbé mnoziny S,, akorat body, kde projekce
(gf,)_l = p neni jednoznacnd, zapocitavame vicekrat.

Pro z € S nalezneme maximalni otevienou (a tedy méfitelnou) mnozinu M, C
O*(n,m) tak, ze 0, ,(M,) = 1 a pro viechna p € M, : p(T,.S) = R™ (coz lze,
jelikoz staci Vynechat projekce na prostory majici nejaky normalovy vektor v
T.S).

Systémy mnozin {M,, x € S} a {S,, p € O*(n,m)} jsou fezy téze mnoziny
{(z,p) € S x O*(n,m) : p(T,S) =R™}.

Nyni rovnost preintegrujeme pres vSechna p € O*(n,m) a nalevo pouzijeme
Fubiniho vétu.

/ / ‘D [ i P)0S) = [ [ cand{s, v (W)taN" ()b, ).

o (P O* (nm) p(Syp)
Nic nepridame kdyz napiseme:

card{S N p~'(y) }dA" (y)db;, ,..(p)-
)

n,m) p(

O*(n,m

@m\

Z monotonie A™ a rovnice [2.7| mame, ze \™ (p(S) \p(Sp)) <A\ (p(S \ Sp)> =

proto muzeme integrovat pres vétsi mnozinu p(.S):

_ / / card{S N p~"(y)}dA\" (y)d0}, ,,.(p)-

O*(n,m) p(S)
(2.9)

Zvolme x € S a néjaké libovolné & € (T,,5)™ linedrné nezavislou m-tici vektoru z
tecného prostoru.

Pozorovant.

BeE

|Dgg(x) (p([lf))| = ’p(€)|

Vp € M,.
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Dukaz:

Nahlédnout tento geometricky fakt mtzeme, uvazime-li lineadrni prostor 7.5
jako plochu s mapou g = (p|r,s)~* pro libovolné p € M,. Jako mnoZinu
A CT,S oznacme konvexni obal €. Pak z definice plosného integralu

= [ a5 = [ | IDy@)IdN" () = IDy(O)X" ((4)) = Dy (O)lIp(€)]

jelikoz je jakobian na této plose vsude stejny.

0
Potom z definice /31 (n,m):
sy = [ B,y = [ = | oG i
. |€| ’ |€| |D J(w) ’
O*(n,m) My

kde druhd rovnost plati, jelikoz pro p € O*(n,m)\ M, ma p(§) m-rozmérny objem
roven nule. 3 (n,m) nezavisi na z (jak jsme ukazali v predchozim oddilu), takze
vV rovnici ji vydélime a dostavame

:/Sdsz

/ / card{S N p~ (y) }AN™ (y)db,, (p) = F(S).

O (n,m) p(S
O

Disledek. Necht jsou n > m prirozend ¢isla, S bud jednoducha m-plocha t¥idy
C', A C S (relativné) borelovskéd podmnozina. Pak

F1'(A) = ps(A).

Diikaz: Diikaz provedeme stejné, jako v predchozi vété, ale na misto .S s mnozinou
A. Pouzivat budeme stejné znaceni, jako A, = {z € A : p(T,S) = R™} pro
p € O*(n,m). Jiz vime:

N (p(AN\ Ay)) <A™ (p(S\ S,)) =0, p € O*(n,m).

A opét disjunktné rozlozime

A, _UA p € O*(n,m),

tak, ze pro vSechnaz € N: p Ai Je prosta.
Oznacime stejné g/ mapu S), funkci j : S, — N a mnoziny M, € O*(n,m) pro
x € S. Podle definice plosného integralu je

o0

/ ‘D as@) = [ ax(y) =

=i |
1@ (P =L(gi)-1(A1)

— [ cardfi e N: ye (g) AN (W) = [ card{a, Np” ()}AN" ().

p(Ap) p(Ap)
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Systémy mnozin {M,, v € A} a {A,, p € O*(n,m)} jsou Tezy téze mnoziny
{(z,p) € A x O*(n,m): p(T,S) =R"}. Z Fubiniho véty:

/ / ‘D () = [ [ card{a, 05 @)3an a0, )

1@ (P O (n,m) p(Ap)

/ / card{A N p~'(y) }aN"(y)d6% ().

O*(n,m) p(A

Pro libovolny x € S jsme méli

1 *
51(”#”):]\4/% Wden,m(p)‘

A tedy opét:

:/Adsz

/ /N (play)dA™ (y)db, . (p) = F™(A).

(n,m) p(A)

Na dalsi dtsledek budeme navic potfebovat néasledujici zndmy vztah:

Véta 23 (Herbert Federer, 1996 3.2.3 (1)). Jsou-li n > m prirozend cisla, [ :
R™ — R™ lipschitzovské zobrazeni a B C R™ \"-meéritelnd, tak

[ gsaxm = /R N(flsy)dH" (),

kde jest (m-rozmeérny) jakobidan Jy(u \/det (D¢(u)"Ds(u)), u e A.

Pozndmka. Ten pouZijeme na prostou funkci f tiidy C!. Pak je prava strana
rovna [ X5/ dH™(y) = H™(f(B)), kde x znaci charakteristickou funkci.

A pokud je S = f(U) C' m-plochou pro néjakou B C U C R™ otevienou, tak
levd strana jest [} p) dS, kdykoliv je f(B) (relativné) borelovské, neboli

ps(A) = H™(A),

pro A (relativng) borelovskou podmnoZinu jednoduché C*! m-plochy S.

Dusledek. Necht jsoun > m prirozena ¢isla, 51,55, . .. budte jednoduché m-plochy
tridy C'. S = U2, S; (coZ nemusi byt ani plocha). Pak

FH(S) =H™(S).
Diikaz: Provedeme standardni Zdisjunktnenl

Pro i € N oznac¢me B; = S; \ Ui} Sk. Pak B; je (relativné) borelovska v S; a
mame disjunktni sjednoceni

1=1
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Proto podle predchoziho disledku a véty [23] je

:if?(Bi) :iusx Z%m H(S).

Dalsi vétu uvedeme jen pro uplnost, dokazovat nebudeme.

Véta 24 (Herbert Federer| [1996| 3.2.26). Jsou-li n,m jako v definici[g, t € [1, oc],
A CR" je m-rektifikovatelnd a H™(A) < 0o, pak

F(A) = H™(A).

Pozndmka. Nahlednéme-li vsak na dikaz této véty ve [Herbert Federer| (1996,
nejsme si jisti, zda je kompletni, aspon v ptipadech ¢ > 1. Zdalo by se, ze jedna
nerovnost je ukdzand jen obsahujic navic konstantu f3;(n,m).

2.5 O motivaci ze zacatku kapitoly
Véta 25. Je-li v m-plocha v R™ tridy C', tak
Bl H" () = [ card(y N L)du(L),
Af(n,m)
kde Af(nym) ={V+y: VeGnn—m),y €V} apnm je mira dina vztahem
[ FDm(L / | 1V g ()0, (V).
Af(n,m) (n,n—m) VL

pro kazdou méritelnou funkei f: Af(n,m) — R.
Diikaz: 7 vét 22 a[15] a pozndmky za ni méme

Binmn" () = | / N(projy | )dH" (1) (V)

G(n,m) V

-/ / card (7 1 (projy,) ™ ({y}) ) dH™ (1) dm (V).

G(n,m) V

Pro V € G(n,m), y € V je (proj,) ' ({y}) afinni prostor V+ + y C R™. Naopak,
je-li L € Af(n,m), tak polozime y = proj;(0) a V = (L —y)*. y a V jednoznacné
urc¢uji L. To ndm urcuje, jakou miru musime na Af(n,m) uvazit.

O

Pozndamka. Dodame jen, ze z poznatku z oddilu plyne 3,(2,1) = 2
Pouzitim véty [24] bychom tento vztah dostali i pro m-rektifikovatelné mnoziny v
R"™ kone¢né ‘H™-miry.
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3. Konstrukce mnozin

Nyni budeme hledat mnoziny, pro které je integralné-geometrickd mira (jen
pro t = 1) nulova a Hausdorffova (stejné ,rozmérna*) kladna. Specidlné uz vime,
ze musime hledat mnoziny které nejsou rektifikovatelné. Dokonce musi byt ryze
nerektifikovatelné jak zjistime z dalstho lemmatu.

3.1 Charakterizace nulovosti
Véta 26. Jsou-li nym,t jako v definici[9, tak plati, Ze

FM'A) =0 < A" (p(A)) =0 pro s.v. p € O*(n,m).

Diikaz: V dukazu véty [15] jsme dokézali

G(A) < > G(B), G libovolné borelovské pokryti A.
Beg

Uvazme posloupnost (gj)j y borelovskych déleni A z lemmatu .
At X" (p(A)) = Opros.v.p € O*(n,m). Pak z monotonie \™ : VB € G, :
A™(p(B)) = 0 pro s.v. p € O*(n,m). A tedy (;(B) = 0. Potom z lemmatu [14}

Fi'(A) = lim Z G(B) =0.

Necht F;"(A) = 0. Potom z lemmatu [14}

0=F"(A) =lim ¥ G(B).

oo Beg;
Necht € > 0, najdeme j, € N tak, ze

€ > Z G(B) > G (A).

Beg;

To platilo pro libovolné € > 0, proto (;(A) = 0. Pak z nezdpornosti integrantu
A™(p(A)) =0 pro s.v. p € O*(n,m).
m

3.2 Kantortav prach

Priklad. Budte fiforfafs: RZ = R?:

fi(z) = x/4,

fow) = x/4 + (3/4,0),
f3(x) = x/4+(0,3/4),
fa(x) = x/4+ (3/4,3/4).
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Jisté jsou pak fi,fs,fs,fs podobnosti (tj. lipschitzovské s lipschitzovskym inver-
zem a s prevracenymi lipschitzovskymi konstantami) s podobnostnim pomérem
1/4 (¢isla r;, i € {1,2,3,4} v definici 4)). F € K(R?) bud tim jedinym pevnym
bodem zobrazeni f = U}, f;. Pak dimg(F) = 1.

Pozorovdni. Oznacime-li

n=1

tak plati ' = F.
Dikaz:

Staci ukdzat, Ze F je pevnym bodem f. Vidime, Ze F, C F}, proto:

F= ﬁ F,= nﬁ Fpr = ﬁf(Fn) =/ (ﬁ Fn) =1 (7).

kde prohodit spocetny prunik a funkci f muzeme, jelikoz je f ,spojita“ (do-
konce 1/4-lipschitzovska), vzhledem k takzvané Hausdorffové metrice (respek-
tive spojitd ve Vietorisové topologii), kterd je obsazena v kurzech Metrické
Struktury, Topologie Kontinua ¢i Konvexni Télesa a podrobnéji to tu nebu-
deme rozebirat.

]

Obrazek 3.1: Naznak konstrukce Kantorova prachu.

Torzeni 27. Bud F € K(R?) jako vyse. Pak
HY(F) > 0.
Diikaz: Polozme G = (—1,2)?. Potom G C f(G) a {fi(G) : i € {1,2,3,4}} je po

dvou disjunktni systém.
Tedy podle véty |§|je dimy (F) = 1 silné (¢islo s > 0 spliujici 1 = 4.5).

Torzeni 28. Bud F € K(R?) jako vyse. Pak
FUF) =0.
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Diikaz: Uvazme r € O*(n,m) ortogonalni projekci na prvni osu, ¢ € O*(n,m)
OG. projekci na druhou osu.
Uvazme podobnosti: hihe R - R:

hi(z) = z/4,
ho(z) = x/4 + 3/4,

s podobnostnimi poméry 1/4. Ozna¢me h = hy U hy. Pak:

hior=rofi=rofs, hhog=gqo fi=gqofs
heor=rofy=rofis, hsog=gqo fs=gqo fi

A tedy:

hor=rof, hoq=qo f.

Takze pevny bod zobrazeni h je r(F) = q(F) = H € K(R).
Stejnym zpusobem zjistime (jako G bychom volili (—1,2)), Ze dimy(H) = 1/2
silné (¢fslo s > 0 spliujici 1 = 2-5). Neboli M (H) = 0.
Podle véty [10] a charakterizace [26] vyse je

FY(F)=0.

O
Provedeme myslenku alternativniho dikazu tohoto tvrzeni, bez pouziti véty [10]

coz ale bude mnohem technictéjsi.

Dukaz: Ze symetrie staci zkoumat jen projekce na primky svirajici s osou x tihel
z intervalu « € (0,7/4) (krajni pripady netieba fesit, neb maji jen nulovou miru).
Podivame se na obrézek s Fy a provedeme projekci na primku s thlem «. To jest

(z,y) = x cos(a) + ysin(w).

Staci zkoumat z kazdého ¢tverce jen dva rohy s nejmensimi a s nejvétsimi sou-
Fadnicemi (obrazek [3.2)).

Néasledné pozorujeme pro jaka a dojde k prekryti. Sepsanim nékolika nerovnosti
nalezneme, ze jediné pro o = arctan(?) nastane situace kdy nam projekce vsech
CtyT Ctverct pokryje cely interval [0, cos(a) +sin(«)] a to s prekryvanim jen kraj-
nich bodi. Ze sobépodobné povahy této mnoziny je jasné ze projekce F;, pri tomto
thlu pokryje [0, cos(a) + sin(a)] i pro vSechna vyssi n.

Podivame se na projekci z F3 (obrazek a vSimneme si, ze existuje pro-
jekce, pri které nevznikne nova ,mezera“. To nastane presné pro arctan(1/8).
Takova projekce pouzita na F;, pro vyssi n uz nebude mit miru konvergujici k 0 s
n — oo, i kdyz jesté klesat bude, jelikoz nejkrajnéjsi ¢tverecky nebudou prekryty.

Lze usoudit, ze v kazdém ze spocetné mnoha krokt konstrukce ptribude jeden
takovy thel (z intervalu (0,7/4)), respektive projekce. To jest mnozina nulové
03 1-miry.

Kromé téchto thla vsak v kazdém kroku ptribudou dalsi ,mezery“ s konstantnim
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Obrazek 3.2: Ukazka projekci s kladnou mérou.

o

tan=1(1/8)

pomérem velikosti oproti predchozimu kroku (tedy nevznikne tlustd“ Kantorova
mnozina, (viz Smith—Volterra—Cantor set) majici kladnou A'-miru). To zap¥icini,
ze vysledna projekce bude mit Hausdorffovu dimenzi mensi nez 1.

]

Dusledek. Nalezli jsme mnozinu, pro kterou se integralné-geometricka lisi od
Hausdorffovy miry.

Priklad. Pro X € (0,1/2) znac¢me jako C(\) C [0,1] mnozinu ktera vznikne iterac-
nim procesem zacinajici jako [0,1] vyhazovanim prostiednich 1—2\ z predchoziho
kroku.

TakZe mnozinu F 7 vySe miZeme oznacit jako (C(1/4))2. A standardni Kantorova
mnozina je C(1/3).

Kdybychom postupy z tvrzeni vyse pouZily na mnoZinu F = C(1/3)?, analogicky
bychom dostali

FYF) =0, H(F) = co (jelikoz dimy (F) = 21og(2)/log(3)),

coz také splnuje zadani prace.

3.3 Troj-rozmérny Kantorav prach

Priklad. Vyuzivajice znaceni z predchoziho oddilu budeme v tomto oddilu uvazo-
vat mnozinu

F=(C(1/8))%.

Snadno analogicky bychom nalezli osm generujicich podobnosti, mnoziny
F,, n € N a opét bychom analogicky dostali dimy (F') = 1 silné.
Nyni vSak nemtzeme pouzit vétu se dvéma sméry. Ukazeme, Ze:

Tvrzeni 29. F' je ryze 1-nerektifikovatelnd.
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Pak pouzitim Federer-Bezikovicovy véty [ a charakterizaci nulovosti uz
dostaneme FYF)=0.

Nez zacneme dukaz, nejprve si definujme:

Definice 10. At A C R" je borelovskd mnozina, a € A, L afinni 1-dimenziondlni
prostor prochdzejici a. Pro § > 0 definujeme kuZel

S(a,L,B) = {z € R" : dist({z},L) < f||z — a||}.
Rekneme, Ze L je aproximativnim tecnym prostorem v a k A, pokud
o limsup,_, 2H'(ANB(a,r)) >0 (Neboli, a je bodem hustoty A).
« VB> 0:lim,_oiH (ANB(a,r)\ S(a,L,3)) = 0.

Poznamka. Pro predstavu: pro 5 > 1 je S(a,L,) cely prostor, S(a,L,g
stranny kuZel svirajici od L thel 7.
1-dimenzionalni te¢ny prostor je aproximativnim teénym prostorem, jelikoz mno-

zina AN B(a,r)\ S(a,L,5) bude pro dost malé r prazdna.

) je dvou-

Véta 30 (Pertti Mattila, 1995/ dusledek 15.20, formulace zjednodusena). Necht
E C R" je borelovskd spliujici H'(E) < oco. Pak je E ryze 1-nerektifikovatelnd
prave tehdy kdyz ve H'-skoro viech bodech nemd Zddny aproximationi tecnsj pro-
stor.

Nyni k dikazu tvrzeni o nasi mnoziné:
Diikaz: Bud a € F libovolny, L libovolny afinni 1-dimenzionalni prostor proché-
zejici a. Nejprve ukazeme, ze:

Pozorovant.

38 >0 lim E’HI(F NB(a,r)\ S(a,L,3)) # 0,

r—0 7

neboli L neni aproximativnim te¢nym prostorem k a.

Fi

0

Obrézek 3.3: Volba ihlu, nakreslena je jen dvou-rozmérna analogie.
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Dikaz:
Zvolime [} = %arccos (%) Necht pro spor je

1

},l_r% ;H (F N B(CL,T’) \ S(Cl,L,ﬁ)) = 0.
Bud ¢ > 0, najdeme 1 > ry > 0 tak, ze

1
64+/3°

CHUF NBlar) \ S(@LB)) < ¢

()

Pro viechna n € N oznac¢me F!, ... Fp jednotlivé krychle v mnoziné F,.
Nalezneme minimdlni ny € N takové, Ze existuje ¢ < 8"~ tak, aby

a € F} C B(a,r).

Tedy z minimality

1 1
V3 <rg< ——/3.

8ro—1 8no—2
7o lze pfipadné trochu zmensit, aby F'N B(a,r) = F N F} Diky volbé § (viz
obrézek [3.3] jednd se o dvojndsobek thlu mezi vektory (7,1,1) a (1,7,1)) se
nam nemuze stat, aby kuzel S(a,L,5) protnul vSech osm krychlicek z F,, 11
lezici ve Féo- Proto, vyuzivajice translac¢ni invarianci Hausdorffovy miry, do-
staneme druhou nerovnost:

HY(F)=8"""HY(FNEF.,) <8 "M (FNB(a,rg)) <

To 1
< 8"HY(F N B(a, S(a,L,3)) < 8¢ ——= < 8¢ — =¢.
< 8VH(P (1 B(aro) \ S(a.L,f) < 8% 1z < 8 o —
¢ > 0 bylo libovolné, proto H!(F) = 0, spor. -
Tim jsme ukazali, ze F' nemé aproximativni te¢ny prostor nikde.
Pouzitim véty [30] je tvrzeni dokéazané.
O

Pozndmka. 7 knihy |Pertti Mattila, 1995 (hned za definici 15.3) by se mohlo
zdat, ze lze dokéazat ryze 1-nerektifikovatelnost této mnoziny ptiméjsim zptisobem,
ktery ale nevidime.

3.4 Bestiar mnozin

Tento oddil neméa zadny hlubsi vyznam, ale pomtize ndm s nabytim intuice.

Priklad. Podobné jako v prvnim prikladé uvazime (jen lehce posunuté):

fi.fo S, fs : R? = R?

fi(z) =x/4+ (1/4,0),
folz) = z/4+ (3/4,1/4),
fs(@) = z/4+(0,1/2),
falz) =x/4+(1/2,3/4).
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A mnozinu F pevny bod zobrazeni UL, f;.
Jako G lze zvolit G = (—1,2)2. Pak podle véty@je dimy (F) = 1 silné.

272

1 1
|

Obréazek 3.4: Néaznak konstrukce naklonéného Kantorova prachu a ukazka dvou
projekci s nulovou mérou.

Na obrazku je zndzornénd projekce ktera ma Hausdorffovu dimenzi 1/2 (¢islo
s > 0 splnujici 24% = 1) a projekce majici Hausdorffovu dimenzi log(3) (¢islo s > 0

log(4)
splitujici 355 = 1). A to opét staci k ukdzéni F'(F) = 0.

Priklad. Tento priklad je jen na ukazku prevzat z |[Steven Krantz a Harold Parks,
2008, priklad 2.6.1. Jedna se o pevny bod zobrazeni f:

fiofofs. s : R? = R
filz)=x/4+
fo(z) =x/4+

fa(z)=x/4+

fa(@) =z/4+

—3/4,0),
3/4,0),
1/4,V2/2),
—1/4, - v/2/2),

A~~~ I/~ I/~
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Miizeme si povsSimnout, ze ackoliv jednotlivé stupné konstrukce jsou slozeny z
kouli, vyslednd mnozina (tj. prunik vsech jednotlivych stupni, neboli pevny bod
prislusného zobrazeni) vyjde stejné, at uz byla pocateéni mnozina koule B(0,1)
nebo ¢tverec [—1,1)%

NS -
(]
.Q

o

o

1D 1 T

17D L 1
Obrazek 3.5: Naznak konstrukce naklonéného ¢tyt-kulového prachu.

Projekce s nulovou mérou jsou tieba na pfimky se smérnici —v/2 a 1//2.

Priklad. Tento ptiklad je jen lehce inspirovan obrazkem 4.2 v |Pertti Mattilal,|1995.

1

vl w (SIS

Obrazek 3.6: Naznak konstrukce péti-kulového prachu.

Tentokrat na misto ¢tyrky méame pétku. Zvolenim podobnostniho poméru 1/5
zajistime aby Hausdorffova dimenze byla rovna jedné.

i L . . log(3
Projekce na souradné osy maji dimenzi 122553.

Priklad. Opét postaci definice obrazkem (obréazek .
Miuzeme si vSimnout, Ze projekce na primky majici ihel —7 /6, +7/6,7/2 od osy
x je piesné Kantorova mnozina C(1/3), tedy maji A miru nulovou.
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Obrazek 3.7: Naznak konstrukce trojihelnikového prachu.

Priklad. Konstrukce dalsi mnoziny sice vypada jinak, ale az na posun a zmenseni
vyjde presné stejnd mnozina jako v predchozim pripadé.

V3 3 3 V3 (-1,-1) 1 (-1,-1 1

Obrézek 3.8: Naznak konstrukce tri-kulového prachu.

Priklad. Nasledujici mnozina je zajimava v tom, ze jednotlivé iteracni kroky, tak
jak jsou nakresleny na obrazku, do sebe nejsou zanotfené. To ale ma za nasledek,
ze nemuzeme popsat vyslednou mnozinu pomoci prunikt hvezdicek z obrazku.
Vyslednou mnozinou ovsem rozumime stale pevny bod patfi¢ného zobrazeni:

sin(2m/5)|
sin(2m/5) sin(2m/5)|

Obrazek 3.9: Naznak konstrukce hvézdickového prachu.

Budeme-li chtit popsat vyslednou mnozinu jako prinik, lze vzit jako pocatecni
mnozinu treba kouli (¢i cokoliv jiného kompaktniho a konvexniho) pokryvajici
nasi hvézdicku, ale ne zas moc velkou, aby stale platila podminka s omezenou
otevienou mnozinou G.
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