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Uvod

Problém ¢tyr bodi, jehoz autorem je matematik James Joseph Sylvester, zni
nasledovné: Jakd je pravdepodobnost, Ze ctyri nahodné zvolené body v roviné vy-
tvori konvexni ctyruhelnik? Odpovéd na tuto otazku vibec neni jednoznacna,
problematicky je zde vyraz ,nahodné zvolené body“. Hodnota pravdépodobnosti
totiz zavisi na tom, s jakym rozdélenim se rozhodneme pracovat, pripadné jaky
tvar roviny zvolime.

Cilem této prace je rigorézni rozbor nékolika moznych feseni daného problému
pri ivaze rovnomérného a normalniho rozdéleni. Jelikoz je téma velmi geometricky
zameérené, je prace doplnéna mnoha obrazky objasnujicimi dany postup.

V kapitole 1 uvazujeme, ze ¢tyTi vzajemné nezavislé ndhodné body maji spo-
jité rovnomérné rozdéleni na néjaké konvexni kompaktni mnoziné s kladnou mi-
rou. Ukazujeme, ze afinni transformace mnoziny nema vliv na vyslednou hodnotu
pravdépodobnosti utvoreni konvexniho ¢tyrtuhelniku. V sekci 1.1 uvadime zptisob
vypoctu pravdépodobnosti ptimo z definice stfedni hodnoty, tento postup ilu-
strujeme na mnoziné tvaru ¢tverce. V sekci 1.2 potom predstavujeme Croftontiv
vzorec, s jehoz pomoci ukazujeme dalsi mozny zptisob vypoctu, tentokrat ilustro-
vany na mnozinach tvaru trojuhelniku a kruhu. Zminujeme také vzorec odvozeny
pomoci Croftonova vzorce, diky némuz lze ziskat hodnotu pravdépodobnosti pro
mnozinu tvaru pravidelného n-tthelniku. Na zavér kapitoly uvadime tabulku hod-
not pravdépodobnosti pro nékolik vybranych tvartt mnoziny. ReSeni pro mnozinu
tvaru trojtihelniku je prevzaté z knihy Solomon (1978), feSeni pro mnozinu tvaru
kruhu ¢astecné prebirdme z knihy Kendall a Moran, (1963).

V kapitole 2 uvazujeme, ze vzajemné nezavislé body maji diskrétni rovno-
meérné rozdéleni na m X n siti. V tomto pripadé musime brat v tvahu, ze prav-
dépodobnost shody dvou a vice bodti je nenulova. Z tohoto divodu problém c¢tyt
bodt nepatrné modifikujeme. Hledame pravdépodobnost, ze ¢tyri ndhodné body
m X n sité utvori konvexni objekt, tj. ¢tyrihelnik, trojihelnik, isecku nebo bod.
K nalezeni takové pravdépodobnosti stac¢i urcit pocet vsech moznych nekonvex-
nich ¢tyrtuhelniki, které 1ze z bodl sité utvorit. Pro tuto hodnotu odvozujeme
vzorec, pomoci néhoz pak dostavame predpis pro samotnou pravdépodobnost.
Na zaver kapitoly uvadime graf pravdépodobnosti pro vybrané hodnoty m a n.

V kapitole 3 bereme v tvahu, ze ¢tyfi vzajemné nezavislé body maji dvou-
rozmérné normalni rozdéleni. Zde pro vypocet pravdépodobnosti utvoreni kon-
vexniho Ctyruhelniku vyuzivame Sikovnych transformaci souradnic a nezavislosti
veli¢in. Celé TeSeni prebirame z ¢lanku Blatter| (2008)) a doplnujeme nékteré me-
zikroky:.



Znaceni

Mnozinu redlnych c¢isel znac¢ime R, mnozinu prirozenych c¢isel N. Mnoziny
obecné znac¢ime velkymi pismeny nebo symboly odkazujicimi na tvar. Doplnék,
hranici, vnitiek a konvexni obal mnoziny A C R" zna¢ime postupné A®, A,
int(A) a conv(A). Symbol C vzdy znadi ostrou inkluzi. Charakteristickou funkci
mnoziny A znacime 1 4.

Pro lebesgueovsky meéritelnou mnozinu A C R” znac¢ime jeji n-rozmérnou
Lebesgueovu miru A"(A). Borelovskou o-algebru na R™ znac¢ime B(R™). Obsahem
mnoziny A C R"” rozumime jeji Lebesgueovu miru A"(A).

Body znacime velkymi pismeny, vektory malymi tuénymi pismeny a ma-
tice velkymi tuénymi pismeny, naptiklad X, * a A. Body i vektory vzdy uva-
zujeme sloupcové. Jednotkovou matici typu n x n znaéime I,,. FEuklidovskou
normu vektoru & € R™ zna¢ime ||x||. Vzdalenosti dvou bodi X,Y € R" ro-
zumime || X — Y||. Vzdalenost dvou neprazdnych mnozin A, B C R™ chdpeme
jako inf{||X — Y| | X € A, Y € B} a znacime ji dist(A, B), vzdédlenost bodu
X € R" od neprazdné mnoziny A C R" chdpeme jako vzdalenost mnozin { X}, A
a znacime ji dist(X, A). Determinant matice A znacime det A.

Pravdépodobnost znac¢ime P a stfedni hodnotu E. Ndhodné veli¢iny zna-
¢ime velkymi pismeny. Déle zna¢ime R (M) rovnomérné rozdéleni na mnoziné M
a Na(p, ) dvojrozmérné normdlni rozdéleni s vektorem stiednich hodnot g € R?
a kovarian¢éni matici 3 € R?*2,

Budeme znacit

CQ := [zvolené body vytvorily konvexni ¢tyfuhelnik],
RQ := [zvolené body vytvorily nekonvexni ¢tyftihelnik] = CQ°

z anglického convex quadrilateral a reentrant quadrilateral, a dale

CO := [zvolené body vytvorily konvexni objekt],
RO := [zvolené body vytvoiily nekonvexni objekt] = COC.

Pro ¢isla a,b € NU {0} znac¢ime NSD(a,b) jejich nejvétsi spoleény délitel.
Horni celou ¢&st ¢isla € R znacime [z].



1. Problém pri spojitém
rovnomeérném rozdeéleni

Nejprve uvazujme, ze nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny A, B,C, D
reprezentujici ¢tyti ndhodné zvolené body maji spojité rovnomérné rozdéleni. To
ale neni definovdno na celém prostoru R?, budeme tedy uvazovat néjakou kon-
vexni{ kompaktni podmnozinu K C R?, pro kterou plati A\*(K) > 0, nacez veli-
¢iny A, B, C, D maji rozdéleni R(K).

Pravdépodobnost, ze na mnoziné K vytvori body konvexni ¢tyrtuhelnik, 1ze
vyjadrit jako

P(CQ) =1-P(RQ)
=1- P([A € Apep|U[B € AacplU[C € Aapp|U[D € AABC])

E[\(Aapc)]

=1—-4P(DeA =1—-4 , 1.1

( ABC) (K (1.1)
pricemz vyuzivame toho, ze ¢tyitihelnik je nekonvexni pravé tehdy, kdyz se pravé
jeden z jeho vrcholtl nachazi uvnitt trojihelniku utvoreného z vrcholii ostatnich,
a také geometrické interpretace pravdépodobnosti pti rovnomérném rozdéleni.

Pro dalsi ivahy budeme pottrebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. Necht f: R* — R" je invertovatelné afinni zobrazeni.
Necht My, My € B(R™) a A"(Ms) > 0. Potom plati

A(F(M)) A

A (f(My)) A" (Ms)

Diikaz.  Invertovatelné afinni zobrazeni lze zapsat ve tvaru f(x) = Ax + b,
x € R", kde A € R™" je regularni matice a b € R". Z vlastnosti Lebesgueovy
miry (Tvrzeni|A.1]) potom dostédvame

N(f(M)) A ({Az+b| @ e Mi}) B N ({Az | @€ My} +b)
M(FMz))  A({Ay+b|yeMp}) N\ ({Ay|y e Mo} +b)

(
M({Az [z € Mi})  |det A|A(M,)  AM(M))
)\"({Ay |y € M2}> - |det A[ A (M) An(My)”

]

Tvrzeni rika, ze invertovatelné afinni zobrazeni f zachovava pomeéry mér
mnozin. Pokud f aplikujeme na mnozinu K, zjistujeme ze vzorce , Ze pro
mnozinu K a mnozinu f(K) se pravdépodobnost P(CQ) nelisi. Staci tedy spocitat
pravdépodobnost pro jednu urc¢itou mnozinu K, stejnou pravdépodobnost potom
dostaneme pro vsechny jeji invertovatelné afinni transformace. Pokud napriklad
spoc¢itame pravdépodobnost pro mnozinu tvaru kruhu o poloméru 1, ziskavame
pravdépodobnost pro vsechny mnoziny tvaru kruhu nebo elipsy.
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Déle ukdzeme dva rtzné postupy pro vypocet pravdépodobnosti P(C'Q). Mu-
zeme bud postupovat piimo a spocitat pravdépodobnost z definice stfedni hod-
noty, nebo lze vyuzit Croftontiv vzorec a podminovani. Prvnim postupem lze
dostat V}’fsledek snadno pouze v pf‘ipadé velmi jednoduchych tvart mnozin, my

vvvvvv

se vyplati pouzit druhy postup, dokonce z néj 1ze odvodit vzorec pro libovolny
pravidelny n-thelnik.

1.1 Primy postup

Uvazujme mnozinu K C R? tvaru étverce s vrcholy (0,0)7, (0,1)7, (1,0)"
a (1,1)", a oznacme A = (Xl,YI)T, B = (Xy,Y2)", C = (X3,Y3)". Potom plati

epaase) = [ ][] corem )\2 N(Aape) dys das dys dzs dyy day. (1.2)

A€K BEK Ce K
Pro dalsi postup pottebujeme nésledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1.2. Necht A, B,C € Rz, A= (Jfl,yl)—r, B = (IQ,?JQ)T, C = (1’3,y3)—|—.
Potom pro obsah trojuhelniku A apc plati
1 1 1 U
)\Q(AAgc) = 5 det | 1 T2 Y2 . (13)
I x3 ys

Diikaz. Z lineérni algebry vime, Ze pro obsah rovnobézniku /7, , urc¢eného vek-
tory u,v € R? plati
N (o) = |det(u [ v)] .

Oznac¢me a = (z1,y1)", b = (29,92)", ¢ = (x3,y3)" vektory reprezentujici jed-
notlivé body, potom dostavame

1 1 — T T3— X
A(A = 2N Tpvca det b
(Basc) 2 (Fb-a,ea) = ‘ <y2 Y1 Ys— Wy
1
=5 (e — 21)(ys — y1) — (x3 — 21) (Y2 — 1)
1
=5 Y1 (23 — 22) + y2(21 — 23) + Yy3(w2 — 1)
1 1 1 U
—|det | 1 T2 Y2
2
I x3 ys3
O
Po dosazeni vzorce ((1.3)) do predpisu 1' ziskdme rovnost
T
E[ AABC // // //§§ det 1 To Yo || dys das dys day dy; day
AeKBEKCEeEK T3 Ys
Iz
—// // // det 1 Ty Yo || dys des dys dzs dyy dzq. (1.4)
A€cKBEKCEK T3 Y3



Dalsi postup vyzaduje rozdéleni integrace na pripady, kdy je determinant matice
kladny a kdy zaporny. Nejprve definujeme nésledujici pojmy.

Definice 1.1. Necht A,B,C € R?, A = (z1,y1)", B = (x2,12)", C = (w3,3)"
a necht A\ apc je trojihelnik jimi urceny. Rekneme, Ze trojiuhelnik A apc je kladné
orientovany, jestlize je determinant

Iz n
det [1 xo o
I x3 y3

kladny. V opacném pripadé rekneme, Ze trojuhelnik /N spc je zaporné orientovany.

Vsimneme si, ze trojuhelnik A pe je kladné orientovany praveé tehdy, kdyz
jsou jeho vrcholy pojmenovany proti sméru hodinovych rucicek, neboli kdyz vek-
tory b —a = (19 — 21,9 —y1) ac — a = (3 — 21, y3 —y1) tvoif kladnd
orientovanou bazi {b — a, ¢ — a} (viz Obrézek [L.1)). Determinant je totiz roven
determinantu matice prechodu od béze {b — a, ¢ — a} ke kanonické bazi, neboli

L 1
det [1 29 yo| =det(b—a|c—a).
I xs ys

Pokud je béze {b — a, ¢ — a} kladné, resp. zaporné orientovand, je i determinant
kladny, resp. zaporny.

—14

0 1

Obréazek 1.1: Znazornénd situace, kdy {b — a, ¢ — a} tvoii kladné orientovanou
bazi. Vidime, ze se vytvori trojuhelnik s vrcholy pojmenovanymi proti sméru
hodinovych rucicek.

Chceme védét, v jakych pripadech body A, B,C' vytvoii kladné orientovany
trojuhelnik, a kdy naopak zaporné orientovany trojuhelnik. Rozdélime si integraci
ve vzorci ([1.4) na Sest pripadi:

(XD 2y <ay<a3 (X4)ry<a3<m
(X2)$1§(L’3§I2 <X5>ZE3§$1§JI2
(X3) x2§x1§x3 <X6) $3§$2§£L’1



s s NV

Y1)y < w2 <y (Y4) Y2 <ys <
Y2)y1 <ys<wya (YD) ys <wn <o
Y3)ya<un<ys (Y6)ys<y2<w

Celkem dostavame 36 rtznych kombinaci nerovnosti. Staci ale vyresit jen pri-
pad (X1) a jeho podmozZnosti, ostatni pripady dostavame prejmenovanim vrcholi
trojuhelniku.

Nejprve vytesime piipad (X1) a (Y'1). Trojihelnik A 4pec muze byt kladné,
ale i zdporné orientovany (viz Obrazek . Kladné orientovany je tehdy, kdyz se
bod B nachézi pod thloptickou obdélniku [z1, x3] X [y1,y3], v opacném piipadé
je zaporné orientovany. Pro kladné orientovany trojihelnik dostdvame integral

y1+(z2— xl)gs:zl 1 1 1 Y1
/// /// Podet (1 an o | dyadysdy dapdazdan
1/ T1 y1 Yy 2 1
3 Y3

= / / / / / (w2 — 1’1 (y3 — 1) dys dyy diry dics iy
z1 Jx1 Y1 1‘3 — xl)
_ 1 _
N / / / / $2 xl yl) dyl di[fg dl'g d$1
T Jx1 12 ;L’3 — xl)

_// " 132_1'1) d(lfgdl’?)dxl // Lxl)dx;;dxl
xy Jay 4 3—$1)

_/0 432 dxl ~ 1728’

pro zaporné orientovany trojihelnik bychom obdobné spocitali integral

1 1 x3 1 ]_ il yl
/// /// “Laet[1 g | dyodys dy, d dog day
0 JaiJar oy Syit(@a—a) B 2 L
3 Y3

a obdrzeli stejny vysledek. Dohromady dostavame pro pripad (X1) a (Y1) hod-
notu 2/1728 = 1/864.

1
Ys - - ¢
' B '
Y2 '
n o
A
0 T1 To X3 1

Obrazek 1.2: Znazornény piipad (X1) a (Y'1). Bod B se muze nachazet nad i pod
uhloprickou ohranic¢ené oblasti. Podle toho se potom odviji znaménko determi-
nantu.



Déle vyresime pripad (X1) a (Y2). Pri této kombinaci je trojihelnik A spc
zaporné orientovany (viz Obréazek , dostavame tedy integral

1 o w

/ / / / / / 9 det L zy ys dyd dyZ dyl dredrsdr; =
T T Y1 Y1

1 r1 pzs 1 r1 7] )
_/0 // //7<x1+x2_2$3)(3/2—y1) dys dyy day das day
:Cl z1 y1
1
= LI /0 (o1 -+ 3 — 202)(1 - 1) do A dy oy

1 mi T3 1
—/ / ZEl + 29 — 2?[73) dZEQ dZE3 d[L‘l
0 Jxi

551

1 rl 11 1
—/0 / (1'3 — ZEl) d(L’g dl’l = /() 96 (1 — .Tl) d$1 = @

1
B
Y2 T :
Y3 o O
Y1 S I
A
0 Ty T2 T3 1

Obréazek 1.3: Znazornény piipad (X1) a (Y'2). Vidime, ze touto kombinaci vznika
zaporné orientovany trojihelnik.

Podobné v piipadech (X1) a (Y3), (Y4) nebo (Y'5) dostavame hodnotu 1/384,
v piipadé (X1) a (Y6) pak opét 1/864. Celkem tedy ziskdvame
2 4 > 11

2 — - - —_
E[A (AABC)} B 6(864 T3sa) T 1

Pravdépodobnost, ze body A, B, C, D s rovnomérnym rozdélenim na jednotkovém
¢tverci (a tedy na libovolném rovnobézniku) utvoii konvexni ¢tyftihelnik, je potom
rovna 11 95
2
P(CQ) =1-4E[N(Aapc)| =1 =% = 36"
Podobny postup lze aplikovat i na mnozinu K tvaru trojuhelniku, pro jiné
tvary je ale primy postup zbytecné slozity.



1.2 Postup s vyuzitim Croftonova vzorce

V této casti budeme vyuzivat Croftontiv vzorec. Nejprve uvedeme potiebné
definice, nasledné upravime verzi vzorce z knihy [Solomon| (1978| kap. 5) pro nas
pripad.

Definice 1.2. Rekneme, #e funkce h: R? x --- x R? — R je symetricka, jestlize
pro kaZdé x1, ..., x, € R* a kaZdou permutaci © mnoZiny {1,...,n} plati

h(l’l, e ,xn) = h(l‘ﬂ(l), e ,J]w(n)).

Definice 1.3. Rekneme, Ze funkce h: R? x --- x R? = R je pozitivné homogenni
stupné d € NU {0}, jestlize pro kazdé xy,...,x, € R* a 0 > 0 plati

h(oxy, ..., 01,) = o®h(xy, ... x,).

Tvrzeni 1.3 (Crofton). Necht K C R? je konvexni kompaktni mnoZina, kterd
splriuje N2(K) > 0 a (0,0)" € int(K). Necht Xy, ..., X, je ndhodny vibér z rov-
nomérného rozdéleni na K. Ddle uwvazujme funkci h: R? x --- x R? — R, kterd
je meéritelnd, symetrickd a pozitivné homogenni stupné 0. Potom pro U € B(R)
plati

P(h(Xy,..., X,) €U) =P (h(Xy,...,X,) €U | X, € OK),

pricemz pravdépodobnost P (h(Xl,...,Xn) e U ‘ X, € aK) definujeme jako
limitu

lim P (h(Xy,...,X,) €U | Xi € K\ 0K, Xa,..., X, € oK),

o—1—

Diikaz. Pro g € (0,1) uvazujme po dvou disjunktni jevy

A, = [X1,..., X, € oK),
By= U (IXieK\oKIN[X; € ok Vje {1,....n}, j A1),

Co= U U XX € K\ oK),

i€{l,...,n} je{l,..,n}, j#1

7. geometrické interpretace pravdépodobnosti a z vlastnosti Lebesgueovy miry
(Tvrzeni [A.1)) dostavame

2K)\" (oK) L.
P(Ag): ()\Q(K)) = (/\Q(K)) =0,

_ [ A (oK) N (oK) " _ 2\ 2(n—1
P(Bg)—<1> (1_ )\Z(K)) ()\2([(>) —n(l—g)g( ),

P(Og) =1- (P(AQ) + P(BQ)) =1 QQn —n(l- 92)92(n_1).

Pro U € B(R) ozna¢me H = [h(X7,...,X,) € U]. Z véty o tplné pravdépodob-
nosti (Tvrzeni|A.2) plyne

P(H) = P(H | Ag) P(A,) + P(H | Bo) P(B,) + P(H [ Co) P(Cy).



Z predpokladu pozitivni homogenity pro funkei h plyne P(H) = P(H | A,), tedy

n(l _ 92)92(71—1) 1 — Q2n _ TL(]_ _ QQ)QZ(n—l)

P(1) = Pt | B, " e | €, nlogle”
neboli
2(n—1) 2(n—1)
B no B ng
P(H) = P(H | By) oy gy P | cg)(1 N Q2<n1>)-
Plati

nQQ(n—l)

gll>ni1—1_|_g2+...+g2(nfl) =1

Y

tedy ziskdvame P(H) = liIIll P(H | B,). Na zavér si uvédomime, ze ze symetrie
o—1—

funkce h plati

P(H|B,) =P(H| X, € K\ oK, Xs,....X, € 0K).

]

Diky Tvrzeni muzeme predpokladat, ze jeden z bodu A, B,C, D lezi na
hranici mnoziny K. Nechf se jednd o bod A. Déle podobné jako pri odvozeni

rovnosti (|1.1]) dostdvame

P(CQ)=P(CQ|AcdK)=1-P(RQ| A€ 0K)
=1-P([B€Dacp|U[C € Aapp|U[D € Aype] | A € OK)
=1-3P(D € Aapc | A€ IK)

L E[V(Aane) [ A€ 0K]

N(K) ’

ptricemz pro jev H chapeme pravdépodobnost P(H | A € 0K) jako limitu

lim P(H| A€ K\ oK, B,C,D € oK),

o—1—

a pro veliéinu X chapeme stfedni hodnotu E [X ‘ A e oK ] jako limitu

lim E[X‘AEK\QK, B,C,D € oK|.

o—1—

Ukazeme FeSeni nejprve pro mnozinu K tvaru trojihelniku. Resen{ prebirame
z knihy [Solomon| (1978 str. 101-108) a doplnujeme nékteré mezikroky. Predpo-
kladame, ze bod A lezi na hranici K, mnozinu pak muzeme rozdélit na dvé pod-
mnoziny podle tusecky spojujici A a protilehly vrchol trojihelniku. Podmnoziny
oznacime S a Ss, vrcholy trojihelniku K oznac¢ime Oy, O, O3. VSe je znazornéno

na Obrazku [L.4
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Obrézek 1.4: Mnozina K tvaru trojihelniku rozdélena na dvé podmnoziny Sy, Ss.

Pokud zafixujeme bod A a oznac¢ime stiedni hodnotu pri pevné zvoleném A
jako E4, miZeme z véty o uplné stiedni hodnoté (Tvrzeni|A.3)) psét

Ea[A(Aapc)| = Ea [N(Aapc) | B.C € $i|Pa(B,C € 5))
+Ea [M(Aapc) | BE S, C €S| Pa(BE S, CeS)
+Ea [N (Aupc) | BE Sy, CeS|Pa(BeES,, CeS)
+Ea [N )| B,C € S| Pa(B,C € S),

A ape

cOZ je rovno

E, [)‘Q(AABC) ‘ B.Cc 51] <A2(51>)

N(K)
+2E4 [)\Q(AABc) ’ B e Sl, Ce SQ:| A Sl A S2
+Ea [A?(AABC) \ B,C € SQ] (iiifg;) . (1.6)

Nejprve spocitame hodnotu E 4 [AQ(AABC ‘ Beb5, Ce SQ} Pokud zafixu-
jeme bod B 6 S1 a oznac¢ime p primku prOChaZGJICI body A a B pak je Strednl

Vviev

trojuhelniku S5, neboli
Ean [dist(C, p)} = dist(E4 g C, p) = dist(13, p). (1.7)

Zde E4 p znadi stfedni hodnotu pii pevné zvolenych bodech A, B. Pro stredni
hodnotu E4 p [)\Q(A ABC) ’ Ce 52} pak dostavame rovnost

1 .
Ean [N(Dapc) | C €8] = 5 1B —All Ean [dist(C, p)]
1
= 5 1B = A]| dist(Ts, p) = N(Dapr,)
1 .
=3 |2 — A|| dist(B, q),

kde ¢ znac¢i primku prochéazejici body A a T,. Situace je znazornéna na Ob-

razku [L.5

11



o AN\ "0y O /A O
(i) Obsah trojuhelniku Aapp, lze spoc¢i- (ii) Obsah trojuhelniku Aapp, lze také
tat s vyuzitim vzdéalenosti bodu T> od spocitat s vyuzitim vzdalenosti bodu B

primky p. od primky q.

Obrazek 1.5: Mnozina K spolecné s Cervené vyznacenym trojihelnikem A gpr,.
Znazornény jsou dva rizné zpisoby vypoctu obsahu trojuhelniku A 4p7,.

Pokud budeme B opét uvazovat jako ndhodnou veli¢inu, dostaneme
E 4 [)\2(AA30) ‘ B e Sl, C e SQ:| =E4 {EA,B [)\2(AA30) ‘ C e SQH

1 )
=E4 5 | T2 — Al| dist(B, q)

1 .
= 17— Al dist(T3. g
= )‘Q(AAT1T2)7 (18)

jelikoz obdobné jako pri odvozeni rovnosti (|1.7]) plati
Ea [dist(B, q)] = dist(Ea B, q) = dist(T3, q).

Vysledny trojahelnik Aap g, mizeme vidét na Obrézku [1.6]

O,

Obrazek 1.6: Mnozina K s vyznacenym trojtihelnikem A 7,7,

12



Déle Chceme Vyjémdfit pomér obsahti trojﬁhelniku AAT1T2 a mnoiiny K.

Vv

stranou 0109 trOJuhelnlku K, navic vzdalenost stran 1775 a 0105 je rovna jedné
tretiné vzdélenosti vrcholu Os a strany O0s. Z Obrazku [1.7] zaroven vidime, Ze
délka strany T; 75 musi odpovidat 1/2 ze 2/3 délky strany O;05. Dostéavame tedy

N(Dar,) = = dist(T1 Ty, 0105) HT2 1|

dist (O3, 0102) == ||02 O |

@\»—t[x:)\»—t[\a\
N =W Q

. 1
||02 01” dlSt(Og,, 0102) = § )\Q(K),
celkem po dosazeni do rovnosti ([1.8) ziskdvame
1
Ex [)\2<AA30) ’ B e Sl, Ce SQ] = §A2(K)

Vsimneme si také, ze plati

gAQ(K).

/\2 (AO3T1T2) = 9

1

Obrézek 1.7: Trojuhelnik K s vyznacenymi téznicemi trojihelnikti S; a Sy, spo-
le¢né s potrebnymi vlastnostmi.

Nyni chceme spocitat E» L)\Q(A ABC ‘ B,C € 5; J Rozdélime trojihelnik S;
na dvé podmnoziny Vi, V5 podle téznice spojujici stited M strany O,03 a vrchol A.
Situaci zndzornuje Obrazek [1.8]

13
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Obrazek 1.8: Rozdéleni trojuhelniku S7 na podmnoziny V; a V5.

Podobné jako v rozpisu (1.6 dostavame pii predpokladu B, C € S} rovnost

Ea[N(Aasc) |B,.C € 81 =
= E4 [N (Aupo) | B,C € V| P(B,C € 1)
+2Ex [N(Lapo) | BEW, C e B|P(B eV, Cely)
+E4 [N(Dapo) | B,C € V3| P(B,C € V),

coz lze vyjadrit jako
2 1)?
Ea[\(Lapc) | B,C € V] (2>

1 2
+2E4 [M(Aasc) | BV, CeVal(5)

2

+Ea [N(Lasc) | B.C € Vi) (;) (1.9)
diky tomu, ze V; a V5 maji stejny obsah. Z predchozich vypocti vime, ze
Es [V(Basc) | BV, C €3] = £ X5,
déle staci uvédomit si, ze diky Tvrzeni plati

Ea[N(Aapc) | B,C €S|  Ea[M(Aasc) | B.C € V]
A2(S1) N X (V)
Ea[\(Ausc) | B.C € V)]
ISYED

pro ¢ = 1,2, neboli

; EL P\Q(AABC) ‘ B,C € 51} =Ex [)\Q(AABC> ’ B,C e Vl]
=E4 {AQ(AABC) ’ B,C e V?]

14



Po dosazeni do rozpisu (|1.9) dostavame rovnost

E4 [X(D o) | B.C € 5] = i(; Ex [X(Aasc) | B.C € 5]

4
—\2(S8
+9 (S1)

1
+ 5 Ea [Az(AABC) ‘ B,C ¢ 510,
odkud ziskiavame

EA [)\2<AA30) } B,C € 51} = ?7 /\2(51)

Obdobné bychom spocitali

A[N(Aupc) | B.C € Sy = 247

Vsechny vysledky dosadime do vyjadreni (1.6 a dostdvame

A2(S,).

4 (V(Sl))
27( (K)
2 \2(S1) \(S)
9 N(K)
4 (s)
7 ()

Oznacéme s délku strany O;0,, x vzdéalenost boda O; a A, a v vzdalenost
vrcholu Os a strany O;0,. Situaci znézornuje Obrézek [1.9]

Ea [)\Q(AABC)] =

(1.10)

S

Obrazek 1.9: Mnozina K s Cervené vyznacenymi vzdalenostmi s = [|Oy — O],
r = [|[A— 0] av=dist(O3, O;0).

15



Ztejmé plati

1 1 1
M(K)=-sv, A(S))=-zv, N(S2)==(s—a)v
2 2 2
Pokud vse dosadime do rovnosti ([1.10)), ziskdme
4 1w 210 4 1 v
EiIN2(A L B — —— —(s—2x)
4 [V(Base)] 5702 ? TgastET Tty gl
2v 3 3 v
= 2752(1' + (s —x) ) —i-gx(s—:c).

Do této chvile jsme uvazovali zafixovany bod A. Nynl budeme opét brat bod A
jako nahodnou veli¢inu. Abychom ziskali E {)\ (Aape) ’ A€ oK } musime spo-

¢itat stfedni hodnotu z E4 [/\Q(AABC)}, tedy
E P\Q(AABC) ‘ Ace 5K} =E {EA P‘Q(AABC)H
—/S 1(2732 (s—x)3)+91}8$(s—x)> dx
27s3</sx d:E—I—/ —t3dt> 057 /S(sx—xQ)d:c
= 21;1;3 /Sar dx+982/08(sx—x ) dz

_ v +(1s3—133)

T 9758 T 92\ 2 3
1 1 11 1

= —svt —sv= - sv= - \(K).
27sv+54sv 923'0 9 (K)

Vysledek dosadime do rovnosti (|1.5)), odkud dostaneme

IN(K) 2
POQ) =1-3%505" =5

Stejny postup lze aplikovat na K tvaru obecného konvexniho n-tthelniku. Nej-
prve uvazujeme pevné zvolené A € 0K, podle kterého rozdélime K na n — 1
trojtthelnfkit (viz Obrézek [1.10). Vyjadifme stiednf hodnotu Ex [\*(A4pc)| po-
moci véty o tplné stfedni hodnoté (Tvrzeni jako

ZEA[ (Aapc) ]B C e S|P(B,CeS)

=1

n—1 n-—1
+Z Z QEA [/\2(AA30) ‘ B e SZ', C e S]:| P(B € Si7 C e S])

i=1j=i+1

a dopocitame jednotlivé pripady. Stfedni hodnotu E [AQ(A ABC) ’ A€ 0K } pak
spocitame jako

E

Ea {)\2<AABC)} ;
vysledek nakonec dosadime do rovnosti (|1.5)) a ziskdme P(C'Q).
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Obréazek 1.10: Nepravidelny konvexni Sestitthelnik rozdéleny spojenim bodu A na
hranici s protilehlymi vrcholy na pét trojuhelnikt Sy, ..., Ss.

Pro K tvaru pravidelného n-tthelniku odvodil finsky astronom H. A. Alikoski

vzorec 0 cos? b + 52cos 6 + 4d )
COS” @ + 02 cos ¢ + ™

= — 1.11

9n?sin? ¢ ’ ¢ n’ (1.11)

jeho odvozeni je mozné nalézt v knize |Solomon (1978, str. 109-113). Pokud

bychom pak chtéli ziskat pravdépodobnost P(CQ) pro K tvaru kruhu, zfejmé

sta¢l uvazovat

PICQ) =1~

P(0Q) = i (1- LTGROy Dot n o
L ggrgo(9cos2¢+52c;)s¢+44) L 9c0520+5200520+44
i Zsin im n2si
05 nh_{{}og” N ¢ 9nh_>I£10n sin® ¢
SRR Tor e

Ukazeme také alternativni feseni pro mnozinu K tvaru kruhu. Vyuzijeme na-
znaku Teseni z knihy [Kendall a Moran| (1963, sekce 2.34). Uvazujme tedy

K = {(:U,y)T € R? ‘ 4 (y—1)7%< 1}.
Opét predpokladame, ze bod A lezi na hranici mnoziny. VSimneme si, ze pro
libovolné umisténi bodu A na hranici dostavame stejny vysledek. Pro libovolny
pevny bod A € 9K pak plati

E[\(Aapo) | A € 0K| = Ea [N (Aagc)|.

MiiZzeme tedy zvolit A = (0,0)" (viz Obrazek [1.11]).
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Obréazek 1.11: Mnozina K tvaru kruhu o poloméru 1 spoleéné s bodem A umis-

ténym do pocatku.

Budeme chtit vyjadiit body B = (X, Y3)", C = (X3,Y3)" pomoci polérnich
souradnic. Pouziti klasickych polarnich souradnic ale neni vhodné. Pokud totiz
na nadhodnou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim na K a hustotou

1
f(xay) = ;]l{x2+(y—1)2<1}a x,yER,

aplikujeme transformaci g; s inverznim zobrazenim danym predpisem

g (1) = <¢) L re(0,00), 6 € (0,2m),

rsin ¢
dostévame transformovanou hustotu tvaru
r
fl(r7¢) = ;1(0,25in¢)><(0,7r)(7“7 ¢)7 T7¢€R7

kterd neodpovida rovnomérnému rozdéleni. Pokud ale aplikujeme transformaci g,
s inverznim zobrazenim danym predpisem

510) = (Viemt) . 1€ (0.00) o€ (0.20)

dostavame transformovanou hustotu tvaru

1

f2(7", ¢) = ﬁ ]1(0,4sin2¢)x(0,ﬁ)(T7 ¢)7 r, ¢ € R?

kterd jiz ztejmé odpovida rovnomérnému rozdéleni, a tuto transformaci tedy mu-
zeme pouzit. Na Obrazku vidime rozdil mezi rozdélenim klasickych a modi-
fikovanych polarnich soutradnic.
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(i) Ndhodny vybér z rozdéleni s husto- (ii) Ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou
tou fi transformovany zobrazenim g;. Vi-  fo transformovany zobrazenim gs. Body
dime, ze body jsou koncentrované okolo jsou zfejmé rovnomérné rozmisténé.
pocatku.

Obrazek 1.12: Znazornény jsou dva ndhodné vybéry z rozdéleni klasickych a mo-
difikovanych polarnich souradnic.

Pouzitim modifikovanych polarnich souradnic dostavame vyjadreni

B = (\/EQCOS@Q, \/R>gsin CIDZ)T a C= (\/Ri),cos D3, @sinég)T,

kde veli¢iny Ry, @9, R3, 3 maji sdruzenou hustotu tvaru

1
SRy @0, Rs 05 (T2, B2, 73, 03) = 2 L0, 45in2 )% (0, 7) (T2, $2) L0, 45in2 g5 x (0, =) (73, P3)

pro ra, g, 13, o3 € R. Obsah trojihelniku A 4pc potom lze vyjadrit jako

L = 5.
)\2(AABC> = 5 R2 Rg ‘8111((1)3 — q)g)| .

Situaci znazornuje Obrazek Celkem tedy dostavame

EA[)\Q(AABC)] = // / SR os 15,05 (T2, $2, 73, §3) N (D ape) drg ds dry dgy

BeR2 CeR?

m pm pdsin?¢y  pdsin?gs 1 ] . dra dro dd= d
LT G g v VR il — 0] dradraddoy
m pmo pdsin® ¢y pdsin g3 ] )
[ L R RinGa - e dradradoados
T pmo p2singy p2sings ] .
— / / / / <3 tats [sin(ds — a)| 2t5 265 dts dby dds Aoy
o Jo Jo 0 gm
7w pmo p2singy p2sings ] 2,9 .
— / / / / 55 taty [sin(¢gs — o) dts iz des dgo, (1.12)
o Jo Jo 0 2m

kde jsme ve ctvrté rovnosti pouzili substituci ¢, = /ry a t3 = /3.
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Obrazek 1.13: Mnozina K s vyznacenymi body A, B, C' a prislusnymi veli¢inami.

Po vyjadreni
2sin ¢ 9 8 .3
/ t*dt = = sin” ¢
0 3

a dosazeni do rovnosti ([1.12]) ziskdvame

EA AABC / / b s1n3 ¢2 sm3 ¢3 |sm(¢3 — ¢2)| d¢3 d¢2

Vsimneme si, ze pro ¢o < ¢3 je sin(¢s — ¢2) > 0, pro ¢ > ¢3 naopak
plati sin(¢3 — ¢2) < 0. Mizeme tedy psat

E4 2(2ane)] = [ / " 2 sin® g sin® g ( — sin(dg — ¢2)) des oy

97T2

b [ o sin® 6 sind gy sinon — 6u) dn o
—9 /0 ”932sm3¢2 sin® g sin(gs — o) des Ao

o2

/ / sin® g sin® gy sin(s — do) Ay dgy. (113

97r2
Plati
/ " sin® gy sin(ds — ¢) doy =
- / (cos(dds — 2) — Beos(20s — ¢2) — cos(20s + d) + 3cos b ) Ay
= 8( — i(sm 3o + sin ¢o) + 3sin ¢y + ;(sin 3y — sin ¢o) + 3(m — ¢2) cos ¢2>
= 312(5111 3¢2 + 9sin ¢g + 12(7 — @) cos ¢2)7
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a dale
™ 1
/ sin® ¢, 3—2(8111 3¢9 + 9sin ¢y + 12(m — ¢) cos (;52) doy =
0

T 1

= / 3 (9 sin® ¢y 4 sin 3¢y sin® ¢y + 12(7 — o) sin® ¢y cos ¢2> deo
0

1 (277r s 367T) 35

“3\s s ) =6

Po dosazeni do vyjadreni ((1.13)) dostdvame

| 4 o] =6, b - £ 52 - 2

dosazenim do vzorce (|1.5)) pak ziskdvame

35 35
POQ)=1-3-2=1— .
(cQ) 3367T2 12 72

Na zévér uvedeme pravdépodobnost P(C'Q) pro nékolik vybranych tvart mno-
ziny K (viz Tabulka [L1]).

Trojihelnik Ctverec Pétitthelnik  Sestitthelnik — Kruh

PCo)F B mEE w1
= 0.667 0.694 0.701 0.703 0.704

Tabulka 1.1: Pravdépodobnost P(C'Q) pro vybrané tvary mnoziny K.

Miizeme si vSimnout, ze s pribyvajicimi vrcholy pravidelného n-ithelniku se
pravdépodobnost P(CQ) zvétsuje. To plyne z toho, ze funkce ve vzorci
je ostre rostouci. Nakonec, rakousky matematik W. Blaschke dokézal platnost
nasledujictho tvrzeni, které se neomezuje na pravidelné n-tthelniky.

Tvrzeni 1.4. Necht K je konvexni kompaktni podmnozina R?  spliu-
jici NX*(K) > 0. Oznacme Pr(CQ) pravdépodobnost, Ze Ctyri nezdvislé stejné
rozdélené ndhodné body s rozdelenim R(K) utvori konvexni ctyrihelnik. Potom
plati

e Px(CQ) > Pa(CQ), pricemZ rovnost nastivd pravé tehdy, kdyz je K tvaru
trojuhelniku,

e Px(CQ) < Po(CQ), pricemz rovnost nastivd prave tehdy, kdyz je K tvaru
kruhu nebo elipsy.

Diikaz. Ptiefer| (1989, sekce 3)
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2. Problém pri diskrétnim
rovnomeérném rozdeéleni

V této kapitole se budeme zabyvat problémem ¢tyr bodu pri diskrétnim rov-
nomérném rozdéleni. Nejprve ale musime zavést nékolik pojm1.

Definice 2.1. Pro m,n € N definujeme m x n sit jako mnoZinu

{(:L’,y)T ERZ‘xe{l,...,m},yE {1,...,77,}}.

Pro m = n = 1 je 1 x 1 sit zfejmé mnozina obsahujici pouze bod (1,1)".

Piiklad 5 x 4 sité miZeme vidét na Obrazku [2.1]

Obrazek 2.1: Ukéazka 5 x 4 sité.

Definice 2.2. Necht K je m x n sit a body A, B, C, D lezi na siti K. Rekneme,
ze body A, B,C, D utvorily nekonvexni objekt, jestlize plati

3X € {A,B,C,D}: X € int(conv({A, B.C. D})).

V opacném pripadé rekneme, Ze A, B,C, D utvorily konvexni objekt.

Je dobré si uvédomit, ze pri utvoreni nekonvexniho objektu nezalezi na tom,
jakym zptusobem mezi body polozime strany. Zalezi pouze na dané kombinaci

bodi. Znazornuje to Obrazek

Obréazek 2.2: Vidime dva rtzné zpiisoby umisténi stran mezi body 3 x 3 sité.
Ackoliv se vysledné ¢tyiuhelniky lisi, jde o stejnou kombinaci bod, jedna se tedy
o tentyz nekonvexni objekt.
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Uvazujme nyni m X n sit K a nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny
A, B, C, D s rozdélenim R(K). Jak napovida predchozi definice, nebudeme hledat
odpoved k puvodnimu problému ¢tyr bodi, ale k jeho nasledujici modifikované
formeé:

Jaka je pravdépodobnost, Ze body A, B,C, D na siti K utvori konvexni objekt?

Ziejmé se totiz miuze stat, ze nékteré z bodi budou totozné, pripadné ze budou
lezet na jedné primce. Tyto jevy maji pii spojitém rovnomérném rozdéleni nulovou
pravdépodobnost, pri diskrétnim rovnomérném rozdéleni tomu tak jiz neni.
Pravdépodobnost, ze na m X n siti vytvori body konvexni objekt, 1ze vyjadrit
jako
24S,,xn
()t

kde S,,x» znaci pocet vsech riuznych nekonvexnich objektt v m x n siti vytvo-
fenych body A, B,C, D bez ohledu na pojmenovani vrcholt. Cislo 24 = 4! pak
reprezentuje pocet vSech zptsobt, kterymi lze ve ¢tyrihelniku vrcholy pojmeno-
vat. Pro ziskani pravdépodobnosti tedy zrejmé stac¢i urcit hodnotu S,,xy.

Pokud m nebo n nabyvd hodnoty 1 nebo 2, ziejmé plati S,,x, = 0, tedy
P(CO) = 1. Pro m = n = 3 jiz nachdzime celkem osm kombinaci bodu tvoficich
nekonvexni objekt (viz Obréazek , neboli S3.3 = 8, odkud potom

P(CO)=1—-P(RO)=1—

24S3.5 2123
94 2187

P(CO)=1—

=0.971.

Obrazek 2.3: Znazornény jsou jediné dvé kombinace bodu (az na rotaci) ve
3 x 3 siti, které vytvori nekonvexni objekt.

Pro obecnd m,n > 2 odvodime vzorec pro vypocet S,,«,. Nejprve ale definu-
jeme potrebné pojmy.

Definice 2.3. Necht K je m x n sit. UvazZujme objekt na siti K tvoreny
body (x1,191)", ..., (xr,ur)" € K, k € N. Definujeme $itku objektu jako

ije{l,... k}H},

max{ |z; — ;| +1
a vysku objektu jako
max { |y; — y;] + 1 ] i,je{l,... k}}.
Kazdy nekonvexni objekt na m x n siti ma néjakou sitku s € {3,...,m}

a vysku v € {3,...,n} (viz Obrazek [2.4)). Projdeme postupné vSechny hod-
noty s, v a urc¢ime, kolik nekonvexnich objekt se sitkou s a vyskou v se v m xn siti
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nachézi. K tomu zrejmeé staci urcit, kolik nekonvexnich objekti se sitkou s a vys-
kou v se nachézi v s X v siti, a prislusné ¢islo potom vynasobit poc¢tem moznych
umisténi s x v sité do m x n sité.

Obréazek 2.4: Nekonvexni objekt v 5 x 5 siti, jehoz sitka je 5 a vyska 4.

Oznacme tedy By, pocet vSech nekonvexnich objektl v s x v siti, které maji
sitku s a vysku v, a asx, pocet vSech moznych umisténi s x v sité do m x n sité.

Celkem dostavame o
Smxn = Z Z Asxv Boxo.-

s=3v=3
Nejprve uréime hodnotu agy,. Pokud umistime s x v sif do levého dolniho
rohu m X n sité, mizeme ji ziejmé (m — s)-krat posunout o jeden bod doprava
a (n — v)-krat o jeden bod nahoru (viz Obrézek [2.5)). Dohromady pak

asxp =(m—s+1)(n—v+1), se{3,....,m},ve{3,....,n}

(ii) Posun 4 x 3 sité v horizontalnim smeéru.

Obrézek 2.5: Ukéazka moznych vertikalnich a horizontélnich posunuti 4 x 3 sité
v 7 x 5 siti, pokud je pocatecni poloha v levém dolnim rohu. Dohromady dosta-
vame 3 - 4 = 12 moznych umisténi 4 x 3 sité do 7 x 5 sité.

Déle chceme ur¢it hodnotu By, pro s € {3,...,m} av € {3,...,n}. Uva-
zujme tedy s x v sit. Hodnotu By, odvodime tak, ze nalezneme vSechny trojihel-
niky v s x v siti se sitkou s a vyskou v a nasledné spocitame body sité nachazejici
se uvnitt danych trojuhelnika (viz Obrazek [2.6)).
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Obréazek 2.6: TTi body na 6 x 4 siti tvorici trojuhelnik se sitkou 6 a vyskou 4.
Uvniti trojuhelniku lezi 6 bodt, pridanim kazdého z nich k dané trojici bodi
dostavame 6 riznych nekonvexnich objekti.

Aby mél trojtuhelnik v s x v siti sitku s a vysku v, zfejmé se alespon jeden
z jeho vrcholit musi nachdzet v rohu sité. Necht se jednd o roh (1,1)". Umfs-
téni do ostatnich roht ziskdme pripadnym zrcadlenim. Dalsi postup rozdélime
na Ctyri moznosti (az na pripadnd zrcadleni) podle polohy zbylych dvou vrchola
trojuhelniku:

(i) Jako druhy vrchol zvolime bod (1,v)". Tfeti vrchol volime z mnoZiny
{0 |ief2. .. .n-1}}
(ii) Jako druhy vrchol zvolime bod (s,1)". Tfet{ vrchol volime z mnoZiny
{,0)7 |ief2,....,m=-1}}.
(iii) Druhy vrchol volime z mnoZiny {(s,j)T ‘ je{2,...,n— 1}}, treti vrchol
z mnoziny {(i,v)T ‘ ie{2,...,m— 1}}

(iv) Jako druhy vrchol volime bod (s,v)". T¥eti vrchol volime z mnoZiny

{(z’,j)T i€{2,....m},je {1 [@—1)“”}.

Jednotlivé moZnosti muzeme vidét na Obrézku [2.7 Oznacme postupné
ML ,, M2 M3 a ML pocet nekonvexnich ctyfihelnikii pii moZnos-
tech (i), (ii), (iii) a (iv). Z Obréazku také vidime, ze pfi moznosti (i) lze
kazdy nekonvexni objekt zrcadlit podle vertikalni osy, pfi moznosti (ii) pak podle
horizontalni osy. Pfi moznostech (iii) a (iv) muzeme nekonvexni objekty zrcadlit

podle vertikalni i horizontalni osy. Dohromady tedy dostavame

+ 4 M

SXv*

+4 M3

SXv

+ 2 M?

SXv

Byxy = 2M!

SXv

Zbyva uréit hodnotu M%_ pro jednotliva k = 1,2, 3,4. K vypoctu vyuzijeme
vzorec, ktery odvodil rakousky matematik G. Pick.
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L] L [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ° ° ° ° ° ° °

L] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ° ° ° ] ] ] ]
(i) Vyznacené vrcholy (1,1)T, (1,v)" a (ii) Vyznacené vrcholy (1,1)7, (s,1)" a
mnozina, ze které vybirdme treti vrchol. mnozina, ze které vybirame tieti vrchol.

(iii) Vyznageny vrchol (1,1)" a mnoziny, (iv) Vyznacené vrcholy (1,1)7, (s,v)" a

ze kterych vybirame druhy a treti vrchol. mnozina, ze které vybirame tieti vrchol.

Obréazek 2.7: Jednotlivé moznosti (az na zrcadleni) umisténi vrchola trojihelniku
do 7 x 5 sité tak, aby mél trojihelnik sitku 7 a vysku 5.

Tvrzeni 2.1 (Pick). Uvazujme mnohothelnik M na m x n siti. Oznacme u pocet
bodu site, které se machdzeji uvnitrr M, a h pocet bodu site, které leZi na nekteré
ze stran mnohouhelniku M. Potom plati

Diikaz. Varberg (1985)
O]

Diky Pickovu vzorci lze lehce spocitat obsah slozitych mnohotihelnikt. Napii-
klad na Obrazku vidime mnohothelnik tvaru hvézdice na 9 x 9 siti. Na hranici
mnohothelniku se nachézi 16 bodi sité, uvnitt mnohothelniku je pak 25 bodu
sité. Obsah dopocitame jako

16
25—|—3—1:32.

Obréazek 2.8: Mnohothelnik tvaru hvézdice tvoreny body na 9 x 9 siti.
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Pickiv vzorec tika, ze pocet bodu sité, které se nachazeji uvniti trojihel-
niku A urceného tfemi body na siti, je roven

h
Tuto rovnost budeme vyuzivat pri dalsich vypoctech. Potfebujeme také nasledu-
jici tvrzeni.

Tvrzeni 2.2. Necht (z1,y1) ", (x2,y2)" jsou body m x n sité. Potom tisecka mezi
témito dvema body obsahuje pravé

NSD< |$2 — LIZ‘I‘ , ‘yg — y1|) +1
bod1 site.

Diikaz. Pokud z; = x5 nebo y; = yo, tvrzeni zfejmé plati, jelikoz pro libo-
volné a € N je NSD(a,0) = a, navic NSD(0,0) = 0. Necht tedy x; # 2, y1 # Yo,
a oznac¢me

D = NSD(|za — 1], [y2 — 11])-

Uvazujme nejprve D = 1. Predpoklddejme, ze kromé krajnich bodd obsahuje
tisecka jesté né&jaky dalsi bod sité, oznacéme ho (¢, d)". Ten miizeme vyjadiit jako

c\ (m: . i To — T

d (0 K\ Y-t
prong&jakéi € {1,..., K —1}, kde K = min{|zy — 21, |yo — v1]}. Aby bod (c,d)"
lezel na siti, musi byt ¢,d € N, a tedy + (22 — 1), 3 (y2 — y1) € Z. To by
ale znamenalo, ze ¢isla |xe — 1], |y2 — 1| maji spole¢ného délitele, coz je spor

s predpokladem nesoudélnosti.
Nyni necht D > 1. Usecka zfejmé obsahuje vsechny body tvaru

a; I 7 To — X1 .
= _|_7 5 :0,1,...7D,
<bi> (3/1) D<y2_y1> !

tedy pocet bodl sité nachazejicich se na tsecce je alespon D + 1. Kazdy dalsi
bod sité lezici na tsecce by se musel nachazet mezi body (a;, b;)", (ait1,bis1)"
pro néjaké i € {0,...,D — 1}. Hodnoty |a;+1 — a;| a |bi11 — b;| ale musi byt ne-
soudélné, a tedy z predchozi ¢asti se na tisecce mezi body (a;, b)) " a (aiy1,biy1)"
zadny dalsi bod sité nenachazi.

O

Nyni uvazujme moznost (i) rozloZeni vrchola trojihelniku na s x v siti. Hle-
ddme hodnotu ML, . Vrcholy trojihelniku jsou body (1,1)7, (1,v)" a (s,5)" pro

n&jaké j € {2,...,v — 1} (viz Obrazek [2.9).
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(1,1)"

Obrazek 2.9: Trojthelnik na s x v siti dany body (1,1)",(1,v)" a (s,5)" pro
néjaké j € {2,...,v—1}.

Obsah trojuhelniku je 5 (s—1)(v—1). Déle potFebujeme zjistit, kolik bodi sité
lezi na hranici trojihelniku, tuto hodnotu oznacime h}. Diky Tvrzeni vime,
Ze na tsecee mezi body (1,1)7, (s, )" lezi celkem NSD(s — 1, j — 1) + 1 bodd,
na tise¢ce mezi body (1,v)", (s,5)" leZ{ celkem NSD(s — 1, v — j) + 1 bodt, a na
tise¢ce mezi body (1,1)7, (1,v)" leZ{ zfejmé v bodii. Dohromady

1 . .
hj =NSD(s—1,5—1) +NSD(s =1, v — j) +v — L.

Pocet bodt sité, které lezi uvniti trojuhelniku, potom dle Pickova vzorce spoci-
tame jako
1

(s—l)(v—l)—i—l—?j.

1 _

N | —

Celkem dostavame )
o
1 1
Msxv - Z uj‘
j=2

Déle uvazujme moznost (ii) rozlozeni vrcholi trojihelniku na s x v siti. Chceme
spocitat hodnotu M2 . Vrcholy trojihelniku jsou body (1,1)",(s,1)" a (i,v)"

SXv*

pro néjaké i € {2,...,s — 1} (viz Obrazek [2.10)).

(1,1)" (s,1)"

Obrazek 2.10: Trojthelnik na s x v siti dany body (1,1)7,(s,1)" a (i,v)" pro
néjaké i € {2,...,s —1}.
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Obsah trojihelniku je opét 3 (s — 1)(v — 1). Obdobné jako pfi moznosti (i)
odvodime

h? =NSD(i —1,v—1) +NSD(s —i, v — 1) + s — 1,

2 _
u; =

(3—1)(1}—1)4—1—};’?.

N —

Celkem dostavame )
2 _ 2
Msxv - § : ui .
i=2

Nyni uvazujme moznost (iii) rozloZeni vrcholu trojihelniku na s x v siti. Hle-
ddme hodnotu M2, . Vrcholy trojtihelniku jsou body (1,1)7, (i,v)" a (s,5)" pro
néjaké i € {2,...,s—1}aje{2,...,v— 1} (viz Obrazek [2.11]).

)T

(,v

(1,17

Obrazek 2.11: Trojthelnik na s x v siti dany body (1,1)", (4,v)" a (s,5)" pro
néjaké i € {2,...,s—1}aje{2,...,0v—1}.

Obsah trojuhelniku ziskame tak, ze od hodnoty (s—1)(v—1) odecteme obsahy
trojihelniki danych dvéma vrcholy a prislusnym rohem sité. Dostavame hodnotu

(s-D-1 = (36-DU-D+36- D=1+ (—)w—7).

Dale pomoci Tvrzeni spo¢itdme body na hranici trojihelniku, tuto hodnotu
oznacime hj ;. Plati

hj ; =NSD(s—1,j—1)+NSD(i — 1, v —1) + NSD(s — 1, v — j).

7. Pickova vzorce potom dostavame

uy ;= (8—1>(v—1)—; ((s=DG=D+(i-Dw=1)+(s—i)(v—j))+1- 2]
a tedy
M§><v = ; ;Uij.

Nakonec uvazujme moznost (iv) rozlozeni vrcholu trojihelniku na s x v siti.
Zbyrvé ur¢it hodnotu M2, . Vrcholy trojtihelniku jsou body (1,1)7, (s,v) " a (4,7)"

SXv-*

pro néjaké i € {2,...,s}aj € {1, ce [(v - 1)((;'1__11“} (viz Obréazek [2.12)).
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(1,17

Obrazek 2.12: Trojihelnik na s x v siti dany body (1,1)7, (s,v)" a (i,5)" pro
néjaké i € {2,...,staje {1 {(v— 1)((;;11))”.

Obsah trojithelniku ziskdme tak, Ze od hodnoty £ (s—1)(v—1) odecteme obsah
objektu daného vrcholy trojihelniku a prislusnym rohem sité. Tento objekt lze
rozdélit na t¥i ¢asti (viz Obrazek [2.13)).

Obréazek 2.13: Trojihelnik spole¢né s objektem danym body (1,1)", (4,5) ", (s,v) "
a (s,1)". Ten lze rozdé&lit na t¥i ¢asti, jejichZ obsah jiz snadno spocéitame.

Obsah trojuhelniku je tedy

1 1

= D=1 = (FE-DG-D+36—)w—i)+—)G-1).

4

i j» spocitame diky Tvr-

Pocet bodt na hranici trojuhelniku, ktery oznacime h
zeni [2.2] jako

4 . . . .
h; ; =NSD(s —1,v—1) + NSD(i — 1, j — 1) + NSD(s — i, v — j),

z Pickova vzorce potom

Dohromady
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Ziskali jsme piedpis pro véechna M* k= 1,2,3,4, tedy i vzorec pro vypo-

¢et S,,xn pro libovolnd m,n > 2. Vysledny vzorec pro m,n € N mé pak tvar

_Jo, m € {1,2} nebo n € {1,2},
e Z;n::; ZZ:g as><v Bsxva ma n > 27
kde
sy = (M —s+1)(n—v+1),
BSXU =2 M;Xv + 2 Mixv + 4 MZ)XU + 4 M;lxv'

Dokazeme tedy spocitat pravdépodobnost P(CO) pro libovolnou m x n sit.
Obrazek znézornuje graf hodnot pravdépodobnosti P(CO) pro m x n sit,
m,n € {1,...,150}. Na Obréazku pak muzeme vidét kontury grafu.
Vsimneme si, ze s rostouci dimenzi sité se pravdépodobnost P(C'O) snizuje.
Déle se domnivame, ze pokud bychom uvazovali nxn sit, n € N, pak by se pravdé-
podobnost P(CO) limitné blizila pravdépodobnosti P(C'Q) utvoreni konvexniho
¢tyfthelniku pfi rovhomérném rozdéleni R(K) pro mnozinu K tvaru ¢tverce. Ta
ma hodnotu P(CQ) = 0.694. V Tabulce uvadime vybrané hodnoty P(CO)

pro n x n sit.

n 3 10 50 100 150
P(CO) = 0.9707 0.7656 0.6998 0.6960 0.6952

Tabulka 2.1: Pravdépodobnost P(C'O) pro vybrané hodnoty n.

31



Obrazek 2.14: Graf zobrazujici hodnoty pravdépodobnosti P(CO) pro rozméry

sité m,n € {1,...,150}. Jednotlivé hodnoty jsou mezi sebou interpolované.
150
P(CO)
125 1
0.85
0.75
100
n 7o
0.7
50 -
25
| 1 0.695
1 | 1 1 1

1 25 20 75 100 125 150

Obrazek 2.15: Na grafu muzeme vidét kontury pravdépodobnosti P(C'O) pro hod-
noty m,n € {1,...,150}.

32



3. Problém pri dvourozmérném
normalnim rozdéleni

Nyni uvazujme dvourozmérné normdlni rozdéleni No(u, ), kde p € R? je
vektor stfednich hodnot a ¥ € R**? je pozitivné definitni kovarianéni matice.
Déle mé&jme nezavislé ndhodné veli¢iny A, B, C, D s rozdélenim N3(p, 3) repre-
zentujici jednotlivé body. Opét se ptame na pravdépodobnost, ze body vytvori
konvexni ¢tyruhelnik, feseni prebirdme ze ¢lanku [Blatter (2008). Pravdépodob-
nost znovu znac¢ime P(CQ). Thned si uvédomime, ze mizeme bez ijmy na obec-
nosti uvazovat u =0 a X = Is.

Oznac¢me p primku prochézejici body A, B a g primku prochézejici body C, D.
Ptimky p a ¢ se zfejmé s pravdépodobnosti rovnou jedné protnou, bod priniku
oznacme S. Déle situaci rozdélime podle polohy bodu S vii¢i ostatnim bodim na
¢tyri moznosti:

(i) Bod S lezi mezi body A, B i C, D.
(ii) Bod S lezi mezi body A, B, ale nelezi mezi body C, D.
(iii) Bod S nelezi mezi body A, B, ale lezi mezi body C, D.
(iv) Bod S nelezi mezi body A, B ani C, D.

Na Obrazku [3.1] mtuzeme vidét, ze v pripadech (i) a (iv) body A, B, C, D utvoii
konvexni ¢tyfuhelnik, v ptipadech (ii) a (iii) pak obdrzime nekonvexni ¢tyrihelnik.

(iii) (iv)
Obrazek 3.1: Ctyfi riizné moznosti polohy bodu S vad bodiam A, B, C, D.
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Pokud oznacime

Jy =[S lezi mezi A, B,
Jy :=[S lezi mezi C, D],

zrejmé pak muzeme pravdépodobnost utvoreni konvexniho ¢tyruhelniku vyjadrit
jako
P(CQ) = P(J))P() + (1 = P(11)) (1 = P(a)). (3.1)

Piedpokldddme, %e body A = (X1,Y1)", B = (X, Y3)" jsou vzdjemnd neza-
vislé a maji rozdéleni N5(0, I5). Veli¢iny X1, Y, Xs,Y; jsou tedy vzdjemné neza-
vislé a jejich sdruzend hustota ma tvar

1

fX1,Y17X27Y2 (xla Y1, T2, y2) = 4771_2 exp{ —

x3 + oy + a3+ s
9

}a xlax%yl?yQER-

Na vektor (X1,Y7, X5, Y3)" budeme chtit aplikovat transformaci tak, aby byla
v nové soustaveé soutadnic primka p rovnobézna s vertikalni osou. Chceme tedy
pouzit rotaci v zdporném sméru okolo poc¢atku o tithel @, ktery lze vyjadrit jako

™

¢ = arg{ X, — X, YQ—Y1}—§,

kde

L} a> 0,
a

arctang—i—ﬂ, a<0ab>0,

arctang—ﬂ, a<0ab<0,

arctan

arg{a,b} = { _
2 a=Oab>O,
-5, a=0ab<0,
0, a=0b=0.

Body A, B v nové soustavé souradnic potom vyjadiime jako
A=UW)" a B=(UW)".

Situace je zndzornéna na Obrézku [3.2] MuZeme si také vSimnout, Ze v nové sou-
stavé souradnic plati Vi < V5 s pravdépodobnosti rovnou jedné. Oznac¢me dale

G=R"\ {(x17y17x27y2>T eR! ‘ (x1,51) " = (I2,y2)T}7
H = {(u,vl,vg,gb)T eR? ‘ vy < Ug, ¢ € [0,27T)},

a definujme zobrazeni g: G — H dané predpisem

21 €OS ¢ + Yy sin @
—x18in ¢ + Y1 cos ¢
—Zo8In @ + Y2 COS @

¢

9($1ay1a$273/2) = 5 (95173/17552a3/2)T € G7

kde -
¢ = arg{xg — X1, Y2 — yl} - 9
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Obrézek 3.2: Znazornéna primka p urc¢ena body A, B spolecné s osami nové sou-
stavy souradnic a thlem .

Zobrazeni ¢ je ziejmé bijekce. Inverzni zobrazeni ¢~! je ddno predpisem

U COS ¢ — V1 sin ¢
usin @ + vy cos ¢
U COS ¢ — Vg Sin @
usin ¢ + vy cos ¢

gil(u7 vl7”27¢) = ) (u7U17U27¢)T € H.

Jakobidn zobrazeni g~! je tvaru

cos¢ —sing 0 —usin ¢ — vy cos ¢
det sing  cos ¢ 0 U COS ¢ — vy sin ¢
coSs @ 0 —sing —wusin ¢ — vy cos ¢
sin ¢ 0 coOsS¢  uCcos@ — vysin ¢
sin ¢ 0 U COs ¢ — vy sin @

= (=1)"*?(—sin¢) det | cos¢ —sing —using — vycos @
sing cos¢  ucos¢ — vysin @
cos ¢ 0 —usin ¢ — vy cos ¢
+(=1)*"?cos¢ det | cos¢p —sing —using — vy cos @
sing cos¢  uCcos@p — vy sin @
= sin ¢ (u cos ¢ — vy sin ¢ + vy sin @) + cos ¢ (—u sin ¢ — vy cos ¢ + vy cos @)

= Uy — V1.

Sdruzend hustota veli¢in U, V;, Va, ® ma potom pro (u, vy, ve, ¢)" € R?* tvar

1 2u? 4+ v 4+ 02
fU,Vl,Vg,q)(uavlana Cb) = m exp{ - 212}(02 - U1) ]1H(U7 U1, V2, ¢)
1 9 1 _v%+v§

1
:ﬁe 'ﬁ(UQ—/Ul)e 2 ‘ﬁ]lH(U,Ul,'UQ,QZ)).
Thned vidime, Ze veli¢iny U, ® a vektor (V;, V)" jsou vzajemné nezéavislé.
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Stejny postup aplikujeme na body C' = (X3,Y3)" a D = (X4,Y,)". Rotaci
v zaporném sméru okolo pocatku o thel
T
3

ziskdme novou soustavu soutradnic, v niz vyjadiime body C, D jako

C=W,2)" a D=(W,2)".

v = arg{Xy — X3, Yy — Y3},

SdruZena hustota velicin W, Z1, Z», ¥ je pak pro (w, 21, z0,%) " € R* tvaru
1 2 1 21 +23 1

Jw,zi, 200 (W, 21, 22,9) = ﬁe_w BN (20 —21)e "2 - o= Lar(w, 21, 22,9),
kde
M = {(w,zl,ZQ,lp)T eR? ’ 21 < 29, 1 € [0,277')}.

Opét vidime, Ze veliciny W, ¥ a vektor (7, Z) " jsou vzajemné nezavislé.

Bod S miZeme v novych soustaviach soufadnic vyjadfit jako (U,Vi)" a
(W, Z,)". Bod S zfejmé lezf mezi body A, B pravé tehdy, kdyz plati V; < V., < Vs,
obdobné S lezi mezi body C, D pravé tehdy, kdyz plati Z; < Z, < Z,. Uvazujme
nejprve pevné zvolené v, € R. Spocitdme pravdépodobnost jevu [V} < V, < V4]
za podminky V, = v, pomoci hustoty vektoru (V3,V5)", kterd ma tvar

1 B chas
(v, v2) = NG (V1 —v2) e "2 Lpyy m)Ter2 v <wo}(V1,V2), V1,02 €R.

Pravdépodobnost spocitame jako

PVi<Vi<ValVa=uv)= [ [ fum(vrvs)dv.du,

1 Ux [e.9] _1/%+1f%d d
= — Vg —U1)€ 2 Vo AU
s Lo (e vy

2

1 Vx v% oo v2 Vx v% oo v%
= —— e_Tdv/ vee 2 dv —/ Ue_Tdv/ e_2dv>
2ﬁ</oo 1 . 2 2 LU 1 . 2
1 v Ve 42 d w2 oo 42 d
=——e 72 e 2z t+e_7/ e 2 t>
2ﬁ< /m v

v2 o v2 ]. v2
1 2 2w 2 w2

v _i2
e e 2 e 2dt: = —e 2,

2/ —oo 2/ ¢ 2

Obdobné bychom spocitali

2
P(Z1<Z*<ZQIZ*:Z*):7G_7
V2

pro pevné zvolené z, € R.
Déle ozna¢me © = ¥ — ®. Tato veli¢ina reprezentuje tihel, ktery spolu sviraji
osa u a osa w novych soustav souradnic (viz Obréazek [3.3)). Zfejmé potom plati

W =Ucos©® 4+ V,sin® a U=WcosO® — Z,sin0O,
odkud vyjadiime

W — U cos©

Vi= —F7F7—
sin ©

Hodnota V, a Z, tedy zavisi na U, W a ©.

B Weos® —U
N sin © ’

a *
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Obrézek 3.3: Body A, B,C, D, ptimky p, ¢ a prunik S spolu s prislusnymi osami
soustav souradnic a thlem ©.

Snadno bychom ukéazali, ze velicina © ma hustotu tvaru

1
fe(0) = P Lio,27)(0), 6 €R.
Hustoty veli¢cin U a W jsou tvaru
1
Jo(u) = ﬁe_uz, u € R,
1
Jw(w) = 76_1"2, w € R.

NG

Vime, ze veliciny U, W a © jsou vzajemné nezavislé, jejich sdruzena hustota mé
tedy tvar

1 —Uu"—w
fowe(u,w,8) = 2—7T2e ?—w? ]].(07270(0), u,w, 0 € R.

Z vyjadreni (3.1)) vidime, ze miuzeme psat
P(CQ)=PVi < V. < WVo)P(Z) < Z,. < Zs)
+(1-P(Vi < Vi < W) (1= P(Z1 < Z. < Z)),
pro pevné zvolené v, € R a z, € R tedy dostavame
P(CQ|Vi=n0., Z, = z,) =
=PWVI < Vi<W | Vi=v)P(Z1 < Z. < Zy | Zi = z.)
+(1=PVi < Vi< Vo | Vo=0))(1=P(Z1 < Z. < Za | Z. = 2.))

1 w22 vi

1 2 1 22
_ L 1_2><1_2)
26 ( \/ie \/§e

2,2 _ﬁ _ﬁ
e 2 4+e 2 ).

Vi 25

=1l4+e "7 —

Sl -



Z rovnosti (3.2)) vime, ze veli¢iny Vi, Z, lze vyjadfit pomoci U, W a ©. Pro
pevné zvolené u,w € Ra 6 € (0,27) \ {7} tedy polozme

w — ucosfd wcosl — u
Vy= ———— 4 2y = —

sin 6 sin 0

Potom plati

vz+z*

2 12 2
PCQ|U=uW=w,0=0)=1+e "2 —ﬁ(e_2+e_2)

— 2 )2
_ 1+exp{— (w — ucosh) .+2(w0089 u) }+
2sin“ 0
_1( {_ (w—ucosG)Q}+ {_ (wcos@—u)2}>
V2 P 2sin? 6 P 2sin? 6 '

7 definice podminéného rozdéleni pak spoc¢itame pravdépodobnost utvoreni kon-
vexniho ¢tytuhelniku jako

P(CQ) = PCQ|U=u,W=w, 0 =0) fuwe(u,w,d)dudwdb

SD St~

+

PCQ|U=u,W=w,0=0) fuwe(u,w,d)dudwdb

8

—3 é\g
\
g ——3 é\g

3

™

2// /P(CQ\Uzu,sz,@ze)fU,W,@(u,w,e)dudwde.
0 —oo —00

Integrand rozdélime na Ctyti casti

Pl - fU,W,@(u7w) 0)a

w —ucosB)? + (wcosb — u)?
Pg—exp{—( ;SiIIQ(Q ) }fU,W,@(uvw78)7
1 w — ucos f)?
P = _ﬁ exp{ — (2811129)} fuwe(u, w,0),

1 (wcos — u)?
P4 - exp{ — QSIDQQ} fU,W,@(u7w70)7

pricemz plati
P1+PQ+P3+P4:P(CQ ‘ U:u, W:w, @z@)fUW@(u,w,Q).

Kazdou z c¢asti budeme integrovat zvlast.
Pro prvni ¢ast zrejmé dostavame

[]

1
P dudwdf = 3

\8

8
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Pro dalsi postup potfebujeme nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Necht z,y € R a A = (§%) € R**? je pozitivné definitni matice.
Potom plati

expy — (r,y) A (x, T}d dr = ———
_ZO_ZO p{ (z,y) A(z,y) dy AT
Diikaz. Plati
b? b?
(z,9) A (x,y)" = ax® + 2bry + cy® = az® + 2bxy + ¢y +—y ——y
b b? v\
=a(et 2 Zay+ o)+ (o= D)o
b \? detA ,
:a(x+y> + v,
a a
a tedy
//exp{—(l’,y)A(xy }dydx—// el oY 4y dae
_7 —at2 dt/ detA 2

—0o0

\F\Fﬂ

Va JE3 T VId A

pricemz vyuzivame toho, ze matice A je pozitivné definitni, tedy plati a > 0
a det A > 0.

]

Druhou ¢&ast upravime pro 6 € (0, 7) do tvaru

1 (w —wucos0)? + (wcos — u)?
P, = 2 2 }
‘T o exp{ o 2sin? 0
1 exp { (u? + w?)(2 + sin? 0) — 2uw(2 cos H) }
T on? 2sin? 6

= e { - W QT
kde

Q2 = 2sin2f \ —2cosf 2+ sin?h

Kvadratickéd forma dand matici Q9 je zfejmé pozitivné definitni. Dle Tvrzeni
lze pak integral podle v a w z ¢asti P, spocitat jako

//Pgdudw——/ /exp{ (u, w) Qg (u,w)" }dudw

1 ™ 1 2mlsing] |sin 6|
272 \/detQ, 272 /S +sin?20 w9 — cos?h

1 <2+sin29 —20050)
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Zbyva vysledek integrovat podle 6, tedy

S — sin 6 1
P, dud de_/ :/7&
O/ZOZO 2 et ™9 — cos? 6§ LTV =2
-3

2 /§ 1 q 2 !
= — ———dt = — arcsin -,
mJo 1—1t2 T
pricemz ve druhé rovnosti jsme vyuzili substituce ¢ = %.
Treti ¢ast lze pro 6 € (0, 7) upravit jako
(w — ucos )? }
P J— — . -
’ 2\/_7T2 exp{ w — 2sin? 0
{ (1 + sin? 0)+w(1—|—2sin20)—2uwcos€}
= ex
2\[ w2 p 25in? 0
T
= ex (u, w U, W
2\/_712 p{ ) Qs ) }
kde
1 1 +sin%6 —cost
Qs=-—5 _ 2
2sin” 6 cosf 1+ 2sin“0

Kvadraticka forma dana matici Q3 je pozitivné definitni a opét s pouzitim Tvr-
zeni [3.1] dopocitdme

o0

/1

o0 1 T oo XX
ZOP;;dudwdé’:—2\/_27T2O/_ZO_Zo exp{—(u,w)Qg(u,w)T}dudwdH

0 _ 1 V2 7 sin 6 40

1 T
_ do =
2V/2 2 0/ vdet Q3 22 72 J V3 —cos?d

kde jsme v paté rovnosti vyuzili substituce t = C\"/Sge. Pro ¢tvrtou c¢ast dostavame

stejnou hodnotu integralu.
Sec¢tenim vsech vysledki ziskavame

1 2 1 2 1 4 1 4 1
P(CQ) = 2(2 + — arcsin 3 = arcsin \/3) =1+ - arcsin 37 arcsin 7
4 ! n 2 <7r 9 arcsi 1 > .1 n !
= — arcsin - + —( = — 2arcsin —= )] = — arcsin = + — arcsin —
s 3 m\2 V3 s 3 7 3
6 1
= — arcsin - = 0.649.
™ 3
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Z.aver

V této praci jsme ¢tendre obeznamili s ilohou znamou jako problém ctyr bodi.
Podrobné jsme rozebrali feseni pro nékolik moznych voleb rozdéleni ¢tyt bodi.
Pro kazdou z voleb jsme pak obdrzeli jiny vysledek.

Pti volbé spojitého rovnomérného rozdéleni jsme se pri feseni omezili na kon-
vexni kompaktni mnozinu s kladnou mirou. Ukéazali jsme odvozeni hodnoty prav-
dépodobnosti pro tii zakladni tvary této mmnoziny, to jest trojuhelnik, ¢tverec
a kruh. Dale jsme uvedli vzorec pro vypocet pravdépodobnosti pro libovolny pra-
videlny n-thelnik. Vsimli jsme si, Ze s rostoucim n se pravdépodobnost zvétsuje.
Nakonec jsme uvedli tvrzeni, které stanovuje dolni a horni hranici pro hodnotu
pravdépodobnosti, a to pro libovolnou konvexni kompaktni mnozinu s kladnou
mirou.

P1i volbé diskrétniho rovnomérného rozdéleni na m x n siti jsme hledali hod-
notu pravdépodobnosti utvoreni konvexniho objektu. Zjistili jsme, ze s rostouci
dimenzi sité se tato pravdépodobnost snizuje. Dokonce se domnivame, ze pri
uvaze n X n sité se pravdépodobnost limitné blizi pravdépodobnosti utvoreni
konvexniho ¢tyrihelniku pti spojitém rovnomérném rozdéleni na mnoziné tvaru
¢tverce. Tuto domnénku jsme bohuzel zatim nedokézali, nicméné chtéli bychom
se problému nadéle vénovat.

Nakonec, pti volbé dvourozmérného normalniho rozdéleni jsme odvodili hod-
notu pravdépodobnosti utvoreni konvexniho ¢tyruhelniku. Mizeme si v§imnout,
ze tato hodnota je dokonce nizsi, nez dolni hranice pravdépodobnosti pii spojitém
rovnomeérném rozdéleni na konvexni kompaktni mnoziné s kladnou mirou.

Existuje mnoho riznych modifikaci a rozsiteni problému ¢tyt bodti, rozsah
prace nam je vsak neumoznuje zahrnout. Nékteré zajimavé modifikace problému
1ze nalézt ve ¢lanku |Eisenberg a Sullivan| (2011)), rozsiteni problému do t¥{ dimenzi
pak uvadi cesky matematik B. Hostinsky v knize Hostinsky| (1926, sekce 31).
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A. Priloha

Tvrzeni A.1. Necht M C R", b € R" a A € R"*". Potom plati
(i) X"(A+b) = A\"(A),

(ii) \"({Az | @ € M}) = |det A| A"(M).

Diikaz. Rudin| (1987, Theorem 2.20 a sekce 2.23)
[l

Tvrzeni A.2 (Véta o tplné pravdépodobnosti). Uvazujme pravdépodobnostni
prostor (2, A, P). Necht By, Bs, ... € A je uplnd soustava jevi a plati P(B,) >0
pro kazdé n € N. Potom pro A € A plati

i P(A | B,)P(B,).

Diikaz. Rényi| (1972, str. 82)
[

Tvrzeni A.3 (Véta o uplné stfedni hodnoté). Uvazujme pravdépodobnostni pro-
stor (Q, A,P). Necht By, Bs,... € A je iplnd soustava jevi a X je nahodnd
velicina, pro kterou existuje E X. Potom plati

EX = i E(X | B,)P(B,),

n=1

pricemz v pripadé P(B,) = 0 volime E(X | B,,) libovolné.

Diikaz. Rényi| (1972, str. 197)
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