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Uvod

V pravdépodobnosti (a matematické statistice) nas casto zajimé odchylka
nahodné veli¢iny od jeji stfedni hodnoty. Odpovéd na tuto otdazku miize dat cent-
ralni limitni véta, ovSem vysledek ktery dostaneme je pouze priblizny a skutecna
hodnota miize byt vétsi i mensi.

Ve chvili, kdy nés zajimé, jak nejvic se ndhodna velicina muze lisit od své
stfedni hodnoty, lze vyuzit koncentracni nerovnosti, které jasné urcuji horni hra-
nici. V této praci se zamérime na koncentracni nerovnosti pro soucty, tedy sna-
zime se shora omezit pravdépodobnosti typu P(|S,, —E[S,]| > x), kde S,, je soucet
nezavislych ndhodnych veli¢in a x > 0 je zvolena odchylka.

V prvni kapitole predstavime Hoeffdingovu nerovnost, ktera se poprvé ob-
jevila v ¢lanku, jehoZ autorem byl finsky matematik Wassily Hoeffding (1963)).
Nerovnost je uzitecnd v tom, ze nemd prili§ slozité predpoklady. Nahodné ve-
liciny, které se vyskytuji v souc¢tu musi byt nezavislé a shora i zdola omezené
néjakymi konstantami. O jejich rozdéleni nemusime védét viibec nic. Uvedeme
dva motivacni priklady.

Priklad. Pozorujme tspésnost studenti béhem n let.

Oznac¢me X = podil studentt, kteri uspésné dokoncili bakalarské studium v k-
tém roce, pricemz uspésnosti v jednotlivych letech jsou na sobé nezavislé. Tedy
mame posloupnost vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢cin Xy,...,X,, n € N|
takovou ze Vk € {1,...,n} plati 0 < X} < 1, o jejich rozdéleni nevime nic.
Oznaéme stredni hodnotu uspésnosti studentit EX. Za jeji odhad lze uvazovat
vybérovy primér X,,. Zajima nés, jak pfesny tento odhad je, respektive, jak moc
se muze lisit od skutecné stredni hodnoty. Plati

S _ ElSn)

P(|X, — EX| > z) = IP’(’
n n

> x) = P(|S, — E[S,]| > na).

Priklad. Studenti se rozhodli oslavit zakonc¢ené bakalarské studium.

Celkem 50 z nich se vydalo do baru. Oznacme X; = pocet napoji, které vypije
k-ty student, k& € {1,...,50}. Pficemz prumérny student vypije 3 ndpoje, zaroven
kazdy student zvladne za vecer vypit maximalné 10 ndpoju a studenti piji neza-
visle na sobé. Mame tedy posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in X7, ..., X5
takovych, ze Vk € {1,...,50} plati 0 < X} < 50 a ocekavand hodnota vypitych
napoju jednim studentem je EX = 3, tedy E[S50] = 50 - EX = 150.

Zajima nas, jaka je pravdépodobnost, ze celkovy pocet vypitych napoju je vétsi
nez 200, neboli matematicky zapsano

]P)(S50 > 200) = ]P(S5() — ]E[S50] > 200 — E[S50]) = P(S50 — ]E[S50] > 50)

Odhady pravdépodobnosti v obou prikladech ziskame pouzitim jiz zminéné
Hoeftfdingovy nerovnosti.



V druhé kapitole se zamérime na ndhodné veli¢iny, které jsou omezené shora
a které jsou omezené symetricky shora i zdola. Pro tyto ndhodné veli¢iny formu-
lujeme a dokazeme nerovnosti podobné Hoeffdingové.

Ve treti a posledni kapitole bude nasim cilem zpresnit Hoeffdingovu nerovnost.
Formulace a dikaz tohoto zpresnéni se poprvé objevil v knize od autori |Bercu
a kol.| (2015), jednd se tedy o pomérné novy vysledek. V celé praci vychazime
predevsim z pravé zminéné knihy.

Predpoklada se, ze c¢tenar ma zakladni znalosti z teorie pravdépodobnosti.



1. Hoeffdingova nerovnost

1.1 Uvod

Cilem prvni kapitoly bude formulace a dikaz Hoeffdingovy nerovnosti. Déle
bude nasledovat priklad pro pouziti této nerovnosti.

1.2 Pripomenuti znamych tvrzeni

Pro pripomenuti si vyslovime véty, které budeme dale potrebovat.

Véta 1 (Markovova nerovnost). Necht X je ndhodnd veli¢ina s konecngm n-tym
momentem, a > 0. Potom plati

X

CLTL

P(|X] = a) <

Véta 2 (Centralni limitni véta). Méjme Xi,...,X,, n € N nezdvislé, stejne
rozdélené ndhodné veliciny se stredni hodnotou u € R a rozptylem o € (0,00).
Potom plati

o1 (X — )

no?

B N(0,1),

D v e . , P o
kde = znaci konvergenci v distribuci a N'(0,1) je normované normdini rozdélent.

Pozndmka. V tomto textu budeme pracovat se sou¢tem nahodnych veliéin, tj. s
Sn = Y p_1 Xi. Pokud ndhodné veliciny Xy, k € {1,...,n} splnuji predpoklady
centralni limitni véty, pak plati

Dope (Xi — ) _ D1 Xk — np _ Sy — E[Sy]
2 no? Y/ var Sn

B N(0,1).

no

1.3 Hoeffdingova nerovnost

Nejprve si dokdzeme dvé pomocna lemmata, ktera budeme potiebovat v dii-
kazu samotné Hoeffdingovy nerovnosti.

Lemma 3. Necht X je ndhodnd velicina s konecnym rozptylem a existuji a, b € R

takova, ze a < X < b s.j. Potom plati var X < %,

Diikaz. 7 predpokladu a < X < b s.j. ziskdme nésledujici nerovnosti (plati s.j.)
0<(X—a)b—X)=-X*+(a+bX —ab <= X* < (a+b)X — ab.
Potom z definice rozptylu a s vyuzitim vyse uvedeného dostavame
var X = EX? — (EX)? < E[(a + b)X — ab] — (EX)?

(b—a)’
R

= (a + )EX — ab— (EX)? = (EX — a)(b— EX) <
Posledn rovnost platf ze vztahu zy < @ pro 7 = (EX—a)ay = (b—EX). O

4
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Lemma 4. Necht X je ndhodnd velicina s konecnym rozptylem a existuji a, b € R
takova, Ze a < X < b s.j. Potom Vt € R plati

2
In Efexp(tX)] < EX + 1;(b _a).

Diikaz. Méjme t € R. Oznac¢me L(t) = Elexp(tX)], [(t) = In L(t) a (Q,.A) méri-
telny prostor, na kterém je definovana nahodnéa veli¢ina X z formulace lemmatu.

Necht P je pravdépodobnostni mira na (£2,.4), vzhledem ke které je pocitana
stfedni hodnota dané v predpisu funkce L(t). Potom ziskdme pravdépodobnostni
miru Q pomoci transformace miry P nasledovné

d! tX tX tX

Q _ ey (1 1) = SR _ elt) __epltX)

dP exp(t) L(t) Elexp(tX)]

Ovéfime, ze se skutecné jednd o pravdépodobnosti miru na prostoru (€2,.A4).
Méjme A € A, potom

B [ dQ [ exp(tX(w))
- /A Q= /A 2 T = | Beopux) TW

exp(tX(w)) dP(w) > 0,

1
~ Elexp(tX)] /A
dale s vyuzitim definice stiedni hodnoty
1 Elexp(tX)]
) J———— / 1X (W) dP(w) = — )]
Q) = Frop@x)] Jo SPUX WD APW) = g ]
Ziejmé plati o-aditivita (z linearity integralu) a Q(0) = 0. Tedy Q je opravdu
pravdépodobnost{ mira na méfitelném prostoru (£2,.4).

Ozna¢me Eq stfedni hodnotu a varg rozptyl (pocitané vzhledem k pravdépo-
dobnostni mite Q). Mtzeme spocitat
E[X exp(tX)] L'(t) E[X?exp(tX)] L"(t)

L(t) L(t) L(t) COL(t)

Mohli jsme provést zaménu derivace a integralu, nebot t € R a tedy existuje
kladna konstanta ¢y tak, ze [t| < to. U prvni derivace a funkce exp(tX) méame
integrovatelnou majorantu exp(to|X|), u druhé derivace a funkce X exp(tX) je
integrovatelnd majoranta exp(to| X|)(to — [t])~!
Tedy z definice rozptylu a s vyuzitim vyse uvedeného dostdvame

= 1.

Eq[X] = Eg[X?] =

varg X = Eg[X?] — (Eg[X])? = I}J(%) - (ig)) )2. (1.1)

Vsimneme si, ze
' L) L") (L'(t))?
l’t:<1Lt): I(t) = —( ) 1.2
Celkem z . . plyne, ze I"(t) = varg X a lze pouzit lemma |3 I, které nam
dava 1"(t) < =2 1 9’ Potom integraci obou stran nerovnosti ziskame

b_
/l”(t) dtg/ O g
0 0 4

() —1'(0) <t




nebot

;o L'(0)  E[Xexp(0X)]
1) = L(0)  E[exp(0X)] = B

Ziskanou nerovnost zintegrujeme jesté jednou a dostaneme

t t b—a)?
/l’(t)dtS/JEXth( Y g
0 0 4
2 ()2
() —1(0) < tEx + L 0=9)
2 4
2
I(t) <tEX + tg(b —a)?,
nebot [(0) =In L(0) =In1 = 0. O
Véta 5 (Hoeffdingova nerovnost). Meéjme nezdvislé nahodné veliciny X, ..., X,

n € N. Necht Vk € {1,...,n} existuji redlné konstanty ay, by, takové, Ze ay < by, a
ar < Xy < by s.j. Oznacme S, = Y1 Xj. Potom Vx > 0 plati

2
P(|Sh ~ EISu)| 2 2) < 2exp ( - ST ak)2>'
Diikaz. K dikazu véty potfebujeme ukazat dvé nerovnosti:
P(S, — E[S,] > x) < exp < - 20 ) (1.3)
2= (b — ax)?
P(S, —E[S,] < —z) <exp ( — 20° ) (1.4)
2o (br — ax)?

Z lemmatu [] a nezdvislosti ndhodnych veli¢in plati V¢ € R

2

In Efexp(tS.)] = 3" n Elexp(tX)] < 3 (tE[Xk] + tg(bk _ ak)2>

k=1 k=1 (15>

t2n

n t2 n
= ﬂE[Z Xk] + = Z(bk - ak)2 = tE[Sn] + — Z(bk — ak)2.
k=1 8= 8 i
Nerovnost lze upravit nasledovné
P(S, — E[S,] > x) = P(S, > E[S,] + ) = P(tS,, > tE[S,] + tz)

B Elexp(tS,,)] (1.6)
= P(exp(tsn) > exp(tE[Sh]) exp(t$)> < exp(tE[S,]) exp(tz)

V posledni tpravé jsme pouzili Markovovu nerovnost (véta . Aplikujeme loga-
ritmus na obé strany (|1.6)), vyuzijeme (1.5 a dostdvame

InP(S, — E[S,] > z) < InElexp(tS,)] — tE[S,] — tz
t2 n ) tz n 9 (17)
<HE[Sn] + = ) (b — ap)? —tE[S,] — tx = = (b — ax)® — ta.
8 i 8 i
Predchozi nerovnost plati V¢ € R a chceme, aby byl odhad co nejlepsi. Oznacme
pravou stranu nerovnosti f (), potfebujeme najit minimum funkce f(¢). Derivaci
funkce f(t) polozime rovnou nule, tim nalezneme extrémy.
AR 4x

Z(bk—ak)2—x:0 <= t =

f(t) 5 2 ST (o — ap)?




Protoze f”(t) > 0, jedna se o konvexni funkci a tedy nalezeny extrém je minimum
funkce f(t). Dosadime do nerovnosti (1.7)) za t.

(ZZ:l(bk - ak)2>2 kz::l(bk — ay,)?

222 472 222

TS —a? Sp b —an)? S (bs — ar)?

Aplikujeme exponencielu na obé strany nerovnosti a dostdvame ((1.3)). Nerovnost
(1.4) pak plyne z nerovnosti (1.3)), stac¢i Vk € {1,...,n} misto Xy uvazovat —Xj.

4z?

(b — a)?

2
InP(S, — E[S,] > z) < 10z

0|

O
1.4 Priklad a grafické znazornéni
Priklad.
Mé¢jme ndhodné veliciny Xy, ..., X,,n € N, které jsou nezavislé a stejné rozdélené
s beta rozdélenim s parametry «, 5. Tedy plati
Q af
X = var X| = .
"Ta+p " (@t B+ )(a+ p)
Potom pro S,, = >7;_; X} snadno spocteme
no naf
ES, =nEX, = var .S, = nvar X = )
' a+p 'S et B+ Dat PR

Z centralni limitni véty (véta [2)) a poznamky za ni vime, ze

Sn — E[S,]

Ny 2 N(0,1).

Lze tedy upravit

P(|S, — E[S,]| > z) =P(S, — E[S,] > z) + P(S, — E[S,] < —x)
=1-P(S, — E[S,] <z)+P(S, —E[S,] < —x)
S,

_1_P<Sn—IE[Sn]< x >+P< n—BlS)] @ )
N vvarS, ~ +/varsS, vvarS, ~ +/varsS,

O —— ) =220 ——

(x/var5n> * <\/Var5n> N (\/VarSn)’

kde ®(x) znadi distribu¢ni funkci normovaného normélniho rozdéleni. V posledni
uprave jsme vyuzili rovnosti ®(—z) = 1—®(z), kterd plyne ze symetrie distribuc¢ni
funkce ®(x). Vysledek je ovsem pouze priblizny, nebot méame pouze asymptotické
rozdéleni N (0,1), nikoliv presné.

K hornimu odhadu pravdépodobnosti P(|S,, — E[S,]| > z) lze vyuzit Hoeff-
dingovu vétu. Jeji predpoklady jsou splnény, nebof pro ndhodné veli¢iny, které
maji beta rozdéleni plati, Ze se pohybuji na intervalu [0,1] s.j., to znamend ax = 0
a b, = 1. Tedy z véty [p] dostavame

~1—

22 222
P(|S, — E[S,]| > z) < 2ex (—n>:2ex (—)
(18, = BiSu]l = 0) < 20 (= = ) = 200 (=2

7



Miizeme si vSimnout, ze priblizny odhad pravdépodobnosti, ktery jsme ziskali
pouzitim centralni limitni véty se bude ménit v zavislosti na tom, jaké budou
parametry « a (3, zatimco odhad pomoci Hoeffdingovy nerovnosti se nezméni.
Navic vypocet asymptotického rozptylu pro pouziti v centralni limitni vété muze
byt casto obtizny.

Nevyhodou odhadu pomoci Hoeffdingovy véty je ovSsem vétsi nepresnost, coz
lze vypozorovat z nasledujiciho grafu. K jeho vykresleni byla pouzita simulace o
rozsahu 100 ndhodnych veli¢in. Ozna¢me CLV; ; odhad pomoci centralni limitni
véty s parametry o =i a [ = j.

(e}
S
—— Hoeffding
2 CLV:!
‘_; — 2,2
—— CLVy,
.‘é —— CLVy
g CLV35
e
3
o)
g o
) —
>
s
o
o]
&
=
3
3
L0
2
(e}
S -

Obréazek 1.1: Odhady pravdépodobnosti P(|.S,, — E[S,]| > x), kde S,, = >}, Xk
je soucet nezavislych nahodnych veli¢in s beta rozdélenim s rtiznymi parametry.
Odhady jsou ziskané z centralni limitni véty a Hoeffdingovy nerovnosti (véta [5)).

Vidime, ze ziskany odhad z Hoeffdingovy véty dokonce nabyva hodnot vétsich
nez 1. To je zpusobeno tim, ze uvazujeme oboustranny odhad (v pravdépodob-
nosti mame absolutni hodnotu). Pokud bychom uvazovali pouze odhad pravdeé-
podobnosti P(S,, — E[S,] > x), pak jiz odhad z Hoeffdingovy nerovnosti bude
nabyvat hodnot z intervalu (0,1). Cilem v dalsich kapitolach bude najit vylepseni
tohoto odhadu.



2. Nerovnosti pro soucty
omezenych nahodnych velicin

2.1 Uvod

V této kapitole se zamérime na dalsi nerovnosti pro soucty omezenych na-
hodnych veli¢in. Nejprve se budeme zabyvat nahodnymi veli¢cinami, které jsou
omezené shora a z toho pak odvodime dalsi vysledky pro symetricky omezené
nahodné veli¢iny. Tyto vysledky pouzijeme v nésledujici kapitole k vylepseni Ho-
effdingovy nerovnosti.

2.2 Shora omezené nidhodné veliciny

2.2.1 Pomocna tvrzeni

Zadefinujeme si pomocnou funkci, ktera se nam bude v odhadech vyskytovat
a poté si dokdzeme dvé pomocna lemmata, ktera budeme potiebovat v dikazu
vét této kapitoly.

Definice 1. Definujme funkci T : (0,00) — (0,00) predpisem
1—v?
(o) = Tl V<
2v v > 1.

Lemma 6. Necht v e (0,1] a 7 je funkce definovand v definici[l Potom plati

244 1
(o) < vratl
3
Diikaz. Pro v =1 zfejmé plati.
Déle méjme v € (0,1), potom plati | In(v)| = —In(v) a tedy z predpisu funkce 7
1—0? 1—?

™) = @) = ()’

Dokazovanou nerovnost si lze prepsat nasledovné

1—v2 V2 4+4v+1

<
In(v) ~ 3
(1 —0?) < —In(v)(v® +4v + 1)
0< —In(v)(v* +4v+ 1) + 3(v* — 1). (2.1)

Zvolme substituci v = 1 — u, potom 0 < u < 1 a z Taylorova rozvoje logaritmu

00 u k 0o —u k
In(v) =In(1 —u) = Z(_l)kﬂ(lk) _ Z:(_l k:+1(k)
kz:; k+1 kz:;?



a tedy

(1 —u)((l )’ 441 — )+ 1) +3<(1 — )’ — 1)
= —In(1 — u)(u® — 6u + 6) + 3(u® — 2u)

—u*In(1 — u) + 6uln(l —u) — 61In(1 — u) + 3u* — 6u
k+2 00 6uk;+1 [e) 6u k

:{ﬂk—z +3 2 4302 — 6u

k=1 =k =k
o) uk+2 [e'e) 6uk+1 6U o] k
=) -> + 6u + ——l—Z——l—Bu — 6u
k=1 k k=1 k 2 k=3 k
[e%s) k+2 o) 6 k+1 [e%s) 6
=y -y +zlﬂww
k=1 k k=1
[ee) k+2 oo k+1 [e’e)
:Zu — 6u® — Ou +26l+6u
=k = kK k=3 k
O ykt? X Gyktl X 6uF Ok < Guk < Gy
eyt SR
k=1 k k=2 k k:3k k= k 2 k=3 k=1 k
:iu(l{ 7k+12)_z k( )( ):Z (k—3)(/€—4).
P k(k—1)(k—2) P k(k—1)(k—2) i kE(k—1)(k—2)

V tpravach jsme si rozepsali nékteré cleny jednotlivych sum, abychom se zbavili
vyrazu 3u? — 6u. Potom jsme v sumdch posunuli indexy, sumy secetli a prevedli
vyraz v sumé na spolecného jmenovatele. Posledni suma je ziejmé kladné (nebot
se jednd o sumu s kladnymi ¢leny), timto jsme dokézali nerovnost . O]

Pozndmka. V nasledujicim ditkazu a nékolika dalsich vétach budeme pouzivat
2
znacen{ ()3, ¢fmz budeme rozumét (max(O, I)) .

Lemma 7. Necht X je nahodnd velicina takovd, ze X <1 s.j., EX =0,
0 <wvarX <w a7 je funkce definovand v definici[ll Potom Vt > 0 plati

27 (v)
T

Diikaz. Oznacme Y ndhodnou veli¢inu takovou, ze Y nabyva hodnot z {1, —v} a
plati

InEfexp(tX)] <

P(Y =1) = 11
v
. ! (2.2)
V=-v=1
v U2
Potom EY =0avarY =EY? = e T i = U

Chceme ukdzat, ze Vt € R plati E[(X —)2] <E[(Y —¢)%].
Prot > 1:
E[(X —t)3] = E[0] = E[(Y - t)}]

Prot < —u:
E[(X —t)2] <E[(X —t)) ] =EX*+* =var X +t* <v+ > =varY +¢*
=EY?+# =E[Y —t)’]| =E[(Y —t)%]

10



Prot e (—v,1):
K odhadu stfedni hodnoty vyuzijeme nerovnost

1—1
(—t)s <

(l‘ + U)+ t,r e (_U’]-)'
v

Ta zfejmé plati pro z < t, nebot potom leva strana nerovnosti je rovna 0, zatimco

prava strana nerovnosti je kladna. Pro x > t:
1—t

r—1t); <

(=) < 7

(z—=t)(1+v) < (z4v)(1—-1)
r+arv—t—tv<zv—axt+v—1tv

v —t<v—uat
z(v+t) <v+t

(x+v)4

Posledni nerovnost plati, nebot x < 1. Nyni uz mtuzeme odhadnout stredni hod-
notu.

mu;wﬂ<E“_”ax+) “‘”%wx+mﬂ

(1+0) = Ty
(A=) e oy (1) 2
BREETE (EX —|—v)—(1+v>2(varX+v)
(1—1) oy (L—t)Pv e
(1_|_ ) (U+U)— 1—|—U _E[(Y t)-i—]
Tedy ukazali jsme, ze Vi € R plati
E[(X — 1)2] < E[(Y —t)2]. (2.3)

Oznaéme (2, A,P) pravdépodobnostni prostor, na némz je definovdna ndhodna
velicina X . Potom lze upravit

/E[(X—t> }exp ds-//< —> exp(s) dP(w) ds
= [ (3 =2 (s asae //““( —ﬂlm@mwmm
L - evtrsamr [ o

:ﬁ/mﬂm@»ww:;mmey

V tpravach jsme postupné pouzili Fubiniho vétu a dvakrat per partes pro vypocet
vnitiniho integralu. Potom z pravé ziskaného a nerovnosti (2.3)) plyne

(X - i)j] exp(s)ds < t;/R]EKY — j)] exp(s) ds

vexp(t) + exp(—uvt) '

2

Emﬂﬂﬂ:géE

v
Elexp(tY)] = ;7 exp(t) + 3 exp(—vt) 5o
Aplikaci logaritmu na obé strany nerovnosti dostaneme
InEf[exp(tX)] < In <v exp(t) + exp(—vt)) —In(1 4 v). (2.4)

11



Déle s vyuzitim Legendre-Fenchelovy transformace plati, ze

t27(v)
YR

In (v exp(t) + exp(—vt)) —In(1+4+v) < (2.5)

Diikaz 1ze najit v druhé kapitole knihy od autort [Bercu a kol.| (2015)). Celkem z
(2.4) a (2.5) dostavame dokazovanou nerovnost. ]

2.2.2 Nerovnost pro soucty
Nyni uz jsme schopni dokézat hlavni vétu této kapitoly.

Véta 8 (Nerovnosti pro soucty ndhodnych veli¢in omezenych shora).

Meéjme nezdvislé centrované nahodné veliciny Xy, ..., X,,n € N.

Necht Yk € {1,...,n} existuji redlné kladné by, vy takové, Ze X < by s.j. a
var(Xg) < vg. Oznacme S, =>"p_1 Xi a V,, =27, vg. Potom Yz > 0 plati

x? R 32
P > < —— )< 7 )< _
(Sn 2 2) —eXp< An) —eXp< 6Vn+Bn) —eXp< 5vn+cn>’

2
ke Ay= S0 12 T<b:> By= Y7, (bk _ gg>+, Co= S max(B2,v) a 7 je
funkce definovand v definici[l].

Diikaz. Dtkaz si rozdélime na dva kroky. V prvnim kroku dokazeme prvni ne-
rovnost, zbylé nerovnosti z ni pak v druhém kroku odvodime.

1. krok: Budeme postupovat podobné jako v dikazu Hoeffdingovy nerovnosti
(Véta ) Vyuzijeme nezavislosti ndhodnych veli¢in a lemmatu [7| pro X := =&
a v := 7%. Predpoklady lemmatu jsou splnény, nebot z predpokladi véty Vk 6

b2
{1,...,n} t Xi < bg 8. avar(Xy) < v atedy X = )b(—: < 1, EX = 0 (nebot
vSechny X} jsou centrované) a var X = var)b(—: = b%var Xy < 5. Z lemmatu
k k
Vt > 0 plyne

n

InE[exp(tS,)] = Zn: In Elexp(tXy)] Z hﬂE{exp (tbk by, )]
k=1 k=1 (2.6)

t2 n t2
< = Z bt < ) =_A,.
bz 4
Déle upravime

Elexp(tS,,)] ‘

exp(tr) 27)

P(S, > z) =P(tS, > tz) = P(exp(tSn) > exp(tx)) <

V posledni tpravé jsme pouzili Markovovu nerovnost (véta . Aplikujeme loga-
ritmus na obé strany (2.7)), vyuzijeme (2.6 a dostdvame

2
InP(S, > z) <InElexp(tS,)] —tx < t4An — tx. (2.8)

Ozna¢me pravou stranu nerovnosti f(¢). Odhad chceme co nejpresnéjsi, hledejme
tedy minimum funkce f(t).

iy ta o _ 2=
f(t)_2An a:_0<:>t—An

12



Protoze f”(t) > 0, jedné se o konvexni funkci a nalezeny bod je minimum funkce
f(t). V nerovnosti (2.8]) polozime t = ia aplikujeme exponencielu na obé strany
nerovnosti a dostavame

4 2 2 2 2
Msnzwsexp(m—z>=exp<—;i>-

2. krok: Predpoklddejme nejprve, Zze Vk € {1,...,n} : v < b7 a tedy Z—% € [0,1] a

muzeme pouzit lemma @ pro v 1= .
k

() <50+ 3+ )
\2) =3 b2

2 2
3b, T <b2)<b2+4vk+bk (bk—b]) + 6uy,

3 b2 (b2> <bk . Z:)z + 6uy. (2.9)

Lze si vS§imnout, ze posledni nerovnost plati i pro vy > bk, protoze potom >1

Postupnymi tpravami dostaneme

a z predpisu funkce 7 (definice (1)) mame
Tedy nerovnost ([2.9)) plati pro Vk € {1, o ,n} Vo, > 0. Navic plati

<bk - 'Z’“)Q be <bk _ bk) — (1 —w),. (2.10)

k/ +
Déle obé strany (2.9) s¢itdame pres k € {1,...,n} a postupnymi tipravami dosta-
neme
Z3b§r<b2> > (bk — b) + > 6k
k=1 k -1 k

3A, < B, +6V,

E

—_

Ay < (Bt 6V2).

Odtud uz ndm z prvniho kroku plyne prvni nerovnost. Pro diikaz druhé nerovnosti

vyuzijeme ([2.10f), plati totiz
n v n n
Bn+6Vn_Z(bk_bk> +ka+5Vn<Z< ++vk>+5vn
k=1 k k=1 k=1

= Z (max(bi — v, 0) + vk) + 5V, = Z max (b7, vy,) + 5V, = Cp, + 5V,,.
k=1

k=1
[l

Pozndmka. Vétu lze ziejmé pouzit i pro ndhodné velic¢iny, které jsou omezené
zdola nebo nejsou centrované. V tomto pripadé miizeme ndhodné veli¢iny otocit
(tzn. uvazovat je se zapornym znaménkem) a odecist od nich (po otoceni pfi-
¢ist) jejich stredni hodnotu, tim uz jsou predpoklady véty splnény. Tento pripad
uvidime v nasledujicim prikladu.

13



2.2.3 Priklad a grafické znazornéni

Priklad.
Mé¢jme nahodné veliciny Xy, ..., X,,n € N, které jsou nezavislé a stejné rozdélené
s exponencialnim rozdélenim s parametrem A > 0. Tedy plati

1

1
]EXl = X VarX1 = ﬁ

Oznaéme Y, = EX} — X, Vk € {1,... ,n}. Potom plati Y, < EX} = % a navic

1
EY; =EX; —EX; =0 Varlevaerzp.
Oznacme S,, = >_;_; Y. Z nezavislosti a stejného rozdéleni snadno spocteme

n
ES,=nEY; =0 varS, =nvarY; = SVh
Nakonec z centralni limitni véty (véta [2) a poznamky za ni plyne

Sn

W 2> N(Ojl).

Miuzeme upravit

S T T
P(S, > :1—P< n_ < )ﬁ1—¢<),
(S 2 ) Vvar S, ~— y/varS, Vvar S,

kde ®(x) znaci distribu¢ni funkci normovaného normalniho rozdéleni. Vysledek
je pouze priblizny, protoZe neméame presné rozdéleni A/ (0,1).

K odhadu pravdépodobnosti P(S,, > x) lze vyuzit i vétu , nebot ndhodné
veliciny Y7, ...,Y, ,n € N splnuji predpoklady této véty pro b, = % a v = /\%
Spocteme vyrazy vyskytujici se ve znéni véty.

_2n n

Av=T3  Bua=0 Cu=Vi=g

Tedy podle véty dostavame odhad (vsechny tii odhady z véty se v tomto pripadé
rovnaji)

212
P(S, > o) < exp ( - = )
n

Mizeme si vsimnout, ze odhad z véty [8 se tentokrat bude ménit pro rizné hod-
noty parametru A. Oznac¢me tento odhad s parametrem A\ = ¢ jako U; a odhad
(opét pro parametr A = i) ziskany pomoci centralni véty jako C'LV;. Pomoci
nasimulovanych dat pro n = 100 a rozdilné hodnoty parametru A (uvazujme hod-
noty 1, 2 a 5) si vykreslime graf pro porovnani odhadu. Pro velkda n ndm odhad
CLV spolehlivé odhaduje skutecnou hodnotu pravdépodobnosti, ovsem skutecna
hodnota mutze byt vétsi i mensi nez odhad CLV. Z grafu a odhadu U lze vycist
nejvyssi moznou hodnotu pravdépodobnosti P(S,, > z).
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Obréazek 2.1: Odhady pravdépodobnosti P(S,, > z), kde S,, = >1_; X} je soucet
nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencidlnim rozdélenim (postupné s parame-
try 1, 2 a 5). Odhady jsou ziskané z centralni limitni véty a z véty pro soucty
nahodnych veli¢in omezenych shora (véta .

2.3 Symetricky omezené nahodné velic¢iny

Véta 9 (Nerovnosti pro soucty symetricky omezenych ndhodnych velicin).
Meéjme nezavislé centrované ndhodné veliciny X1, ..., X,,n € N.

Necht Yk € {1,...,n} existuje redlné kladné by takové, Ze | Xi| < by s.j.
Oznacme S, =>"1_1 X, vg 1= var(Xg) a V, =Y}, vg. Potom Yz > 0 plati

P(S,>z)<e (—‘rz><e (—3172)<e (— I2>
n= ) =P\ ) =P by, ) =P\ T e, )

kde A, = S0 12 T<b:> 0D, =0 B2

Diikaz. K dikazu vyuzijeme vétu o nerovnostech pro soucty nahodnych veli¢in,
které jsou omezené shora (véta |8) a znaceni v ni zavedené. Diky omezenosti a
centrovanosti ndhodnych veli¢in plati (podobné jako v dikazu lemma (3))

UV, = var Xk < (bk — ]EXk)(EXk + bk) = bi
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a tedy

sz 2o (- 2) zon () -on( )
xp| — — Xp| —————= ) =exp| — =7
n= ) SEPLT ) =S T sy P\ 7 s5v. %D,

312 x2
Sexp(_w YD ) :eXp(_QD )

V predposledni upravé jsme vyuzili toho, ze exp(—z) je klesajici funkce a

n

k=1

k=1
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3. Zpresnéni Hoeffdingovy
nerovnosti

3.1 Uvod

V této kapitole se budeme vénovat presnéjsSimu odhadu nez nam dava Ho-
effdingova nerovnost. K dikazu tvrzeni o tomto presnéjsim odhadu vyuzijeme
poznatky ziskané v prvnich dvou kapitolach.

3.2 Formulace a diikaz zpresnéni

Véta 10 (Zpresnéni Hoeffdingovy nerovnosti).

Meéjme nezdvislé nahodné veliciny X4, ..., X,,n € N.

NechtVk € {1,...,n} existuji redlné ay, by takové, Ze ap < by, a ap < Xy, < by s.J.
Oznacme S,, = >p_1 Xy a V,, = varS,,. Potom Yz > 0 plati

32
P(S, — E[S,| > « Sexp(— — >
( (5] ) S (be —ag)? + 2V,
Diikaz. Uvazujme k € {1,...,n}. Oznacme Y, = X — EX}, a vy = var Y;. Potom
Yy, ...,Y,, n € N je posloupnost nezavislych, centrovanych veli¢in splnujicich
V. = vaer a O S Y}C S Bk, kde ap = a — EXk a Bk = bk — EXk 7 omezenosti
nahodnych veli¢in X}, plyne i omezenost stfednich hodnot. Tedy plati

ap <EX) <b, <= a; —EX}; <0<0b, —EX}, <= a; <0< 6y,

pricemz rovnost nastava praveé tehdy, kdyz Y, = 0. V tomto pripadé mtuzeme Y}
z posloupnosti ndhodnych veli¢in vyfadit. Déle oznacme ¢, = max(|axl, Bx), tedy
|Yi| < . Celkem dostavame, Ze posloupnost ndhodnych velicin Y, ..., Y,, n € N
splnuje predpoklady véty nerovnosti pro soucty symetricky omezenych nahodnych
veli¢in (véta[9). Z véty plyne

n n

P Y > 7) = 1@( S (X — EX,) > g;) — P(S, — E[S.] > 2)
k=1

= (3.1)

Sexp(—x> kde An:ZczT(U’;)
A, = (e

Z lemmatu [6] dostavame

v 1 /v 4o 1 & /2
An:2c§7(5>§2ci(j+2’“+l>:Z(fj+4vk+ck>
— & — 3\c C 3~ \c
k=1 k k=1 k k k=1 k (32>
12 Vk 2 12 Vk 2 2
=-> ((Z+a) +2u) =35> (—+a) +:V
3k:1 Ck 3k:1 Ck 3



Navic stejné jako v diikazu lemmatu |3| plati

v = var Yy = var Xy, < (EXy — ag)(b — EXy) = —ay B = || B

= min(|ay|,Bk) max(|agl,Bk)- (3:3)

Potom z definice ¢, a nerovnosti (3.2) a (3.3 dostavame

n 2 2
A, < }:@mmmmmyHmﬂmmmo + 2y

2 o
7Vn<
< +C"“> tyhn s 3

M:

k

(3

Odtud pak s vyuzitim toho, ze exp(—z) je klesajici funkce a z nerovnosti ({3.1)
ziskdvame

1

-
2 n
<|Oék| + 5k> + Vo= (Be—ar)’ + gVn

I
cm»—t W = OJM—‘
||M:

HM:

zm—% +2m)

3z?
=1 n

coz jsme chtéli dokazat. O]

3.3 Priklady a grafické znazornéni

3.3.1 Spojité rozdéleni

Priklad. Vratme se k prikladu z prvni kapitoly.

Mame nahodné veli¢iny X,...,X,,,n € N, které jsou nezavislé a stejné rozde-
lené s beta rozdélenim s parametry «, 3. Zajima nas odhad pravdépodobnosti
P(S, — E[S,] > x). Analogicky k prikladu z prvni kapitoly (nyni ale neméme v
pravdépodobnosti absolutni hodnotu) z centralni limitn{ véty plyne

M%-E@Jz@;1—@Qﬂ%$)

7Z Hoeffdingovy véty (véta [p]) dostavame odhad

P(S, —E[S,] > z) < exp(— ZZ 1) = exp(— 25)

Navic z véty zprestiujici Hoeffdingtiv odhad (véta [10]) ziskdvame

P(S, — E[S,] > z) <exp(—3x2>
" == n+2varS,/
Muzeme se vSimnout, ze posledni odhad (narozdil od odhadu z klasické Hoef-
fdingovy nerovnosti) zavisi na rozptylu S,, tedy zavisi i na parametrech «, 3.
Provedeme dvé simulace pro odlisné parametry, nejprve zvolme a« = =1 a v
druhém pripadé uvazujme a = 3, = 5. Pro obé simulace polozme n = 100. Opét
budeme odlisovat odhady s riznymi parametry pomoci dolnich indexti. Jednotlivé
odhady mizeme porovnat ve vykresleném grafu nize.
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Obréazek 3.1: Odhady pravdépodobnosti P(S,, — E[S,] > z), kde S, = >} Xk
je soucet nezavislych nahodnych veli¢in s beta rozdélenim s riznymi parametry.
Odhady jsou ziskané z centrélni limitni véty, Hoeffdingovy nerovnosti (véta || a
zpresnéné Hoeffdingovy nerovnosti (véta .

3.3.2 Diskrétni rozdéleni

Priklad.

Méjme nahodné veliciny X, ...,X,,n € N, které jsou nezavislé a stejné rozdélené
s alternativnim rozdélenim s parametrem p € (0,1).

Potom S,, = Y}, X} ma binomické rozdéleni s parametry n, p, tedy E[S,] =
np a var.S, = np(1 — p). Narozdil od ostatnich piikladi jsme schopni spocitat
pravdépodobnost P(S,, — E[S,] > x) presné a ne pouze asymptoticky. Upravime

P(S, —E[S,] >2)=P(S, >az+np)=1-P(S, <z +np)
=1- > (Z)pk(l = )" Ly (K).

0<k<z+np

Posloupnost nahodnych veli¢cin Xy, ...,X,,,n € N splnuje predpoklady véty [5] a
vty nebot Vk € {1,...,n} plati 0 < X < 1. Tedy z klasické Hoeffdingovy
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nerovnosti (véta |b)) mame odhad

P(S, —E[S,] > z) < exp(— Z?;;j 1) = exp(— 222)

Lze si vSimnout, ze se jedna o stejny odhad jako v predchozim prikladu se spo-
jitym rozdélenim. V Hoeffdingové nerovnosti totiz vystupuji pouze krajni nosice
rozdéleni, které jsou u alternativniho a beta rozdéleni stejné.

Z vylepsené Hoeffdingovy nerovnosti (véta mame odhad

3a? 322
P(S, — E[S,] > ) < e (_):e <_ )
( [Sn] 2 ) < exp n+ 2var.S, P n+2np(l—p)
Provedeme dvé simulace pro n = 100, pro rtizné hodnoty parametru p a to pro
1 3 o s v Y ; , . o
p = 3 ap = 7. Odhady s riznymi parametry opét odlisime pomoci dolnich indexi

a miuzeme je porovnat v nasledujicim grafu.

en}
— ] -
N
\
\
\
\
\
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an) ‘~\ ]
\ —— Hoeffding
W\ —— vylepseny Hoeffding:
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g o \ vylepSeny Hoeffding!
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\ 5
2 \
< \
E S =
bS, \\
o \
4
[aN]
g
<
o
I I I I
0 5 10 15

Obrazek 3.2: Odhady pravdépodobnosti P(S,, — E[S,] > z), kde S, = >7_; Xk
je soucet nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim (postupné s
parametry % a %) Odhady jsou ziskané pfimym vypoctem, pouzitim Hoeffdingovy
nerovnosti (véta [f]) a zptesnéné Hoeffdingovy nerovnosti (véta [10).
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Pro odhad s parametrem p = % nam odhad z Hoeffdingovy nerovnosti a odhad
z vylepsené Hoeffdingovy nerovnosti splyva.

Poznamka. 7 predchozich prikladia vidime, Ze se odhad opravdu zlepsil (nebo
zustal stejny). Pokud bychom se v obecném pripadé chtéli presvédcit, ze doslo ke
zpresnéni odhadu, pak postupnymi tpravami dostavame

o ) <o (- gar)

xp | — <xp [ —

P Sr b — a2+ 2v, ) =P U7 S0 (b — a2
322

< )2 (i)
Sohe (b —a)?+ 2V, ) =\ (b — ag)?
3 Z(bk — Clk)Q 2 2 Z(bk — Clk)Q + 4Vn
k=1

— k=1
Zzzl(bk - ak)2
4

v

Vi

Z lemmatu (3| vime, Ze posledni nerovnost plati.
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Z.aver

Nyni si shrneme ziskané poznatky. V této praci jsme se vénovali pravdépo-
dobnosti P(S,, — E[S,] > x), kde S,, = >}, Xj je soucet nezavislych nahodnych
veli¢in a x > 0 je zvolend odchylka.

Z centralni limitni véty (véta [2)) dostavame priblizny odhad

x
P(S, — E[S,] > « i1—q>(>.
Pracovali jsme s vétami, které navic predpokladaji omezenost nahodnych veli¢in,
které se vyskytuji v souctu S,. Necht tedy Vk € {1,...,n} existuji redlné kon-
stanty ag, by takové, ze ar < by a ap < Xi < by s.j.
Potom z Hoeffdingovy nerovnosti (véta [5)) dostavame horni odhad

2 2
P(S, — E[S,] 2 2) < exp S ak>2>'

Nakonec ze zpfesnéné Hoeffdingovy nerovnosti (véta dostéavdme opét horni
odhad

3a?
P(Sh = ElSa] 2 @) < exp < > (by — ag)? + 2var Sn)'

V druhém a tretim odhadu mame horni odhad, coz je jejich hlavni vyhodou
oproti odhadu z centralni limitni véty, ktery pouze priblizny a tedy nedostavame
zadnou pevnou dolni nebo horni hranici. Skutecnd hodnota pravdépodobnosti
P(S,, — E[S,] > x) muze byt vétsi i mensi nez odhad z centralni limitni véty,
zatimco u odhadt z Hoeffdingovy nerovnosti a zpresnéné Hoeffdingovy nerovnosti
mame jistotu, ze skutecnd hodnota pravdépodobnosti tyto odhady nepresahne.

Vyhodou klasické Hoeffdingovy nerovnosti jsou jeji predpoklady. Jediné, co
potiebujeme, je nezavislost a omezenost nahodnych veli¢in, které se vyskytuji
v souctu. Nepottebujeme znat rozdéleni a predevsim neni tfeba pocitat rozptyl
ndhodné veli¢iny S,,, ktery se pouziva v ostatnich odhadech. OvSem zpresnéna
Hoeffdingova nerovnost nam dava lepsi odhad nez klasickd Hoeffdingova nerov-

Muzeme si vsimnout, ze druhy a tfeti odhad nebudou prilis fungovat pro
malé odchylky (tj. pro hodnoty x blizké nule), nebot v tomto pripadé se tyto
odhady pohybuji blizko jedné. Odhady tedy budou uziteéné predevsim pro veétsi
odchylky, narozdil od odhadu z centralni limitni véty, nebot ten rychle klesa k
nule pro z jdouci do nekonecna (coz jsme mohli vidét v ilustrovanych prikladech
v jednotlivych kapitoldch) a tudiz ndm o vétsich odchylkach nic nefekne.

Timto jsme porovnali jednotlivé odhady a formulovali jejich vyhody a nevy-
hody.
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