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véty pojednavajici o integraci funkce KP(u|r) na jednicku. Jedna bude pro li-
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Uvod

Radi bychom v tivodu textu nastinili nékolik divodi, proc je uziteéné se véno-
vat bodovym procesim na linedrnich sitich. Vysledky této pomérné nové, avsak
dimyslné teorie se daji pouzit pro reseni nejriznéjsich praktickych problémii. Pro
strucny nastin praktického vyuziti bychom radi uvedli nasledujici priklad.

Chceme zjistit, zda mista vyskytu pouli¢nich zloc¢ini ve mésté Chicago jsou
pouze ndhodné, nebo naopak zda spolu souvisi. Kdyby spolu souvisely, tak by to
mohlo naptiklad znamenat, Zze dané pouli¢ni zlo¢iny v urc¢itém regionu zpiisobuje
stejny gang, ¢i ma na tom vyznamny podil. Pi prokazéani, Ze nejde o nahodilost,
a tedy ze mista zaznamenanych zloc¢ini spolu souvisi, by bylo vhodné do téchto
mist umistit vice bezpecnostnich systémii a zavést proti zlo¢intim c¢innéjsi opat-
reni. V kapitole || predstavime vlastni analyzu o zlo¢inech ve mésté Chicago.
Podrobnéjsi analyzu o zloc¢inech ve mésté Chicago lze najit v /Ang a kol (2012).
Obdobné se daji analyzovat dopravni nehody na silni¢ni siti. Ukazku analyzy do-
pravnich nehod na ¢asti dalnice D1 v kraji Vysoc¢ina predvedeme v kapitole

V prvni kapitole zavedeme pojem linearni sité. Zaroven se Ctendr seznami
i s pojmem sitové vzdalenosti, ktery se bude vyskytovat v prubéhu celého textu.

Bodovy proces si budeme definovat ve druhé kapitole. V jeji tfeti sekci pred-
stavime charakteristiky bodového procesu. Z nich zde zminime funkci intenzity
prvniho radu, kterd popisuje intenzitu vyskytu bodu procesu v jednotlivych mis-
tech linearni sité a K-funkci popisujici prostorové seskupeni bodového procesu.

Jadrovymi odhady funkce intenzity prvniho fddu se budeme vénovat v kapi-
tole[3l V ni budeme definovat jadrovou funkei, vyhlazovaci jadro a dalsi s ni spo-
jené pojmy. Chtéli bychom, aby odhad funkce intenzity prvniho radu pomoci
vyhlazovaciho jadra zachovaval hmotu. Zobecnéni jadrovych odhadia funkce in-
tenzity z euklidovského prostoru na linearni sif neni primocaré, v literature bylo
navrzeno vice pristupii. Je zadouci jejich vlastnosti prozkoumat, aby se dalo roz-
hodnout, jaky druh odhadu v praxi v riiznych situacich pouzivat.

Zavedeme funkci K (u|z), kterd se vyuziva pro odhad funkce intenzity prv-
niho fadu. Zminime, Ze funkce K (u|z) neni stavénd pouze na jednu urcitou
geometrii linedrni sité L, avsak da se pouzit prakticky na jakoukoli rozumnou
linearni sit. To je velmi uzitecna vlastnost, nebot takovou funkci miizeme pouzi-
vat napriklad pro analyzu pouli¢nich loupezi v jakémkoli mésté a nikoli ve mésté
nami specificky ur¢eném.

V textu uvedeme celkem dvé véty predstavujici kritérium, kdy se na linearni
siti funkce K (u|z) naintegruje na jednicku, a tedy odhad funkce intenzity prv-
nfho fadu pomoci funkce K (u|x) bude zachovavat hmotu. Obé véty uvedeme
s vlastnimi dtkazy a ilustracnimi obrazky. V literature jsou dostupné tvrzeni,
kterd uvadi nutné a postacujici podminky pro splnéni vlastnosti integrace funkce
KP(ulr) na jednicku. Avsak jsou uvedena bez dikazu (McSwiggan a kol., 2017),



anebo je dokonce dikaz tvrzeni chybny (Sugihara a kol., 2010). Ukazuje se, ze
vipocetni naro¢nost funkce KP(u|r) je prijatelnd a vyrazné neroste se zvétsujict
se sitkou jadra 2h na linearni siti L.



1. Linearni sit

Linearni sif je v bézném svété velmi hojné se vyskytujici pojem. Mezi nejcas-
téjsi priklady linearni sité patii dopravni sif, ulice mést ¢i Tiéni sit. V sekci
si zavedeme zakladni definice a znaceni. V sekci specifikujeme, vii¢i jaké mite
a integralu budeme v textu pracovat. V zavéru kapitoly si vyslovime velmi
dtlezité véty, které budou zakladnim stavebnim kamenem u mnohych dikaz.

1.1 Definice a znacdeni

Nejprve zavedeme nékolik zakladnich definic z oblasti linedrnich siti. Jedna
se o naprosto klicové pojmy, se kterymi budeme pracovat po celou dobu naseho
textu. Tyto zdkladni pojmy jsou prevzaty primarné ze zdroju McSwiggan a kol.
(2017) a/Ang a kol.| (2012). Velmi podstatnym zdrojem byla také bakalarska prace
Moravec| (2013)).

V celé praci budeme pracovat s linedrnimi sitémi v roving, tedy v R2. Viibec
prvni definici celého textu bude pojem usecka. Predpokladame, ze ¢tenar tento
pojem velmi dobfe zné, avSak hlavni prinos definice [1| bude ve znaceni tsecky,
které budeme v textu hojné pouzivat.

Definice 1 (Useéka). Usecku v roviné s koncovymi body u,v definujeme jako
mnozinu {tu+ (1 —t)v: 0 <t <1} . Znacime [u,v].

Definice 2 (Lineédrni sit). Necht n € N a ly,...,1, jsou po dvou navzdjem rizné

usecky, necht kazdé dvé usecky maji spolecny nejvyse jeden bod, a to koncovy.
n

Linedarni sit L definujeme jako konecné sjednoceni L = \J ;. Koncové body usecek
i=1

ly,..., L, budeme nazyvat vrcholy linearni site L.

Poznamka. V textu misto pojmu linearni sit L budeme nékdy psat sit L ¢i pouze
sit. Uc¢inime tak tehdy, pokud zkracenym zapisem zvysime prehlednost v danych
paséazich textu.

Pozndmka. Na linearni sit L se miuzeme divat jako na graf. Takovy pohled bude
uzitecny obzvlasté v kapitole [3] ve které budeme nékteré pojmy z teorie grafii
definovat.

Definice 3 (Stupen vrcholu). Stupern vrcholu v, znacime deg(v), je pocet usecek
s koncovym bodem ve vrcholu v. Rekneme, Ze vrchol v je koncovy, pokud je jeho
stupen roven jedné.

Definice 4 (Cesta). Na linedrni siti L = 6 l; definujeme cestu mezi body u,v € L
jako posloupnost bodi xg, T1,..., Tym—1, Tm lelL, m € N, takovou, Ze vo = u, xpy, = v
a xj pro neéjaké j =1,2,...,m — 1 znaci vrcholy linedrni sité L. PoZadujeme, aby
pro kazdé i = 2,3,....m — 1 platilo [x;_1,x;] = ls pro néjaké s = 1,2,...,n. Pro
usecku s koncovymi body xq,x1 poZadujeme [xg,z1] C Iy pro néjaké t = 1,2,....n
a pro usecku s koncovymi body T,_1, T, pozadujeme [T,_1,T,] C i pro néjaké
k = 1,2,..,n. Nakonec jeste poZadujeme, aby v pripadé m > 2 pro kaZdé p =
0,2,....m — 2 platilo x, # 1.
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Obrazek 1.1: Linearni sit bez cykli. Obrazek 1.2: Linearni sit s cyklem.

Pozndmka. Abychom zabranili, aby cesta bezprostredné zpét neprochézela stej-
nou tsecku opaénym smérem, tak jsme na konci definice [] pozadovali, aby v pii-
padé m > 2 pro kazdé p = 0,2,...,m — 2 platilo z, # x.9.

Poznamka. V celé praci budeme uvazovat pouze linearni sité L s pravé jednou
komponentou souvislosti. Tedy mezi libovolnymi dvéma body na linearni siti L
bude vzdy existovat alespon jedna cesta. Nyni jiz mtizeme definovat pojem sitové
vzdalenosti.

Definice 5 (Sitova vzdalenost). Délkou cesty xo,..., T, Tozumime soucet euklidov-
skych vzdalenosti Y1 | || x; — xi—1||. Sitovou vzddlenost dr,(u,v) mezi body u,v € L
definujeme jako minimum délek ze vsech cest mezi body u,v.

Zavedeme si definici cyklu na linearni siti. Znazornéni linearni sité bez cykli
1ze vidét na obrézku[1.1] Naopak na obrazku [1.2)je uvedena linedrn{ sit s cyklem.

Definice 6 (Cyklus). Na linedrni siti L definujeme cyklus prochdzejici bodem
u € L jako cestu u,vi,...,Um,u pro néjaké m = 2,3,..., v; € L znaci vrcholy
site L, v; #u, i =1,...m.

Definice 7 (Sitové okoli). Pro linedrni sit L definujeme sitové okoli by (u,r) bodu
u € L o poloméru r > 0 jako mnoZinu by (u,r) = {v € L: d(u,v) < r}. Hranici
sitového okoli rozumime Oby,(u,r) = {v € L: dp(u,v) =r}.

Definice 8 (Obvod sitové okoli). Obvodem m(u,r) sitového okoli by (u,r) rozu-
mime pocet bodi obsaZenych v jeho hranici Oby(u,r).

Pozndmka. Obvod m(u,r) sitového okoli budeme naptiklad pouzivat v dikazu

v jedné z vét v sekei 2.3

1.2 Hausdorffova mira

V celé praci budeme pracovat s Lebesgueovym integralem vici Hausdorffové
mire, kterd ndm umoznuje mérit objekty nizsi dimenze. V nasem pripadé to pre-
vazné budou tusecky v roviné. Nejprve si zavedeme definici diametru mnoziny,
ktery bude posléze pouzit pravé pro definici Hausdorffovy miry. Definici samotné
Hausdorffovy miry jsme cerpali ze zdroje Evans a Gariepy| (1992).

Definice 9 (Diametr mnoziny). Bud (X, p) metricky prostor. Diametrem mno-
Ziny Y C X rozumime diam(Y') = sup{p(x,y): x,y, € Y}.



Definice 10 (Hausdorffova mira). Pro Y C R*,0 < § < 00,0 < d < oo definu-
jeme

00 . d 0o
HL(Y) = inf {Z a(d) ((h&I;(K)) 1Y C U Y;, diam(Y;) < (5} :

kde
d
T2

BNYCERT)

Symbolem T" rozumime gama funkci definovanou pro 0 < s < oo vztahem
[(s) :/ e "2z tda.
0

ProY C R" a 0 < d < oo stejné jako vyse definujeme v R™ Hausdorffovu
miru HAU(Y') dimenze d predpisem
HUY) = lim HI(Y) = sup H(Y).
6—0 5>0
Pozndmka. Pro cely naseho textu budeme pracovat se situaci Y C R? a d = 1.
Tedy budeme pracovat s Hausdorffovou mirou #H!.

Pozndmka. Pro tplnost uvedeme, Ze Hausdorffova mira H(Y) je vn&jsi mira.
Zminéna vlastnost se bézné dokazuje az po samotné definici Hausdorffovy miry.
Pro tucely naseho textu nepokladame za vhodné se podrobnéji zabyvat patticnou
vétou ¢i jejim dikazem, a proto je nebudeme jiz déle zminovat.

1.3 Véty o polarnich souradnicich

Pocitat integral pres linearni sif muze byt pii vypoctech velmi neintuitivni
a svym tvarem nesikovné. Radi bychom meze integralu prevedli na ¢iselny tvar,
se kterym jiz umime pohodlné pracovat. K tomu nam slouzi takzvané véty o po-
larnich soufadnicich, které prevezmeme z |Ang a kol.| (2012)). Nasledujici véta se
bude hojné vyuzivat v dikazu véty 5] v sekei [3.1] Zaroven bude tvofit, jak pozdéji
uvidime, jeden z klicovych nastroji pro samotny dikaz zminéné véty.

Véta 1 (O zékladnim vztahu s polarnimi souradnicemi). Bud ddna linedrni sit L
a jeji bod w € L. Ddle necht f: L — R méritelnd funkce. Pak plati

/Lf(v)dv:/ooo GEL: Flv)dt.
dr (u,w)=t

Pozndmka. Pro linearni sit L zavedeme stopu o-algebry By, = {ANL: A € By},
a tedy ma smysl mluvit o méfitelnosti funkce f ve vété [I} Stopu o-algebry By,
jesté uvidime v sekei 2.2] pfi zavadéni bodového procesu na linedrni siti.

Véta 2 (O vztahu s polarnimi soutadnicemi). Bud ddna linedrni sit L a jeji
bod u € L. Ddle necht h: [0,00) — R. Pak plati
/ h(dp(u,v)) do = / " h(t)m(u, ) dt. (1.1)
L 0

Poznamka. Dikaz véty [2|1ze najit v textu Moravec| (2013) pod Tvrzenim 2.16.

Pozndamka. Véta 2 se pouzije v sekei [2.3] v ditkazu véty popisujici vztah nehomo-
genni K-funkce a parové korelac¢ni funkce.



2. Bodovy proces

V tvodu kapitoly si definujeme bodovy proces v roviné. Bodovy proces
je velmi obecny pojem, avSak zaroven i velmi prirozeny pojem. Ptiklady realizaci
bodovych procest se vyskytuji v bézném zivoté velmi ¢asto. Muzeme napriklad
zaznamenavat polohu pozorovanych vystavénych bobtich hrazi v ur¢ité prirodni
lokalité. Mnoho nézornych motivac¢nich prikladi bodového procesu uvadi Bad-
deley a kol.| (2007). Jako zajimavy priklad ndm prijde zaznamenani polohy lidi
volajicich zachranou sluzbu. Dale v sekci si definujeme bodovy proces na li-
nearni siti. Jak bylo v ivodu textu zminéno, dopravni nehody na silnicich pred-
stavuji bodovy proces na linearni siti. V kapitole [4] se jimi budeme podrobnéji
zabyvat. V zavéru kapitoly v sekci predstavime pojmy, které budou popisovat
jiz. samotny bodovy proces. Zaroven predstavime i prvni vlastni diikaz.

2.1 Bodovy proces v roviné

V celém textu budeme pracovat s bodovymi procesy v roviné. Z tohoto di-
vodu nebudeme v textu zavadét definici obecného bodového procesu v R, d € N,
jelikoz si vystacime s definici bodového procesu v roviné. Nejdiive zavedeme po-
jem kanonicky prostor v roviné, ktery je nutny pro samotnou definici bodového
procesu, jejz definujeme posléze. Hlavnim zdrojem definic bude [Mgller a Waage-
petersen, (2004).

Definice 11 (Kanonicky prostor v roviné). Necht By je Borelovskd o-algebra
na R?. Oznacme symbolem B3 systém viech omezengch mnozin z By. Bud N =
{X CR?*: n(X4) < coVA € B} soubor vsech lokdlné konecngjch podmnoZin ro-
viny, kde symbolem n(X a) rozumime pocet bodii z mnoziny X obsaZenych v mno-
Ziné A. Zavedme systém mnozin JA* = {X € N: n(X4) =k, A € By, k € Ng}.
Necht N je o-algebra na N generovand mnoZinami JA*, kde A € B3,k € Nj.
Dwojici (N, N') nazveme kanonickym prostorem pro bodovi proces v roviné.

Definice 12 (Bodovy proces v roving). Bud (2, A, P) pravdépodobnostni prostor
a bud (N, N) kanonicky prostor pro bodovy proces v roviné. V roviné definujeme
bodovy proces jako méritelné zobrazeni X : (Q, A, P) — (N, N).

2.2 Bodovy proces na linearni siti

V této sekci se seznamime s definici bodového procesu na linedrni siti. Bodovy
proces jsme si definovali pouze v roviné. Linearni sit je ¢asti roviny, a proto
pojem bodovy proces na linearni siti dava smysl. Nejprve si zavedeme definici
kanonického prostoru pro linearni sit, az poté budeme definovat bodovy proces
na linearni siti. Styl a koncept definic bude velmi podobny jako v pfedchozi sekci.
V této sekci bude zdrojem definic Moravec, (2013)).

Definice 13 (Kanonicky prostor pro linedrni sit). Pro linedrni sit L zavedeme
stopu o-algebry By, = {ANL: A € By}. Souborem vsech lokdlné konecngjch pod-
mnozin linedrni sité L rozumime N, = {X C L: n(X4) < coVA € B}, kde sym-
bolem n(X 4) rozumime pocet bodi z mnoziny X obsazZenych v mnoziné A. Definu-
jeme systém mnoZin Ji* tvarem Ji* = {X € Np:n(X4) =k, A € B, k € Ny}
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Necht Ny, je o-algebra na Ny, generovand mmnoZinami Jf’k, kde A € B,k € Ng.
Dwojici (N,N) nazveme kanonickym prostorem pro bodovij proces na linedrni
siti L.

Definice 14 (Bodovy proces na linearni siti). Necht L je linedrni sit, (€2, A, P)
pravdépodobnostni prostor a (N, N1) kanonicky prostor pro bodovy proces na li-
nedrni siti L. Na linedrni siti L definujeme bodovy proces jako méritelné zobrazeni

X: (Q,.A, P) — (NL,NL).

2.3 Charakteristiky bodového procesu

Radi bychom zkoumali vlastnosti samotného bodového procesu X . K tomuto
ucelu se nam bude hodit zavést nékolik definic. Definice budeme cCerpat prevazné
z ¢lanku Ang a kol.| (2012)). K jedné z vyslovenych vét predvedeme vlastni dikaz.

Definice 15 (Funkce intenzity prvniho tadu). Nechl je ddn bodovy proces X
na linedrni siti L. Pokud existuje nezdpornd méritelnd funkce \(u) na L takovd,
ze

E[n(B)] = /B Mu)du, B € By,

kde B, = {BNL: B € By} a n(B) vyjadruje pocet bodii bodového procesu X
obsazenych v B € By, pak funkci \(u) nazveme funkci intenzity pruniho rddu
bodového procesu X. Mirou intenzity bodového procesu X rozumime A(B) =

E[H(B)], B e BL.

Poznamka. Pokud bude z kontextu jasné, o ktery bodovy proces se jedna, budeme
pouze zkracené psat funkce intenzity, nikoli funkce intenzity daného konkrétniho
bodového procesu. Déle zachovame znaceni n(B) z definice , které pouzijeme
v nasledujici definici.

Definice 16 (Funkce intenzity druhého fadu). Necht je dan bodovy proces X
na linedrni siti L. Rekneme, Ze nezdpornd méritelnd funkce \y(u,v) na L x L je
funkci intenzity druhého rddu, pokud pro libovolné A,B € By, kde AN B = 0,
plati vztah

E [n(A)n(B)] :/A/B)\g(u,v)dvdu.

Predstavime definici Poissonova bodového procesu, kterou budeme pozdéji
pouzivat v kapitole 4| Definici jsem prevzal od Moravec (2013).

Definice 17 (Poissoniv bodovy proces na linedrni siti). Poissoniv bodovy proces
na linedrnd siti L s mirou intenzity A(B) je bodovy proces na linedrn siti L takovy,
jenz splnuje

1. pro kazdou mnozZinu B € By, md ndhodnd velicina n(B) Poissonovo rozdeé-
leni se stredni hodnotou A(B) = E [n(B)],

2. pro kazdé prirozené cislo m > 2 a pro navzajem disjunktni mnoZiny By, Ba,
Bs,..., By, € By jsou ndhodné veli¢iny n(By),n(Bz),n(Bs),...,n(By,) navzd-
jem nezdvislé.



Definice 18 (Parova korelaéni funkce). Bud X bodovy proces na linedrni siti L
s funkci intenzity pruniho Tddu Nu) a s funkci intenzity druhého rddu Ao(u,v).
Definujeme pdarovou korelacni funkci ps: L X L — [0, 00) predpisem

pa(u.0) = W pokud Aw) > 0 A Av) >0,

0, pokud AM(u) =0V A(v) = 0.

Rekneme, Ze proces spliiuje prevdzenou pseudostacionaritu druhého rddu, zna-
cime PPDR, pokud parovd korelacni funkce je pouze funkci sitové vzddlenosti
mezi body u a v, tedy existuje funkce p(t), t > 0, takovd, Ze plati vztah

pa(u,v) = p(dg(u,v)).
Pozndmka. Déle budeme pro nase ucely parovou korela¢ni funkci znadit p(t),
jelikoz budeme pouzivat predpoklad PPDR. Avsak znaceni ps(u,v) se jesté objevi
v dukazu véty []
Definice 19 (Nehomogenni K-funkce). Necht X je bodovij PPDR proces na line-
drni siti L s pdrovou korelacni funkci p(t). Ddle necht m(u,s) znaci obvod sitového
okoli. Nehomogenni K -funkci Kpi(r), r > 0, definujeme vztahem

Koi(r Z Z ]1{0 <dp(z;,z;) <r}

zi€X x; eX IA(@;)m (s, dp (s, ;)

Pokud chceme z pozorovanych dat odhadnout hodnotu nehomogenni K-funkce
k Teseni néjakého problému, tak nam nezbyva nez funkci intenzity prvniho radu
odhadnout. Predstavime odhad nehomogenni K-funkce jiz s odhadnutymi cleny

funkce intenzity prvniho radu. Predstaveny vzorec se nam bude pozdéji hodit
v kapitole [4]

Definice 20 (Odhad nehomogenni K-funkce). Necht na linedrni siti L pozoru-
jeme realizaci {x1,...,x,} bodového PPDR procesu X a ddle necht \w), w €
{z1,...,x,}, je odhadnutd funkce intenzity proniho 7ddu. Ddle nechl m(u,s) znaci
obvod sitového okoli. Odhad nehomogenni K -funkce KLI(T), r > 0, budeme defi-
novat vztahem

1 {dy(x;, z;) <r}

R’ r)=— X X ’
UY=L, 22 oAy mien doeo )
TiFT;

Tvar z definice [19) nehomogenni K-funkce ptisobi na prvni pohled velmi slo-
zitym dojmem. Bylo by vhodné si nehomogenni K-funkci vyjadrit jednodussim
zpusobem, se kterym by se i 1épe pracovalo. K tomuto tcelu je vice nez vhodna
nasledujici véta. Zminime, Ze nasledujici vétu pouzijeme v dikazu véty
Véta 3 (Campbelluv vzorec druhého tadu). Necht je X bodovy proces na linedrni
siti L s funkci intenzity druhého tddu As(u,v). Bud f: L x L — R méritelnd
funkce. Pak plati

E| > flz,y) :/L/Lf(u,v))\g(u,v)dvdu, (2.1)

z,yeX,
T#Y

pokud je pravad strana absolutné integrovatelnd.
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Rovnice (32) a (33) z ¢lanku |Ang a kol (2012) vyjadiuji vztah mezi neho-
mogenni K-funkei Kp;(r) a parovou korelacni funkei p(t). Domnivame se, ze je
obtizné nahlédnout jejich vzajemné souvislosti a vyznamu. Proto vyslovime vétu,
kterd predstavuje jejich vzdjemnou souvislost a primy vztah. Dovolime si zminit,
ze jsme k nasledujici vété pridali vlastni ditkaz.

Véta 4 (O vztahu nehomogenni K-funkce a parové korelacni funkce). Necht
Kp1(r) je nehomogenni K -funkce bodového PPDR procesu X na linedrni siti L
s parovou korelacni funkei p(t), pak plati

Kui(r) = /0 " o(t)dt. (2.2)

Diikaz. Dukaz rozdélime do nékolika casti, které na sebe budou primo navazovat.
Jednotlivé c¢asti podrobné okomentujeme. Nejprve si pomoci nékolika rovnosti
vyjadiime nehomogenni K-funkci

]l{0<d (wi,5)<r} —
KLI |L| Z Z NE m])LmrudL(Zu&?J) o
$LEXJ7J
]l d <
//Az {0< Llu,v) S dvdu =
\L\ JA(v)m(u, dr(u,v))

b uv]l{0<dL(u,v)§r} o du
B |L|/1:/Lp2< ) m(u, dr(u,v)) dv du.

V prvni rovnosti vyuzijeme pfimo definici[I9nehomogenni K-funkce. Ve druhé
rovnosti uplatnime Cambelliv vzorec (2.1)). Ve tfeti rovnosti z definice parové
korela¢ni funkce py(u,v) dostaneme vyjadient

A
P2(10) = SE5R0y

Déle plati rovnosti

]1{0 < dL(“a U) < T}
Kulr) = g7 /o -
n( \L\ (dr(u,v) (e, do (0, 0)) dvdu
h(dr (u,v))
IL{O <s<r} B
\L\// i s) ———— m(u,s)dsdu =

|L|// (s)1{0 < s <r}dsdu=

‘L‘// 5)ds du = ’L’// s) duds.

Za pouziti pfedpokladu, ze X je bodovy PPDR proces, dostdvime z defi-
nice |18 rovnost pa(u,v) = p (dr(u,v)). Toho vyuzijeme v prvni rovnosti. Ve druhé
rovnosti uplatnime vztah (L.1)). Ve tfeti rovnosti se ndm zkrét{ cleny m(u, s). Ve
¢tvrté rovnosti se nam promitne indikator pfimo do meze integralu. V posledni
rovnosti pouzijeme znamou Tonelliho vétu o zaméné poradi integrace. Konecné
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dostaneme rovnosti

Kurlr) = [ oto) () ) s =

L]

_ ‘2‘/0 p(s)| L] ds = /Or,o(s) ds.
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3. Jadrové odhady funkce
intenzity prvniho radu

Budeme se zabyvat tlohou, jak odhadnout funkci intenzity prvniho fadu na li-
nearni siti. K tomuto ucelu slouzi vyhlazovaci jadro definované pomoci jadrové
funkce. Chtéli bychom, aby odhad funkce intenzity prvniho fadu pomoci vyhla-
zovaciho jadra zachovaval hmotu. Z tohoto diivodu bychom radi pozadovali, aby
vyhlazovaci jadro umisténé do jednotlivych pozorovanych boda bodového pro-
cesu bylo pravdépodobnostni hustotou. Ukazuje se, 7e takzvand funkce K2 (u|z),
kterou budeme pozdéji definovat, tvori vhodny néstroj pro odhad funkce inten-
zity prvnfho fddu. Funkei K (u|z) se budeme v celé kapitole velmi podrobné
i vlastnost integrace ptes linearni sit funkce K (u|r) na jednicku. V této kapitole
vyslovime dvé véty piedstavujici kritérium, kdy se funkce KP(u|z) na linedrnf
siti naintegruje na jednicku. Samotnou linearni sit mtzeme klasifikovat do dvou
kategorii podle kritéria, zda obsahuje kratky cyklus, ¢i nikoli. Jak v této kapitole
uvidime, tak se funkce K2 (u|x) bude pro oba piipady definovat jinym zpiisobem.

Uvedeme definici jadrové funkce a také definujeme pojem §itky jadra. Sitka
jadra nam bude urcovat, na jak moc velkém intervalu nabyva jadrova funkce ne-
nulovych hodnot. Toto pozorovani bude okamzité vyplyvat ze samotné definice
jadrové funkce. Dale predstavime definici pojmu kratké cesty a také budeme de-
finovat kratky cyklus. Oba posledni zminéné pojmy budou velmi dilezité pfi for-
mulovani vét ¢i samotnych definic. Budou dokonce tvorit i zasadni argument
v dukazu véty [§ v sekci [3.2] této kapitoly. Zminéné pojmy v tomto odstavei byly
uvedeny v |Sugihara a kol.| (2010).

Definice 21 (Jadrova funkce). Jadrovou funkci nazjvame funkci k definovanou
na R spliujici:

1. k(x) >0 pro kazdé x € R,

2. k(z) = k(—x) pro kazdé v € R,

co

existuje nezdpornd konstanta h € R spliujici jednak k(x) > 0, |z| < h,
jednak k(z) = 0 pro |x| > h,

k(x) je spojitd funkce pro vsechna x € R splnujici |z| < h,
k(x) spliuje rovnost [0 k(z)dz =1,

k(x) je nerostouci pro 0 < x < o0,

NS S

existuje nezapornd konstanta ¢ € R, 0 < q < h takovd, Ze kK"(z) < 0 pro
|z| < q ak"(x) >0 proq < |z| < h.

Konstanta h se v textu bude jeste velmi hojné vyskytovat a zaroven bude hrat
i dilezitou roli v nékterych dikazech. Dovolime si zminit kratkou poznamku.

Poznamka. Déale vzdy budeme ve zbylém textu symbolem h znacit konstantu
z definice 211
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Definice 22 (Sitka jadra). S#kou jddra jadrové funkce k budeme nazjvat hod-
notu 2h.

Definice 23 (Kratka cesta). Rekneme, Ze cesta na linedrni siti L je krdtkd, pokud
jeji délka je mensi neZ konstanta h, jinak rekneme, Ze cesta je dlouhd.

Definice 24 (Kréatky cyklus). Rekneme, Ze na linedrni siti L je krdtky cyklus
prochdzejici bodem w € L, pokud cyklus prochdzi bodem w a délka cyklu je mensi
nez konstanta h.

Predstavime definici vyhlazovaciho jadra. Pojem vyhlazovaciho jadra byl zmi-
nén v ¢lanku McSwiggan a kol.| (2017).

Definice 25 (Vyhlazovaci jadro). Na linedrni siti L budeme vyhlazovacim jd-
drem v bodé uw € L vzhledem k bodu x € L nazjvat funkci K(u|z), pokud bude
funkce K(u|z) tvaru

K(u|z) = e(x,u)k(dp(x,u)),

kde c(xz,u) je nezdpornd meritelnd funkce a k(t),t € R, je funkce z definice
splnugici body: 1,2,3 a 5.

Uvazujme situaci, Ze na linearni siti L pozorujeme realizaci {z,..., z,} bodo-
vého procesu X . Radi bychom odhadli funkei intenzity prvniho fadu A(w), odhad
budeme znacit A\(w), pomoci vyhlazovaciho jadra K (u|z), konkrétné vztahem

Aw) =" K(wlz;), w € L. (3.1)
i=1
Poznamka. Vztah byl uveden v ¢lanku |McSwiggan a kol. (2017). Podrobné
predstavujeme motivaci jadrovych odhadu funkce intenzity prvniho fadu, nebot
chceme, aby jiZz nyni ¢tenaf pochopil diileZitost integrace funkce K2 (u|x) pies
linearni sit na jednicku.

Ocekavany pocet bodtt bodového procesu X na linearni siti L vyjadiuje in-
tegral [; A(w)dw. Chtéli bychom, aby se zachovala hmota v odhadu a aby
vyhlazovaci jadro umisténé do jednotlivych pozorovanych bodu x;, i € {1,2,...,n},
bylo pravdépodobnostni hustotou, zejména aby [, K(w|z;)dw = 1. Tedy chtéli
bychom, aby [, S\(w) dw se rovnal pozorovanému poc¢tu bodu bodového procesu X
na linearni siti L.

Funkce KP(u|r), kterou budeme pozdé&ji definovat, bude vyhlazovacim ja-
drem. V této kapitole vyslovime dvé véty predstavujici kritérium, kdy se funkce
KP(u|z) na linearni siti L naintegruje na jednic¢ku. Jiz nynf zminime, %e bude z4-
leZet, na volbé linedrn{ sité L. Tedy funkce K (u|z) bude tvorit vhodny ndstroj
pro odhad funkce intenzity prvniho radu.

3.1 Linearni sit bez cykla délky kratsich nez
sirka jadra

V této sekci budeme predpokladat, ze na linearni siti L neexistuje cyklus
délky kratsi nez sitka jadra 2h. Jednim ze stézejnich pojmu této sekce bude
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funkce KP(u|z). Jednim z hlavnich cilit této sekce bude vyslovit vétu predsta-
vujici kritérium, kdy se funkce K (u|r) na linedrn{ siti bez cyklit délky kratsich
nez Sitka jadra naintegruje na jednicku. V textu McSwiggan a kol.| (2017)) byla
funkce K (u|z) definovdna na strané 7 zptisobem, ktery v sobé, dle naseho na-
zoru, prehledné nezahrnoval vSechny mozné situace. Proto si nejprve budeme
definovat vahovou funkci v definici 26} a teprve pomoci ni budeme definovat sa-
motnou funkei KP(u|z). Pfipomeneme, Ze vrchol linedrni sité L se nazyva kon-
covy, pokud je jeho stupen roven jedné. Tento pojem jsme jiz uvedli v definici [3]
Pro tuto sekci byl hlavnim zdrojem definic McSwiggan a kol.| (2017).

Definice 26 (Vahova funkce). Bud L linedrni sit neobsahujici cykly délky kratsi
nez Sirka jadra 2h. UvaZujme body u,x € L. Je-li x € L vrchol, potom stupen vr-
cholu x budeme znacit symbolem myq. Jsou-li na cesté mezi u,x € L, kromé u a x,
vrcholy Vi, Va,...,V,, p € N, pak symbolem m;, i = 1,2,...,p, budeme znacit jejich
stupné. Pokud dp(u,x) < h, potom v bodé u € L vzhledem k bodu x € L definu-
jeme vdhovou funkci M (u,x) predpisem

(1) pokud cesta mezi u a x vede pres vrcholy
T Ta— a je-li x vrchol sité L, avsak ne koncovy,

pokud cesta mezi u a x vede pres vrcholy
(my—1)---(my—1), a neni-li x vrchol sité L, anebo

M (u,z) = je x koncovym vrcholem,

pokud cesta mezi u a x nevede pres

20 Zadné vrcholy a je-li x vrchol sité L,

pokud cesta mezi u a x nevede pres

zZadné vrcholy a neni-li x vrchol sité L.
Pokud dp(u,x) > h, pak definujeme M (u,x) = 1.

Definice 27 (Funkce K (u|x)). Bud L linedrni sit neobsahugici cykly délky kratsi
nez sirka jadra 2h. UvaZujme body u,x € L. V bodé uw € L vzhledem k bodu x € L
definujeme funkci KP (u|x) predpisem

k(dp(x, u))

KP(ufr) = = fe

kde k(t),t € R je funkce z definice |21] splriujici body: 1,2,3 a 5.

Pozndmka. Pokud d(u,x) > h, potom plati K?(u|z) = 0. Zminéné pozorovan{
je okamzitym dusledkem bodu 3 z definice [21]

Pozndmka. Funkce KP(u|z) z definice 27| vySe se v €lancich McSwiggan a kol.
(2017)) a|Sugihara a kol.| (2010)) nazyva Equal split discontinuous kernel. Avsak my
ji budeme nazyvat pouze funkei K (u|z), neb by mohlo byt pro ¢tenéfe matouct,

ze nese v sobé nazev jadrové funkce. V sekci budeme funkci K (u|z) znacit

K" (ul2).
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Obrézek 3.1: Linearni sit L neni h-omezena, body sité L ve vzdalenosti presné h
od stfedu z jsou oznaceny symbolem h.

vvvvvv

kdy se funkce K (u|z) na linedrni siti bez cyklt délky kratsich neZ sitka jadra 2h
naintegruje na jednicku. Nejprve si zavedeme nékolik definic, které budou uzitecné
a pouzivané v diikazu zminéné véty.

Definice 28 (h-omezend linearni sit). Necht linedrni sit L neobsahuje cykly délky
mensi néz §irka jadra 2h. Rekneme, Ze linedrni sit L je h-omezend, pokud obsahuje
pouze body s € L splnujici dr(x,s) < h pro néjaky bod x € L.

Definice 29 (Stfed h-omezené linearni sité). Na h-omezené linedrni siti L de-
finujeme stred sité¢ L jako bod x € L spliujici dp(z,s) < h pro kazZdy koncovy
vrchol s € L, pricemz pro alespori jeden koncovy vrchol s € L plati dp(x,s) = h.

Poznamka. Pojem stfed h-omezené linearni sité nachézi své uplatnéni pro do-
statecné velké linearni sité. Takovou situaci lze pozorovat na obrazku My
tohoto pojmu uzivame hlavné v dikazu véty [f] Povazujeme za vhodné zminit,
ze je mozné mit h-omezenou linearni sit, kterd neobsahuje zadny stired. To na-
stava v situaci, kdy je linearni sit az tak mald, ze neni mozné na ni zvolit zadny
bod, jehoz vzdalenost od néjakého koncového vrcholu linearni sité by byla presné
konstanta h.

Definice 30 (Zatacka na h-omezené linearni siti). Rekneme, Ze na h-omezené
linedrni siti L je ve vrcholu V' zatacka, pokud deg(V) = 2 a obé dvé navzdjem
rizné nejuetsi mozné usecky s koncovym bodem V' obsazené v h-omezené linedrni
siti L se lisi orientaci svijch normdlovych vektori.

Definice 31 (Vétveni na h-omezené linedrni siti). Rekneme, Ze na h-omezené
linedrni siti L probihd ve vrcholu V' vétvent, pokud deg(V) > 2.

Pozndmka. Komplement k mnoziné A budeme znacit A°.

A7 na mensi odlisnosti je znéni nasledujici véty formulovano jako Lemma 1
v textu |McSwiggan a kol.| (2017)). V textu McSwiggan a kol.| (2017) nebyl uveden
diikaz. Vyslovime silnéjsi a peclivéjsi verzi véty. V nasem pripadé budeme uva-
zovat neostrou nerovnost, nikoli ostrou nerovnost, v mnoziné Lj u konstanty h.
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Detailnéji uvedeme samotnou mnozinu L} . Dovolili jsme si chybéjici dikaz dopl-
nit, abychom ovéfili platnost znéni véty [5] Diikaz bude navic dopliten mnozZstvim
nazornych obrazkil, které jsme vytvorili pro lepsi orientaci a prehlednost v di-
kazu. Zminime, Ze v obrazcich budeme znézornovat stied sité a pouze ty vrcholy
linearni sité, které budou spojené s myslenkou, jez by mél obrazek vyjadrovat.
Ve znéni nasledujici véty budeme linearni sit znacit symbolem L’. Rozhodli jsme
se tak, protoze v pribéhu ditkazu symbolem L budeme znacit jinou linearni sit,
pro samotny diikaz podstatnéjsi.

Véta 5 (Kritérium integrace funkce K (u|z) na jednicku). Bud L' linedrni sit,
ktera neobsahuje cykly délky mensi nez sirka jadra 2h. Necht R je mnoZina vsech
koncovijch vrcholii linedrni sité L'. Potom funkce KP(u|x), kde x € L', splriuje

KP(u|z)du =1
Ll
pravé tehdy, kdyz x € L, kde L), = {u € L': dp/(u,v) > h, Vv € R} pro R # ()
a L, =L pro R=10.

Diikaz. Méjme zadanou linedrni sit L' a sitku jadra h > 0, chceme dokézat, Ze
pro z € L' plati [;, KP(u|r) du = 1 pravé tehdy, kdyz x € L},

'«=": Predpoklddejme, Ze x € L},. RozepiSeme si funkci K (u|x) do uZitecndj-
stho tvaru

o0 oo k(dr (x,u))
KP(ulz) du :/ KP(ulz) dt :/ ROAL, W) 45 =
r 0 u;: 0 ugz M(U, Zl'f)

dps(zu)=t dpr(zu)=t

00 k(t

= / > k) _ dt.

0 uel’: M(U, ZE)

dps(zu)=t

Vv

integralu. Ve druhé rovnosti jsme rozepsali funkci K (u|z). V posledni rovnosti
jsme uplatnili vztah uvedeny pod sumou. Z predpokladu, ze na L’ neni cyklus
délky mensi nez sSitka jadra 2h, ihned plyne, Ze existuje jednoznacné urcend nej-
kratsi cesta mezi body u,x € L’ tak, ze dy(u,z) < h. Z definice [21| vime, 7Ze k je
hustota a je symetrickd kolem pocatecniho bodu. Déle z definice z bodu 3
plati k(s) = 0 pro kazdy bod s € L', ktery spliuje dy.(z,s) > h. Proto si mu-
zeme omezit linearni sit L' tak, Ze bude obsahovat pouze body s € L’ spliujici
dp/(z,s) < h. Tuto h-omezenou linedrni sit budeme znacit L. VSechny koncové
vrcholy sité L budou presné ve vzdalenosti h od stredu x. Z uvedeného plynou
nasledujici rovnosti

R du:/LKD(u]w)du:/ooo Z Mkéf)x)dt. (3.2)
dleiiz)zt 7

Déle bude dtikaz zalozen na matematické indukci podle poc¢tu vétveni reali-
zovanych na linedrni siti L. Zavedeme znaceni, které budeme v prubéhu dikazu
pouzivat.
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Obrazek 3.2: Linearni sit L bez vétveni.

1. Vi bude znacit vrchol linearni sité L, ve kterém probiha vétveni a ktery
navic spliuje, zZe sitova vzdalenost dy(z, V1) je nejvétsi mozna,

2. Vi =2,3,4,... znaci vrcholy na linearni siti L stupné vyssiho nez 2 v poradi,
v jakém vedou na cesté mezi vrcholem Vi € L a stfedem x € L, pricemz
vrchol V5 je nejblizsi vrchol k vrcholu Vi,

3. tz = dL(ZE,‘/Z‘), 1= 1,2,...,

to o —t = dp(z,Vi1) —dp(z,V;) = dp(Vie1, Vi), proi=2,3,..,
N U dp(x, Vi), pro i = 1,

5. Ay ={se€L:s= Vi dy(s, Vi) < tiiy —t;}, kde s = V; znadi, ze dp(z,s) >
dp(z,V;), i =1,2,..., cesta mezi s a x prochazi ptres vrchol V;.

Poznamenejme, Ze pro funkci K (u|z), specielné pro vahovou funkei M (u, z),
jsou dilezité pouze vrcholy stupné vyssiho nez 2, a proto jsme zavedli znaceni
vrchola V;, i = 1, 2,..., pouze stupné vyssiho nez 2. Takové pozorovani plyne ihned
z definice 26 protoze v ni vrcholy stupné 2 kromé stiedu « € L prispivaji do sou-
¢inu hodnotou 1. Tedy situace, kdy v nékterém z vrcholu linearni sité je zatacka,
nejsou pro dukaz dilezité, ale je dobré si uvédomit, ze mohou nastat.

Pocet vétveni na linearni siti L budeme oznacovat indexem j. Nejprve dokéa-
zeme situaci pro j = 0, tedy kdyz linearni sit L neobsahuje zadné vétveni. Pak L
bude tvaru, jez ukazuje obrazek [3.2], ¢i obrazek [3.3] Pocitejme

/LKD(u|x)du:/OOOIL{O<t§h} > ng)m)dt:/o 2k1(t)dt:

dL(x,u):t
:Q/Ohk:(t)dt:Z/Oookr(t)dt:/Rk(t)dt: 1. (3.3)

Prvni rovnost plati, jelikoz vSechny body z L maji vzdalenost od stiedu x nej-
vyse h a vyuzivam dale vztahu . Druhé rovnost plati, nebot v integralu jsou
pravé 2 séitance, jeden urcuje pozici bodu u od stfedu x ve vzdalenosti ¢ napravo
od x, kdezto druhy urcuje pozici bodu v* od stiedu z ve vzdalenosti ¢ nalevo od .
Navic obé nejkratsi cesty mezi jednak u,z, jednak u*, x neprochazi zadnym vr-
cholem stupné vyssiho nez 2, a proto z definice 26| plati M (u,z) = M (u*, x) = 1.
V neposledni fadé z definice 21]z bodu 3 plati k(s) = 0 pro kazdou konstantu s spl-
nujici s > h, proto mizeme mez integralu prodlouzit az do oo. Dokazali jsme, ze
pro linearni sit L neobsahujici vétveni plati rovnost

/LKD(u\x) du = 1.
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Obrézek 3.3: Linearni sit L. bez vétveni, ve vrcholu V' je zatacka.

Nyni predvedeme pripad pro linearni sit L obsahujici pravé jedno vétveni, tedy
j = 1. Najdeme pravé jeden vrchol, v némz probiha vétveni. Oznac¢ime ho V;. Po-
drobné objasnime oba mozné pripady.

Nejdrive uvazujme x = Vi, a tedy ve stfedu x sité L probiha vétveni. Tako-
vou situaci lze pozorovat na obrazku [3.4] kde mnozina A; je oznacena Cervenou
barvou. A{ obsahuje pouze vrchol V;. V&imnéme si, Ze v této situaci plati t; = 0.
Pocitejme

/LKD(u]a:)du:/Al KD(u|x)du—|—/IKD(u|$)du: N KP(u|z) du =
oo k(t)
— S dt=
/0 Ho<ts< }du(eAl)::tM(u, 0
_ (M deg(W)I k@) L " _

V prvni rovnosti jsme vyuzili rozkladu linedrni sité L na ¢asti A; a AY, kde
AV = {z} = {Vi}. Integrél pies jeden bod (stied x) je podle Hausdorffovy
miry H roven nule. T¥et{ rovnost plati, jelikoZ vSechny body z A; maji vzdalenost
od stiedu x nejvyse h. V tieti rovnosti jsme jesté vyuzili vztahu . V predpo-
sledni rovnosti vyuzivime faktu, ze mame prave [deg(V})] séitanct. Z definice
dostavame M (u,z) = [deg(V})] /2, protoze jakékoli cesta mezi bodem u € A,
a stfedem x nevede pres zadné vrcholy stupné vyssiho nez 2 a stied z je vr-
cholem Vi, v némz probiha jediné vétveni linearni sité L. V posledni rovnosti
vyuzivdm stejnou argumentaci jako v zavéru rovnost{ (3.3)). Tedy pro vétveni re-
alizovaném ve stredu x sité L nebylo potieba vyuzit indukéniho predpokladu.
Avsak v dalsim pripadé jiz indukéni predpoklad zapotiebi bude.

Nyni uvazujme ptipad, ze ve stfedu x sité L neprobihd vétveni, a tedy pravé
jedno veétveni se realizuje v jiném bodé sité L nez ve stfedu x. Presné takovou
situaci ukazuje obrazek [3.5] Nyni pocitejme

k(t+t)

dt =
M (u,x)

KD(u|a:)du:/ Ho<t<h—t} >
0 ucA:
dL(x,u):tthl

_ M deg(Vi) —1]k(2) . _ 1"
= /t1 dog(Vy) — 1 dz = /t1 k(z)dz.

Aq
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Obrazek 3.4: Ve stfedu z linedrni sité L probihd vétveni, A{ obsahuje pouze
vrchol Vi, tedy A = {V;}.

Prvni rovnost plati vyuzitim vztahu . Jelikoz uvazujeme pouze body u €
Ay, tak jejich vzdalenost musi byt od stfedu x nejvyse t + t1. VSechny body z A;
maji vzdalenost od vrcholu V; nejvyse h —t;. Z vrcholu V; je vzdélenost ke stfedu
x presné t;. Druhd rovnost plati, jelikoz mame pravé [deg(Vi) — 1] s¢itanci. Po-
uzili jsme jesté substituci z =t +t;. V A; existuje prave [deg(V)) — 1] navzajem
ruznych tsecek s koncovym bodem V; o délce h — t;. Na kterykoli bod z jedné
z moznych usecek vede nejkratsi cesta ze stfedu x pravé pres jeden vrchol stupné
vyssiho nez 2, pres vrchol Vi, proto z definice 26 plati M (u, z) = [deg(V7) — 1].

Nyni nahradime A; tseckou s koncovym bodem Vi délky h — t;, budeme
ji znacit Uy, navazujici na ¢ast A{ linedrn{ sité L tak, aby tisecka U; méla stejny
normalovy vektor jako jedna z tusecek z A;. Noveé vzniklou linearni sif budeme
znacit L. Tuto situaci popisuje obrazek [3.6] Navic plati

KP(ulz) du = / "rydt = [ KP(ulz) du. (3.4)

Ui t1 A

Pocitejme
/KD(u|x) du:/ KD (ulz) du+/ KP (ulz) du =
L A

= KD(u|x du+/ KP(u|z) du

—/ KP(u|r)d

nova

V prvni rovnosti jsme vyuzili linearity integralu a rozkladu L na dvé disjunktni
¢asti Ap, AY. Ve druhé rovnosti jsme uplatnili vztah ([3.4]). Posledni rovnost plyne
z indukéniho predpokladu pro j = 0, protoze L,,.s neobsahuje zadné vétveni.

Nakonec ukazeme indukéni krok pro obecnou situaci. Méjme h-omezenou li-
nearni sit L se stfedem v bodé x a Sitkou jadra 2h. Predpokladejme nyni, Ze
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Obrazek 3.5: Pravé jedno vétveni probiha mimo stied x sité L.

x € L neni vrcholem. Necht linearni sif L obsahuje pravé j + 1 vétveni, j > 1.
Tato situace je zndzornéna na obrazku [3.7 pravé pro dvé vétveni. Predpoklé-
dejme, ze pro kazdou linearni sit L* se stejnym stfedem x a konstantou h, ktera
obsahuje pravé j vétveni plati rovnost [;. K (u|xr)du = 1. Najdeme vrchol, ozna-
¢ime ho Vi, ve kterém probihd vétveni, a ktery navic spliuje, ze sitova vzdale-
nost dr(x,V)) je nejvétsi mozna. Pokud takovych vrcholi bude vice, vybereme
libovolny z nich.

Piipominame, Ze V5, V5,..., V}, budou postupné vrcholy stupné vyssiho nez 2,
pres které vede nejkratsi cesta mezi vrcholem V; a stredem x (vyjma Vi, x). Nyni
pocitejme

D [ k(t+t) .,
AlK (u|a:)du-/0 1{0<t<h-—t} u§: Wdt_
dr, (z,u)=t+t1
o (deg(V) — 1] (2 o
n (deg(Vi) — 1) (deg(Va) — 1) -+ (deg(V;) — 1)
_ [ k(2) dz. (3.5)

~ Juy (deg(Vs) = 1)--- (deg(V},) — 1)

V predchozim vypoctu jsme v prvni rovnosti pouzili vztah . Jelikoz uva-
zujeme pouze body u € A;, tak jejich vzdalenost musi byt od stifedu x nejvyse
t + t;. Vsechny body z A; maji vzdalenost od vrcholu V; nejvyse h — ty. Z vr-
cholu V; je vzdalenost ke stfedu x presné t;. V A; existuje pravé [deg(V;) — 1]
navzajem ruznych usecek s koncovym bodem V; o délce h — t;. Suma obsahuje
pravé [deg(V1) — 1] s¢itanci, coz se promitne ve druhé rovnosti spole¢né nahra-
zenim M (u, z) tvarem primo z definice Ve druhé rovnosti jsme jesté pouzili
substituci z = t + ;.

Nahradime A; tseckou s koncovym bodem V; délky h—t;, budeme ji znacit Uy,
navazujici na ¢ast A{ linedrn{ sité L tak, aby tsecka U; méla stejny normélovy
vektor jako jedna z tsecek z A;. Nové vzniklou linearni sit budeme znacit L,,,p4.
Takovou situaci ukazuje obrazek [3.8] Pro U; plati nésledujici rovnosti

M = D(u|z) du
(deg(VQ)—1)‘--(deg(%)—1)dt_ AlK (ulz) du.

h
KP (u|r)du = /
Uy t1
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Obrézek 3.6: Nahrazeni A; useckou U; pro situaci, kdy pravé jedno vétveni pro-
biha mimo stred x sité L.

Konec¢né dostaneme rovnosti
/KD(u|x) du:/ KD (ulz) du+/ KP (ulz) du =
L Ay

= KD(u|x du+/ KP(u|z) du

= / KP(u|r)d
’VLO'Ua

V posledni rovnosti jsme vyuzili indukéniho predpokladu, nebot linearni sit L,,,,4
obsahuje pravé j vétveni.

V situaci, kdy stred x € L je vrcholem sité L se zméni definice vahové
funkce M (u, ) oproti puvodnimu piipadu, pro obecnou situaci, kdy stred = ne-
byl vrcholem sité L. V takovém piipadé se pouZije prvni situace z definice [26]
tedy u vztahu ve jmenovateli v soucinu pribyde clen “3%. Clen e se také
objevi ve vzorci [, KP(u|z)du po nahrazeni A; useckou U1 Zbytek dukazu by
se provedl analogicky jako pro obecnou situaci, kde by stfed x nebyl vrcholem

sité L. Timto je implikace "<=" dokézana.

'=": Danou implikaci dokézeme sporem. Pokud by z ¢ L}, pak by nékde
nutné chybéla ¢ast linearni sité L', na které by hustota k (z definice byla
kladna. Tedy i funkce K (u|z) by byla kladnd. Rozsifime linedrni sit L’ ve viech
koncovych vrcholech y € L spliujicich dp/(x,y) < h, budeme ji znacit L™, tak,
abychom nevytvorili cyklus a aby platilo dpr-(x,v) = h pro vSechny koncové
vrcholy v € R™7*, kde R™* je mnozina vsech koncovych vrcholl linedrni sité L™,
Zminime, 7e linearni sit L’ jsme mohli v nékterych ¢astech omezit. V téchto cas-
tech dle bodu 3 z definice 21| by méla funkce K (u|z) nulovou hodnotu. Pro li-
nearni sit L"°* tedy pozadujeme, aby vSechny jeji koncové vrcholy byly presné
ve vzdalenosti h od stfedu x. Potom plati

v € L% = {u € L™ dpro-(u,v) > h, Yv € R

Avsak jiz z dukazu predchozi implikace jsme pro rozsitenou linearni sif L%
dokazali

KP (u|r)du = 1.
LTOZ

Tedy pfidali jsme ¢4sti linedrni sité s kladnou Hausdorffovou mirou H!, na kte-
rych ma funkce KP(u|r) kladné hodnoty (z definice [27|a z bodu 3 z definice [21]),
a tedy integral [}.o.\; K7 (ulz) du pies pridané ¢dsti linedrn sité L% je kladny.
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Obrazek 3.7: Ve vrcholu V; se realizuje vétveni.

—
/|

Obrazek 3.8: Nahrazeni A; useckou Uj.

Dostavame rovnosti

1= KD(u|:I;)du:/

[roz Lroz\L/

KP (ulz) du + / KP (ulz) du.
L/

>0

Proto ptuvodni linearni sit L’ pred rozsifenim musela nutné splnovat

KP(u|r)du < 1.
L
Zbyvéa ukézat, ze takové rozsifeni lze vzdy provést. V tvrzeni [ ukédzeme, Ze
v kazdém koncovém vrcholu y € L'; ve kterém jsme provedli rozsifeni linearni
sité L’ na linedrni sit L"%, lze zvolit uzavienou kouli B(y,¢) se stiedem v kon-
covém vrcholu y € L’ a poloméru € > 0 tak, aby uzaviena koule B(y,¢) byla
disjunktni s linearni siti L’ bez tsecky obsahujici koncovy vrchol y € L'. V tvr-
zeni 7| dokézeme, ze kazda nova ¢ast sité L% se vejde do uzaviené koule B(y, ¢),
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zde jiz pro y € L"*. Navic kazda nova ¢ast L™ vznikne jako sjednoceni usecek,
které jsou po dvou navzajem rizné a kazdé dvé tsecky maji spolecny nejvyse
jeden bod, a to koncovy. Tim je druha implikace dikazu dokazana.

m

Poznamka. V nésledujicim tvrzeni rozlisime pripad, kdy bychom v predchozi im-
plikaci dukazu rozsitovali linearni sit L' v koncovém vrcholu z € L', ¢ v koncovém
vrcholu y € I’ a stted = € L’ by nebyl koncovym vrcholem linearni sité L'.

vvvvv

jdadra 2h. Necht x € L'. Pak plati:

1. Necht x neni koncoviym vrcholem linedrni sité L' a mecht existuje alespor
jeden koncovy vrchol y € L' takovy, Ze di/(x,y) < h. Pak v kaZdém tako-
vém koncovém vrcholu y € L' lze zvolit uzavrenou kouli B(y,e) o poloméru

e > 0, kterd je disjunktni s L . . L' . znacti linedrnd sit L', avsak jiz

neobsahujici usecku linedarni sité L' s koncoviym vrcholem y.

2. Necht je x koncovym vrcholem linedrni sité L' a s € L', s # x, libovolnyg kon-
covy vrchol, potom v koncovém vrcholu x lze zvolit uzavrenou kouli B(x,¢)

v v . . . I , , v/ . 7 7/

o polomeru € > 0 takovou, Ze je disjunktni s L,,.s- Lyas 2nact linedrni
sit L', avsak jiz neobsahujici isecku linedrni sité L' s koncoviim vrcholem x.

Dukaz. Argumentace dikazu je pro oba pripady identicka, avsak lisi se znacenim
vrcholii. Pro pohodli ¢tenare dikaz rozdélime radéji opét na dva pripady. V obou
pripadech dukaz provedeme sporem.

1. Pokud by takova uzaviena koule B(y,¢) v koncovém vrcholu y nesla zvolit,
pak by nutné platilo, ze deg(y) > 1, a tedy vrchol y by nebyl koncovy, coz
je spor s predpokladem tvrzeni.

2. Pokud by takova uzaviena koule B(z,e) koncového vrcholu x nesla zvolit,
pak by nutné platilo, ze deg(z) > 1, a tedy vrchol x by nebyl koncovy, coz
je opét spor s predpokladem tvrzeni.

]

Tvrzeni 7. Necht L je linedrni sit. Do libovolné uzavrené koule B(u, e) se stredem
v koncovém vrcholu uw € L a polomérem £ > 0 lze vepsat spojitou krivku libovolné
délky. Navic takovou krivku lze volit tak, aby nevytvorila cyklus ani Zadné vetveni
a aby byla sloZena pouze z po dvou navzdjem ruznych usecek, kde kazdé dve usecky
maji spolecny nejuyse jeden bod, a to koncovy.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti pro cely dikaz uvazujme, ze koncovy vrchol u € L
ma soutadnice [0;0] v kartézské soustavé souradnic a uvazujme, Ze linedrni sit

v uzaviené kouli B(u, €) je tiseckou se souradnicemi v [(—¢, 0]; 0]. Takovou situaci

e e.e(=1F
2 2k 2 )

k € N. Nyni si budeme definovat kiivku pomoci posloupnosti tsecek [u,M],
[My,M,], [M3,Mj],..., pricemz tato kiivka bude mit vsechny pozadované vlast-
nosti. Tato kiivka bude mit potencionalné nekonecnou délku, nebot bude kmitat

znazornuje obrazek Definujeme si posloupnost vrcholi My = [
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Obréazek 3.9: Znézornéni uzaviené koule B(u, ¢) se stfedem u € L a polomérem e.

v soutadnici y libovoln¢krat mezi hodnotami —5 a 5. Dokonce nami zkonstru-

ovana ktivka pomoci posloupnosti tsecek mize slouzit jako nova ¢ast linearni
sité L.
m

Pozndmka. Znéni predchozich dvou tvrzeni [0}, [7] jsme formulovali véetné jejich
dikazi pro potfebu dikazu dulezité véty [f

Pozndmka. Pti konstrukei ktivky v predchozim ditkazu jsme se nechali inspirovat
funkef sin (%), kterd ma nekone¢né mnoho zdkmiti na intervalu (0, 1).

Pozndmka. Radi bychom upozornili na rozdil mezi zna¢enim polohy bodu [-; -]
v kartézské soustavé souradnic a znacenim tusecky z definice [I] mezi body w, v

symbolem [u,v].

3.2 Linearni sit, ktera muze obsahovat cykly

V této sekci zadefinujeme nékolik pojmu pro linearni sit, kterd miize obsaho-
vat cykly. Specielné povolujeme, aby linearni sit mohla obsahovat kratké cykly.
Pripomeneme, ze cestu na linearni siti nazveme kratkou, pokud je jeji délka mensi
nez konstanta h. Kratkym cyklem nazveme cyklus délky mensi nez h. Obé definice
jsme formulovali nad sekei . Budeme si definovat funkci K D(u|x), ktera bude
piedstavovat funkci K2 (u|z) pro linedrni sité, které mohou obsahovat cykly. Vy-
slovime vétu predstavujici kritérium, kdy se funkce K D(u\x) na linedrni siti, ktera
muze obsahovat cykly, naintegruje na jednicku. Veskeré definice této sekce budou
pouzity ke zminéné vété. Pro tuto sekci bude podstatnym zdrojem [Sugihara a kol.
(2010).
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Definice 32 (Pomocné funkce A, (x,y)). Bud L linedrni sit, kterd miZe obsaho-
vat cykly. Uvazujme body x,y € L. Bud P(x,y) = {p1,p2,....,on}, n € N, mnoZina
vsech krdtkych cest z bodu x do boduy. Pro kazZdou cestup; € P(x,y) mezi body x,y
definujme jeji délku dy, (z,y). Je-li x € L vrchol, potom stuper vrcholu x budeme
znacit symbolem myg. Jsou-li na cesté p; vrcholy v;,, vy, ,...,vi,, s € N, kroméy a x,
linearni sité L, pak jejich prislusné stupné budeme znacit m;, , m,,...,m;,. Necht
M,,(y,x) znact vahovou funkci z definice |26 pro posloupnost vrcholi na cesté p;,
potom definujeme pomocnou funkci Ay, (z,y) predpisem

k(dy,(z,y))
Mpi (y7 T )
Pozndmka. V definici |32] oznacuje d,, (z,y) siftovou vzdalenost na linearni siti p;

urcenou cestou p; tak, jak byla zavedena v definici ] To plati, jelikoz na takové
linearni siti bude pravé jedna cesta mezi body x, u, cesta p;.

Api(xvy) =

Pozndmka. Mizeme si vSimnout, Zze pomocné funkce A,, (2, y) z definice[32)se sho-
duje s definici [27] pokud cesta mezi body x,y je jedind kratka.

Nyni uvedeme definici funkce K D(u|x) pro linearni sit L, ktera muze obsaho-
vat cykly. Definice v sobé bude zohlednovat veskeré mozné kratké cesty vedouci
mezi body x,y.

Definice 33 (Funkce K D(u|x) pro linearni sit s cykly). Bud L linedrni sit,
ktera maiizZe obsahovat cykly. Definujeme funkci f(D(u|x) v bodé u € L vzhledem
k bodu x € L vztahem

Elz)= Y Ay (z,u).

pi€EP(z,u)

Chtéli bychom si vyslovit nejdiilezitéjsi vétu této sekee predstavujici kritérium,
kdy se funkce K D(u]a;) na linedrnf siti, kterd mtze obsahovat cykly naintegruje
na jednicku. Nejprve si pripomenme tri definice z teorie grafi. VSechny tii definice
budou pouzity v dikazu zminéné véty

Definice 34 (Strom). Strom je neorientovany graf, ve kterém jsou libovolné dva
vrcholy spojeny prdvé jednou cestou.

Definice 35 (Kofenovy strom). Korenovy strom je strom, ve kterém jsme oznacili
jeden wvrchol jako koren.

Definice 36 (Vétev kofenového stromu). Vétev korenového stromu je jedno-
znacné urcend cesta vedouci od korene do koncového vrcholu - listu.

Véta 8 (Kritérium integrace funkce K D(u|x) na jednicku). Necht linedrni sit
L mizZe obsahovat cykly. Necht R je mnoZina vsech koncovych vrcholi linedrni
sité L. Potom funkce _f(D(u\x), kde x € L, spliuje

/ _f(D(u|x) du =1

L

pravé tehdy, kdyz x € Ly, kde L, = {u € L: dp(u,v) > h,Yv € R} pro R # ()
aL,=1L pro R=1.
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Diikaz. "<=": Predpokladejme, ze x € Lj. Nejprve struc¢né nastinime hlavni mys-
lenku dikazu této implikace, ktera by méla ¢tenari poskytnout zakladni pred-
stavu a vhled do samotného diikkazu. Pojmy uvedené v hlavni myslence budou
v pribéhu dikazu vysvétleny. Chceme si vytvorit novou linearni sif, budeme
ji znacit L4, takovou, aby vsechny cesty mezi body x € L a v € L pro vhodné
body u € L splnujici, ze délka cesty mezi u,x je nejvyse h, na linearni siti L
byly shodné s vhodnymi cestami na linearni siti L,,,,4. Linearni sit L, jak bylo
zminéno v definici B3] mize obsahovat cykly. AvSak nové vytvorend linedrni sit
nebude obsahovat zadné cykly. Specielné nebude obsahovat zadné kratké cykly.
Potom jiz budeme moci vyuzit véty [f] ze které bude plynout vztah

/LIN(D(u|x) du =

Bud x € L pevné zvoleny bod linearni sité L. Oznacime si P, = {p1, pa,---, Pe},
¢ € N, mnozinu vsech cest mezi body x,y € L pro vhodné body y € L takové,
ze délka cesty mezi touto dvojici bodu je presné konstanta h, kde 2h je Sitka ja-
dra. Nyni z P, postupné vytvorime novou linearni sit L,,,,;s v podobé korenového
stromu s kofenem ve vrcholu z € L,,.s. Nejprve si definujeme, ze L) . je vy-
tvorena pouze z korenu x a cesty p;. Budeme vytvaret posloupnost hnearmch
Sltl L . C L? - C Lpows takovou, ze budeme postupné rozsifovat L~

nova nova
=2,3,..., 0 zbylé cesty z P, dvéma navzajem ruznymi zpusoby.

TLO’U‘(]’

1. Necht prvni usecka cesty p;,i = 2,3,..., neni zddna z dosavadnich tsecek

primo spojenych s kofenem x € L;O})a Tedy cesta p; se od odstatnich cest

z P, tvorici LI !, liéi jiz aplné na svém zacatku. Pak cestu p; pridame
jako novou vétev L' L. vychazejici z kotene z € L' L.. Vzniklou line4rni sit

7
oznaCime L' _ ..

nova

2. Necht prvni usecka cesty p;,7 = 2,3,..., je pfimo spojena s kofenem x €
L1, Najdeme prvni tsecku z cesty p;, kterd se lisf vaci L !, oznacime
si ji jako [a,b] a necht plati dp,(z,a) < dp,(x,b). V koncovém bodé a této
prvni lisici se ﬁseéky [a, b] pfiddme novou vétev ze zbylé cesty p;, kterd se

7
lisf oproti L%, Vzniklou linearni sit oznacime L¢ .

Zminénou konstrukci dostaneme linearni sit L.z, ktera neobsahuje zadné
kratké cykly, a tedy ani zadny cyklus délky mensi nez sitka jadra 2h. Navic
kazda cesta na linearni siti L,,,,4 mezi koncovymi vrcholy a kofenem x € L,,,,5 ma
délku presné konstantu h. Z vyse uvedeného jsou ve vété |5 splnény predpoklady
implikace "<=" a s jejim pouzitim dostaneme vztah

/ KP(u)z)d

Pro kazdy bod u € L splnujici, ze délka cesty mezi u, z je nejvyse h, existuje
mnozina bodd U = {1, da,...., U5} € Lpows, kde s € N, takovd, ze pro kazdou
jednu cestu p,;,7 € {1,2,...,s}, mezi body z,u € L délky nejvyse h existuje
bod 1i; € U,j € {1,2,...,s}, pro ktery plati, 7e cesta mezi kofenem = € Lo
a bodem 1 € Lo, j € {1,2,...,5}, budeme ji znacit py,, je shodnd s cestou p, ;
mezi body z,u € L. Pojmem shodnosti cest uzitého vyse je mysleno, zZe pro
cestu p,,; mezi body z,u na linearni siti L existuje cesta p;; na linedrni siti Lyovs
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vedouci z kofene & € Liyps do bodu 1; € Lyss pies stejny pocet vrchold, pii-
cemz vzdalenost mezi jednotlivymi vrcholy na cesté py; je stejna se vzdalenostmi
mezi jednotlivymi vrcholy na cesté p,; a dale délka cest p,; a py; je stejna.

Miuzeme si vS§imnout, ze cesta mezi body x,u € L nemusi byt urcena jedno-
znacné, avsak cesta mezi kofenem x € Ly a bodem @ € Lygys, j € {1,2,...,5},
jiz jednoznacéné urcena byt musi. Toto pozorovani ihned plyne z konstrukce ko-
fenového stromu pii vytvareni linedrni sité L,.4. Dokonce prifazovani cesty py;
mezi kofenem = € L, a bodem 4; € U, j e {1,2,.,s}, ke shodné patiiéné
cesté p, ; mezi body z,u € L nam zajisti, Ze se kazdy bod z mnoziny U vyu-
zije pravé jednou, a tedy L5 je nejmensi mozna linearni sit splnujici dosavadni
uvahy. Predchozi véta nam poskytuje naprosto klicové pozorovani, na kterém
bude postaven zbytek dikazu.

Funkce K D(u|x) zavisi, dle definice , pouze a jen na kratkych cestich
mezi body x,u € L, a proto jsme mohli uvazovat pouze cesty délky nejvyse h.
Z v¥se uvedeného plyne, ze funkce K D(u|x) bude nabyvat stejné hodnoty mezi
body x,u na linedrn{ siti L jako soucet funkei K (u;|x) na linedrni siti Lyous
pro u; € U, kde U = {uy,1s,...,1s}. Z predchozich tivah dostaneme nasledujic
rovnost

S
~_ D D/ ~
K (ulz) =) KP(i;]x).
j=1

Predchozi tivahy plati pro kazdy bod u € L a pro kazdou kratkou cestu mezi
body x,u na linedrni siti L. Jelikoz funkce K D(u]a:) zavisi pouze na kratkych
cestach mezi body x,u € L, tak koneéné dostaneme rovnosti, z nichz bude impli-
kace "<=" dokazana

/ KD(ﬂ|m)dﬂ:/f(D(u|x)du:1.
Lyova L

'=": Danou implikaci dokdzeme sporem. Pokud by = ¢ L;, pak by nékde
nutné chybéla ¢ast linedrni sité L, na které by hustota k (z definice byla
kladna. Tedy i funkce K D(u|x) by byla kladna. Rozsifime linedrni sit L ve vSech
koncovych vrcholech y € L spliujicich dy(z,y) < h, budeme ji znacit L™ tak,
abychom nevytvorili cyklus a aby platilo dpr:(x,v) = h pro vSechny koncové
vrcholy v € R™%, kde R"* je mnozina vSech koncovych vrcholt linearni sité L™%.
Zminime, ze linearni sit L jsme mohli v nékterych ¢astech omezit. V téchto cas-
tech dle bodu 3 z definice 21) by méla funkce K D(u]x) nulovou hodnotu. Pro
linearni sit L™ tedy pozadujeme, aby vSechny jeji koncové vrcholy byly presné
ve vzdalenosti h od stfedu x. Potom plati

x € L ={u€ L™ : dpro=(u,v) > h, Yv € R"*}.
Existenci rozsifen{ linedrn{ sité jsme ukdzali v dukazu véty [5 Z dikazu predchozi
implikace této véty jsme pro rozsitenou linearni sit L"* dokazali

f(D(u|:E) du = 1.
LTDZ

Tedy piidali jsme éasti linedrni sité s kladnou Hausdorffovou mirou !, na kte-
rjch ma funkce K D(u\x) kladné hodnoty (z definice ﬁ a dale z bodu 3 z defi-

nice [21), a tedy integral [}, , K P (u]z) du pres pridané ¢ésti linedrni sité L% je
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kladny. Proto ptvodni linearni sit L pred rozsitenim musela nutné splinovat

/ f(D(u\:c) du < 1.
L

O

Pro ziskani jesté lepsi predstavy béhem dukazu véty [§ jsme vytvorili dva

barevné obrazky. Obrézek [3.10] zndzortiuje schéma reprezentujici linedrni sit L,
ktera obsahuje cykly. Vrcholy sité L znac¢ime x,u,j, k,l, m,n. Prohnuté kiivky
znazornuji cestu mezi jednotlivymi vrcholy a ¢isla udavaji délky tisecek mezi jed-
notlivymi vrcholy. Zminime, Ze narozdil od linearni sité L,..4 z dikazu véty
linearni sit v obrazku obsahuje c¢asti tisecek pod carkovanou carou, kterd
znézoriuje h-vzdalené body sité od korene z. Uvazujeme konstantu h = 6. Césti
tseCek pod ¢érkovanou ¢drou jsme v obrazku nechali kvili snadnéjsi orientaci
v samotném obrazku. Barevné jsou vyznaceny shodné cesty mezi vrcholy x, s
a mezi vrcholy x, 4 na linearni siti v obrazku s prislusnymi cestami mezi
vrcholy @, u linedrn{ sité L v obrazku [3.10] VSimnéme si, ze na linedrni siti L v ob-
razku [3.10| neni cesta mezi vrcholy x, u urcena jednoznacné, avsak na linearni siti
v obrazku [3.11] cesta mezi vrcholy x, iy a cesta mezi vrcholy x, iy jiz jednoznacné
urcena je.
Pozndmka. V dikazu véty [§ si mizeme vSimnout drobného rozdilu ve znaceni
mnoziny P, oproti mnoziné P(z,y), kterd byla uvedena v definici . Vsechny
cesty z mnoziny P, maji délku presné h, a proto se nejedna o kratkou cestu.
Kdezto P(x,y) oznac¢uje mnozinu pouze kratkych cest. Pojem kratké cesty byl
zaveden v definici 23]

Pozndmka. Narozdil od nami predstavené veéty |8 byla predchozi véta, avsak
v méné peclivém tvaru, formulovdna v textu |Sugihara a kol.| (2010) v tvrzeni 3
pod vztahem (11). Jeji ditkkaz byl v podobé pro ¢tenare, dle naseho nézoru, nepri-
hledny, dostateéné nevysvétleny a nesikovné zpracovan. Dokonce jsme nazoru, ze
tvrzeni 3 v textu Sugihara a kol.| (2010) je chybné. Z téchto diuvodu jsme peclive
formulovali znéni véty |8 a uvedli jeji dikaz, ktery se v implikaci "<" inspiro-
val dikazem z tvrzeni 3 predstaveného v textu Sugihara a kol (2010). V du-
kazu implikace "<=" u véty (8] jsme oproti textu [Sugihara a kol.| (2010) podrobné&ji
vysvétlili jednotlivé ¢asti diikazu a ztvarnili jsme ho do vice prehledné podoby.
V ditkazu véty |8 pouzivame pojmu shodnosti cest mezi linearnimi sitémi. Tento
pojem byl klicovy k celému dikazu zminéné veéty. Formalni zavedeni takového
pojmu by ovSsem bylo velmi slozité a ¢tenare by to jen zmatlo. Prirozend intuice
pro interpretaci tohoto pojmu nabizi ¢tendfi mnohem lepsi pfedstavu nez sa-
motné zavedeni definice. Z téchto divodu jsme se rozhodli pojem shodnosti cest
komentovat slovné, avsak nezavadét jeho formalni definici.

Pozndamka. Domnivame se, ze tvrzeni 3 v Sugihara a kol.[(2010) je chybné, nebot
s prihlédnutim ke znaceni ve vété 8 byla v|Sugihara a kol.| (2010)) uvazovana pouze
situaci, kdy je mnozina vsech koncovych vrcholi R linearni sité L prazdna. Nasi
domnénku podporuje pozorovani, ze vSechny ilustracni obrazky i argumentace
v dikazu tvrzeni 3 v |Sugihara a kol.| (2010) byly pro linedrni sité neobsahujici
zadny koncovy vrchol, ackoli v samotné sekci iv v |Sugihara a kol. (2010]) nebyl
predpoklad pouze linearnich siti bez koncovych vrcholi zminén.
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Obrézek 3.10: Schéma linearni sité s cykly.

Us

Obréazek 3.11: Schéma linearni sité vzniklé konstrukei korenového stromu.
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4. Analyza bodovych procest
pomoci obalkovych testt

V této kapitole ukdzeme praktické pouziti metod analyzy bodovych procest
na linedrnich sitich pro dva konkrétni datasety. V sekcil4.1|budeme analyzovat do-
pravni nehody na tseku dalnice D1 v kraji Vysoc¢ina. V takovém pripadé nebude
linearni sit obsahovat zadné vétveni. Radi bychom predvedli i vlastni analyzu
bodového procesu pro situaci, kdy linedrni sit vétveni obsahovat bude. Nazorny
priklad linearni sité s vétvenim mohou byt ulice néjakého mésta, a proto v sekci
budeme analyzovat zloc¢iny ve mésté Chicago z datasetu Chicago Crime Data do-
stupném pod heslem chicago v balicku spatstat. Balicek spatstat je pékné
popsan v knize [Baddeley a kol.| (2015]).

Pro zminéné analyzy budeme pouzivat princip testovani Monte Carlo, ktery
ma pro testovou statistiku Ty vzniklou z pozorovaného bodového vzorku a pro
testové statistiky simulované za nulové hypotézy T, T5,...,Ts, s € N, p-hodnotu
ve tvaru

1 S
= ——Y NT; < Ty},
b 5+1¢:o{ o}

kde symbolem T; < Ty rozumime, ze pro néjaké usporadani je T; vice, anebo
stejné extrémni jako Ty. Principu testovani Monte Carlo vyuzivame v situaci,
kdy rozdéleni testové statistiky za nulové hypotézy nezname analyticky, ale do-
vedeme z rozdéleni za nulové hypotézy simulovat.

K obéma nasim analyzam budeme pouzivat globalni obalkovy test, ktery bude
vyuzivat fazeni funkcionalnich testovych statistik dle kritéria extreme rank len-
gths (ERL) a ktery je ndzorné vysvétlen napiiklad v ¢lancich Dvorak a Mrkvicka
(2021)), Myllymaki a kol. (2017)) nebo [Mrkvicka a kol.| (2017). Déle budeme psét
pouze obalkovy test. V prostorové statistice je pouziti globalnich obalkovych
testu standardem, a proto nebudeme podrobné popisovat samotny obalkovy test,
avsak budeme pouze komentovat nasi analyzu ve spojitosti s jeho pouzitim. Sa-
motné analyzy budeme provadét v programu R a budeme k nim pouzivat balicky
spatstat a GET. Metodika implementovana v balicku GET je popsana naptiklad
v Myllymaki a kol. (2017). Zdrojové kédy z programu R, které budou pouzity
k analyzam, uvedeme v elektronické ptiloze.

4.1 Analyza vyskytu dopravnich nehod na D1

V této sekci budeme analyzovat dopravni nehody na tseku déalnice D1 v kraji
Vysocina, které se staly od soboty 1.1.2022 do soboty 29.10.2022 vyjma tii do-
pravnich nehod, o kterych se domnivame, Ze jsou chybné zaznamenany a ziejmeé
nelezi na dalnici D1. Zdrojem nasich dat budou statistické iidaje o nehodovosti
na tzemi Ceské republiky pievzaté od Policie Ceské republiky! (2023)). Zminéné
tfi dopravni nehody, které nebudeme uvazovat, byly v datasetu statistickych
udaji o nehodovosti uvedeny mezi dopravnimi nehodami na déalnicich v kraji
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Vysocina v tadcich 31,32 a 62, viz soubor se zdrojovymi daty v elektronické pri-
loze této prace.

Vytvorime si linearni sif z polohy zaznamenanych dopravnich nehod nasle-
dujicim zptisobem. Nejprve seradime zaznamenané dopravni nehody podle jejich
polohy. Tyto sefazené dopravni nehody budeme povazovat za vrcholy sité. Kazdé
dva sousedni vrcholy propojime tseckou, tedy z pohledu grafu hranou. Nami vy-
tvorenou linearni sit budeme znacit L. Linedrni sit L obsahuje 259 vrchola a 258
hran. Délka linearni sité L je priblizné 95378 metrt. V celé této sekci budeme
uvazovat vzdéalenosti v metrech.

Na linearni siti L z pozorovaného bodového vzorku ag dopravnich nehod,
ktery obsahuje 300 bodi, spoc¢itame jadrovy odhad funkce intenzity prvniho radu.
Odhad bude zalozen na vztahu . Vyuzijeme prikaz density.lpp z balicku
spatstat v programu R. Za parametr sigma budeme uvazovat konstantu h =
1 750. Predpokladame, ze mozné vzdjemné interakce (dané napiiklad stavebnimi
pracemi, do¢asnymi omezenimi na vozovce,...) mezi body pozorovaného bodového
vzorku g maji vliv na vzdalenost fadové stovek metri, a proto jsme zvolili kon-
stantu h zpusobem h = 1750, abychom zminéné efekty vyhladili. MiiZeme si vSim-
nout, ze nékteré body pozorovaného bodového vzorku xg lezi presné ve stejném
misté vlivem zaokrouhlovani pfi zdznamu dat, a proto se pocet bodl neshoduje
s poctem vrcholil linearni sité L. Déale budeme uvazovat nespojitou verzi od-
hadu (3.1)) pomoci funkce K (u|z) z definice 27| P¥i konstrukci funkce K (u|x)
pouzijeme pro funkci k Epanechnikovo jadro. Takto spoc¢itany odhad budeme
zmadit A(u). Odhad A(u) pro pozorovany bodovy vzorek dopravnich nehod g
na linearni siti L ukazuje obrazek 4.1} Abychom dosahli piehlednéjsi vizualizace
obrazku [4.1], zvolili jsme jesté dodateény parametr eps=c(750,750), ktery ma vliv
na velikost pixelt v obrazku [4.1]

Nyni bychom se chtéli zabyvat nehomogenni K-funkci, respektive jejim od-
hadem. Nehomogenni K —funkﬁsme uvedli v definici [I9] Jeji odhad jsme pred-

stavili v definici . Obrazek [4.2) ukazuje odhad nehomogenni K-funkce K (LOI) (r),
uvazujeme r € [0,46 847], pocitany pomoci piikazu linearKinhom pro pozoro-
vany bodovy vzorek axqg, kde pro parametr lambda volime spocitany odhad X(u)
Obréazek také ukazuje teoretickou hodnotou nehomogenni K-funkce pro Po-
issoniiv bodovy proces na linearni siti L. Pohledem na obréazek vidime, Ze na
malé ke se zjevnd lii odhad nehomogenni K-funkee K i (r), nyni uvazujeme
r € [0,2000], od teoretické hodnoty nehomogenni K-funkce pro Poissontuv bo-
dovy proces na linearni siti L.

Uvazujme, ze pozorovany bodovy vzorek xg je realizaci bodového procesu Xp.
Budeme chtit testovat hypotézu, ze X méa rozdéleni Poissonova procesu na line-
arni siti L s funkei intenzity prvnitho fadu A(u). Uvazujme hypotézu a alternativu

1. Hy: X ma rozdéleni Poissonova bodového procesu na linearni siti L
s funkei intenzity prvniho fadu A(u),

2. Hy: Xo nema rozdéleni Poissonova bodového procesu na linearni siti L
s funkci intenzity prvniho fadu A(u).
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Obrézek 4.1: Jadrovy odhad funkce intenzity prvniho tadu pro dopravni nehody
na useku dalnice D1 v kraji Vysoc¢ina. Barevna skala znazornuje intenzitu vyskytu
dopravnich nehod na jeden metr délky tiseku dalnice D1 v kraji Vysocina.

Budeme chtit zkonstruovat test nulové hypotézy Hg proti alternativé Hj.
Na pozorovany bodovy vzorek xq provedeme obalkovy test pro hladinu vyznam-
nosti a = 0,05. Testovou statistiku Ty pozorovaného bodového vzorku xg na line-

. (0
arni siti L zvolime jako To = K (L 1) (r), kde r € [0,2000]. Rozdéleni bodového pro-
cesu Xg za predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy empiricky aproximujeme
simulacemi realizaci a1, ®sg,..., Xgge vzniklych z rozdéleni Poissonova bodového
procesu na linedrni siti L s funkei intenzity prvniho fadu A(u), z nichz spocitdme
testové statistiky T4y, T3,..., Togg. Uvazujeme T; = f{(ﬁ(r), pro i = 1,2,...,999
a pro r € [0,2000].

Budeme zkoumat, zda se testova statistika Ty bodového vzorku axg mezi tes-
tovymi statistikami T4, Ts,..., Tgeg vzniklych ze simulaci realizaci 1, @3,..., ggg
jevi jako typicka, ¢i zda se jevi jako extrémni. Z Ty, T1, T, ..., Togg vybereme 950
tova statistika Ty bude v obéalce, pak prohlasime testovou statistiku Ty za typic-
kou. V takovém pripadé nebudeme zamitat nulovou hypotézu Hy. Jestlize testova
statistika Ty bude vystupovat z obalky, a tedy nebude pattit mezi 950 nejtypicteéj-
sich funkci, pak testovou statistiku Ty budeme povazovat za extrémni. V takovém
pripadé budeme zamitat nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy H;.

Testova statistika Ty je konstruovand zptisobem, aby byla citliva na odchylky
od poissonovské vlastnosti (interakce), proto pripadné zamitnuti nulové hypo-
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Odhadovana a teoreticka hodnota nehomogenni K-funkce
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Obrazek 4.2: Odhadovans hodnota nehomogenni K-funkce K (LOI) (r), uvazujeme
r € (0,46 847], pro dopravni nehody na tseku délnice D1 v kraji Vysodina je
znazornéna cernou barvou. Teoreticka hodnota nehomogenni K-funkce pro Pois-
sonuv bodovy proces na linedrni siti L je zndzornéna c¢ervenou barvou.

tézy Hgy budeme interpretovat jako pritomnost interakci. Pokud se odhad funkce
intenzity prvniho fadu A(u) 1isf od skutetné funkce intenzity prvnfho fadu A(u),
kterd by pattila Poissonovu bodovému procesu na linearni siti L, ktery jsme
predstavili v definici [I7, pak muze také dojit k zamitnuti nulové hypotézy Hy
i v pripadé, ze bodovy proces Xy méa rozdéleni Poissonova procesu.

Pro nase pozorovana data vychazi p-hodnota obalkového testu 0,01, a proto
budeme zamitat nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy Hy. Z p-hodnoty
vidime, Ze testova statistika Tp byla 10. nejextrémnéjsi. Za divod zamitnuti nu-
lové hypotézy Hg ve prospéch alternativy Hy povazujeme pritomnost vzajemnych
interakci mezi dopravnimi nehodami na tiseku dalnice D1 v kraji Vysocina, které
se nedaly vysvétlit odhadem funkce intenzity prvniho radu X(u) Vystup obal-
kového testu ukazuje obrazek Cervenou barvou je znazornéna Gast testové
statistiky Tg, kterd vystupuje z obalky, a tedy se v danych mistech znatelné lisi
od testovych statistik tvorici obalku testu.

4.2 Poulic¢ni zloc¢iny ve mésté Chicago

V sekci jsme si mohli v§imnout, ze linearni sit neobsahuje zadné vétveni.
Analyza dopravnich nehod v sekci by sla provést i pomoci zndmych postupti
bodovych procest v R. Abychom ukéazali praktické pouziti metod analyzy bodo-
vych procesii na linearni siti obsahujici vétveni, budeme analyzovat zaznamenané
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Odhadovana a teoreticka hodnota nehomogenni K-funkce
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Obrazek 4.3: Odhadovans hodnota nehomogenni K-funkce K (Lo[) (r), uvazujeme
r € [0,2000], pro dopravni nehody na tseku délnice D1 v kraji Vysocina je zna-
zornéna ¢ernou barvou. Teoretickd hodnota nehomogenni K-funkce pro Poissoniiv
bodovy proces na linearni siti L je zndzornéna cervenou barvou.

pouli¢ni zlo¢iny ve mésté Chicago z datasetu Chicago Crime Data dostupného
pod heslem chicago v balicku spatstat v programu R, které ukazuje obrazek [4.5]
V celé této sekci budeme uvazovat vzdalenosti ve stopach.

Budeme pracovat s linearni siti, oznac¢ime ji L, z datasetu, kterou lze ob-
drzet pomoci piikazu as.linnet(chicago). Linearni sit L méa priblizné délku
31150 stop, obsahuje 338 vrcholii a 503 hran. Pozorovany bodovy vzorek pou-
licnich zloc¢inli &y ve mésté Chicago obsahuje 116 bodu a lze ho ziskat pomoci
prikazu lpp (X=unmark(as.ppp(chicago)), L=as.linnet(chicago)).

Na linearni siti L z pozorovaného bodového vzorku xq pouli¢nich zloc¢intu spo-
&itame jadrovy odhad funkce intenzity prvniho fadu A(u) jako v sekci u Pro
parametr sigma budeme uvazovat konstantu h = 151. Zvolili jsme konstantu
h = 151 tak, aby byla prostorova skala, na které se méni odhad funkce intenzity
prvniho radu S\(U) srovnatelna s velikosti blokt ve mésté Chicago. Opét budeme
uvazovat nespojitou verzi odhadu (3.1)), aviak nyni jiz pro funkci K D(u]a;) z de-
finice . P#i konstrukei funkce K D(u|;z:) pouzijeme pro funkci £ Epanechnikovo

jadro. Odhad S\(U) pro pozorovany bodovy vzorek pouli¢nich zlo¢ini oy na line-
arni siti L ukazuje obrazek [4.6]

Obrazek 4.7 ukazuje odhad nehomogenni K-funkce K fl) (r), budeme uvazovat
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Global envelope test: p = 0.01
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Obrazek 4.4: Obalkovy test pro dopravni nehody na tseku dalnice D1 v kraji
Vysocina. Uvazujeme r € [0, 2 000].

r € [0,1077], pocitany pomoci piikazu linearKinhom pro pozorovany bodovy
vzorek xg obsahujici 116 bodu. Obrazek [1.7) také ukazuje teoretickou hodnotou
nehomogenni K-funkce pro Poissontiv bodovy proces na linearni siti L. Za pa-
rametr lambda volime spocitany odhad S\(U) Uvazujme nulovou hypotézu Hy
a alternativu H; jako v sekci

1. Hy: X ma rozdéleni Poissonova bodového procesu na linearni siti L
s funkci intenzity prvniho fadu A(u),

2. Hy: Xo nema rozdéleni Poissonova bodového procesu na linearni siti L
s funkef intenzity prvniho fadu A(u).

Rozdéleni bodového vzorku Xg za predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy
empiricky aproximujeme simulacemi realizaci xq, ®a,..., £ggg vzniklych z rozde-
leni Poissonova bodového procesu na linearni siti L s funkei intenzity prvniho
radu X(u), z nichz spocitdme testové statistiky Ty, Ts, T3,..., Toge. Uvazujeme

T, = K)(r), pro i = 1,2....,999 a pro r € [0,1077].

Pouzijeme obalkovy test, jehoz vystup ukazuje obrézek (1.8 Z obrazku [4.8
vidime, Ze p-hodnota obalkového testu vychazi 0,897. Na zékladé takového vy-
sledku musime konstatovat, zZe rozdéleni dat neni vyznamné odlisné od rozdéleni,
jaké by méla data za platnosti nulové hypotézy Hgp, a proto nemizeme zami-
tat nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy H;. Skutec¢nost, Zze nemiizeme
zamitat nulovou hypotézu Hg ve prospéch alternativy H; lze nahlédnout z ob-
razku[4.8] jelikoz testovd statistika Tp nevystupuje z obélky, a tedy na obrazku[4.§]
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Obrézek 4.5: Polohy zaznamenanych pouli¢nich zloc¢int ve mésté Chicago znazor-
nuji tuéné body.

nepozorujeme zadnou cervenou c¢ast testové statistiky Tp.

Pouli¢ni zlo¢iny ve mésté Chicago byly zaznamenany v obdobi od 25.4. 2002
do 8.5.2002. Domnivame se, ze ve mésté Chicago, jako ve vétsiné velkych meést,
existuje néjaka skupina lidi, kterd ma na svédomi hned nékolik pouli¢nich zlo¢int,
a tedy si myslime, ze existuji vzajemné interakce mezi pozorovanymi pouli¢nimi
zlo¢iny ve mésté Chicago. Konstatujeme, ze moznym divodem, pro¢ jsme nemohli
zamitnout nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy H;, muze byt kratké
casové obdobi, ve kterém byly pouli¢ni zloc¢iny zaznamenavany.
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Obrazek 4.6: Jadrovy odhad funkce intenzity prvniho fadu pro pouli¢ni zloc¢iny
ve mésté Chicago. Barevna skala znazornuje intenzitu vyskytu pouli¢nich zloc¢inti
na jednu stopu délky ulice mésta Chicago.
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Odhadovana a teoreticka hodnota nehomogenni K-funkce
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Obrézek 4.7: Odhadovand hodnota nehomogenni K-funkce K (LOI) (r), uvazujeme
r € [0,1077], pro pouli¢ni zlo¢iny ve mésté Chicago je zndzornéna cernou barvou.
Teoreticka hodnota nehomogenni K-funkce pro Poissontiv bodovy proces na siti L
je znazornéna cervenou barvou.

Global envelope test: p = 0.897
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Obréazek 4.8: Obalkovy test pro pouli¢ni zloc¢iny ve mésté Chicago. Uvazujeme
r € [0,1077].
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Z.aver

V kapitole [1| jsme definovali linearni sif a s ni spojené pojmy. Pfipomeneme,
ze linearni sité maji velké vyuziti v bézném zivoté a jednd se o naprosto priro-
zeny pojem. Vice motivacnich ptikladi lze nalézt v iivodu textu. Zminili jsme,
jaky druh integralu budeme v textu pouzivat a vici jaké mire budeme integrovat.
Zminéné mire — Hausdorffové — jsme vénovali druhou sekci prvni kapitoly. Dale
jsme zavedli takzvané véty o polarnich soutadnicich, které jsme pouzivali v di-
kazu véty [ a také véty [5] Bez nich by bylo velmi obtizné dikazy provést.

Ve druhé kapitole jsme se nejprve vénovali definicim k bodovym procesiim
v roviné a na linedrnich sitich. Poté jsme v sekci [2.3] zavedli nékolik charak-
teristik bodovych procest. Formulovali jsme vétu [d] uréujici pfimy vztah mezi
nehomogenni K-funkci a parovou korela¢ni funkci. Ke zminéné vété jsme uvedli
vlastni dikaz. V dikazu jsme piimo vyuzili vSechny pojmy z celé sekee [2.3] a do-
konce i vétsinu pojmu z kapitol predchozich.

V pritbéhu tteti kapitoly jsme se zabyvali prevazné funkci K (u|x) a pojmy
vedli jsme v ni nékolik vlastnich diikazi a nami formulovanych tvrzeni. V nepo-
sledni fadé jsme pridali i vlastni ilustrace a obrazky. V ivodu kapitoly [3] jsme de-
finovali jadrovou funkci a pomoci ni jsme definovali vyhlazovaci jadro. Déle jsme
zavedli pojem kratké cesty. Zaroven jsme poukazali na dilezitost konstanty h
z definice [21] Klasifikovali jsme linearni sit na dva mozné pripady. Prvni z nich
jsou linearni sité neobsahujici cykly délky kratsi nez sitka jadra 2h, kterymi se za-
byvala celd sekce [3.1] Naopak linedrni sité, které mohou obsahovat cykly, jsme
zkoumali v sekei 3.2

Pro linearni sité neobsahujici cykly délky kratsi nez sitka jadra 2h jsme de-
finici samotné funkce K (u|z) uvedli pomoci vahové funkce. Pro tento p¥fstup
jsme se rozhodli po zjisténi, Ze funkce KP(u|r) neni nejen v praci McSwiggan
a kol. (2017)), ale ani v textu Sugihara a kol. (2010)) prehledné definovdna pro
vSechny mozné situace, které se mohou na linearni siti bez cykli délky kratsich
nez $iika jadra 2h vyskytnout. Tento nedostatek jsme napravili v definici[26] Poté
jsme jiz koneénd predstavili definici samotné funkce K2 (ulx).

Vyslovili jsme vétu [5| pfedstavujici jasné kritérium, kdy se funkce KP (u|x)
na linearni siti bez cykla délky kratsich nez sitka jadra 2h naintegruje na jed-
nicku. Zminénou vétu muzeme interpretovat zpusobem, ze pres linearni sif L
neobsahujici cykly délky kratsi nez 2h se funkce K (u|z) naintegruje na jednicku
prave tehdy, kdyz vzdalenost vSech koncovych vrcholii linearni sité L od predem
daného bodu z € L je alesponi h. Rada obrazki poskytuje ¢tenafi komfortnéjsi
vhled do samotného dikazu véty. Zminéna véta [ je jednim z hlavnich bodu ce-
1ého textu. Kvili ni jsme definovali vSechny pojmy spojené s h-omezenou linearni
siti. Dale jsme kvtli ni vyslovili vlastni formulaci tvrzeni [6] véetné diikazu a také
jsme uvedli vlastni tvrzeni [7 opét s dikazem.

39



Pro situaci, kdy linearni sit mtze obsahovat cykly, jsme predstavili definici
funkce K D(u|x). V takovém piipadé je funkce K D(u\x) definovdna pomoci po-
mocné funkce A,,(z,y) z definice 32 Ta se shoduje s funkei KP(ulz) na line-
arni siti bez cykla délek kratsich nez sitka jadra 2h, pokud cesta mezi body x,y
je jedind kratka. Jesté jednou jsme formulovali vétu pojednavajici o integraci
funkce K (u|z) na jednicku, aviak tentokrat pro funkci K D(u|:x) z definice .
Dukaz véty jsme oproti tvrzeni 3 v textu [Sugihara a kol.| (2010), o kterém se do-
mnivame, ze je chybné, podrobné zpracovali a peclivé jsme vyslovili samotné znéni
véty. V dikazu se hojné vyuziva pojmu shodnosti cest mezi riznymi linearnimi
sitémi. Diky tomu je diikaz naro¢ny na samotnou matematickou presnost a for-
mulaci. Diikaz jsme doplnili o obrazky a[3.11], které navazuji na predvedeny
dikaz. Zminime, ze v dikazu silné vyuzivame véty [5] Samotnd konstrukece line-
arni sité v podobé korenového stromu je uziteéna, nebot na takovou linearni sit
muzeme vétu [o pouzit. Zde je opét vidét, jak je velmi dulezitd véta 5] Zaroven se
nam dikazem véty [§] podarilo propojit vsechny sekce z obsahlé kapitoly |3| a uka-
zat navaznost riiznych definic funkce K2 (u|x) i obou kritérii integrace jednak

funkce K (u|x), jednak funkce KD(u\x) na jednicku.

V kapitole [ konkrétné v sekci [I.1], jsme se zabyvali analyzou dopravnich ne-
hod na tiseku délnice D1 v kraji Vysoc¢ina v Ceské republice. Ze zaznamenanych
dopravnich nehod jsme sestavili linearni sif. Pomoci jadrového odhadu funkce

intenzity prvniho f4du A(u) jsme provedli odhad nehomogenni K -funkce K 20]) (r).
Nakonec jsme provedli obalkovy test, jehoz vysledkem bylo zamitnuti nulové hy-
potézy Hg ve prospéch alternativy H;. Moznym vysvétlenim muze byt skutec-
nost, ze mezi dopravnimi nehodami na tseku dalnice D1 v kraji Vysocina existo-
valy vzajemné interakce.

V sekci jsme provedli analyzu pouli¢nich zlo¢ini ve mésté Chicago. Opét
jsme vyuzili jddrového odhadu funkce intenzity prvniho fadu A(u) a odhadli jsme

nehomogenni K-funkci K fl) (r). Déle jsme provedli obalkovy test a dle jeho vy-
sledku jsme nemohli zamitnout nulovou hypotézu Hq ve prospéch alternativy Hjy.
Moznym davodem, pro¢ jsme nemohli zamitnout nulovou hypotézu Hgy ve pro-
spéch alternativy Hy, mohlo byt kratké casové obdobi mezi zaznamenavanim
pouli¢nich zloc¢inti. Ocekavali bychom, ze budou existovat vzajemné interakce
mezi pozorovanymi pouli¢nimi zloc¢iny ve mésté Chicago, a proto bychom navrhli
zaznamenavat pouli¢ni zloc¢iny ve mésté Chicago po delsi ¢asové obdobi, aby se
pripadné vzajemné interakce mezi poulicnimi zlo¢iny mohly vyraznéji projevit.
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