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Úvod
Rádi bychom v úvodu textu nastínili několik důvodů, proč je užitečné se věno-

vat bodovým procesům na lineárních sítích. Výsledky této poměrně nové, avšak
důmyslné teorie se dají použít pro řešení nejrůznějších praktických problémů. Pro
stručný nástin praktického využití bychom rádi uvedli následující příklad.

Chceme zjistit, zda místa výskytu pouličních zločinů ve městě Chicago jsou
pouze náhodné, nebo naopak zda spolu souvisí. Kdyby spolu souvisely, tak by to
mohlo například znamenat, že dané pouliční zločiny v určitém regionu způsobuje
stejný gang, či má na tom významný podíl. Při prokázání, že nejde o nahodilost,
a tedy že místa zaznamenaných zločinů spolu souvisí, by bylo vhodné do těchto
míst umístit více bezpečnostních systémů a zavést proti zločinům účinnější opat-
ření. V kapitole 4 představíme vlastní analýzu o zločinech ve městě Chicago.
Podrobnější analýzu o zločinech ve městě Chicago lze najít v Ang a kol. (2012).
Obdobně se dají analyzovat dopravní nehody na silniční síti. Ukázku analýzy do-
pravních nehod na části dálnice D1 v kraji Vysočina předvedeme v kapitole 4.

V první kapitole zavedeme pojem lineární sítě. Zároveň se čtenář seznámí
i s pojmem síťové vzdálenosti, který se bude vyskytovat v průběhu celého textu.

Bodový proces si budeme definovat ve druhé kapitole. V její třetí sekci před-
stavíme charakteristiky bodového procesu. Z nich zde zmíníme funkci intenzity
prvního řádu, která popisuje intenzitu výskytu bodů procesu v jednotlivých mís-
tech lineární sítě a K-funkci popisující prostorové seskupení bodového procesu.

Jádrovými odhady funkce intenzity prvního řádu se budeme věnovat v kapi-
tole 3. V ní budeme definovat jádrovou funkci, vyhlazovací jádro a další s ní spo-
jené pojmy. Chtěli bychom, aby odhad funkce intenzity prvního řádu pomocí
vyhlazovacího jádra zachovával hmotu. Zobecnění jádrových odhadů funkce in-
tenzity z euklidovského prostoru na lineární síť není přímočaré, v literatuře bylo
navrženo více přístupů. Je žádoucí jejich vlastnosti prozkoumat, aby se dalo roz-
hodnout, jaký druh odhadu v praxi v různých situacích používat.

Zavedeme funkci KD(u|x), která se využívá pro odhad funkce intenzity prv-
ního řádu. Zmíníme, že funkce KD(u|x) není stavěná pouze na jednu určitou
geometrii lineární sítě L, avšak dá se použít prakticky na jakoukoli rozumnou
lineární síť. To je velmi užitečná vlastnost, neboť takovou funkci můžeme použí-
vat například pro analýzu pouličních loupeží v jakémkoli městě a nikoli ve městě
námi specificky určeném.

V textu uvedeme celkem dvě věty představující kritérium, kdy se na lineární
síti funkce KD(u|x) naintegruje na jedničku, a tedy odhad funkce intenzity prv-
ního řádu pomocí funkce KD(u|x) bude zachovávat hmotu. Obě věty uvedeme
s vlastními důkazy a ilustračními obrázky. V literatuře jsou dostupná tvrzení,
která uvádí nutné a postačující podmínky pro splnění vlastnosti integrace funkce
KD(u|x) na jedničku. Avšak jsou uvedena bez důkazu (McSwiggan a kol., 2017),
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anebo je dokonce důkaz tvrzení chybný (Sugihara a kol., 2010). Ukazuje se, že
výpočetní náročnost funkce KD(u|x) je přijatelná a výrazně neroste se zvětšující
se šířkou jádra 2h na lineární síti L.
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1. Lineární síť
Lineární síť je v běžném světě velmi hojně se vyskytující pojem. Mezi nejčas-

tější příklady lineární sítě patří dopravní síť, ulice měst či říční síť. V sekci 1.1
si zavedeme základní definice a značení. V sekci 1.2 specifikujeme, vůči jaké míře
a integrálu budeme v textu pracovat. V závěru kapitoly 1.3 si vyslovíme velmi
důležité věty, které budou základním stavebním kamenem u mnohých důkazů.

1.1 Definice a značení
Nejprve zavedeme několik základních definic z oblasti lineárních sítí. Jedná

se o naprosto klíčové pojmy, se kterými budeme pracovat po celou dobu našeho
textu. Tyto základní pojmy jsou převzaty primárně ze zdrojů McSwiggan a kol.
(2017) a Ang a kol. (2012). Velmi podstatným zdrojem byla také bakalářská práce
Moravec (2013).

V celé práci budeme pracovat s lineárními sítěmi v rovině, tedy v R2. Vůbec
první definicí celého textu bude pojem úsečka. Předpokládáme, že čtenář tento
pojem velmi dobře zná, avšak hlavní přínos definice 1 bude ve značení úsečky,
které budeme v textu hojně používat.

Definice 1 (Úsečka). Úsečku v rovině s koncovými body u, v definujeme jako
množinu {tu + (1 − t)v : 0 ≤ t ≤ 1} . Značíme [u, v] .

Definice 2 (Lineární síť). Nechť n ∈ N a l1,..., ln jsou po dvou navzájem různé
úsečky, nechť každé dvě úsečky mají společný nejvýše jeden bod, a to koncový.
Lineární síť L definujeme jako konečné sjednocení L =

n⋃︁
i=1

li. Koncové body úseček
l1,..., ln budeme nazývat vrcholy lineární sítě L.

Poznámka. V textu místo pojmu lineární síť L budeme někdy psát síť L či pouze
síť. Učiníme tak tehdy, pokud zkráceným zápisem zvýšíme přehlednost v daných
pasážích textu.
Poznámka. Na lineární síť L se můžeme dívat jako na graf. Takový pohled bude
užitečný obzvláště v kapitole 3, ve které budeme některé pojmy z teorie grafů
definovat.

Definice 3 (Stupeň vrcholu). Stupeň vrcholu v, značíme deg(v), je počet úseček
s koncovým bodem ve vrcholu v. Řekneme, že vrchol v je koncový, pokud je jeho
stupeň roven jedné.

Definice 4 (Cesta). Na lineární síti L =
n⋃︁

i=1
li definujeme cestu mezi body u, v ∈ L

jako posloupnost bodů x0, x1,..., xm−1, xm ∈ L, m ∈ N, takovou, že x0 = u, xm = v
a xj pro nějaké j = 1, 2,..., m − 1 značí vrcholy lineární sítě L. Požadujeme, aby
pro každé i = 2, 3,..., m − 1 platilo [xi−1, xi] = ls pro nějaké s = 1, 2,..., n. Pro
úsečku s koncovými body x0, x1 požadujeme [x0, x1] ⊂ lt pro nějaké t = 1, 2,..., n
a pro úsečku s koncovými body xm−1, xm požadujeme [xm−1, xm] ⊂ lk pro nějaké
k = 1, 2,..., n. Nakonec ještě požadujeme, aby v případě m ≥ 2 pro každé p =
0, 2,..., m − 2 platilo xp ̸= xp+2.
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Obrázek 1.1: Lineární síť bez cyklů. Obrázek 1.2: Lineární síť s cyklem.

Poznámka. Abychom zabránili, aby cesta bezprostředně zpět neprocházela stej-
nou úsečku opačným směrem, tak jsme na konci definice 4 požadovali, aby v pří-
padě m ≥ 2 pro každé p = 0, 2,..., m − 2 platilo xp ̸= xp+2.
Poznámka. V celé práci budeme uvažovat pouze lineární sítě L s právě jednou
komponentou souvislosti. Tedy mezi libovolnými dvěma body na lineární síti L
bude vždy existovat alespoň jedna cesta. Nyní již můžeme definovat pojem síťové
vzdálenosti.

Definice 5 (Síťová vzdálenost). Délkou cesty x0,..., xm rozumíme součet euklidov-
ských vzdáleností ∑︁m

i=1 ∥xi −xi−1∥. Síťovou vzdálenost dL(u, v) mezi body u, v ∈ L
definujeme jako minimum délek ze všech cest mezi body u, v.

Zavedeme si definici cyklu na lineární síti. Znázornění lineární sítě bez cyklů
lze vidět na obrázku 1.1. Naopak na obrázku 1.2 je uvedena lineární síť s cyklem.

Definice 6 (Cyklus). Na lineární síti L definujeme cyklus procházející bodem
u ∈ L jako cestu u, v1,..., vm, u pro nějaké m = 2, 3,..., vi ∈ L značí vrcholy
sítě L, vi ̸= u, i = 1,...,m.

Definice 7 (Síťové okolí). Pro lineární síť L definujeme síťové okolí bL(u,r) bodu
u ∈ L o poloměru r > 0 jako množinu bL(u,r) = {v ∈ L : dL(u, v) ≤ r}. Hranicí
síťového okolí rozumíme ∂bL(u,r) = {v ∈ L : dL(u, v) = r}.

Definice 8 (Obvod síťové okolí). Obvodem m(u,r) síťového okolí bL(u,r) rozu-
míme počet bodů obsažených v jeho hranici ∂bL(u,r).

Poznámka. Obvod m(u,r) síťového okolí budeme například používat v důkazu
v jedné z vět v sekci 2.3.

1.2 Hausdorffova míra
V celé práci budeme pracovat s Lebesgueovým integrálem vůči Hausdorffově

míře, která nám umožňuje měřit objekty nižší dimenze. V našem případě to pře-
vážně budou úsečky v rovině. Nejprve si zavedeme definici diametru množiny,
který bude posléze použit právě pro definici Hausdorffovy míry. Definici samotné
Hausdorffovy míry jsme čerpali ze zdroje Evans a Gariepy (1992).

Definice 9 (Diametr množiny). Buď (X, ρ) metrický prostor. Diametrem mno-
žiny Y ⊂ X rozumíme diam(Y ) = sup{ρ(x, y) : x, y, ∈ Y }.
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Definice 10 (Hausdorffova míra). Pro Y ⊂ Rn, 0 < δ ≤ ∞, 0 ≤ d < ∞ definu-
jeme

Hd
δ(Y ) = inf

⎧⎨⎩
∞∑︂

i=1
α(d)

(︄
diam(Yi)

2

)︄d

: Y ⊂
∞⋃︂

i=1
Yi, diam(Yi) ≤ δ

⎫⎬⎭ ,

kde

α(d) = π
d
2

Γ(d
2 + 1)

.

Symbolem Γ rozumíme gama funkci definovanou pro 0 < s < ∞ vztahem

Γ(s) =
∫︂ ∞

0
e−xxs−1 dx.

Pro Y ⊂ Rn a 0 ≤ d < ∞ stejné jako výše definujeme v Rn Hausdorffovu
míru Hd(Y ) dimenze d předpisem

Hd(Y ) = lim
δ→0

Hd
δ(Y ) = sup

δ>0
Hd

δ(Y ).

Poznámka. Pro účely našeho textu budeme pracovat se situací Y ⊂ R2 a d = 1.
Tedy budeme pracovat s Hausdorffovou mírou H1.
Poznámka. Pro úplnost uvedeme, že Hausdorffova míra Hd(Y ) je vnější míra.
Zmíněná vlastnost se běžně dokazuje až po samotné definici Hausdorffovy míry.
Pro účely našeho textu nepokládáme za vhodné se podrobněji zabývat patřičnou
větou či jejím důkazem, a proto je nebudeme již dále zmiňovat.

1.3 Věty o polárních souřadnicích
Počítat integrál přes lineární síť může být při výpočtech velmi neintuitivní

a svým tvarem nešikovné. Rádi bychom meze integrálu převedli na číselný tvar,
se kterým již umíme pohodlně pracovat. K tomu nám slouží takzvané věty o po-
lárních souřadnicích, které převezmeme z Ang a kol. (2012). Následující věta se
bude hojně využívat v důkazu věty 5 v sekci 3.1. Zároveň bude tvořit, jak později
uvidíme, jeden z klíčových nástrojů pro samotný důkaz zmíněné věty.
Věta 1 (O základním vztahu s polárními souřadnicemi). Buď dána lineární síť L
a její bod u ∈ L. Dále nechť f : L → R měřitelná funkce. Pak platí∫︂

L
f(v) dv =

∫︂ ∞

0

∑︂
v∈L :

dL(u,v)=t

f(v) dt.

Poznámka. Pro lineární síť L zavedeme stopu σ-algebry BL = {A ∩ L : A ∈ B2},
a tedy má smysl mluvit o měřitelnosti funkce f ve větě 1. Stopu σ-algebry BL

ještě uvidíme v sekci 2.2 při zavádění bodového procesu na lineární síti.
Věta 2 (O vztahu s polárními souřadnicemi). Buď dána lineární síť L a její
bod u ∈ L. Dále nechť h : [0, ∞) → R. Pak platí∫︂

L
h(dL(u, v)) dv =

∫︂ ∞

0
h(t)m(u, t) dt. (1.1)

Poznámka. Důkaz věty 2 lze najít v textu Moravec (2013) pod Tvrzením 2.16.
Poznámka. Věta 2 se použije v sekci 2.3 v důkazu věty popisující vztah nehomo-
genní K-funkce a párové korelační funkce.
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2. Bodový proces
V úvodu kapitoly 2.1 si definujeme bodový proces v rovině. Bodový proces

je velmi obecný pojem, avšak zároveň i velmi přirozený pojem. Příklady realizací
bodových procesů se vyskytují v běžném životě velmi často. Můžeme například
zaznamenávat polohu pozorovaných vystavěných bobřích hrází v určité přírodní
lokalitě. Mnoho názorných motivačních příkladů bodového procesu uvádí Bad-
deley a kol. (2007). Jako zajímavý příklad nám přijde zaznamenání polohy lidí
volajících záchranou službu. Dále v sekci 2.2 si definujeme bodový proces na li-
neární síti. Jak bylo v úvodu textu zmíněno, dopravní nehody na silnicích před-
stavují bodový proces na lineární síti. V kapitole 4 se jimi budeme podrobněji
zabývat. V závěru kapitoly v sekci 2.3 představíme pojmy, které budou popisovat
již samotný bodový proces. Zároveň představíme i první vlastní důkaz.

2.1 Bodový proces v rovině
V celém textu budeme pracovat s bodovými procesy v rovině. Z tohoto dů-

vodu nebudeme v textu zavádět definici obecného bodového procesu v Rd, d ∈ N,
jelikož si vystačíme s definicí bodového procesu v rovině. Nejdříve zavedeme po-
jem kanonický prostor v rovině, který je nutný pro samotnou definici bodového
procesu, jejž definujeme posléze. Hlavním zdrojem definic bude Møller a Waage-
petersen (2004).
Definice 11 (Kanonický prostor v rovině). Nechť B2 je Borelovská σ-algebra
na R2. Označme symbolem B◦

2 systém všech omezených množin z B2. Buď N =
{X ⊂ R2 : n(XA) < ∞ ∀A ∈ B◦

2} soubor všech lokálně konečných podmnožin ro-
viny, kde symbolem n(XA) rozumíme počet bodů z množiny X obsažených v mno-
žině A. Zaveďme systém množin JA,k = {X ∈ N : n(XA) = k, A ∈ B◦

2, k ∈ N0}.
Nechť N je σ-algebra na N generovaná množinami JA,k, kde A ∈ B◦

2, k ∈ N0.
Dvojici (N, N ) nazveme kanonickým prostorem pro bodový proces v rovině.
Definice 12 (Bodový proces v rovině). Buď (Ω, A, P) pravděpodobnostní prostor
a buď (N, N ) kanonický prostor pro bodový proces v rovině. V rovině definujeme
bodový proces jako měřitelné zobrazení X : (Ω, A, P) → (N, N ).

2.2 Bodový proces na lineární síti
V této sekci se seznámíme s definicí bodového procesu na lineární síti. Bodový

proces jsme si definovali pouze v rovině. Lineární síť je částí roviny, a proto
pojem bodový proces na lineární síti dává smysl. Nejprve si zavedeme definici
kanonického prostoru pro lineární síť, až poté budeme definovat bodový proces
na lineární síti. Styl a koncept definic bude velmi podobný jako v předchozí sekci.
V této sekci bude zdrojem definic Moravec (2013).
Definice 13 (Kanonický prostor pro lineární síť). Pro lineární síť L zavedeme
stopu σ-algebry BL = {A ∩ L : A ∈ B2}. Souborem všech lokálně konečných pod-
množin lineární sítě L rozumíme NL = {X ⊂ L : n(XA) < ∞ ∀A ∈ BL}, kde sym-
bolem n(XA) rozumíme počet bodů z množiny X obsažených v množině A. Definu-
jeme systém množin JA,k

L tvarem JA,k
L = {X ∈ NL : n(XA) = k, A ∈ BL, k ∈ N0}.
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Nechť NL je σ-algebra na NL generovaná množinami JA,k
L , kde A ∈ BL, k ∈ N0.

Dvojici (N, N ) nazveme kanonickým prostorem pro bodový proces na lineární
síti L.

Definice 14 (Bodový proces na lineární síti). Nechť L je lineární síť, (Ω, A, P)
pravděpodobnostní prostor a (NL, NL) kanonický prostor pro bodový proces na li-
neární síti L. Na lineární síti L definujeme bodový proces jako měřitelné zobrazení
X : (Ω, A, P) → (NL, NL).

2.3 Charakteristiky bodového procesu
Rádi bychom zkoumali vlastnosti samotného bodového procesu X. K tomuto

účelu se nám bude hodit zavést několik definic. Definice budeme čerpat převážně
z článku Ang a kol. (2012). K jedné z vyslovených vět předvedeme vlastní důkaz.

Definice 15 (Funkce intenzity prvního řádu). Nechť je dán bodový proces X
na lineární síti L. Pokud existuje nezáporná měřitelná funkce λ(u) na L taková,
že

E [n(B)] =
∫︂

B
λ(u) du, B ∈ BL,

kde BL = {B ∩ L : B ∈ B2} a n(B) vyjadřuje počet bodů bodového procesu X
obsažených v B ∈ BL, pak funkci λ(u) nazveme funkcí intenzity prvního řádu
bodového procesu X. Mírou intenzity bodového procesu X rozumíme Λ(B) =
E [n(B)], B ∈ BL.

Poznámka. Pokud bude z kontextu jasné, o který bodový proces se jedná, budeme
pouze zkráceně psát funkce intenzity, nikoli funkce intenzity daného konkrétního
bodového procesu. Dále zachováme značení n(B) z definice 15, které použijeme
v následující definici.

Definice 16 (Funkce intenzity druhého řádu). Nechť je dán bodový proces X
na lineární síti L. Řekneme, že nezáporná měřitelná funkce λ2(u, v) na L × L je
funkcí intenzity druhého řádu, pokud pro libovolné A, B ∈ BL, kde A ∩ B = ∅,
platí vztah

E [n(A)n(B)] =
∫︂

A

∫︂
B

λ2(u, v) dv du.

Představíme definici Poissonova bodového procesu, kterou budeme později
používat v kapitole 4. Definici jsem převzal od Moravec (2013).

Definice 17 (Poissonův bodový proces na lineární síti). Poissonův bodový proces
na lineární síti L s mírou intenzity Λ(B) je bodový proces na lineární síti L takový,
jenž splňuje

1. pro každou množinu B ∈ BL má náhodná veličina n(B) Poissonovo rozdě-
lení se střední hodnotou Λ(B) = E [n(B)],

2. pro každé přirozené číslo m ≥ 2 a pro navzájem disjunktní množiny B1, B2,
B3,..., Bm ∈ BL jsou náhodné veličiny n(B1), n(B2), n(B3),..., n(Bm) navzá-
jem nezávislé.
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Definice 18 (Párová korelační funkce). Buď X bodový proces na lineární síti L
s funkcí intenzity prvního řádu λ(u) a s funkcí intenzity druhého řádu λ2(u,v).
Definujeme párovou korelační funkci ρ2 : L × L → [0, ∞) předpisem

ρ2(u,v) =

⎧⎪⎨⎪⎩
λ2(u,v)

λ(u)λ(v) , pokud λ(u) > 0 ∧ λ(v) > 0,

0, pokud λ(u) = 0 ∨ λ(v) = 0.

Řekneme, že proces splňuje převáženou pseudostacionaritu druhého řádu, zna-
číme PPDŘ, pokud párová korelační funkce je pouze funkcí síťové vzdálenosti
mezi body u a v, tedy existuje funkce ρ(t), t ≥ 0, taková, že platí vztah

ρ2(u,v) = ρ(dL(u, v)).

Poznámka. Dále budeme pro naše účely párovou korelační funkci značit ρ(t),
jelikož budeme používat předpoklad PPDŘ. Avšak značení ρ2(u,v) se ještě objeví
v důkazu věty 4.
Definice 19 (Nehomogenní K-funkce). Nechť X je bodový PPDŘ proces na line-
ární síti L s párovou korelační funkcí ρ(t). Dále nechť m(u,s) značí obvod síťového
okolí. Nehomogenní K-funkci KLI(r), r > 0, definujeme vztahem

KLI(r) = 1
|L|

E

⎡⎣ ∑︂
xi∈X

∑︂
xj∈X

1{0 < dL(xi, xj) ≤ r}
λ(xi)λ(xj)m(xi, dL(xi, xj)

⎤⎦ .

Pokud chceme z pozorovaných dat odhadnout hodnotu nehomogenní K-funkce
k řešení nějakého problému, tak nám nezbývá než funkci intenzity prvního řádu
odhadnout. Představíme odhad nehomogenní K-funkce již s odhadnutými členy
funkce intenzity prvního řádu. Představený vzorec se nám bude později hodit
v kapitole 4.
Definice 20 (Odhad nehomogenní K-funkce). Nechť na lineární síti L pozoru-
jeme realizaci {x1,..., xn} bodového PPDŘ procesu X a dále nechť λ̂(w), w ∈
{x1,..., xn}, je odhadnutá funkce intenzity prvního řádu. Dále nechť m(u,s) značí
obvod síťového okolí. Odhad nehomogenní K-funkce K̂LI(r), r > 0, budeme defi-
novat vztahem

K̂LI(r) = 1
|L|

∑︂
xi,xj∈X,

xi ̸=xj

1{dL(xi, xj) ≤ r}
λ̂(xi)λ̂(xj)m(xi, dL(xi, xj)

.

Tvar z definice 19 nehomogenní K-funkce působí na první pohled velmi slo-
žitým dojmem. Bylo by vhodné si nehomogenní K-funkci vyjádřit jednodušším
způsobem, se kterým by se i lépe pracovalo. K tomuto účelu je více než vhodná
následující věta. Zmíníme, že následující větu použijeme v důkazu věty 4.
Věta 3 (Campbellův vzorec druhého řádu). Nechť je X bodový proces na lineární
síti L s funkcí intenzity druhého řádu λ2(u,v). Buď f : L × L → R měřitelná
funkce. Pak platí

E

⎡⎢⎢⎣ ∑︂
x,y∈X,

x ̸=y

f(x, y)

⎤⎥⎥⎦ =
∫︂

L

∫︂
L

f(u, v)λ2(u, v) dv du, (2.1)

pokud je pravá strana absolutně integrovatelná.
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Rovnice (32) a (33) z článku Ang a kol. (2012) vyjadřují vztah mezi neho-
mogenní K-funkcí KLI(r) a párovou korelační funkcí ρ(t). Domníváme se, že je
obtížné nahlédnout jejich vzájemné souvislosti a významu. Proto vyslovíme větu,
která představuje jejich vzájemnou souvislost a přímý vztah. Dovolíme si zmínit,
že jsme k následující větě přidali vlastní důkaz.

Věta 4 (O vztahu nehomogenní K-funkce a párové korelační funkce). Nechť
KLI(r) je nehomogenní K-funkce bodového PPDŘ procesu X na lineární síti L
s párovou korelační funkcí ρ(t), pak platí

KLI(r) =
∫︂ r

0
ρ(t) dt. (2.2)

Důkaz. Důkaz rozdělíme do několika částí, které na sebe budou přímo navazovat.
Jednotlivé části podrobně okomentujeme. Nejprve si pomocí několika rovností
vyjádříme nehomogenní K-funkci

KLI(r) = 1
|L|E

⎡⎣ ∑︂
xi∈X

∑︂
xj∈X

1{0<dL(xi,xj)≤r}
λ(xi)λ(xj)m(xi,dL(xi,xj)

⎤⎦ =

= 1
|L|

∫︂
L

∫︂
L

λ2(u, v) 1{0 < dL(u, v) ≤ r}
λ(u)λ(v)m(u, dL(u, v)) dv du =

= 1
|L|

∫︂
L

∫︂
L

ρ2(u, v)1{0 < dL(u, v) ≤ r}
m(u, dL(u, v)) dv du.

V první rovnosti využijeme přímo definici 19 nehomogenní K-funkce. Ve druhé
rovnosti uplatníme Cambellův vzorec (2.1). Ve třetí rovnosti z definice párové
korelační funkce ρ2(u,v) dostaneme vyjádření

ρ2(u,v) = λ2(u,v)
λ(u)λ(v) .

Dále platí rovnosti

KLI(r) = 1
|L|

∫︂
L

∫︂
L

ρ(dL(u, v))1{0 < dL(u, v) ≤ r}
m(u, dL(u, v))⏞ ⏟⏟ ⏞

h(dL(u,v))

dv du =

= 1
|L|

∫︂
L

∫︂ ∞

0
ρ(s)1{0 < s ≤ r}

m(u, s) m(u, s) ds du =

= 1
|L|

∫︂
L

∫︂ ∞

0
ρ(s)1{0 < s ≤ r} ds du =

= 1
|L|

∫︂
L

∫︂ r

0
ρ(s) ds du = 1

|L|

∫︂ r

0

∫︂
L

ρ(s) du ds.

Za použití předpokladu, že X je bodový PPDŘ proces, dostáváme z defi-
nice 18 rovnost ρ2(u,v) = ρ (dL(u, v)). Toho využijeme v první rovnosti. Ve druhé
rovnosti uplatníme vztah (1.1). Ve třetí rovnosti se nám zkrátí členy m(u, s). Ve
čtvrté rovnosti se nám promítne indikátor přímo do meze integrálu. V poslední
rovnosti použijeme známou Tonelliho větu o záměně pořadí integrace. Konečně
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dostaneme rovnosti

KLI(r) = 1
|L|

∫︂ r

0
ρ(s)

(︃∫︂
L

du
)︃

⏞ ⏟⏟ ⏞
|L|

ds =

= 1
|L|

∫︂ r

0
ρ(s)|L| ds =

∫︂ r

0
ρ(s) ds.
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3. Jádrové odhady funkce
intenzity prvního řádu

Budeme se zabývat úlohou, jak odhadnout funkci intenzity prvního řádu na li-
neární síti. K tomuto účelu slouží vyhlazovací jádro definované pomocí jádrové
funkce. Chtěli bychom, aby odhad funkce intenzity prvního řádu pomocí vyhla-
zovacího jádra zachovával hmotu. Z tohoto důvodu bychom rádi požadovali, aby
vyhlazovací jádro umístěné do jednotlivých pozorovaných bodů bodového pro-
cesu bylo pravděpodobnostní hustotou. Ukazuje se, že takzvaná funkce KD(u|x),
kterou budeme později definovat, tvoří vhodný nástroj pro odhad funkce inten-
zity prvního řádu. Funkcí KD(u|x) se budeme v celé kapitole velmi podrobně
věnovat a jedná se o jeden z nejdůležitějších pojmů celého textu. To potvrzuje
i vlastnost integrace přes lineární síť funkce KD(u|x) na jedničku. V této kapitole
vyslovíme dvě věty představující kritérium, kdy se funkce KD(u|x) na lineární
síti naintegruje na jedničku. Samotnou lineární síť můžeme klasifikovat do dvou
kategorií podle kritéria, zda obsahuje krátký cyklus, či nikoli. Jak v této kapitole
uvidíme, tak se funkce KD(u|x) bude pro oba případy definovat jiným způsobem.

Uvedeme definici jádrové funkce a také definujeme pojem šířky jádra. Šířka
jádra nám bude určovat, na jak moc velkém intervalu nabývá jádrová funkce ne-
nulových hodnot. Toto pozorování bude okamžitě vyplývat ze samotné definice
jádrové funkce. Dále představíme definici pojmu krátké cesty a také budeme de-
finovat krátký cyklus. Oba poslední zmíněné pojmy budou velmi důležité při for-
mulování vět či samotných definic. Budou dokonce tvořit i zásadní argument
v důkazu věty 8 v sekci 3.2 této kapitoly. Zmíněné pojmy v tomto odstavci byly
uvedeny v Sugihara a kol. (2010).

Definice 21 (Jádrová funkce). Jádrovou funkcí nazýváme funkci k definovanou
na R splňující:

1. k(x) ≥ 0 pro každé x ∈ R,

2. k(x) = k(−x) pro každé x ∈ R,

3. existuje nezáporná konstanta h ∈ R splňující jednak k(x) > 0, |x| < h,
jednak k(x) = 0 pro |x| ≥ h,

4. k(x) je spojitá funkce pro všechna x ∈ R splňující |x| < h,

5. k(x) splňuje rovnost
∫︁∞

−∞ k(x) dx = 1,

6. k(x) je nerostoucí pro 0 ≤ x < ∞,

7. existuje nezáporná konstanta q ∈ R, 0 ≤ q < h taková, že k′′(x) < 0 pro
|x| < q a k′′(x) ≥ 0 pro q < |x| < h.

Konstanta h se v textu bude ješte velmi hojně vyskytovat a zároveň bude hrát
i důležitou roli v některých důkazech. Dovolíme si zmínit krátkou poznámku.
Poznámka. Dále vždy budeme ve zbylém textu symbolem h značit konstantu
z definice 21.
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Definice 22 (Šířka jádra). Šířkou jádra jádrové funkce k budeme nazývat hod-
notu 2h.

Definice 23 (Krátká cesta). Řekneme, že cesta na lineární síti L je krátká, pokud
její délka je menší než konstanta h, jinak řekneme, že cesta je dlouhá.

Definice 24 (Krátký cyklus). Řekneme, že na lineární síti L je krátký cyklus
procházející bodem u ∈ L, pokud cyklus prochází bodem u a délka cyklu je menší
než konstanta h.

Představíme definici vyhlazovacího jádra. Pojem vyhlazovacího jádra byl zmí-
něn v článku McSwiggan a kol. (2017).

Definice 25 (Vyhlazovací jádro). Na lineární síti L budeme vyhlazovacím já-
drem v bodě u ∈ L vzhledem k bodu x ∈ L nazývat funkci K(u|x), pokud bude
funkce K(u|x) tvaru

K(u|x) = c(x, u)k(dL(x, u)),
kde c(x, u) je nezáporná měřitelná funkce a k(t), t ∈ R, je funkce z definice 21
splňující body: 1, 2, 3 a 5.

Uvažujme situaci, že na lineární síti L pozorujeme realizaci {x1,..., xn} bodo-
vého procesu X. Rádi bychom odhadli funkci intenzity prvního řádu λ(w), odhad
budeme značit λ̂(w), pomocí vyhlazovacího jádra K(u|x), konkrétně vztahem

λ̂(w) =
n∑︂

i=1
K(w|xi), w ∈ L. (3.1)

Poznámka. Vztah (3.1) byl uveden v článku McSwiggan a kol. (2017). Podrobně
představujeme motivaci jádrových odhadů funkce intenzity prvního řádu, neboť
chceme, aby již nyní čtenář pochopil důležitost integrace funkce KD(u|x) přes
lineární síť na jedničku.

Očekávaný počet bodů bodového procesu X na lineární síti L vyjadřuje in-
tegrál

∫︁
L λ(w) dw. Chtěli bychom, aby se zachovala hmota v odhadu (3.1) a aby

vyhlazovací jádro umístěné do jednotlivých pozorovaných bodů xi, i ∈ {1, 2,..., n},
bylo pravděpodobnostní hustotou, zejména aby

∫︁
L K(w|xi) dw = 1. Tedy chtěli

bychom, aby
∫︁

L λ̂(w) dw se rovnal pozorovanému počtu bodů bodového procesu X
na lineární síti L.

Funkce KD(u|x), kterou budeme později definovat, bude vyhlazovacím já-
drem. V této kapitole vyslovíme dvě věty představující kritérium, kdy se funkce
KD(u|x) na lineární síti L naintegruje na jedničku. Již nyní zmíníme, že bude zá-
ležet, na volbě lineární sítě L. Tedy funkce KD(u|x) bude tvořit vhodný nástroj
pro odhad funkce intenzity prvního řádu.

3.1 Lineární síť bez cyklů délky kratších než
šířka jádra

V této sekci budeme předpokládat, že na lineární síti L neexistuje cyklus
délky kratší než šířka jádra 2h. Jedním ze stěžejních pojmů této sekce bude
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funkce KD(u|x). Jedním z hlavních cílů této sekce bude vyslovit větu předsta-
vující kritérium, kdy se funkce KD(u|x) na lineární síti bez cyklů délky kratších
než šířka jádra naintegruje na jedničku. V textu McSwiggan a kol. (2017) byla
funkce KD(u|x) definována na straně 7 způsobem, který v sobě, dle našeho ná-
zoru, přehledně nezahrnoval všechny možné situace. Proto si nejprve budeme
definovat váhovou funkci v definici 26, a teprve pomocí ní budeme definovat sa-
motnou funkci KD(u|x). Připomeneme, že vrchol lineární sítě L se nazývá kon-
cový, pokud je jeho stupeň roven jedné. Tento pojem jsme již uvedli v definici 3.
Pro tuto sekci byl hlavním zdrojem definic McSwiggan a kol. (2017).

Definice 26 (Váhová funkce). Buď L lineární síť neobsahující cykly délky kratší
než šířka jádra 2h. Uvažujme body u, x ∈ L. Je-li x ∈ L vrchol, potom stupeň vr-
cholu x budeme značit symbolem m0. Jsou-li na cestě mezi u, x ∈ L, kromě u a x,
vrcholy V1, V2,..., Vp, p ∈ N, pak symbolem mi, i = 1, 2,..., p, budeme značit jejich
stupně. Pokud dL(u, x) < h, potom v bodě u ∈ L vzhledem k bodu x ∈ L definu-
jeme váhovou funkci M(u, x) předpisem

M(u, x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m0(m1−1)···(mp−1)
2 ,

pokud cesta mezi u a x vede přes vrcholy
a je-li x vrchol sítě L, avšak ne koncový,

(m1 − 1) · · · (mp − 1) ,

pokud cesta mezi u a x vede přes vrcholy
a není-li x vrchol sítě L, anebo

je x koncovým vrcholem,

m0
2 ,

pokud cesta mezi u a x nevede přes
žádné vrcholy a je-li x vrchol sítě L,

1,
pokud cesta mezi u a x nevede přes

žádné vrcholy a není-li x vrchol sítě L.

Pokud dL(u, x) ≥ h, pak definujeme M(u, x) = 1.

Definice 27 (Funkce KD(u|x)). Buď L lineární síť neobsahující cykly délky kratší
než šířka jádra 2h. Uvažujme body u, x ∈ L. V bodě u ∈ L vzhledem k bodu x ∈ L
definujeme funkci KD(u|x) předpisem

KD(u|x) = k(dL(x, u))
M(u, x) ,

kde k(t), t ∈ R je funkce z definice 21 splňující body: 1, 2, 3 a 5.

Poznámka. Pokud dL(u, x) ≥ h, potom platí KD(u|x) = 0. Zmíněné pozorování
je okamžitým důsledkem bodu 3 z definice 21.
Poznámka. Funkce KD(u|x) z definice 27 výše se v článcích McSwiggan a kol.
(2017) a Sugihara a kol. (2010) nazývá Equal split discontinuous kernel. Avšak my
ji budeme nazývat pouze funkcí KD(u|x), neb by mohlo být pro čtenáře matoucí,
že nese v sobě název jádrové funkce. V sekci 3.2 budeme funkci KD(u|x) značit
K̃

D(u|x).
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Obrázek 3.1: Lineární síť L není h-omezená, body sítě L ve vzdálenosti přesně h
od středu x jsou označeny symbolem h.

Chtěli bychom si vyslovit nejdůležitější větu této sekce představující kritérium,
kdy se funkce KD(u|x) na lineární síti bez cyklů délky kratších než šířka jádra 2h
naintegruje na jedničku. Nejprve si zavedeme několik definic, které budou užitečné
a používané v důkazu zmíněné věty.

Definice 28 (h-omezená lineární síť). Nechť lineární síť L neobsahuje cykly délky
menší něž šířka jádra 2h. Řekneme, že lineární síť L je h-omezená, pokud obsahuje
pouze body s ∈ L splňující dL(x, s) ≤ h pro nějaký bod x ∈ L.

Definice 29 (Střed h-omezené lineární sítě). Na h-omezené lineární síti L de-
finujeme střed sítě L jako bod x ∈ L splňující dL(x, s) ≤ h pro každý koncový
vrchol s ∈ L, přičemž pro alespoň jeden koncový vrchol s ∈ L platí dL(x, s) = h.

Poznámka. Pojem střed h-omezené lineární sítě nachází své uplatnění pro do-
statečně velké lineární sítě. Takovou situaci lze pozorovat na obrázku 3.1. My
tohoto pojmu užíváme hlavně v důkazu věty 5. Považujeme za vhodné zmínit,
že je možné mít h-omezenou lineární síť, která neobsahuje žádný střed. To na-
stává v situaci, kdy je lineární síť až tak malá, že není možné na ní zvolit žádný
bod, jehož vzdálenost od nějakého koncového vrcholu lineární sítě by byla přesně
konstanta h.

Definice 30 (Zatáčka na h-omezené lineární síti). Řekneme, že na h-omezené
lineární síti L je ve vrcholu V zatáčka, pokud deg(V ) = 2 a obě dvě navzájem
různé největší možné úsečky s koncovým bodem V obsažené v h-omezené lineární
síti L se liší orientací svých normálových vektorů.

Definice 31 (Větvení na h-omezené lineární síti). Řekneme, že na h-omezené
lineární síti L probíhá ve vrcholu V větvení, pokud deg(V ) > 2.

Poznámka. Komplement k množině A budeme značit AC .
Až na menší odlišnosti je znění následující věty formulováno jako Lemma 1

v textu McSwiggan a kol. (2017). V textu McSwiggan a kol. (2017) nebyl uveden
důkaz. Vyslovíme silnější a pečlivější verzi věty. V našem případě budeme uva-
žovat neostrou nerovnost, nikoli ostrou nerovnost, v množině L′

h u konstanty h.
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Detailněji uvedeme samotnou množinu L′
h. Dovolili jsme si chybějící důkaz dopl-

nit, abychom ověřili platnost znění věty 5. Důkaz bude navíc doplňen množstvím
názorných obrázků, které jsme vytvořili pro lepší orientaci a přehlednost v dů-
kazu. Zmíníme, že v obrázcích budeme znázorňovat střed sítě a pouze ty vrcholy
lineární sítě, které budou spojené s myšlenkou, jež by měl obrázek vyjadřovat.
Ve znění následující věty budeme lineární síť značit symbolem L′. Rozhodli jsme
se tak, protože v průběhu důkazu symbolem L budeme značit jinou lineární síť,
pro samotný důkaz podstatnější.

Věta 5 (Kritérium integrace funkce KD(u|x) na jedničku). Buď L′ lineární síť,
která neobsahuje cykly délky menší něž šířka jádra 2h. Nechť R je množina všech
koncových vrcholů lineární sítě L′. Potom funkce KD(u|x), kde x ∈ L′, splňuje∫︂

L′
KD(u|x) du = 1

právě tehdy, když x ∈ L′
h, kde L′

h = {u ∈ L′ : dL′(u, v) ≥ h, ∀v ∈ R} pro R ̸= ∅
a L′

h = L′ pro R = ∅.

Důkaz. Mějme zadanou lineární síť L′ a šířku jádra h > 0, chceme dokázat, že
pro x ∈ L′ platí

∫︁
L′ KD(u|x) du = 1 právě tehdy, když x ∈ L′

h.

"⇐": Předpokládejme, že x ∈ L′
h. Rozepíšeme si funkci KD(u|x) do užitečněj-

šího tvaru∫︂
L′

KD(u|x) du =
∫︂ ∞

0

∑︂
u∈L′ :

dL′ (x,u)=t

KD(u|x) dt =
∫︂ ∞

0

∑︂
u∈L′ :

dL′ (x,u)=t

k(dL′(x, u))
M(u, x) dt =

=
∫︂ ∞

0

∑︂
u∈L′ :

dL′ (x,u)=t

k(t)
M(u, x) dt.

V první rovnosti jsme využili větu 1, abychom získali užitečnější vyjádření
integrálu. Ve druhé rovnosti jsme rozepsali funkci KD(u|x). V poslední rovnosti
jsme uplatnili vztah uvedený pod sumou. Z předpokladu, že na L′ není cyklus
délky menší než šířka jádra 2h, ihned plyne, že existuje jednoznačně určená nej-
kratší cesta mezi body u, x ∈ L′ tak, že dL(u, x) < h. Z definice 21 víme, že k je
hustota a je symetrická kolem počátečního bodu. Dále z definice 21 z bodu 3
platí k(s) = 0 pro každý bod s ∈ L′, který splňuje dL′(x, s) ≥ h. Proto si mů-
žeme omezit lineární síť L′ tak, že bude obsahovat pouze body s ∈ L′ splňující
dL′(x, s) ≤ h. Tuto h-omezenou lineární síť budeme značit L. Všechny koncové
vrcholy sítě L budou přesně ve vzdálenosti h od středu x. Z uvedeného plynou
následující rovnosti∫︂

L′
KD(u|x) du =

∫︂
L

KD(u|x) du =
∫︂ ∞

0

∑︂
u∈L :

dL(x,u)=t

k(t)
M(u, x) dt. (3.2)

Dále bude důkaz založen na matematické indukci podle počtu větvení reali-
zovaných na lineární síti L. Zavedeme značení, které budeme v průběhu důkazu
používat.
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x
Obrázek 3.2: Lineární síť L bez větvení.

1. V1 bude značit vrchol lineární sítě L, ve kterém probíhá větvení a který
navíc splňuje, že síťová vzdálenost dL(x, V1) je největší možná,

2. Vi, i = 2, 3, 4,... značí vrcholy na lineární síti L stupně vyššího než 2 v pořadí,
v jakém vedou na cestě mezi vrcholem V1 ∈ L a středem x ∈ L, přičemž
vrchol V2 je nejbližší vrchol k vrcholu V1,

3. ti = dL(x, Vi), i = 1, 2,...,

4. ti−1 − ti =

⎧⎨⎩dL(x, Vi−1) − dL(x, Vi) = dL(Vi−1, Vi), pro i = 2, 3,...,
h − dL(x, Vi), pro i = 1,

5. Ai = {s ∈ L : s
x
≻ Vi, dL(s, Vi) ≤ ti−1 − ti}, kde s

x
≻ Vi značí, že dL(x, s) >

dL(x, Vi), i = 1, 2,..., cesta mezi s a x prochází přes vrchol Vi.

Poznamenejme, že pro funkci KD(u|x), specielně pro váhovou funkci M(u, x),
jsou důležité pouze vrcholy stupně vyššího než 2, a proto jsme zavedli značení
vrcholů Vi, i = 1, 2,..., pouze stupně vyššího než 2. Takové pozorování plyne ihned
z definice 26, protože v ní vrcholy stupně 2 kromě středu x ∈ L přispívají do sou-
činu hodnotou 1. Tedy situace, kdy v některém z vrcholů lineární sítě je zatáčka,
nejsou pro důkaz důležité, ale je dobré si uvědomit, že mohou nastat.

Počet větvení na lineární síti L budeme označovat indexem j. Nejprve doká-
žeme situaci pro j = 0, tedy když lineární síť L neobsahuje žádné větvení. Pak L
bude tvaru, jež ukazuje obrázek 3.2, či obrázek 3.3. Počítejme∫︂

L
KD(u|x) du =

∫︂ ∞

0
1{0 < t ≤ h}

∑︂
u∈L :

dL(x,u)=t

k(t)
M(u, x) dt =

∫︂ h

0

2k(t)
1 dt =

= 2
∫︂ h

0
k(t) dt = 2

∫︂ ∞

0
k(t) dt =

∫︂
R

k(t) dt = 1. (3.3)

První rovnost platí, jelikož všechny body z L mají vzdálenost od středu x nej-
výše h a využívám dále vztahu (3.2). Druhá rovnost platí, neboť v integrálu jsou
právě 2 sčítance, jeden určuje pozici bodu u od středu x ve vzdálenosti t napravo
od x, kdežto druhý určuje pozici bodu u∗ od středu x ve vzdálenosti t nalevo od x.
Navíc obě nejkratší cesty mezi jednak u, x, jednak u∗, x neprochází žádným vr-
cholem stupně vyššího než 2, a proto z definice 26 platí M(u, x) = M(u∗, x) = 1.
V neposlední řadě z definice 21 z bodu 3 platí k(s) = 0 pro každou konstantu s spl-
ňující s ≥ h, proto můžeme mez integrálu prodloužit až do ∞. Dokázali jsme, že
pro lineární síť L neobsahující větvení platí rovnost∫︂

L
KD(u|x) du = 1.
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Obrázek 3.3: Lineární síť L bez větvení, ve vrcholu V je zatáčka.

Nyní předvedeme případ pro lineární síť L obsahující právě jedno větvení, tedy
j = 1. Najdeme právě jeden vrchol, v němž probíhá větvení. Označíme ho V1. Po-
drobně objasníme oba možné případy.

Nejdříve uvažujme x = V1, a tedy ve středu x sítě L probíhá větvení. Tako-
vou situaci lze pozorovat na obrázku 3.4, kde množina A1 je označena červenou
barvou. AC

1 obsahuje pouze vrchol V1. Všimněme si, že v této situaci platí t1 = 0.
Počítejme∫︂

L
KD(u|x) du =

∫︂
A1

KD(u|x) du +
∫︂

x
KD(u|x) du =

∫︂
A1

KD(u|x) du =

=
∫︂ ∞

0
1{0 < t ≤ h}

∑︂
u∈A1 :

dL(x,u)=t

k(t)
M(u, x) dt =

=
∫︂ h

0

[deg(V1)] k(t)
deg(V1)/2 dt =

∫︂ h

0
2k(t) dt = 1.

V první rovnosti jsme využili rozkladu lineární sítě L na části A1 a AC
1 , kde

AC
1 = {x} = {V1}. Integrál přes jeden bod (střed x) je podle Hausdorffovy

míry H0 roven nule. Třetí rovnost platí, jelikož všechny body z A1 mají vzdálenost
od středu x nejvýše h. V třetí rovnosti jsme ještě využili vztahu (3.2). V předpo-
slední rovnosti využíváme faktu, že máme právě [deg(V1)] sčítanců. Z definice 26
dostáváme M(u, x) = [deg(V1)] /2, protože jakákoli cesta mezi bodem u ∈ A1
a středem x nevede přes žádné vrcholy stupně vyššího než 2 a střed x je vr-
cholem V1, v němž probíhá jediné větvení lineární sítě L. V poslední rovnosti
využívám stejnou argumentaci jako v závěru rovností (3.3). Tedy pro větvení re-
alizovaném ve středu x sítě L nebylo potřeba využít indukčního předpokladu.
Avšak v dalším případě již indukční předpoklad zapotřebí bude.

Nyní uvažujme případ, že ve středu x sítě L neprobíhá větvení, a tedy právě
jedno větvení se realizuje v jiném bodě sítě L než ve středu x. Přesně takovou
situaci ukazuje obrázek 3.5. Nyní počítejme∫︂

A1
KD(u|x) du =

∫︂ ∞

0
1{0 < t ≤ h − t1}

∑︂
u∈A1 :

dL(x,u)=t+t1

k(t + t1)
M(u, x) dt =

=
∫︂ h

t1

[deg(V1) − 1] k(z)
deg(V1) − 1 dz =

∫︂ h

t1
k(z) dz.
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Obrázek 3.4: Ve středu x lineární sítě L probíhá větvení, AC
1 obsahuje pouze

vrchol V1, tedy AC
1 = {V1}.

První rovnost platí využitím vztahu (3.2). Jelikož uvažujeme pouze body u ∈
A1, tak jejich vzdálenost musí být od středu x nejvýše t + t1. Všechny body z A1
mají vzdálenost od vrcholu V1 nejvýše h− t1. Z vrcholu V1 je vzdálenost ke středu
x přesně t1. Druhá rovnost platí, jelikož máme právě [deg(V1) − 1] sčítanců. Po-
užili jsme ještě substituci z = t + t1. V A1 existuje právě [deg(V1) − 1] navzájem
různých úseček s koncovým bodem V1 o délce h − t1. Na kterýkoli bod z jedné
z možných úseček vede nejkratší cesta ze středu x právě přes jeden vrchol stupně
vyššího než 2, přes vrchol V1, proto z definice 26 platí M(u, x) = [deg(V1) − 1].

Nyní nahradíme A1 úsečkou s koncovým bodem V1 délky h − t1, budeme
ji značit U1, navazující na část AC

1 lineární sítě L tak, aby úsečka U1 měla stejný
normálový vektor jako jedna z úseček z A1. Nově vzniklou lineární síť budeme
značit Lnová. Tuto situaci popisuje obrázek 3.6. Navíc platí∫︂

U1
KD(u|x) du =

∫︂ h

t1
k(t) dt =

∫︂
A1

KD(u|x) du. (3.4)

Počítejme∫︂
L

KD(u|x) du =
∫︂

A1
KD(u|x) du +

∫︂
AC

1

KD(u|x) du =

=
∫︂

U1
KD(u|x) du +

∫︂
AC

1

KD(u|x) du =

=
∫︂

Lnová
KD(u|x) du = 1.

V první rovnosti jsme využili linearity integrálu a rozkladu L na dvě disjunktní
části A1, AC

1 . Ve druhé rovnosti jsme uplatnili vztah (3.4). Poslední rovnost plyne
z indukčního předpokladu pro j = 0, protože Lnová neobsahuje žádné větvení.

Nakonec ukážeme indukční krok pro obecnou situaci. Mějme h-omezenou li-
neární síť L se středem v bodě x a šířkou jádra 2h. Předpokládejme nyní, že
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Obrázek 3.5: Právě jedno větvení probíhá mimo střed x sítě L.

x ∈ L není vrcholem. Nechť lineární síť L obsahuje právě j + 1 větvení, j > 1.
Tato situace je znázorněna na obrázku 3.7 právě pro dvě větvení. Předpoklá-
dejme, že pro každou lineární síť L∗ se stejným středem x a konstantou h, která
obsahuje právě j větvení platí rovnost

∫︁
L∗ KD(u|x) du = 1. Najdeme vrchol, ozna-

číme ho V1, ve kterém probíhá větvení, a který navíc splňuje, že síťová vzdále-
nost dL(x, V1) je největší možná. Pokud takových vrcholů bude více, vybereme
libovolný z nich.

Připomínáme, že V2, V3,..., Vp budou postupně vrcholy stupně vyššího než 2,
přes které vede nejkratší cesta mezi vrcholem V1 a středem x (vyjma V1, x). Nyní
počítejme∫︂

A1
KD(u|x) du =

∫︂ ∞

0
1{0 < t ≤ h − t1}

∑︂
u∈A1 :

dL(x,u)=t+t1

k(t + t1)
M(u, x) dt =

=
∫︂ h

t1

[deg(V1) − 1] k(z)
(deg(V1) − 1) (deg(V2) − 1) · · · (deg(Vp) − 1) dz =

=
∫︂ h

t1

k(z)
(deg(V2) − 1) · · · (deg(Vp) − 1) dz. (3.5)

V předchozím výpočtu jsme v první rovnosti použili vztah (3.2). Jelikož uva-
žujeme pouze body u ∈ A1, tak jejich vzdálenost musí být od středu x nejvýše
t + t1. Všechny body z A1 mají vzdálenost od vrcholu V1 nejvýše h − t1. Z vr-
cholu V1 je vzdálenost ke středu x přesně t1. V A1 existuje právě [deg(V1) − 1]
navzájem různých úseček s koncovým bodem V1 o délce h − t1. Suma obsahuje
právě [deg(V1) − 1] sčítanců, což se promítne ve druhé rovnosti společně nahra-
zením M(u, x) tvarem přímo z definice 26. Ve druhé rovnosti jsme ještě použili
substituci z = t + t1.

Nahradíme A1 úsečkou s koncovým bodem V1 délky h−t1, budeme ji značit U1,
navazující na část AC

1 lineární sítě L tak, aby úsečka U1 měla stejný normálový
vektor jako jedna z úseček z A1. Nově vzniklou lineární síť budeme značit Lnová.
Takovou situaci ukazuje obrázek 3.8. Pro U1 platí následující rovnosti∫︂

U1
KD(u|x) du =

∫︂ h

t1

k(t)
(deg(V2) − 1) · · · (deg(Vp) − 1) dt =

∫︂
A1

KD(u|x) du.
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Obrázek 3.6: Nahrazení A1 úsečkou U1 pro situaci, kdy právě jedno větvení pro-
bíhá mimo střed x sítě L.

Konečně dostaneme rovnosti∫︂
L

KD(u|x) du =
∫︂

A1
KD(u|x) du +

∫︂
AC

1

KD(u|x) du =

=
∫︂

U1
KD(u|x) du +

∫︂
AC

1

KD(u|x) du =

=
∫︂

Lnová
KD(u|x) du = 1.

V poslední rovnosti jsme využili indukčního předpokladu, neboť lineární síť Lnová
obsahuje právě j větvení.

V situaci, kdy střed x ∈ L je vrcholem sítě L se změní definice váhové
funkce M(u, x) oproti původnímu případu, pro obecnou situaci, kdy střed x ne-
byl vrcholem sítě L. V takovém případě se použije první situace z definice 26,
tedy u vztahu 3.5 ve jmenovateli v součinu přibyde člen m0

2 . Člen m0
2 se také

objeví ve vzorci
∫︁

U1
KD(u|x) du po nahrazení A1 úsečkou U1. Zbytek důkazu by

se provedl analogicky jako pro obecnou situaci, kde by střed x nebyl vrcholem
sítě L. Tímto je implikace "⇐" dokázána.

"⇒": Danou implikaci dokážeme sporem. Pokud by x /∈ L′
h, pak by někde

nutně chyběla část lineární sítě L′, na které by hustota k (z definice 21) byla
kladná. Tedy i funkce KD(u|x) by byla kladná. Rozšíříme lineární síť L′ ve všech
koncových vrcholech y ∈ L′ splňujících dL′(x, y) < h, budeme ji značit Lroz, tak,
abychom nevytvořili cyklus a aby platilo dLroz(x, v) = h pro všechny koncové
vrcholy v ∈ Rroz, kde Rroz je množina všech koncových vrcholů lineární sítě Lroz.
Zmíníme, že lineární síť L′ jsme mohli v některých částech omezit. V těchto čás-
tech dle bodu 3 z definice 21 by měla funkce KD(u|x) nulovou hodnotu. Pro li-
neární síť Lroz tedy požadujeme, aby všechny její koncové vrcholy byly přesně
ve vzdálenosti h od středu x. Potom platí

x ∈ Lroz
h = {u ∈ Lroz : dLroz(u, v) ≥ h, ∀v ∈ Rroz}.

Avšak již z důkazu předchozí implikace jsme pro rozšířenou lineární síť Lroz

dokázali ∫︂
Lroz

KD(u|x) du = 1.

Tedy přidali jsme části lineární sítě s kladnou Hausdorffovou mírou H1, na kte-
rých má funkce KD(u|x) kladné hodnoty (z definice 27 a z bodu 3 z definice 21),
a tedy integrál

∫︁
Lroz\L′ KD(u|x) du přes přidané části lineární sítě Lroz je kladný.
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Obrázek 3.7: Ve vrcholu V1 se realizuje větvení.
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Obrázek 3.8: Nahrazení A1 úsečkou U1.

Dostáváme rovnosti

1 =
∫︂

Lroz
KD(u|x) du =

∫︂
Lroz\L′

KD(u|x)⏞ ⏟⏟ ⏞
>0

du +
∫︂

L′
KD(u|x) du.

Proto původní lineární síť L′ před rozšířením musela nutně splňovat∫︂
L′

KD(u|x) du < 1.

Zbývá ukázat, že takové rozšíření lze vždy provést. V tvrzení 6 ukážeme, že
v každém koncovém vrcholu y ∈ L′, ve kterém jsme provedli rozšíření lineární
sítě L′ na lineární síť Lroz, lze zvolit uzavřenou kouli B(y, ε) se středem v kon-
covém vrcholu y ∈ L′ a poloměru ε > 0 tak, aby uzavřená koule B(y, ε) byla
disjunktní s lineární sítí L′ bez úsečky obsahující koncový vrchol y ∈ L′. V tvr-
zení 7 dokážeme, že každá nová část sítě Lroz se vejde do uzavřené koule B(y, ε),
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zde již pro y ∈ Lroz. Navíc každá nová část Lroz vznikne jako sjednocení úseček,
které jsou po dvou navzájem různé a každé dvě úsečky mají společný nejvýše
jeden bod, a to koncový. Tím je druhá implikace důkazu dokázána.

Poznámka. V následujícím tvrzení rozlišíme případ, kdy bychom v předchozí im-
plikaci důkazu rozšiřovali lineární síť L′ v koncovém vrcholu x ∈ L′, či v koncovém
vrcholu y ∈ L′ a střed x ∈ L′ by nebyl koncovým vrcholem lineární sítě L′.

Tvrzení 6. Buď L′ lineární síť, která neobsahuje cykly délky menší něž šířka
jádra 2h. Nechť x ∈ L′. Pak platí:

1. Nechť x není koncovým vrcholem lineární sítě L′ a nechť existuje alespoň
jeden koncový vrchol y ∈ L′ takový, že dL′(x, y) < h. Pak v každém tako-
vém koncovém vrcholu y ∈ L′ lze zvolit uzavřenou kouli B(y, ε) o poloměru
ε > 0, která je disjunktní s L′

menší. L′
menší značí lineární síť L′, avšak již

neobsahující úsečku lineární sítě L′ s koncovým vrcholem y.

2. Nechť je x koncovým vrcholem lineární sítě L′ a s ∈ L′, s ̸= x, libovolný kon-
cový vrchol, potom v koncovém vrcholu x lze zvolit uzavřenou kouli B(x, ε)
o poloměru ε > 0 takovou, že je disjunktní s L′

malé. L′
malé značí lineární

síť L′, avšak již neobsahující úsečku lineární sítě L′ s koncovým vrcholem x.

Důkaz. Argumentace důkazu je pro oba případy identická, avšak liší se značením
vrcholů. Pro pohodlí čtenáře důkaz rozdělíme raději opět na dva případy. V obou
případech důkaz provedeme sporem.

1. Pokud by taková uzavřená koule B(y, ε) v koncovém vrcholu y nešla zvolit,
pak by nutně platilo, že deg(y) > 1, a tedy vrchol y by nebyl koncový, což
je spor s předpokladem tvrzení.

2. Pokud by taková uzavřená koule B(x, ε) koncového vrcholu x nešla zvolit,
pak by nutně platilo, že deg(x) > 1, a tedy vrchol x by nebyl koncový, což
je opět spor s předpokladem tvrzení.

Tvrzení 7. Nechť L je lineární síť. Do libovolné uzavřené koule B(u, ε) se středem
v koncovém vrcholu u ∈ L a poloměrem ε > 0 lze vepsat spojitou křivku libovolné
délky. Navíc takovou křivku lze volit tak, aby nevytvořila cyklus ani žádné větvení
a aby byla složena pouze z po dvou navzájem různých úseček, kde každé dvě úsečky
mají společný nejvýše jeden bod, a to koncový.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti pro celý důkaz uvažujme, že koncový vrchol u ∈ L
má souřadnice [0;0] v kartézské soustavě souřadnic a uvažujme, že lineární síť
v uzavřené kouli B(u, ε) je úsečkou se souřadnicemi v [(−ε, 0]; 0]. Takovou situaci
znázorňuje obrázek 3.9. Definujeme si posloupnost vrcholů Mk =

[︂
ε
2 − ε

2k
; ε(−1)k

2

]︂
,

k ∈ N. Nyní si budeme definovat křivku pomocí posloupnosti úseček [u,M1],
[M1,M2], [M2,M3],..., přičemž tato křivka bude mít všechny požadované vlast-
nosti. Tato křivka bude mít potencionálně nekonečnou délku, neboť bude kmitat
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L

ε

u

Obrázek 3.9: Znázornění uzavřené koule B(u, ε) se středem u ∈ L a poloměrem ε.

v souřadnici y libovolněkrát mezi hodnotami − ε
2 a ε

2 . Dokonce námi zkonstru-
ovaná křivka pomocí posloupnosti úseček může sloužit jako nová část lineární
sítě L.

Poznámka. Znění předchozích dvou tvrzení 6, 7 jsme formulovali včetně jejich
důkazů pro potřebu důkazu důležité věty 5.
Poznámka. Při konstrukci křivky v předchozím důkazu jsme se nechali inspirovat
funkcí sin

(︂
1
x

)︂
, která má nekonečně mnoho zákmitů na intervalu (0, 1).

Poznámka. Rádi bychom upozornili na rozdíl mezi značením polohy bodu [ · ; · ]
v kartézské soustavě souřadnic a značením úsečky z definice 1 mezi body u, v
symbolem [u,v].

3.2 Lineární síť, která může obsahovat cykly
V této sekci zadefinujeme několik pojmů pro lineární síť, která může obsaho-

vat cykly. Specielně povolujeme, aby lineární síť mohla obsahovat krátké cykly.
Připomeneme, že cestu na lineární síti nazveme krátkou, pokud je její délka menší
než konstanta h. Krátkým cyklem nazveme cyklus délky menší než h. Obě definice
jsme formulovali nad sekcí 3.1. Budeme si definovat funkci K̃

D(u|x), která bude
představovat funkci KD(u|x) pro lineární sítě, které mohou obsahovat cykly. Vy-
slovíme větu představující kritérium, kdy se funkce K̃

D(u|x) na lineární síti, která
může obsahovat cykly, naintegruje na jedničku. Veškeré definice této sekce budou
použity ke zmíněné větě. Pro tuto sekci bude podstatným zdrojem Sugihara a kol.
(2010).
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Definice 32 (Pomocná funkce Api
(x, y)). Buď L lineární síť, která může obsaho-

vat cykly. Uvažujme body x, y ∈ L. Buď P (x, y) = {p1, p2,..., pn}, n ∈ N, množina
všech krátkých cest z bodu x do bodu y. Pro každou cestu pi ∈ P (x, y) mezi body x, y
definujme její délku dpi

(x, y). Je-li x ∈ L vrchol, potom stupeň vrcholu x budeme
značit symbolem m0. Jsou-li na cestě pi vrcholy vi1 , vi2 ,..., vis, s ∈ N, kromě y a x,
lineární sítě L, pak jejich příslušné stupně budeme značit mi1 , mi2 ,..., mis. Nechť
Mpi

(y, x) značí váhovou funkci z definice 26 pro posloupnost vrcholů na cestě pi,
potom definujeme pomocnou funkci Api

(x, y) předpisem

Api
(x, y) = k(dpi

(x, y))
Mpi

(y, x) .

Poznámka. V definici 32 označuje dpi
(x, y) síťovou vzdálenost na lineární síti pi

určenou cestou pi tak, jak byla zavedená v definici 5. To platí, jelikož na takové
lineární síti bude právě jedna cesta mezi body x, u, cesta pi.
Poznámka. Můžeme si všimnout, že pomocná funkce Api

(x, y) z definice 32 se sho-
duje s definicí 27 pokud cesta mezi body x, y je jediná krátká.

Nyní uvedeme definici funkce K̃
D(u|x) pro lineární síť L, která může obsaho-

vat cykly. Definice v sobě bude zohledňovat veškeré možné krátké cesty vedoucí
mezi body x, y.

Definice 33 (Funkce K̃
D(u|x) pro lineární síť s cykly). Buď L lineární síť,

která může obsahovat cykly. Definujeme funkci K̃
D(u|x) v bodě u ∈ L vzhledem

k bodu x ∈ L vztahem

K̃
D(u|x) =

∑︂
pi∈P (x,u)

Api
(x, u).

Chtěli bychom si vyslovit nejdůležitější větu této sekce představující kritérium,
kdy se funkce K̃

D(u|x) na lineární síti, která může obsahovat cykly naintegruje
na jedničku. Nejprve si připomeňme tři definice z teorie grafů. Všechny tři definice
budou použity v důkazu zmíněné věty 8.

Definice 34 (Strom). Strom je neorientovaný graf, ve kterém jsou libovolné dva
vrcholy spojeny právě jednou cestou.

Definice 35 (Kořenový strom). Kořenový strom je strom, ve kterém jsme označili
jeden vrchol jako kořen.

Definice 36 (Větev kořenového stromu). Větev kořenového stromu je jedno-
značně určená cesta vedoucí od kořene do koncového vrcholu - listu.

Věta 8 (Kritérium integrace funkce K̃
D(u|x) na jedničku). Nechť lineární síť

L může obsahovat cykly. Nechť R je množina všech koncových vrcholů lineární
sítě L. Potom funkce K̃

D(u|x), kde x ∈ L, splňuje∫︂
L

K̃
D(u|x) du = 1

právě tehdy, když x ∈ Lh, kde Lh = {u ∈ L : dL(u, v) ≥ h, ∀v ∈ R} pro R ̸= ∅
a Lh = L pro R = ∅.
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Důkaz. "⇐": Předpokládejme, že x ∈ Lh. Nejprve stručně nastíníme hlavní myš-
lenku důkazu této implikace, která by měla čtenáři poskytnout základní před-
stavu a vhled do samotného důkazu. Pojmy uvedené v hlavní myšlence budou
v průběhu důkazu vysvětleny. Chceme si vytvořit novou lineární síť, budeme
ji značit Lnová, takovou, aby všechny cesty mezi body x ∈ L a u ∈ L pro vhodné
body u ∈ L splňující, že délka cesty mezi u, x je nejvýše h, na lineární síti L
byly shodné s vhodnými cestami na lineární síti Lnová. Lineární síť L, jak bylo
zmíněno v definici 33, může obsahovat cykly. Avšak nově vytvořená lineární síť
nebude obsahovat žádné cykly. Specielně nebude obsahovat žádné krátké cykly.
Potom již budeme moci využít věty 5, ze které bude plynout vztah∫︂

L
K̃

D(u|x) du = 1.

Buď x ∈ L pevně zvolený bod lineární sítě L. Označíme si Px = {p1, p2,..., pc},
c ∈ N, množinu všech cest mezi body x, y ∈ L pro vhodné body y ∈ L takové,
že délka cesty mezi touto dvojicí bodů je přesně konstanta h, kde 2h je šířka já-
dra. Nyní z Px postupně vytvoříme novou lineární síť Lnová v podobě kořenového
stromu s kořenem ve vrcholu x ∈ Lnová. Nejprve si definujeme, že L1

nová je vy-
tvořená pouze z kořenu x a cesty p1. Budeme vytvářet posloupnost lineárních
sítí L1

nová ⊂ L2
nová ⊂ · · · ⊂ Lnová takovou, že budeme postupně rozšiřovat Li−1

nová,
i = 2, 3,..., o zbylé cesty z Px dvěma navzájem různými způsoby.

1. Nechť první úsečka cesty pi, i = 2,3,..., není žádná z dosavadních úseček
přímo spojených s kořenem x ∈ Li−1

nová. Tedy cesta pi se od odstatních cest
z Px tvořící Li−1

nová liší již úplně na svém začátku. Pak cestu pi přidáme
jako novou větev Li−1

nová vycházející z kořene x ∈ Li−1
nová. Vzniklou lineární síť

označíme Li
nová.

2. Nechť první úsečka cesty pi, i = 2,3,..., je přímo spojená s kořenem x ∈
Li−1

nová. Najdeme první úsečku z cesty pi, která se liší vůči Li−1
nová, označíme

si ji jako [a, b] a nechť platí dpi
(x, a) < dpi

(x, b). V koncovém bodě a této
první lišící se úsečky [a, b] přidáme novou větev ze zbylé cesty pi, která se
liší oproti Li−1

nová. Vzniklou lineární síť označíme Li
nová.

Zmíněnou konstrukcí dostaneme lineární síť Lnová, která neobsahuje žádné
krátké cykly, a tedy ani žádný cyklus délky menší než šířka jádra 2h. Navíc
každá cesta na lineární síti Lnová mezi koncovými vrcholy a kořenem x ∈ Lnová má
délku přesně konstantu h. Z výše uvedeného jsou ve větě 5 splněny předpoklady
implikace "⇐" a s jejím použitím dostaneme vztah∫︂

Lnová
KD(ũ|x) dũ = 1.

Pro každý bod u ∈ L splňující, že délka cesty mezi u, x je nejvýše h, existuje
množina bodů Ũ = {u1̃, u2̃,..., us̃} ∈ Lnová, kde s ∈ N, taková, že pro každou
jednu cestu pu,j, j ∈ {1,2,...,s}, mezi body x, u ∈ L délky nejvýše h existuje
bod uj̃ ∈ Ũ , j ∈ {1,2,...,s}, pro který platí, že cesta mezi kořenem x ∈ Lnová
a bodem uj̃ ∈ Lnová, j ∈ {1,2,...,s}, budeme ji značit puj̃

, je shodná s cestou pu,j

mezi body x, u ∈ L. Pojmem shodností cest užitého výše je myšleno, že pro
cestu pu,j mezi body x, u na lineární síti L existuje cesta puj̃

na lineární síti Lnová
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vedoucí z kořene x ∈ Lnová do bodu uj̃ ∈ Lnová přes stejný počet vrcholů, při-
čemž vzdálenost mezi jednotlivými vrcholy na cestě puj̃

je stejná se vzdálenostmi
mezi jednotlivými vrcholy na cestě pu,j a dále délka cest pu,j a puj̃

je stejná.

Můžeme si všimnout, že cesta mezi body x, u ∈ L nemusí být určena jedno-
značně, avšak cesta mezi kořenem x ∈ Lnová a bodem uj̃ ∈ Lnová, j ∈ {1,2,...,s},
již jednoznačně určená být musí. Toto pozorování ihned plyne z konstrukce ko-
řenového stromu při vytváření lineární sítě Lnová. Dokonce přiřazování cesty puj̃

mezi kořenem x ∈ Lnová a bodem uj̃ ∈ Ũ , j ∈ {1,2,...,s}, ke shodné patřičné
cestě pu,j mezi body x, u ∈ L nám zajistí, že se každý bod z množiny Ũ vyu-
žije právě jednou, a tedy Lnová je nejmenší možná lineární síť splňující dosavadní
úvahy. Předchozí věta nám poskytuje naprosto klíčové pozorování, na kterém
bude postaven zbytek důkazu.

Funkce K̃
D(u|x) závisí, dle definice 33, pouze a jen na krátkých cestách

mezi body x, u ∈ L, a proto jsme mohli uvažovat pouze cesty délky nejvýše h.
Z výše uvedeného plyne, že funkce K̃

D(u|x) bude nabývat stejné hodnoty mezi
body x, u na lineární síti L jako součet funkcí KD(uj̃|x) na lineární síti Lnová
pro uj̃ ∈ Ũ , kde Ũ = {u1̃, u2̃,..., us̃}. Z předchozích úvah dostaneme následující
rovnost

K̃
D(u|x) =

s∑︂
j=1

KD(uj̃|x).

Předchozí úvahy platí pro každý bod u ∈ L a pro každou krátkou cestu mezi
body x, u na lineární síti L. Jelikož funkce K̃

D(u|x) závisí pouze na krátkých
cestách mezi body x, u ∈ L, tak konečně dostaneme rovnosti, z nichž bude impli-
kace "⇐" dokázána ∫︂

Lnová
KD(ũ|x) dũ =

∫︂
L

K̃
D(u|x) du = 1.

"⇒": Danou implikaci dokážeme sporem. Pokud by x /∈ Lh, pak by někde
nutně chyběla část lineární sítě L, na které by hustota k (z definice 21) byla
kladná. Tedy i funkce K̃

D(u|x) by byla kladná. Rozšíříme lineární síť L ve všech
koncových vrcholech y ∈ L splňujících dL(x, y) < h, budeme ji značit Lroz, tak,
abychom nevytvořili cyklus a aby platilo dLroz(x, v) = h pro všechny koncové
vrcholy v ∈ Rroz, kde Rroz je množina všech koncových vrcholů lineární sítě Lroz.
Zmíníme, že lineární síť L jsme mohli v některých částech omezit. V těchto čás-
tech dle bodu 3 z definice 21 by měla funkce K̃

D(u|x) nulovou hodnotu. Pro
lineární síť Lroz tedy požadujeme, aby všechny její koncové vrcholy byly přesně
ve vzdálenosti h od středu x. Potom platí

x ∈ Lroz
h = {u ∈ Lroz : dLroz(u, v) ≥ h, ∀v ∈ Rroz}.

Existenci rozšíření lineární sítě jsme ukázali v důkazu věty 5. Z důkazu předchozí
implikace této věty jsme pro rozšířenou lineární síť Lroz dokázali∫︂

Lroz
K̃

D(u|x) du = 1.

Tedy přidali jsme části lineární sítě s kladnou Hausdorffovou mírou H1, na kte-
rých má funkce K̃

D(u|x) kladné hodnoty (z definice 27 a dále z bodu 3 z defi-
nice 21), a tedy integrál

∫︁
Lroz\L K̃

D(u|x) du přes přidané části lineární sítě Lroz je
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kladný. Proto původní lineární síť L před rozšířením musela nutně splňovat∫︂
L

K̃
D(u|x) du < 1.

Pro získání ještě lepší představy během důkazu věty 8 jsme vytvořili dva
barevné obrázky. Obrázek 3.10 znázorňuje schéma reprezentující lineární síť L,
která obsahuje cykly. Vrcholy sítě L značíme x, u, j, k, l, m, n. Prohnuté křivky
znázorňují cestu mezi jednotlivými vrcholy a čísla udávají délky úseček mezi jed-
notlivými vrcholy. Zmíníme, že narozdíl od lineární sítě Lnová z důkazu věty 8
lineární síť v obrázku 3.11 obsahuje části úseček pod čárkovanou čárou, která
znázorňuje h-vzdálené body sítě od kořene x. Uvažujeme konstantu h = 6. Části
úseček pod čárkovanou čárou jsme v obrázku 3.11 nechali kvůli snadnější orientaci
v samotném obrázku. Barevně jsou vyznačeny shodné cesty mezi vrcholy x, u2̃
a mezi vrcholy x, u4̃ na lineární síti v obrázku 3.11 s příslušnými cestami mezi
vrcholy x, u lineární sítě L v obrázku 3.10. Všimněme si, že na lineární síti L v ob-
rázku 3.10 není cesta mezi vrcholy x, u určena jednoznačně, avšak na lineární síti
v obrázku 3.11 cesta mezi vrcholy x, u2̃ a cesta mezi vrcholy x, u4̃ již jednoznačně
určená je.
Poznámka. V důkazu věty 8 si můžeme všimnout drobného rozdílu ve značení
množiny Px oproti množině P (x, y), která byla uvedena v definici 27. Všechny
cesty z množiny Px mají délku přesně h, a proto se nejedná o krátkou cestu.
Kdežto P (x, y) označuje množinu pouze krátkých cest. Pojem krátké cesty byl
zaveden v definici 23.
Poznámka. Narozdíl od námi představené věty 8 byla předchozí věta, avšak
v méně pečlivém tvaru, formulována v textu Sugihara a kol. (2010) v tvrzení 3
pod vztahem (11). Její důkaz byl v podobě pro čtenáře, dle našeho názoru, neprů-
hledný, dostatečně nevysvětlený a nešikovně zpracován. Dokonce jsme názoru, že
tvrzení 3 v textu Sugihara a kol. (2010) je chybné. Z těchto důvodů jsme pečlivě
formulovali znění věty 8 a uvedli její důkaz, který se v implikaci "⇐" inspiro-
val důkazem z tvrzení 3 představeného v textu Sugihara a kol. (2010). V dů-
kazu implikace "⇐" u věty 8 jsme oproti textu Sugihara a kol. (2010) podrobněji
vysvětlili jednotlivé části důkazu a ztvárnili jsme ho do více přehledné podoby.
V důkazu věty 8 používáme pojmu shodnosti cest mezi lineárními sítěmi. Tento
pojem byl klíčový k celému důkazu zmíněné věty. Formální zavedení takového
pojmu by ovšem bylo velmi složité a čtenáře by to jen zmátlo. Přirozená intuice
pro interpretaci tohoto pojmu nabízí čtenáři mnohem lepší představu než sa-
motné zavedení definice. Z těchto důvodů jsme se rozhodli pojem shodnosti cest
komentovat slovně, avšak nezavádět jeho formální definici.
Poznámka. Domníváme se, že tvrzení 3 v Sugihara a kol. (2010) je chybné, neboť
s přihlédnutím ke značení ve větě 8 byla v Sugihara a kol. (2010) uvažována pouze
situaci, kdy je množina všech koncových vrcholů R lineární sítě L prázdná. Naší
domněnku podporuje pozorování, že všechny ilustrační obrázky i argumentace
v důkazu tvrzení 3 v Sugihara a kol. (2010) byly pro lineární sítě neobsahující
žádný koncový vrchol, ačkoli v samotné sekci iv v Sugihara a kol. (2010) nebyl
předpoklad pouze lineárních sítí bez koncových vrcholů zmíněn.
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Obrázek 3.10: Schéma lineární sítě s cykly.
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Obrázek 3.11: Schéma lineární sítě vzniklé konstrukcí kořenového stromu.
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4. Analýza bodových procesů
pomocí obálkových testů

V této kapitole ukážeme praktické použití metod analýzy bodových procesů
na lineárních sítích pro dva konkrétní datasety. V sekci 4.1 budeme analyzovat do-
pravní nehody na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina. V takovém případě nebude
lineární síť obsahovat žádné větvení. Rádi bychom předvedli i vlastní analýzu
bodového procesu pro situaci, kdy lineární síť větvení obsahovat bude. Názorný
příklad lineární sítě s větvením mohou být ulice nějakého města, a proto v sekci 4.2
budeme analyzovat zločiny ve městě Chicago z datasetu Chicago Crime Data do-
stupném pod heslem chicago v balíčku spatstat. Balíček spatstat je pěkně
popsán v knize Baddeley a kol. (2015).

Pro zmíněné analýzy budeme používat princip testování Monte Carlo, který
má pro testovou statistiku T0 vzniklou z pozorovaného bodového vzorku a pro
testové statistiky simulované za nulové hypotézy T1, T2,..., Ts, s ∈ N, p-hodnotu
ve tvaru

p = 1
s + 1

s∑︂
i=0

1{Ti ≺ T0},

kde symbolem Ti ≺ T0 rozumíme, že pro nějaké uspořádání je Ti více, anebo
stejně extrémní jako T0. Principu testování Monte Carlo využíváme v situaci,
kdy rozdělení testové statistiky za nulové hypotézy neznáme analyticky, ale do-
vedeme z rozdělení za nulové hypotézy simulovat.

K oběma našim analýzám budeme používat globální obálkový test, který bude
využívat řazení funkcionálních testových statistik dle kritéria extreme rank len-
gths (ERL) a který je názorně vysvětlen například v článcích Dvořák a Mrkvička
(2021), Myllymäki a kol. (2017) nebo Mrkvička a kol. (2017). Dále budeme psát
pouze obálkový test. V prostorové statistice je použití globálních obálkových
testů standardem, a proto nebudeme podrobně popisovat samotný obálkový test,
avšak budeme pouze komentovat naši analýzu ve spojitosti s jeho použitím. Sa-
motné analýzy budeme provádět v programu R a budeme k nim používat balíčky
spatstat a GET. Metodika implementovaná v balíčku GET je popsána například
v Myllymäki a kol. (2017). Zdrojové kódy z programu R, které budou použity
k analýzám, uvedeme v elektronické příloze.

4.1 Analýza výskytu dopravních nehod na D1
V této sekci budeme analyzovat dopravní nehody na úseku dálnice D1 v kraji

Vysočina, které se staly od soboty 1. 1. 2022 do soboty 29. 10. 2022 vyjma tří do-
pravních nehod, o kterých se domníváme, že jsou chybně zaznamenány a zřejmě
neleží na dálnici D1. Zdrojem našich dat budou statistické údaje o nehodovosti
na území České republiky převzaté od Policie České republiky (2023). Zmíněné
tři dopravní nehody, které nebudeme uvažovat, byly v datasetu statistických
údajů o nehodovosti uvedeny mezi dopravními nehodami na dálnicích v kraji
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Vysočina v řádcích 31, 32 a 62, viz soubor se zdrojovými daty v elektronické pří-
loze této práce.

Vytvoříme si lineární síť z polohy zaznamenaných dopravních nehod násle-
dujícím způsobem. Nejprve seřadíme zaznamenané dopravní nehody podle jejich
polohy. Tyto seřazené dopravní nehody budeme považovat za vrcholy sítě. Každé
dva sousední vrcholy propojíme úsečkou, tedy z pohledu grafu hranou. Námi vy-
tvořenou lineární síť budeme značit L. Lineární síť L obsahuje 259 vrcholů a 258
hran. Délka lineární sítě L je přibližně 95 378 metrů. V celé této sekci budeme
uvažovat vzdálenosti v metrech.

Na lineární síti L z pozorovaného bodového vzorku x0 dopravních nehod,
který obsahuje 300 bodů, spočítáme jádrový odhad funkce intenzity prvního řádu.
Odhad bude založen na vztahu (3.1). Využijeme příkaz density.lpp z balíčku
spatstat v programu R. Za parametr sigma budeme uvažovat konstantu h =
1 750. Předpokládáme, že možné vzájemné interakce (dané například stavebními
pracemi, dočasnými omezeními na vozovce,...) mezi body pozorovaného bodového
vzorku x0 mají vliv na vzdálenost řádově stovek metrů, a proto jsme zvolili kon-
stantu h způsobem h = 1 750, abychom zmíněné efekty vyhladili. Můžeme si všim-
nout, že některé body pozorovaného bodového vzorku x0 leží přesně ve stejném
místě vlivem zaokrouhlování při záznamu dat, a proto se počet bodů neshoduje
s počtem vrcholů lineární sítě L. Dále budeme uvažovat nespojitou verzi od-
hadu (3.1) pomocí funkce KD(u|x) z definice 27. Při konstrukci funkce KD(u|x)
použijeme pro funkci k Epanechnikovo jádro. Takto spočítaný odhad budeme
značit λ̂(u). Odhad λ̂(u) pro pozorovaný bodový vzorek dopravních nehod x0
na lineární síti L ukazuje obrázek 4.1. Abychom dosáhli přehlednější vizualizace
obrázku 4.1, zvolili jsme ještě dodatečný parametr eps=c(750,750), který má vliv
na velikost pixelů v obrázku 4.1.

Nyní bychom se chtěli zabývat nehomogenní K-funkcí, respektive jejím od-
hadem. Nehomogenní K-funkci jsme uvedli v definici 19. Její odhad jsme před-
stavili v definici 20. Obrázek 4.2 ukazuje odhad nehomogenní K-funkce K̂

(0)
LI (r),

uvažujeme r ∈ [0, 46 847], počítaný pomocí příkazu linearKinhom pro pozoro-
vaný bodový vzorek x0, kde pro parametr lambda volíme spočítaný odhad λ̂(u).
Obrázek 4.2 také ukazuje teoretickou hodnotou nehomogenní K-funkce pro Po-
issonův bodový proces na lineární síti L. Pohledem na obrázek 4.3 vidíme, že na
malé škále se zjevně liší odhad nehomogenní K-funkce K̂

(0)
LI (r), nyní uvažujeme

r ∈ [0, 2 000], od teoretické hodnoty nehomogenní K-funkce pro Poissonův bo-
dový proces na lineární síti L.

Uvažujme, že pozorovaný bodový vzorek x0 je realizací bodového procesu X0.
Budeme chtít testovat hypotézu, že X0 má rozdělení Poissonova procesu na line-
ární síti L s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u). Uvažujme hypotézu a alternativu

1. H0: X0 má rozdělení Poissonova bodového procesu na lineární síti L
s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u),

2. H1: X0 nemá rozdělení Poissonova bodového procesu na lineární síti L
s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u).
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Obrázek 4.1: Jádrový odhad funkce intenzity prvního řádu pro dopravní nehody
na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina. Barevná škála znázorňuje intenzitu výskytu
dopravních nehod na jeden metr délky úseku dálnice D1 v kraji Vysočina.

Budeme chtít zkonstruovat test nulové hypotézy H0 proti alternativě H1.
Na pozorovaný bodový vzorek x0 provedeme obálkový test pro hladinu význam-
nosti α = 0,05. Testovou statistiku T0 pozorovaného bodového vzorku x0 na line-
ární síti L zvolíme jako T0 = K̂

(0)
LI (r), kde r ∈ [0, 2 000]. Rozdělení bodového pro-

cesu X0 za předpokladu platnosti nulové hypotézy H0 empiricky aproximujeme
simulacemi realizací x1, x2,..., x999 vzniklých z rozdělení Poissonova bodového
procesu na lineární síti L s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u), z nichž spočítáme
testové statistiky T1, T2,..., T999. Uvažujeme Ti = K̂

(i)
LI(r), pro i = 1, 2,..., 999

a pro r ∈ [0, 2 000].

Budeme zkoumat, zda se testová statistika T0 bodového vzorku x0 mezi tes-
tovými statistikami T1, T2,..., T999 vzniklých ze simulací realizací x1, x2,..., x999
jeví jako typická, či zda se jeví jako extrémní. Z T0, T1, T2,..., T999 vybereme 950
nejtypičtějších funkcí, ze kterých se vytvoří obálka pro samotný test. Pokud tes-
tová statistika T0 bude v obálce, pak prohlásíme testovou statistiku T0 za typic-
kou. V takovém případě nebudeme zamítat nulovou hypotézu H0. Jestliže testová
statistika T0 bude vystupovat z obálky, a tedy nebude patřit mezi 950 nejtypičtěj-
ších funkcí, pak testovou statistiku T0 budeme považovat za extrémní. V takovém
případě budeme zamítat nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1.

Testová statistika T0 je konstruovaná způsobem, aby byla citlivá na odchylky
od poissonovské vlastnosti (interakce), proto případné zamítnutí nulové hypo-
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Obrázek 4.2: Odhadovaná hodnota nehomogenní K-funkce K̂
(0)
LI (r), uvažujeme

r ∈ [0, 46 847], pro dopravní nehody na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina je
znázorněna černou barvou. Teoretická hodnota nehomogenní K-funkce pro Pois-
sonův bodový proces na lineární síti L je znázorněna červenou barvou.

tézy H0 budeme interpretovat jako přítomnost interakcí. Pokud se odhad funkce
intenzity prvního řádu λ̂(u) liší od skutečné funkce intenzity prvního řádu λ(u),
která by patřila Poissonovu bodovému procesu na lineární síti L, který jsme
představili v definici 17, pak může také dojít k zamítnutí nulové hypotézy H0
i v případě, že bodový proces X0 má rozdělení Poissonova procesu.

Pro naše pozorovaná data vychází p-hodnota obálkového testu 0,01, a proto
budeme zamítat nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1. Z p-hodnoty
vidíme, že testová statistika T0 byla 10. nejextrémnější. Za důvod zamítnutí nu-
lové hypotézy H0 ve prospěch alternativy H1 považujeme přítomnost vzájemných
interakcí mezi dopravními nehodami na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina, které
se nedaly vysvětlit odhadem funkce intenzity prvního řádu λ̂(u). Výstup obál-
kového testu ukazuje obrázek 4.4. Červenou barvou je znázorněna část testové
statistiky T0, která vystupuje z obálky, a tedy se v daných místech znatelně liší
od testových statistik tvořící obálku testu.

4.2 Pouliční zločiny ve městě Chicago
V sekci 4.1 jsme si mohli všimnout, že lineární síť neobsahuje žádné větvení.

Analýza dopravních nehod v sekci 4.1 by šla provést i pomocí známých postupů
bodových procesů v R. Abychom ukázali praktické použití metod analýzy bodo-
vých procesů na lineární síti obsahující větvení, budeme analyzovat zaznamenané
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Obrázek 4.3: Odhadovaná hodnota nehomogenní K-funkce K̂
(0)
LI (r), uvažujeme

r ∈ [0, 2 000], pro dopravní nehody na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina je zná-
zorněna černou barvou. Teoretická hodnota nehomogenní K-funkce pro Poissonův
bodový proces na lineární síti L je znázorněna červenou barvou.

pouliční zločiny ve městě Chicago z datasetu Chicago Crime Data dostupného
pod heslem chicago v balíčku spatstat v programu R, které ukazuje obrázek 4.5.
V celé této sekci budeme uvažovat vzdálenosti ve stopách.

Budeme pracovat s lineární sítí, označíme ji L, z datasetu, kterou lze ob-
držet pomocí příkazu as.linnet(chicago). Lineární síť L má přibližně délku
31 150 stop, obsahuje 338 vrcholů a 503 hran. Pozorovaný bodový vzorek pou-
ličních zločinů x0 ve městě Chicago obsahuje 116 bodů a lze ho získat pomocí
příkazu lpp(X=unmark(as.ppp(chicago)), L=as.linnet(chicago)).

Na lineární síti L z pozorovaného bodového vzorku x0 pouličních zločinů spo-
čítáme jádrový odhad funkce intenzity prvního řádu λ̂(u) jako v sekci 4.1. Pro
parametr sigma budeme uvažovat konstantu h = 151. Zvolili jsme konstantu
h = 151 tak, aby byla prostorová škála, na které se mění odhad funkce intenzity
prvního řádu λ̂(u) srovnatelná s velikostí bloků ve městě Chicago. Opět budeme
uvažovat nespojitou verzi odhadu (3.1), avšak nyní již pro funkci K̃

D(u|x) z de-
finice 33. Při konstrukci funkce K̃

D(u|x) použijeme pro funkci k Epanechnikovo
jádro. Odhad λ̂(u) pro pozorovaný bodový vzorek pouličních zločinů x0 na line-
ární síti L ukazuje obrázek 4.6.

Obrázek 4.7 ukazuje odhad nehomogenní K-funkce K̂
(0)
LI (r), budeme uvažovat
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Obrázek 4.4: Obálkový test pro dopravní nehody na úseku dálnice D1 v kraji
Vysočina. Uvažujeme r ∈ [0, 2 000].

r ∈ [0, 1 077], počítaný pomocí příkazu linearKinhom pro pozorovaný bodový
vzorek x0 obsahující 116 bodů. Obrázek 4.7 také ukazuje teoretickou hodnotou
nehomogenní K-funkce pro Poissonův bodový proces na lineární síti L. Za pa-
rametr lambda volíme spočítaný odhad λ̂(u). Uvažujme nulovou hypotézu H0
a alternativu H1 jako v sekci 4.1

1. H0: X0 má rozdělení Poissonova bodového procesu na lineární síti L
s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u),

2. H1: X0 nemá rozdělení Poissonova bodového procesu na lineární síti L
s funkcí intenzity prvního řádu λ̂(u).

Rozdělení bodového vzorku X0 za předpokladu platnosti nulové hypotézy H0
empiricky aproximujeme simulacemi realizací x1, x2,..., x999 vzniklých z rozdě-
lení Poissonova bodového procesu na lineární síti L s funkcí intenzity prvního
řádu λ̂(u), z nichž spočítáme testové statistiky T1, T2, T3,..., T999. Uvažujeme
Ti = K̂

(i)
LI(r), pro i = 1, 2,..., 999 a pro r ∈ [0, 1 077].

Použijeme obálkový test, jehož výstup ukazuje obrázek 4.8. Z obrázku 4.8
vidíme, že p-hodnota obálkového testu vychází 0, 897. Na základě takového vý-
sledku musíme konstatovat, že rozdělení dat není významně odlišné od rozdělení,
jaké by měla data za platnosti nulové hypotézy H0, a proto nemůžeme zamí-
tat nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1. Skutečnost, že nemůžeme
zamítat nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1 lze nahlédnout z ob-
rázku 4.8, jelikož testová statistika T0 nevystupuje z obálky, a tedy na obrázku 4.8
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Obrázek 4.5: Polohy zaznamenaných pouličních zločinů ve městě Chicago znázor-
ňují tučné body.

nepozorujeme žádnou červenou část testové statistiky T0.

Pouliční zločiny ve městě Chicago byly zaznamenány v období od 25. 4. 2002
do 8. 5. 2002. Domníváme se, že ve městě Chicago, jako ve většině velkých měst,
existuje nějaká skupina lidí, která má na svědomí hned několik pouličních zločinů,
a tedy si myslíme, že existují vzájemné interakce mezi pozorovanými pouličními
zločiny ve městě Chicago. Konstatujeme, že možným důvodem, proč jsme nemohli
zamítnout nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1, může být krátké
časové období, ve kterém byly pouliční zločiny zaznamenávány.
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Obrázek 4.6: Jádrový odhad funkce intenzity prvního řádu pro pouliční zločiny
ve městě Chicago. Barevná škála znázorňuje intenzitu výskytu pouličních zločinů
na jednu stopu délky ulice města Chicago.
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Obrázek 4.7: Odhadovaná hodnota nehomogenní K-funkce K̂
(0)
LI (r), uvažujeme
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Závěr
V kapitole 1 jsme definovali lineární síť a s ní spojené pojmy. Připomeneme,

že lineární sítě mají velké využití v běžném životě a jedná se o naprosto přiro-
zený pojem. Více motivačních příkladů lze nalézt v úvodu textu. Zmínili jsme,
jaký druh integrálu budeme v textu používat a vůči jaké míře budeme integrovat.
Zmíněné míře – Hausdorffově – jsme věnovali druhou sekci první kapitoly. Dále
jsme zavedli takzvané věty o polárních souřadnicích, které jsme používali v dů-
kazu věty 4 a také věty 5. Bez nich by bylo velmi obtížné důkazy provést.

Ve druhé kapitole jsme se nejprve věnovali definicím k bodovým procesům
v rovině a na lineárních sítích. Poté jsme v sekci 2.3 zavedli několik charak-
teristik bodových procesů. Formulovali jsme větu 4 určující přímý vztah mezi
nehomogenní K-funkcí a párovou korelační funkcí. Ke zmíněné větě jsme uvedli
vlastní důkaz. V důkazu jsme přímo využili všechny pojmy z celé sekce 2.3, a do-
konce i většinu pojmů z kapitol předchozích.

V průběhu třetí kapitoly jsme se zabývali převážně funkcí KD(u|x) a pojmy
s ní spojené. Třetí kapitola obsahuje nejdůležitější výsledky našeho textu. Před-
vedli jsme v ní několik vlastních důkazů a námi formulovaných tvrzení. V nepo-
slední řadě jsme přidali i vlastní ilustrace a obrázky. V úvodu kapitoly 3 jsme de-
finovali jádrovou funkci a pomocí ní jsme definovali vyhlazovací jádro. Dále jsme
zavedli pojem krátké cesty. Zároveň jsme poukázali na důležitost konstanty h
z definice 21. Klasifikovali jsme lineární síť na dva možné případy. První z nich
jsou lineární sítě neobsahující cykly délky kratší než šířka jádra 2h, kterými se za-
bývala celá sekce 3.1. Naopak lineární sítě, které mohou obsahovat cykly, jsme
zkoumali v sekci 3.2.

Pro lineární sítě neobsahující cykly délky kratší než šířka jádra 2h jsme de-
finici samotné funkce KD(u|x) uvedli pomocí váhové funkce. Pro tento přístup
jsme se rozhodli po zjištění, že funkce KD(u|x) není nejen v práci McSwiggan
a kol. (2017), ale ani v textu Sugihara a kol. (2010) přehledně definována pro
všechny možné situace, které se mohou na lineární síti bez cyklů délky kratších
než šířka jádra 2h vyskytnout. Tento nedostatek jsme napravili v definici 26. Poté
jsme již konečně představili definici samotné funkce KD(u|x).

Vyslovili jsme větu 5 představující jasné kritérium, kdy se funkce KD(u|x)
na lineární síti bez cyklů délky kratších než šířka jádra 2h naintegruje na jed-
ničku. Zmíněnou větu můžeme interpretovat způsobem, že přes lineární síť L
neobsahující cykly délky kratší než 2h se funkce KD(u|x) naintegruje na jedničku
právě tehdy, když vzdálenost všech koncových vrcholů lineární sítě L od předem
daného bodu x ∈ L je alespoň h. Řada obrázků poskytuje čtenáři komfortnější
vhled do samotného důkazu věty. Zmíněná věta 5 je jedním z hlavních bodů ce-
lého textu. Kvůli ní jsme definovali všechny pojmy spojené s h-omezenou lineární
sítí. Dále jsme kvůli ní vyslovili vlastní formulaci tvrzení 6 včetně důkazu a také
jsme uvedli vlastní tvrzení 7, opět s důkazem.
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Pro situaci, kdy lineární síť může obsahovat cykly, jsme představili definici 33
funkce K̃

D(u|x). V takovém případě je funkce K̃
D(u|x) definována pomocí po-

mocné funkce Api
(x, y) z definice 32. Ta se shoduje s funkcí KD(u|x) na line-

ární síti bez cyklů délek kratších než šířka jádra 2h, pokud cesta mezi body x, y
je jediná krátká. Ještě jednou jsme formulovali větu pojednávající o integraci
funkce KD(u|x) na jedničku, avšak tentokrát pro funkci K̃

D(u|x) z definice 33.
Důkaz věty jsme oproti tvrzení 3 v textu Sugihara a kol. (2010), o kterém se do-
mníváme, že je chybné, podrobně zpracovali a pečlivě jsme vyslovili samotné znění
věty. V důkazu se hojně využívá pojmu shodnosti cest mezi různými lineárními
sítěmi. Díky tomu je důkaz náročný na samotnou matematickou přesnost a for-
mulaci. Důkaz jsme doplnili o obrázky 3.10 a 3.11, které navazují na předvedený
důkaz. Zmíníme, že v důkazu silně využíváme věty 5. Samotná konstrukce line-
ární sítě v podobě kořenového stromu je užitečná, neboť na takovou lineární síť
můžeme větu 5 použít. Zde je opět vidět, jak je velmi důležitá věta 5. Zároveň se
nám důkazem věty 8 podařilo propojit všechny sekce z obsáhlé kapitoly 3 a uká-
zat návaznost různých definic funkce KD(u|x) i obou kritérií integrace jednak
funkce KD(u|x), jednak funkce K̃

D(u|x) na jedničku.

V kapitole 4, konkrétně v sekci 4.1, jsme se zabývali analýzou dopravních ne-
hod na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina v České republice. Ze zaznamenaných
dopravních nehod jsme sestavili lineární síť. Pomocí jádrového odhadu funkce
intenzity prvního řádu λ̂(u) jsme provedli odhad nehomogenní K-funkce K̂

(0)
LI (r).

Nakonec jsme provedli obálkový test, jehož výsledkem bylo zamítnutí nulové hy-
potézy H0 ve prospěch alternativy H1. Možným vysvětlením může být skuteč-
nost, že mezi dopravními nehodami na úseku dálnice D1 v kraji Vysočina existo-
valy vzájemné interakce.

V sekci 4.2 jsme provedli analýzu pouličních zločinů ve městě Chicago. Opět
jsme využili jádrového odhadu funkce intenzity prvního řádu λ̂(u) a odhadli jsme
nehomogenní K-funkci K̂

(0)
LI (r). Dále jsme provedli obálkový test a dle jeho vý-

sledku jsme nemohli zamítnout nulovou hypotézu H0 ve prospěch alternativy H1.
Možným důvodem, proč jsme nemohli zamítnout nulovou hypotézu H0 ve pro-
spěch alternativy H1, mohlo být krátké časové období mezi zaznamenáváním
pouličních zločinů. Očekávali bychom, že budou existovat vzájemné interakce
mezi pozorovanými pouličními zločiny ve městě Chicago, a proto bychom navrhli
zaznamenávat pouliční zločiny ve městě Chicago po delší časové období, aby se
případné vzájemné interakce mezi pouličními zločiny mohly výrazněji projevit.
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