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Uvod

Tato bakalarska prace slouzi k seznameni ¢tenatre s toleranénimi intervaly
a s jejich jednodussi verzi, tj. s predikénimi intervaly. Ty se staly v posledni
dobé predmétem zajmu v oboru strojového uceni, protoze umoznuji kvantifikovat
nejistotu predikce. Presto je problematika toleranc¢nich intervalti spise na okraji
zajmu.

Text je urceny jak pro c¢tenare, kteri se s konceptem tolerancéniho intervalu
jesté nesetkali, tak pro ty, kteri jsou jiz s nastrojem seznameni a chtéji si prohlou-
bit védomosti. Prace je psana tak, aby byla kompletné pochopitelna pro studenty
se zakladnimi znalostmi pravdépodobnosti a matematické statistiky.

Prace nejcastéji ¢erpd z knihy [Krishnamoorthy a Mathew| (2009), a jelikoz je
tato kniha urcena spise pro zkusSenéjsi ctenare, prace ¢asto doplnuje informace,
které v knize chybi. Zaroven se prace zaméruje na hlubsi pochopeni koncepti,
formalnéjsi pristup a sjednoceni znaceni s dalsimi zdroji.

Prace je rozdélena na dvé kapitoly. V prvni c¢asti prvni kapitoly si ¢tenar
pripomene konfiden¢ni intervaly, hlavné definici a priklad sestrojeni konfidenéniho
intervalu pro normalni rozdéleni. V druhé c¢asti prvni kapitoly se prace vénuje
predikénim intervaltim - mezikrokem mezi konfiden¢nimi a toleranc¢nimi intervaly.
Kromé definice a debaty o pouzitelnosti se zde téz odvozuje predikéni interval pro
normalni rozdéleni a neparametricky predikéni interval.

Druhéa kapitola patii samotnym toleranc¢nim intervaliim. Diiraz je uz od za-
c¢atku kladen na pochopeni definice a na rozdil mezi intervalem predikénim a
toleranénim. Nasledné se prace vénuje dvéma zptisobim sestrojeni tolerancniho
intervalu pro normalni rozdéleni a vztahu k intervalu konfidenénimu a predikc-
nimu. Déle v praci najdeme pasaz o neparametrickém toleran¢nim intervalu. V po-
sledni ¢asti se pak text vénuje toleran¢nimu intervalu pro exponencialni rozdéleni
s dvéma parametry, ktery se na konci vyuzije v praktickém prikladu pouziti to-
hoto néstroje v redlném svéte.



1. Konfidenc¢ni a predikc¢ni
intervaly

1.1 Konfidenc¢ni interval

Konfidencni intervaly slouzi ke kvantifikaci nejistoty odhadu néjakého neznéa-
mého parametru rozdéleni, jako napriklad stiedni hodnoty, rozptylu, ¢i libovol-
ného kvantilu. Cilem je najit takovy interval, ktery s predem danou mirou spo-
lehlivosti 1 — v pokryvé (alespon asymptoticky) skuteénou hodnotu nezndmého
parametru. Pro pozdéjsi porovnani si zopakujeme definici.

Definice 1. Bud X;,...,X,, ndhodny vijbér z rozdéleni Fx a 0x = t(Fx) € R jeho
nezndmsgj parametr. Rekneme, e I, = I,(X1,....X,) C R je presny konfidencni
interval pro parametr Ox o spolehlivosti 1 — o, pokud plati

P [L,(X1,..X,) 3 0x] =1 —a.

Rekneme, Ze I, = I,(X1,...,X,) C R je asymptoticky konfidencni interval pro pa-
rametr Ox o (asymptotické) spolehlivosti 1 — o, pokud plati

P [In(Xl,,Xn) > 0)(] m 1—oa.

Jako priklad si ukdzeme, jak zkonstruovat presny oboustranny konfidencni
interval pro stfedni hodnotu normalniho rozdéleni.

Priklad 1. Bud Xi,...,X,, ndhodny vybér z rozdéleni F'x z modelu
F = {N(M70-2)7,u S R7 02 S R+}

normalnich rozdéleni s kone¢nou stfedni hodnotou a koneénym (nenulovym) roz-
ptylem. Parametr, ktery budeme odhadovat, je stfedni hodnota px = EX;. Nej-
prve definujme nahodnou velic¢inu

n Sn Y
kde S, je odmocnina z vybérového rozptylu S? a X, je vybérovy priamér z né-
hodného vybéru Xi,....X,,. Je zndmo, ze T,, ma pak Studentovo t-rozdéleni s n—1
stupni volnosti, tedy 7,, ~ t,_;. Oznacime-li nyni ¢,_;(«) a-kvantil Studentova
t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, pak plati
a ﬁ(yn — MX> a
Pl (3) < VT < (1 g) <1

Jednoduchymi tpravami pak dostaneme

P[Xn—tn_1(1—§)j%<,ux<Xn+tn_1(1—;‘)5%1 =l-a

a ziskavame presny oboustranny konfidenéni interval pro pux o spolehlivosti 1 —a:

<Xn —t (1 ~ g) 5% X, +t, 1 (1 - g) 5%) . (1.1)
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Konfidenc¢ni interval je silnym néastrojem pro odhady parametri rozdéleni,
nelze jej ale pouzit na odhadovani budoucich napozorovanych hodnot. Pro tento
specificky pripad se pouzivaji tzv. predik¢ni intervaly. Tém se budeme vénovat
nyni.

1.2 Predikéni interval

Bud X;,...,X,, ndhodny vybér z rozdéleni F'x. V této podkapitole se budeme
snazit najit takovy interval, ktery pokryje ptisti namérenou hodnotu X, s pre-
dem danou pravdépodobnosti 1 — a.. Takovy interval, ktery v jistém smyslu pre-
dikuje pristi namérenou hodnotu, nazveme predikéni.

Definice 2. Bud X,,...X, a X,.1 ndhodny vibér z rozdéleni Fx. Rekneme,
ze I, = I,(Xy,....X,) C R je presny predikéni interval pro X, 1 o spolehlivosti
1 — «, pokud plati

P[X,1 € L,(Xy,...X,)]=1—«a.

Rekneme, ze I,, = I,,(X1,...,X,) C R je asymptoticky predikeni interval pro X, 1
o (asymptotické) spolehlivosti 1 — «, pokud plati
P [Xn—i-l € ]n(XlaaXn)] — 1 —a.

n—oo

Ne vzdy mé sestrojeni predikéniho intervalu smysl - napt. pro alternativni
rozdéleni s neznamou pravdépodobnosti tspéchu py nedava konstrukce predikc-
niho intervalu smysl. Divodem je, ze pravdépodobnost pokryti musi byt nutné
z mnoziny {0, 1 — px,px, 1}, podle toho zda interval pokryva hodnoty 0 a 1. My
pritom skutec¢nou hodnotu py ani nezname.

Obecné, podobné jako u konfidenéniho intervalu, pro diskrétni ndhodné veli-
¢iny jde malokdy sestrojit predikéni interval o presné spolehlivosti 1 — a. V tom
pripadé hleddme zpravidla nejuzsi interval [, spliujici

P[Xp €1,] >1—c.

Extrémnim pripadem tohoto fenoménu by mohla byt napt. konstrukce pre-
dikéniho intervalu pro cislo, které padne pri hodu spravedlivou hraci kostkou.
Pokud bychom pozadovali hladinu spolehlivosti 1 — « > 5/6, musel by interval
nutné pokryvat vSechny mozné hodnoty 1,...,6. Skutecnad hladina spolehlivosti
by pak byla nutné 1 — a = 1. V takovych pripadech, kde je skutecna hladina
spolehlivosti vyssi nez pozadovand, fikdme, ze interval je konzervativni.

My si jako prvni konstrukéni priklad ukazeme sestrojeni predikéniho inter-
valu pro normalni rozdéleni s neznamym rozptylem. K tomu budeme potiebovat
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1. Bud Xy,...,X,, a X, 1 ndhodny vybér z rozdéleni Fx z modelu
F ={N(u,0*),u € R,0* € R"}

normdlnich rozdéleni s konecnou stredni hodnotou a konecnym rozptylem. Pak

nahodna velicina o
X1 — X
Tn _ n n+1 n)
n+1 S,

kde X,, a S, pocitdme pouze z X1,...,X,,, md Studentovo t-rozdéleni s n—1 stupni
volnosti, tedy T, ~ t,_ 1.




Diikaz. Zacneme upravenim vzorce pro T,.

T [ n Xopmi—Xn [ n Xyp—p+p—-X,
n o Snvn—1 o
n+1 Sh n+1 fi_l

Xpp1— -X [ (Xngr—p | p=X
n nt1 u_|_u Xn n+1( - + an)
n+1

Snvn—1 52 (n—1)
ovn—1 e
(n—1)
Nyni ozna¢me
Xpi1 — - X, S2(n—1
UIZLM,UQZ’M azzn(iz)'
o o o

ProtoZe X,, 11 méa rozdéleni N (u,0?), pak trividlné U; ~ N(0,1). Podobné, jelikoZ
X1,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,0?), tak
=X,

g

VnUs =+/n

Déle, protoze jsou U; a Uy nezavislé (z nezavislosti X,,11 a X7,...,X,,; resp. X, 41
a X,), plati

Ur+Us ~ N (0,14 1) = N (0,2), neboli /25 (Uy + Uz) ~ N(0,1).

~ N(0,1), neboli U ~ N (0,1).

Nyni se zabyvejme n.v. Z. Jelikoz X1,...,X,, je ndhodny vybér z normalniho roz-
déleni, tak z vlastnosti vybérového rozptylu vime, ze

_ S2(n —1)

2
2 ~ Xn—l?

Z

g

neboli Z ma chi-kvadrat rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Oznac¢ime si pro pre-

hlednost U = /25 (U1 + Us) a miZzeme psét
U
Ty = —=,
Z
n—1

kde U ~ N(0,1) a Z ~ x2_; jsou vzajemné nezavislé. Diky normalité X totiz
médme nezavislost X,, a S2. Nezavislost X,.; a S2, resp. X,,11 a X, pak plyne
z nezavislosti X, 11 a Xi,...,X,,. Konecné, z definice Studentova t-rozdéleni plyne
T, ~t,_,.

]

Nyni jiz mdme vSechny potiebné nastroje pro sestrojeni predikéniho intervalu
normalniho rozdéleni s neznamymi parametry.

Priklad 2. Uvazujme nahodnou veli¢inu X ~ N(p,0?) s norméalnim rozdéle-
nim s nezndmymi parametry. Necht X;,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni Fly.
Zkonstruujeme predikéni interval pro X, .

Vyjdeme z noveé nabyté znalosti rozdéleni n.v. T}, z minulého tvrzeni. Nahodna
veli¢cina X ma normalni rozdéleni a predpoklady tvrzeni jsou tedy splnény. Tvr-
zeni nam 1ika, ze

n Xn+1 - Xn

T, = ~t,_1.
n+1 Sh !




Oznac¢me t,,_1(a) a-kvantil rozdéleni t,,_;. Potom plati

Pl (3) <[ ot <t (1-9)] =1

a osamocenim X, ; dostavame

P X0 = tut (1= 5) Su/% < Xy < Kot b (1= 5) S/ =1 - o

n

kde jsme vyuzili faktu, ze t,,_4 (%) = —t,_1 (1 — %) Odsud uz ziskédvame obou-
stranny predikéni interval pro X,,;1 na hladiné a:

(Xn by (1= 2) /™, X+t (1 9) Sn\/”?> )

Za zminku stoji konvergence tohoto intervalu. Vime, ze plati

n—oo n—oo

Y a n+1
Xn n—>oo> 22 75n—1(1 - 5) ? Ul_%, Sn n—>oo> g, n > 1,

kde u, znaci a-kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Odtud plyne, Ze in-

terval (|1.2)) konverguje k intervalu

0) . (1.3)
A

(u — Uy a0, ity

R

Vsimnéme si podobnosti predikéniho intervalu ([1.2)) s konfidenénim intervalem
pro stredni hodnotu normalniho rozdéleni ([1.1)):

(B = ta (1= 3) Suy/5 Kt tus (1 3) Su/2).

Oba intervaly jsou centrované kolem X, a miizeme nahlédnout, ze predikéni in-
terval je v/n 4+ 1 —krat Sirsi nez ten konfidencéni. To dava smysl, nebot krajni
hodnoty predikéniho intervalu nekonverguji ke stejné hodnoté, nybrz ke kvanti-
lim skuteéného rozdéleni F.

Ukazali jsme si ptiklad, kde je prislusné rozdéleni Fx z parametrického mo-
delu, neboli zname jeho tvar az na konecné mnoho parametri. Takovyto luxus
si vSak v redlném svété nemuzeme vzdy dovolit. Pokud ovSsem méme k dispo-
zici ndhodny vybér dostatecné velkého rozsahu, miizeme zkonstruovat smysluplny
predikéni interval i pro kompletné neznamé rozdéleni Flx.

Priklad 3. Bud Xj,....X,, a X, .1 ndhodny vybér z rozdéleni F'x se spojitou
distribu¢éni funkei. Najdeme predikéni interval pro X,.; o spolehlivosti 1 — a.
Budeme k tomu pouzivat poradkové statistiky a jejich znamé vlastnosti. Oznac¢me
tedy Xy, 4 € {l,...,n+1}, i-tou poradovou statistiku X7,...,X;41 a dodefinujme
X0y = —00 a X(y49) 1= 00. Pak (s pravdépodobnosti 1 - diky spojitosti) plati

—00 = X(o) < X(l) < ... < X(n+1) < X(n+2) = 0Q. (1.4)
Hleddme nejvétsi kp,, resp. nejmensi ky € {1,...,n + 1} spliujici

P [Xoi1 < Xoy| <8 &P[Xg) < Xoi| <,

6



pak totiz plati
P X(kal) < Xn+1 < X(kU+1):| >1—a. (15)

Ozna¢me R, 1 poradi X, 1 v usporadaném vybéru (1.4]). Protoze je X1,.... X111
ndhodny vybér, nabyva R, kazdé z hodnot z mnoziny {1,....,n + 1} se stejnou
pravdépodobnosti ——. Odtud dostavame, ze Vi € {1,...,n + 1} plati

n+1
. 1 — n+1—1
P [Xn+1 < X(Z):| =P [Rn+1 < Z] = m, resp. P |:X(2) < Xn—l—l} = T—’—l
Hledédme tedy nejvétsi takové kp, resp. nejnizsi takové ky spliujici
kr—1  « n+1—ky «
< = S — < - 1.6
n+l =2 P T = (1.6)
Upravou nerovnic ziskdvame
1 1
a muzeme psat
P |Xp < X <2 resp. P | X < X <2
n+1 a(n+1) > 5, resp. a(n+1) n+l| =~ 5
(=7 =2 ([r==57]) 2

Odtud vyuzitim (1.5]) ziskdvame

P

¥ g <ot < K210

Nasli jsme tedy predikéni interval

Xty Xy o

jehoz hladina spolehlivosti je alespon 1 — a. A

Pozndmka. Vsimnéme si, ze plati

1 1 1 1
— alnt1) \g,resp.— n+2_a(n+ ) y1- 2

Lze dokazat, podobné jako v diikkazu konzistence vybérovych kvantilii, ze plati

X([@J) _r, Fil (%) , Tesp. X([n+2_a(n2+1)_‘) LN F;El (1 o %) ’

n—oo n—oo

kde Fi'(B3) znadl S-kvantil rozdéleni F. Plat{ tedy

P

Xtamen |\ < Xpp1 < X a(n+1) — 1 -«
([#57)) ([ | e
a predikéni interval ((1.7) je tim padem asymptoticky o spolehlivosti 1 — «. Za-
roven ma pro mensi hodnoty n spolehlivost alespon pozadované 1 — a. Je tedy
konzervativni a zaroven asymptoticky.



Interval ma sice asymptotickou spolehlivost 1 — «, konverguje k ni vSak oproti
parametrickym modeltim velmi pomalu. Vsimnéme si, ze uz jen pro konstrukci
tohoto intervalu potrebujeme velké mnozstvi pozorovani - aby interval nevysel
(—00, 00), potiebujeme

X(\‘MJ)>—OO < 04(712‘{’1)21 < nZi—l,

tedy napt. pro 1 — a = 0.95 potrebujeme n > 39. Diky asymptotické presnosti
bude vsak interval pro dostatecné vysoké hodnoty n podobny intervaliim vycha-
zejicim z parametrickych modelt.

Je dulezité si uvédomit, ze predikéni interval na hladiné 95 % nam neriké,
ze 95 % nasledujicich pozorovani padne do daného intervalu. Predikéni interval
lze sice rozsitit, aby pokryval & € N nésledujicich pozorovani (Otavaj, 2017, str.
13), pokud ale hleddme néstroj pro predem nespecifikované velké mnozstvi nasle-
dujicich pozorovani, pouzijeme toleran¢ni interval.



2. Toleranéni interval

2.1 Definice

Budte Xi,...,.X,, a X,11,X,12,X,13,.. ndhodné vybéry z rozdéleni F'x a budte
a, € (0,1). V této kapitole se budeme snazit zkonstruovat na zakladé ndhod-
ného vybéru Xi,...,X,, interval, ktery s pravdépodobnosti 1 — a pokryje alespon
1008% nahodnych veli¢in z ndhodného vybéru X, 1,X,,12,X,13,... Takovy inter-
val budeme nazyvat toleranc¢ni.

Definice 3. Necht X = (X4,...,X,)T je ndhodny vibér z rozdéleni Fx ndhodné
veliciny X a budte o, € (0,1). Pak rekneme, zZe I, = I,(X) C R je tolerancni
interval pro X s pokrytim 5 (resp. 1008 %) o spolehlivosti 1 — «, pokud plati

Px [Px (X € L(X) | X) >8] =1-a,

kde Py|...] znaci, Ze pravdépodobnost je pocitana vzhledem k rozdéleni ndhodné
veliciny Y .

Standardné volime (1 — «), 8 € {0.90,0.95,0.99}, podobné jako u predikénich
na konstrukeci nez predikéni a zridkakdy lze najit presné analytické reseni.

Na misté je porovnani definic toleran¢niho a predikéniho intervalu. Pro nah.
vektor X = (X1,...,X,,)" anah. veli¢iny X, 1, X, kde X1,...,X,,, X, 1,X jsouii.d.,
oznacme

p(X) =Px [X € I(X) [ X] = Px,, [Xnt1 € [n(X) | X]

podminénou pravdépodobnost, ze nah. veli¢ina X padne do intervalu I,, zkonstru-
ované¢ho z ndhodného vybéru X. Pro [, predikéni interval o spolehlivosti 1 — «
plati

1—a=Pxx,,, [Xnu € L(X)] = Ex (Px,,, [Xn4 € L(X) | X]) = Exp(X).

n+1

Zatimco tolerancni interval I,, s pokrytim (5 o spolehlivosti 1 — « splnuje
1 —a=Px[Px (X € [,(X) | X) > f] = Px [p(X) > 4] = Ex1{p(X) > 5.

Hladina spolehlivosti tedy u predik¢niho intervalu urcuje priamérnou hodnotu
p(X), zatimco u toleranéniho urcuje s jakou pravdépodobnosti dosahuje p(X)
hodnoty alespon f.

2.2 Normalni rozdéleni

My opét zacneme toleran¢nim intervalem pro normalni rozdéleni s neznamymi
parametry. Odvodime analyticky nefesitelnou integralni rovnici, jejimz numeric-
kym vyTesenim se dé ziskat hledany toleranc¢ni interval, ale ukazeme si i dobrou
aproximaci, pomoci které se lze numerickym vypoc¢tiim vyhnout.



2.2.1 Pomocné tvrzeni

Pro odvozeni zminéné integralni rovnice budeme potiebovat nasledujici tvr-
zeni (Krishnamoorthy a Mathew, 2009, str. 7):

2
Tvrzeni 2. Budte U ~ N(0,02), x* ~ 22=L nezdvislé ndhodné veliciny a budte

a, B € (0,1). Oznacme @ dz’stm’bucm funk‘cz normovaného normdlniho rozdéleni a
x odmocninu z n.v. x%. Pak konstanta k, kterd spliuje

Pu  [@U +kx) — (U —kx) 2 8] =1-a, (2.1)

je resenim integralni rovnice

I

kde vyrazem xi 5( 2) znacime B-kvantil rozdéleni ndhodné veliciny Y2, kde Y md
rozdéleni N(z,1)[]

%@%]ﬁ

12 e 22dr=1-—q,

Diikaz. Tento dukaz je inspirovany dikazem autora (Krishnamoorthy a Mathew)
2009, str. 8). Zkoumejme nejprve néasledujici rovnici: Necht hodnota U je dan4,
oznacme r presné (nutné kladné) reseni rovnice

SU+r)—oU —r)=p. (2.2)
Bud n.v. Z ~ N(0,1) nezavisla s U. Provedeme tpravy:
=0U+r)—dU—-r)=Py(Ze(U—-r,U+r)|U)

=Py Z-Ue€c(—r,r)|U)=Pz(Z-U)*<r*|U),

kde (Z — U)? ma pro fixni U podminéné rozdéleni (N(—U,1))* = (N(U,1))*.
Oznacime-li tedy x7 5(U?) f-kvantil tohoto rozdéleni, hledanym FeSenim (2.2) je

= \/)m Diky tomu, ze je funkce
U +7r)—2U —1)
roustouci v r, uz mizeme vidét, ze pro fixni U je vztah
QU + kx) — (U —kx) = 8
ekvivalentni vztahu

X%,ﬂ([ﬂ)

,
kx>rrespx_k2— 12

Necht tedy £ splnuje (2.1]). Mazeme psat

2 2
|~ a =Py [B(U + kx) — (U — kx) > §] = Py [xz > XE(U)]

k2

1Jedn4 se o specidlni piipad necentralniho y? rozdéleni s jednim stupném volnosti a para-
metrem necentrality z2.
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2 2
X1, (U?) &

:EU<PX X2Zi,72 :/_OOPXXZ fo(z)dx

kde fir zna¢i hustotu U, tedy hustotu normélniho rozdéleni N (0,0?). Pfedposledni

rovnost plyne z nezdvislosti U a x?. Dosadime za fy a ziskdvame

/OO Py [x? > xip(r)) e & =\/—= /
—o0 k? 27r02 To?

kde jsme vyuzili faktu, ze hustota fy je sudd z definice a pravdépodobnost P, [...]
je zde funkci z?, tedy je také suda. Jejich soucin je proto také sudy. Zaroven
je integral konecny, nebot jako majorantu integrandu muzeme zvolit samotnou
hustotu fy, kterd je z definice integrovatelna. Diikaz je timto dokoncen. n

Xl,ﬁ( )]

12 e 202 dx,

Xl,,@( )] _=

Nyni tvrzeni aplikujeme na sestrojeni slibeného toleran¢niho intervalu pro nor-
malni rozdéleni.

2.2.2 Konstrukce toleran¢niho intervalu

Bud X ~ N(u,0?%) ndhodnd veli¢ina s normalnim rozdélenim s nezndmymi
parametry. Necht Xi,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni F'x a budte «, 5 € (0,1).
Chceme zkonstruovat toleranc¢ni interval pro X s pokrytim 1008 % o spolehlivosti
1 — a ve tvaru

(Yn — kS, X, + kSn) ,

kde k je konstanta, kterou budeme hledat. Hledame tedy takové k, aby bylo
splnéno

Px [Px [X, = kSy < X < X, + kS, | X] >8] =1-a. (2.3)

Vsimnéme si, Ze vnitini nerovnost miizeme prepsat na

(2.4)

o o o

X, —pu—kS, X-— X, — kS,
PX[ a < g pt 126,

coz se nam bude hodit, nebot plati

X — X, — S2 2
£ N0,1), PN (0l) a 22~ Xoot
o o
Oznacéime-li si tedy ndhodné velic¢iny
2

X2~ ;(”__11, resp. U, ~ N (O,%) ,

pak muzeme psét, ze (2.4) je ekvivalentni nerovnosti
CI)<Un + kX) - CI)(Un - kX) > B,
Dosazenim do (2.3)) dostdvame, ze hledané k& musi ekvivalentné splinovat

Px [®(U, + kx) — (U, —kx) > 5] =1— .
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Nyni vak pouZijeme predchozi tvrzeni pro o = 1/n a dostdvame, Ze k je FeSenim
integralni rovnice

[2n oo n— 1)x? 5(2? 1
?n/(] Py lX%—l > ( )k,);lﬁ( )] e 2" dr =1 —a.

Jak jiz bylo vSak zminéno, z povahy této rovnice nelze najit jeji analytické reseni
(Borbatc a kol 2020, str. 2). Integracni rovnice jako tato se vSak daji Fesit nu-
mericky s vysokou presnoti. My misto toho vyuzijeme aproximaci pro k, kterou
odvodili Krishnamoorthy a Mathew| (2009)) na strané 31:

(n— 1)Xi5 (%) ‘

2
Xn—l,a

Tato aproximace je podle autorii velmi dobra i pro nahodny vybér tak malého
rozsahu jako n = 3, pokud «, § spliuji (1 — a), 8 € {0.9,0.95,0.99}. Pro n > 10
je pak rozdil mezi aproximaci a presnou hodnotou k zpravidla v radu tisicin.
My proto aproximaci pouzijeme, a dosazenim za k ziskdvame tolerancni interval
s pokrytim (3 o spolehlivosti 1 —a pro normalni rozdéleni s nezndmymi parametry:

x, - PTG g, (o))
anl,oz anl,a

U tolerancnich intervalii jsme si nedefinovali nic jako asymptotickou presnost.
Presto ale ukazeme, Ze tato aproximace konverguje k intervalu I, ktery splnuje
P[X € I] = . V jistém smyslu tedy aproximace konverguje k toleranénimu in-
tervalu pro [ nasledujicich pozorovani o spolehlivosti 1. To je dilezité, nebot tuto
vlastnost spliuje kazdy presny tolerancni interval (Otava, 2017, str. 14/15). Po-
kud bychom tedy chtéli néjak definovat asymptoticky presny tolerancni interval,
definice zaloZena na této vlastnosti by byla solidnim kandiddtem. Ukazeme tedy,
ze interval tuto vlastnost opravdu spliiuje. Z vlastnosti x? rozdéleni vime,
ze plati

Xo1 P

— —— 1.

n—1 n—ooo
Proto i a-kvantil x2_; musf spliiovat
2
anl,a 1.
n—1 n—oo
Dale plati
2
, d
s (3) s aa mebot (3 (V1)) o (V0.0 =

n—o0

kde vyuzivame fakt, ze konvergence v distribuci implikuje konvergenci kvan-
tili (Van der Vaart, 2000, Lemma 21.2). Jesté budeme potiebovat prevést X%,B
na kvantil normovaného normélnfho rozdéleni. Jelikoz je x2-rozdéleni s jednim
stupném volnosti zaroven rozdélenim druhé mocniny normovaného normalniho
rozdéleni, oznacme nahodnou veli¢inu U ~ N(0,1), a mizeme psat:

1=B=P[U?>xi5]| =P[U> /x| +P[U <=/ \3s] =2-P[U > \/\3s],
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kde jsme v posledni rovnosti vyuzili symetrie hustoty normovaného normalniho
rozdéleni. Vidime tedy, ze plati

P {U > \/Xi,@ = 1_2ﬁ,

coz lze ekvivalentné zapsat jako

PU <) =127

Odtud uz lze nahlédnout rovnost
[ 2 _
Xl,ﬁ = U1+,
2

kde wu, znadi a-kvantil rozdéleni N(0,1). Co se tyce konvergence X, a S,, je
ZNAmo, ze
X, —— EX = u, a podobné S, n_}%> o.

n—o0

Nyni jiz vidime, Ze interval (2.5)) konverguje v pravdépodobnosti s roustoucim n
k intervalu

Iz(u—uma,u—i—uHQJ). (2.6)
2 2

Tento interval ale spliuje
PIX €1]=5,

a pozadovand ,asymptotickd presnost“ intervalu (2.5)) je tim dokazana.

Pozndmka. Za zminku stoji porovnani tolerancniho intervalu s predikénim
intervalem . Porovname-li, k ¢emu tyto intervaly konverguji, zjistime, Ze pro
1 — a = 8 konverguji oba ke stejnému intervalu. Interval je v totiz tomto
pripadé rovny intervalu . V tabulce miizeme vidét porovnani tolerancnich
intervali s predik¢énimi intervaly . Intervaly byly konstruovany z nahod-
nych vybéru z rozdéleni N(0,1) o rozsahu n pro 1 — o = § = 0.95 generovanych
v R.

n= 20 200 2000
Predikeni | (-2.20, 1.97) | (-1.91, 2.10) | (-1.96, 1.98)
Toleran¢ni | (-2.79, 2.57) | (-2.08, 2.27) | (-2.01, 2.03)

Pro srovnéni, interval (2.6)), ke kterému v tomto pripadé intervaly konverguji, je
pro 1 —a = 0.95 rovny (-1.96, 1.96). Z tabulky vidime, Ze toleranc¢ni intervaly
vysly pro tyto hodnoty vyrazné Sirsi nez predikéni.

Jak jsme vidéli, konstrukce toleranéniho intervalu pro normalni rozdéleni je
predikéni interval lze teoreticky rozsitit, aby pokryval fixni mnozstvi £ € N na-
sledujicich pozorovani, toleranénim intervalim se ale v mnoha pripadech nevy-
hneme. Jedno takové praktické vyuziti toleranéniho intervalu si ukazeme na konci
kapitoly.
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Priklad 4. Uvedeme si nyni numericky piiklad pro ilustraci role konstant «, 3.
Budeme pomoci vypocetniho prosttedi R (R Core Team, |2023) generovat na-
hodné vybéry X z rozdéleni N(0,1). Na zékladé téch budeme konstruovat tole-
ran¢ni intervaly s pokrytim § = 0.95 o spolehlivosti 1 — a = 0.90 a predikéni
intervaly o spolehlivosti § = 0.95. Budeme pouzivat tolerancéni interval a
predikéni interval . U kazdého z téchto ndhodnych vybéri si nasledné spoci-
tame ,skutecéné pokryti® toleranc¢niho i predikéniho intervalu:

p(X) = Px (X € I(X) | X), (2.7)

tj. skute¢nou pravdépodobnost, ze X ~ N(0,1) padne pii daném X do inter-
valu I. Z komentate za definici toleran¢niho intervalu pak plyne, ze priblizné
1 —a =90 % toleran¢nich intervalti by mélo splnovat p(X) > 5 = 0.95, a ze pro
predikéni intervaly by primérna hodnota p(X) méla byt ptiblizné § = 0.95. Vyge-
nerujeme praveé popsanym procesem 1 000 ndhodnych vybéri nejprve pro n = 20,
nésledné pro n = 200, a z namérenych hodnot p(X) vykreslime histogramy (viz

Obrézek [2.1)).

Tol. intervaly, n = 20 Pred. intervaly, n = 20

400
|
150
|

300
1

100
I

Frekvence
200
1
Frekvence

100
I
50

T

o o
T T 1 T T 1
0.85 0.90 0.95 1.00 0.85 0.90 0.95 1.00
p(X) p(X)
Tol. intervaly, n = 200 Pred. intervaly, n = 200
L} — -
o
Q7 | T —
I 3 - -
o =
0 |
@ A [0}
2 ! g o
2 8 ! 2 =
[3) - [3)
i i
N J N
o - o 4
I T T T T 1 I T T T T 1
0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
p(X) p(X)

Obrézek 2.1: Histogramy namérenych hodnot p(X).

Vénujme se nejprve tolerancnim intervali,. V pripadé n = 20 je vidét, ze vét-
Sina intervali méla skuteéné pokryti p(X) vyrazné vyssi nez f = 0.95, mnoho
pokryti mélo hodnotu dokonce vyssi nez 0.99. Zaroven ale 896 z 1000 intervalt
melo skuteéné pokryti vyssi nez 3, coz velmi presné odpovida pozadované spo-
lehlivosti 1 —a = 0.9. V pripadé n = 200 pak meélo 910 intervalii skutecné pokryti
vyssi nez 3, intervaly se skutecnym pokrytim vyssim nez 0.99 vsak zmizely. Cel-
kove, skuteéné hodnoty pokryti byly méné rozptylené.
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Nyni k predikénim intervalim. V pripadech n = 20, resp. n = 200 byla
prumérnd hodnota skute¢ného pokryti p(X) po zaokrouhleni rovna 0.952, resp.
0.950, coz téz velmi presné odpovida spolehlivosti § = 0.95. V pripadé n = 200
vsak byly hodnoty pokryti opét vyrazné méné rozptylené.

A

2.3 Neparametricky tolerancni interval

V podkapitole o predikénich intervalech jsme si ukazovali neparametricky pre-
dikéni interval, ktery nevyzadoval kromé spojitosti zadné informace o zkoumaném
rozdéleni. Podobné lze odvodit i neparametricky toleranc¢ni interval. Méjme tedy
n pozorovani z neznameého spojitého rozdéleni a odpovidajici usporadany nahodny
vybér

—o0 < X(l) < ... < X(n) < Q.

Toleranc¢ni interval pro [ budoucich pozorovani na hladiné 1 — a pak bude mit

opét formu
(X@')a X(j)) -

Guenther| (1977) se v kapitole 4 vénuje neparametrickému toleran¢nimu intervalu
a ukazuje, ze 7, 7 musi splnovat nerovnici

j—i—1

3 (Z)ﬁ’“(l B> 1—a.

k=0

Zaroven ale chceme minimalizovat rozdil j — ¢, aby interval nebyl zbytecné kon-
zervativni. Hledame tedy nejmensi takové r splnujici

r

> (Z)ﬂ’“(l —B)rt>1-a

k=0

a nasledné volime dvojici 7,7 tak, aby splinovala j — i = r + 1, a zaroven aby byl
interval symetricky, tj. volime napiiklad

,_{n—rJ . +1+VL—TJ
1= 5 ,resp. g =r 5 ,

kde jako v predikénim pripadé dodefinujeme
X(0) = —00, resp. X(p41) = 0.

Podobné jako u predikéni verze, toleranc¢ni intervaly vychazejici z paramet-
rickych modeli jsou zde téz zpravidla mnohem uc¢inéjsi. Narozdil od predikénich
intervali je ale pocet modeli, pro které lze odvodit parametricky tolerancni in-
terval, zna¢né omezeny. Teorie toleran¢nich intervalii se proto zaméruje hlavné
na konstrukci intervalti pro normalni rozdéleni. Strategie pro nenormalni rozde-
leni je pak casto takovd, Ze se namérené hodnoty transformuji, aby mély (alespon
ptiblizné) normalni rozdéleni. Napiiklad pro lognormalné rozdélenou nahodnou
veli¢inu X ma log X normalni rozdéleni. Podobné pro n.v. X s gamma rozdélenim
mé v/ X pfiblizné normaln{ rozdéleni (Krishnamoorthy a Mathew, 2009, kapitola
7.3).
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2.4 Dvouparametrické exponencialni rozdéleni

My si ukédzeme jesté jeden priklad toleran¢niho intervalu, ktery se nefesi pre-
vedenim na normalni rozdéleni. Ukazeme si jednostranny toleranc¢ni interval pro
dvouparametrické exponencialni rozdéleni. Nejprve si rozdéleni zadefinujeme.

Definice 4. Rekneme, Ze spojitd ndhodnd velicina X md dvouparametrické ex-
ponencidlni rozdéleni s parametry p € R, 8 > 0 pravé tehdy, kdyZ md jeji hustota
vzhledem k Lebesqueové mire nasledujici tvar:

(z—p)

1_
flaspg)y=1{0¢ " o T2
0, =< pu.

Jedna se vlastné o standardni exponencialni rozdéleni, pouze posunuté o p
po z-ové ose v kladném smeéru. Stredni hodnota je tudiz posunutd o p a rozptyl
zustava stejny. Intuitivni pohled na dvouparametrické exponencidlni rozdéleni je
rozdéleni zivotnosti pfedmétu. Cas p je ,garantovana® Zivotnost, a po uplynuti
i zivotnost podléhéd exponencidlnimu rozdéleni.

Priklad 5. Bud X,...,X,, ndhodny vybér z dvouparametrického exponencialniho
rozdéleni s nezndmymi parametry u € R, 6 > 0. Ukazeme si tolerancéni interval
s pokrytim [ o spolehlivosti 1 — «. Budeme pottebovat odhady parametri roz-
déleni. Maximalné vérohodné odhady parametri p, resp. 6 jsou (napt. Johnson
a kol.| (1994)), str. 506):

i = X1, resp. =X, — X(1)-
Toleran¢ni interval hledame tentokrat ve tvaru
(ﬂ + knb, +oo)

Krishnamoorthy a Mathew| (2009) odvodili na strané 186 vzorec pro k, za pred-
pokladu specifické podminky pro n:

1 n\ n—1 1
k=— 1—<6> ,pokudngw.
n )

V piipadé splnéni této podminky pro n totiz vyjde k£ < 0 (jak muzeme vidét
dosazenim). Pokud tato podminka pro n neni splnéna, lze k najit pouze nume-
rickym Tesenim integralni rovnice (Krishnamoorthy a Mathew, 2009, str. 185).
Dosazenim k ziskavame toleranc¢ni interval

1
n\ n—-1| . 1

n+ |1 - i 0, +oo |, za podminky n < o

log

@
Je dilezité si uvédomit, ze leva hranice integralu je za této podminky pro n vétsi
nebo rovna X,, a s roustoucim n klesa. Podminka pro n se miize na prvni pohled

zdat velmi restriktivni, ale napf. pro jednu z nejbéznéjsich kombinaci hodnot

a = 0.05, 8 = 0.99 dostavame
logar  1og0.05
= = 298.07
"= log3  log0.99 ’

coz je pomérné vysokd maximélni hodnota pro n. A

(2.8)
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Nakonec si ukazeme mozné vyuziti tolerancéniho intervalu v praxi.

Priklad 6. Predstavme si, ze jsme v pozici vyrobce prevodovek do automobili.
Jakozto dodavatel v tomto primyslu musime byt schopni garantovat urc¢itou tro-
ven kvality naseho produktu. Potencionalni klient je s nami ochotny uzaviit do-
davatelsky kontrakt za nasledujicich podminek: Musime byt schopni garantovat,
ze alespon 999 z tisice automobili najede 25000 km (zéruéni najezd), nez dojde
k poruse prevodovky. V opac¢ném pripadé se klientovi nevyplati od nas prevo-
dovky za nasi cenu nakupovat. Pokud nebude garance naplnéna, bude nase firma
penalizovdna. Spocitali jsme si, Ze pokud si budeme alespon na 95 % jisti, Ze zmi-
néné podminky splnime, jit do zakazky se nam vyplati.

Jakozto dlouholety vyrobce prevodovek vime, ze najezdy prevodovek maji
zpravidla dvouparametrické exponencialni rozdéleniﬂ My jsme pro testovaci ucely
zkonstruovali 30 prototypt tohoto modelu a provedli zatézové testy. K dispozici
tedy mame data o najezdu téchto triceti testovacich prevodovek pred prvni po-
ruchou.

Néajezdy testovacich prevodovek v km.
34.93 48.80 4747 59.32 34.82 56.32 53.66 58.06 45.78 105.58
41.54 51.09 31.52 240.58 69.74 93.89 66.28 49.94 97.54  95.89
36.66 38.06 55.35 34.30 103.01 36.72 49.97 31.07 40.85  82.25

Pozndmka. Pro demonstrativni ucely pouzivame simulovana data z dvouparame-
trického exponencialniho rozdéleni s parametry p = 30, 8 = 40 ve vypocetnim
prostfedi R (R Core Team)| 2023).

Nasim cilem je zkonstruovat dolni toleran¢éni interval pro dvouexponencialni
rozdéleni s nezndmymmi parametry s pokrytim 99.9 % o spolehlivosti 95 %. Bu-
deme k tomu chtit vyuzit vzorec odvozeny v minulém prikladu. Nejprve ale
musime ovérit horni podminku pro n, abychom zjistili, zda vzorec viibec miizeme
pouzit. Nas ndhodny vybér ma velikost n = 30, parametry spolehlivosti maji
hodnoty a = 0.05 a 8 = 0.999. Nerovnost

90 = n < logar  log0.05

= = 2994.23
“ logf  log0.999

je tedy s prehledem splnéna. Déle si z naseho nahodného vybéru spocitame hod-
noty R
i = 31.07, resp. 6 = 31.96,

a muzeme dosadit do vzorce. Vyjde nam interval

0.999%
0.05

29
I=|31.07— 1—< ) 31.96, +00 | = (27627, +00).

Spodni hranice intervalu vysla vyssi nez pozadovana hranice 25 000. To znamena,
ze za platnosti predpokladu jsme schopni garantovat, ze alespon 99.9 % prevodo-
vek vydrzi alespori 25000 km s jistotou alespon 95 %.

A

2Tento piedpoklad nemusi byt v souladu s realitou. [Krishnamoorthy a Mathew (2009) ho
ale pouzivaji pro odhad najezdu vojenskych vozidel, proto ho pouzivame zde.
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Z.aver

V praci jsme zacali pripomenutim konfidenc¢nich intervalti. Nasledné jsme se
vénovali predikénimu intervalu, kde jsme si ukazali sestrojeni neparametrického
pred. intervalu a pred. intervalu pro normalni rozdéleni. V hlavni kapitole o to-
leranc¢nich intervalech jsme se nejprve zabyvali prohloubenim chépani definice.
Zkonstruovali jsme tolerancni interval pro normalni, dvouparametrické exponen-
cialni i obecné spojité rozdéleni. Mnoho pozornosti bylo téZ vénovano roli predem
danych konstant «, 8, n na vlastnosti intervalu. Nakonec jsme predvedli priklad
aplikace v redlném svéte.

Toleranc¢ni intervaly mohou za spravnych podminek slouzit jako silny nastroj
pro kontrolu nejistoty predikce. Samotné téma toleranc¢nich intervalti neni touto
praci zdaleka vycerpano. V literatutfe 1ze najit mnoho rtznorodych, le¢ casto
velmi specializovanych ptipadi, kdy lze toleran¢ni interval (a¢ vét$inou za pou-
ziti numerickych metod) sestrojit. Pro zajemce o vice informaci o tomto tématu
doporuc¢uji knihu |[Krishnamoorthy a Mathew| (2009)).
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