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Abstrakt: V praci se v kontextu konjugacnich quandli zabyvame Hayashiho
domnénkou. Rozebirdme jejich souvislost a pomoci myslenek podanych Davidem
Stanovskym a Petrem Vojtéchovskym v dikazu tvrzeni, ze v tomto typu quandli
odvozenych ze symetrickych grup tato domnénka plati, odvozujeme charakterizaci
Hayashiho domnénky pro tzkou tfidu quandli pomoci ¢isté grupovych pojmai.
Tato charakterizace mimo jiné rika, ze pokud nalezneme konec¢nou neabelovskou
jednoduchou grupu obsahujici prvek, ktery neni jednotka a ktery s kazdym prvkem
své konjugacni tiidy komutuje v alespon jedné své netrividlni mocniné, pak
Hayashiho domnénka neplati. Dale na zminény diikkaz navazujeme a dokazujeme,
ze domnénka plati i pro konjugacni quandly odvozené z alternujicich a dihedralnich
grup. V zavéru préace formulujeme atraktivni moznosti, jak ve vyzkumu téchto
quandla pokracovat.
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Abstract: In the thesis, we are dealing with Hayashi’s conjecture in the context
of conjugation quandles. We analyze their connectedness and, by using ideas
presented by David Stanovsky and Petr Vojtéchovsky in the proof of the claim
that every quandle of this type, derived from symmetric groups, satisfies this
conjecture, we derive a characterization of Hayashi’s conjecture for a narrow class
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research on these quandles.
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Kapitola 1
Uvod

1.1 Motivace

Algebraické struktura nazyvana quandl se pfirozené rodi v teorii uzli. Axiomy
této struktury jsou totiz zalozeny na Reidemeisterovych pohybech, coz jsou
manipulace s uzlovymi diagramy, jejichz aplikaci neovliviiujeme, jakému uzlu
diagram odpovida. Tento fakt umoznuje quandlim definovat veli¢iny, které jsou
vlastnosti (orientovanych) uzli a jsou nezavislé na jejich diagramech. Témto
veli¢inam se bézné 1ika invarianty a pomoci nich svedeme v nékterych pripadech
dokéazat, ze 2 diagramy popisuji rizné uzly, coz je z charakteru tlohy mnohdy
obtizny problém. Volné se dé Tici, ze quandly svou algebraickou strukturou popisuji
strukturu orientovanych uzl.

V pripadé vétsiho zajmu o zrod a motivaci quandli doporucujeme precist si
tvodni ¢ast clanku [1], ktery vSe zminéné ucelené, avsak stéle strucné, vysvétluje.
Vice k historii a praktickému vyznamu quandli se d& najit v [2]. Zakladni znalosti
a pojmy z teorie uzll lze pak nalézt v knize 3], kde jsou predstaveny i spousty
jinych uzlovych invariant. Mezi takové invarianty patii naptiklad specialni uzlové
polynomy, riizné geometrické vlastnosti a v neposledni radé pravé algebraické
struktury podobné quandlim.

1.2 (il prace

Cilem této prace je prispét k Teseni tzv. Hayashiho domnénky. Jde o problém
v teorii quandli formulovany v roce 2013, ktery ma par ¢astecnych kladnych
reseni, avSak principidlni davod, pro¢ by dané tvrzeni mélo byti pravdivé stale
schazi. Domnénka pojednava o strukturdlni restrikci v tzv. souvislych quandlech.
Quandly generované obarvenimi uzlovych diagraml] jsou souvislé, a proto jsou
z hlediska aplikaci v teorii uzli vyznamné.

V kapitole |2 se seznamime se zédkladnimi pojmy z teorie quandld, v jejim
zavéru zformulujeme zminénou Hayashiho domnénku a shrneme soubor dosazenych
vysledkti. V kapitole |3 pak predstavime rodinu quandli, pro které je domnénka
stale oteviend. Rozebereme jejich souvislost, pomoci znalosti [4] predstavime
vybadané poznatky o vztahu téchto quandli s Hayashiho domnénkou a diky
tomu odvodime charakterizaci zizené Hayashiho domnénky, ktera ji vyjadri

IPro vétsi detaily k tomu, co to skuteéné znamend, viz [1].



v lehce srozumitelném grupovém jazyce. V dalsich sekcich pak budeme rozebirat
platnost Hayashiho domnénky pro podtiidy téchto quandli. Navazeme na doposud
nepublikovanou praci Davida Stanovského a Petra Vojtéchovského 4], ve které
dokazali, ze Hayashiho domnénka plati pro podtridu téchto quandli svazanou
s grupami S,,. My ukézeme, ze plati také pro A,, a Ds,. V zavéru poté projedname
nové oteviené moznosti, jak ve vyzkumu této domnénky v rdmeci popsané rodiny
quandli pokracovat.

1.3 Znacdeni

V této sekci ucelené zavedeme zakladni algebraické pojmy, se kterymi budeme pra-
covat. Definujeme jejich znaceni, které v zajmu snazstho vyjadrovani v nékterych
pripadech mirné zobecnime. U pojmu majicich vicero ustalenych znaceni specifi-
kujeme, které z nich budeme vyuzivat. Déale pripomeneme podstatné vlastnosti
neékterych objekti, které v textu budeme povazovat za samoziejmé. Jako opora
pro vétsinu algebraickych a grupovych znalosti uzitych v tomto textu mohou
poslouzit ucebnice [5] a [6].

Mame-li neprazdnou mnozinu ) a na ni dédnu binarni operaci x, pak
usporadanou dvojici (Q,*) nazyvame bindrni algebmﬂ Jsou-li Qq := (Q1,*1)
a Qg := (Q2,%2) binarni algebry, pak zobrazeni f : @Q; — @2 nazyvame ho-
momorfismus bindrnich algeber Qi a Qs, pokud pro kazda a,b € @, plati
flax1b) = f(a) 2 f(b). Je-li z kontextu jasné, zZe na Q; a Qy nahlizime jako
na binarni algebry, pak zkrécené piseme, ze f : Q; — Q2 je homomorfismus nebo
také, ze f je homomorfismus Q; — Q2. Pojmy monomorfismus, epimorfismus,
endomorfismus a automorfismus binarnich algeber zastupuji specialni typy
homomorfismii, které zavadime analogicky jako pro grupy. Poznamenejme, Ze
jsou-li G a Gy grupy, pak kazdé f, které je homomorfismem binarnich algeber G
a Go, je uz dokonce i jejich grupovym homomorfismem, a proto pojmy nemusime
rozlisSovat. Déle si ulehéime vyjadifovani tim, ze je-li @ tiida a x : ) X Q — @
(tfidovd) binarni operace, pak budeme fikat, Ze se zobrazeni f : Q — Q chovd
homomorfné k operaci x, pokud pro kazda a,b € @Q plati f(axb) = f(a) * f(b).

V grupach zavadime pojem konjugace, a to takto: Je-li G grupa a g jeji prvek,
pak uvazujeme zobrazen{ ¢, : G — G urcené predpisem x — gxg~'. Toto zobrazen{
nazyvame (levd) konjugace s konjugacnim prvkem g, nebo zkracené jen (levd)
konjugace prvkem g. Rikéme, ze dg(x) je prvek ziskany konjugaci prvku x prokem
g a zavadime zkratku| 29 := ¢y (z) = grg™'.

Z vlastnosti grup plyne znamy fakt, Ze pro kazdé g je ¢, automorfismus G.
Pravé tyto automorfismy nazyvame vnitrni automorfismy grupy G. Mnozina vsech
vnitinich automorfismt, tj. {¢, | ¢ € G’} spolu s operaci skladani mnozinovych
zobrazeni tvori podgrupu grupy automorfismi G. Nazyvame ji grupa vnitrnich
automorfismi grupy G a zna¢ime Inn(G).

Je-li dan e prvek grupy G a je-li H podgrupa G, pak mnozinu e” nazyvame
konjugacni trida (prvku e) dand grupou H. Konjugacéni t¥idy dané podgrupou
vzdy tvori disjunktni rozklad ptvodni grupy. Je-li G grupa a H jeji podgrupa,

H

2Nékdy také magma nebo grupoid.
3Druh4 varianta zkratky 9z := grg~! ma hezkou vlastnost pii skladani, a sice "(9x) ="9 z.
Z typografického hlediska je vSak spise neprakticka a uzivat ji nebudeme.
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pak rikame, ze 2 prvky grupy G jsou vzajemnée konjugované grupou H, pokud lezi
ve stejné konjugacni ttidé dané grupou H. Poznamenejme, zZe to nastava prave,
kdyz existuje prvek grupy h € H takovy, ze jeden z prvki dostaneme z druhého
pomoci konjugace prvkem h.

Jak je bézné, pro neprazdné mnoziny X zavadime znaceni Sy zastupujici
mnozinu vsech bijekci na X. Jeji prvky nazyvame permutace na X. Mnozina
Sx spolu s operaci sklddani zobrazeni tvori grupu, kterou nazyvame symetrickd
a znacime ji Sy. Je-li X navic konecna, pak pro permutace z Sx uvazujeme
jejich zépisy jako slozeni nezavislych cykla viz [5 str. 95] a tyto zdpisy nazyvame
cyklické. Rekneme, Ze cyklicky zapis je tiplng, pokud vyobrazuje i viechny cykly
délky 1. Nevyobrazuje-li zadny z cykli délky 1, pak jej nazyvame redukovany. Lze-
li permutaci na kone¢né mnoziné napsat pomoci slozeni sudého poctu (ne nutné
nezavislych) 2-cykli, pak ji nazyvame sudd a pro neprazdnou koneénou mnozinu
X znacime Ax tzv. alternujici podgrupu vsSech sudych permutaci grupy Sx.
Déle pro kazdé prirozené n zavadime zkratky S,,, resp. A,,, zastupujici grupy Sx,
resp. Ax, pro X ={1,2,...,n}.

Je-li déna fixni permutace p € 5,,, pak maji vSechny jeji uplné cyklické zapisy
stejny pocet cykli danych délek. Jsou-li 1 < ¢y < by < -+ - < 4, vSechny tyto délky
a Ny, Ny, - - -, Nyg, € N jejich pocty, pak

R S NV N ot )
———

ng

ng

1 2

nazyvame profil permutace p nebo volné cyklickd struktura p, resp. struktura
cykli p. Cyklicka struktura permutaci je v grupé S,, zachovavana konjugacemi,
a dokonce plati, ze dvé permutace z .S, jsou vzajemné konjugované grupou S,, pravé
tehdy, kdyz maji stejnou strukturu cykli. Mnozinu délek vSech cykli znacime
Alp) :=={l; | i€ {1,2,...,n}} a nazyvame ji spektrum permutace p.

Pro kazdé prirozené n > 3 definujeme Dy, < So, jako grupu vsech symetrii
pravidelného n-ihelnika s vrcholy oznacenymi po tadé 1,2,...,n a nazyvame ji
dihedrdlni grupa tadu 2n. Tuto grupu lze ve smyslu faktorobjektu volné grupy
prezentovat jako (r,o|o" =r* =u A ror =o07'), kde u znad¢i identicky prvek.
Grupu Dy, miizeme také reprezentovat pomoci shodnosti R? a ta ndm umoziiuje
disjunktni déleni jejich prvka na primé a neprimé, resp. rotace a reflexe. Zda je
vysledkem soucinu rotace nebo reflexe se da urcit podle parity poc¢tu souciniteltl,
které jsou reflexemi. Navic plati, Ze rotace mezi sebou vzajemné komutuji a kazda
reflexe ma rad 2.

Jako Z(G) znacime centrum grupy G, to je vzdy abelovské a jde o normélni
podgrupu G. Dale je-li dana mnozina X, jeji prvek x a grupa G < Sy, pak pomoci
G, znacime stabilizator prvku x. Ten je vzdy podgrupou G. Poznamenejme, Ze
rad grupy G budeme znacit jak pomoci |G|, tak ord G v zéavislosti na ¢itelnosti
daného zapisu.

Fakt, ze mnozina X generuje grupu G budeme znacit (X)5 = G. V takovém
pripadé pak svedeme kazdy prvek grupy G vyjadrit jako konecény soucin prvki
z X a jejich inverzi. To budeme vyuzivat obzvlasté casto, a proto jsou-li indexové
mnoziny proménnych zfejmé z kontextu, pak je nebudeme uvadét. Napriklad
namisto ,prvek lze vyjadrit ve tvaru [ ¢; pro néjaké n prirozené a néjaka c;
prvky mnoziny e“ nebo jejich inverzy, kde i probihd prvky mnoziny {1,2,...,n}“
budeme psat pouze ,prvek lze vyjadrit ve tvaru [[;; ¢; pro néjaké n prirozené
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a néjaka ¢; prvky mnoziny e“ nebo jejich inverzy“. Mnohdy bude také z kontextu
ziejmé, ze dané ¢islo mé byt prirozené a tento fakt nebudeme zdiraznovat. Prevazné
tomu tak bude pfi uzivani zapist stylu 1 < m < 10, ze kterych samotnych
prirozenost m formélné neplyne.



Kapitola 2

Cykly translaci v souvislych
quandlech

Tato kapitola slouzi jako tivod do problematiky, kterou se prace bude nasledné
zabyvat. V sekci se seznamime se zakladnimi pojmy z teorie quandli, a to
do takové miry, abychom byli schopni navazat sekei 2.2 kde formulujeme jeden
z aktualnich otevienych problémt této teorie. Tomuto problému se budeme blize
vénovat v kapitole [3]

2.1 Zaklady teorie quandla

Definice pojmu zminénych v této sekci miizeme nalézt napiiklad v knize [3]. Jako
predloha pro formulace znéni tvrzeni v této kapitole slouzi ¢lanek [2]. Pozname-
nejme vsak, ze ten, na rozdil od této prace, vyuziva odlisnou (dudlni) definici
quandluﬂ My quandl definujeme nasledovné.

Definice 2.1 (Quandl). Binarni algebru Q = (@, x) nazyvame quandl, spliuje-li

(i) (Va e Q) axa=a, (idempotence)
(i) (Va,be Q)Fr e Q) axx =D, (leva kvazigrupa)
(iii) (Va,b,c € Q) a* (b*xc) = (axb)*(axc). (leva distributivita)

Priklad. Je-li Q mnozina a * : () X QQ — @ projekce na druhou slozku, tj. axb = b,
pak (@, *) je quandl. Takovéto quandly nazyvame projekénzﬂ. |

Priklad. Je-li G grupa a f jeji automorfismus, pak mnozina G spolu s operaci
x: G x G — G danou vztahem ax b := af~'(a)f(b), tvofi quandl. Tyto quandly
nazyvame principalni. Je-li G navic abelovska, pak se tyto quandly bézné nazyvaji
afinni [4]@ a v tomto kontextu se principalni quandly povazuji za zobecnéné afinni
quandly. [ |

Poznamenejme, Ze jednoznacnost existence feseni rovnic tvaru a x x = b
na mnoziné ) prirozené definuje druhou bindrni operaci \ : (a, b) — a\b, kde a\b

ITj. definici takovou, Ze quandl je idempotentni, zprava distributivni prava kvazigrupa.

2Nékdy také trividlni [3].

3Nebo také Alevandrovy [2]. Tento pojem je vylozen i v [3], kde se uvazuji moduly nad
celoc¢iselnymi Laurentovymi polynomy. Tyto definice jsou ekvivalentni [2].



je to jediné teseni rovnice a x x = b. Podminku (ii) dokonce smime nahradit
vyrokem, ze relace \ := {((a,b),x) | a,b,x € Q,axx = b} je binarni operace na Q.

Timto zpisobem muzeme na quandly Qq, Qs soucasné nahlizet i jako na mno-
ziny se dvéma binarnimi operacemi, a tedy nemusi byt tiplné jasné, zda bychom
homomorfismus binarnich algeber Q; a Qs méli povazovat i za homomorfismus
quandli Q; a Q5.

Je vsak snadno ovéritelné, ze jsou-li Qi := (Q1,*1), Q2 := (Q2, *2) quandly
a f je homomorfismus binarnich algeber Q; a Qs, tak uz je f i homomorfismus
bindrnich algeber (Q1,\1) a (Q2,\2). Pojmy jsou proto v obou interpretacich
stejné jako pro binarni algebry, a tedy nehrozi nedorozuméni, pokud rekneme, ze
f: Qi — Qs je homomorfismug’

Pro binarni algebry, a tedy i quandly, ma smysl definovat nasledujici pojem.
Ten bude, jak v této kapitole uvidime, hlavnim predmétem celé prace.

Definice 2.2 (Leva translace). Je-li Q = (Q, ) binarni algebra a a jeji prvek,
pak definujeme zobrazeni L, : ) — () dané predpisem x — a * x. Toto zobrazeni
nazyvame levd translace urcend prvkem a.

Pozndmka. Definice levych translaci je zavisla na uvazované binarni algebfe.
Nebude-li vsak blize specifikovano, tak bude znama z kontextu. Zpravidla piijde
o quandl.

Levé translace nam umoznuji elegantnéji vyjadrit podminky z definice quandlu.
Pozorovani 2.3. Bindrni algebra Q = (Q,*) je

(i) idempotentni prave, kdyz pro kazdé a € Q plati, Ze Ly(a) = a,
(ii) levd kvazigrupa prdvé, kdyz pro kazdé a € Q je L, bijekce na @Q,
(iii) zleva distributivni prave, kdyz pro kazdé a € Q) je L, homomorfismus Q — Q.

Diikaz. Vsechny implikace zprava doleva plynou pfimo z rozepsani vyrazu L, ()

vvvvvv

pak

(i) vime, ze a = ax a = L,(a), kde posledni rovnost je ddna definici L.

(ii) chceme ukézat, Ze L, je prosté a na Q. Pro tyto uéely volme b € @ libovolné.
Vime, ze existuje pravé jedno z € @ takové, ze b = axx = L,(x). Z existence
x plyne, ze b je v obrazu L,, a tedy L, je na. Kdyby pro spor L, nebylo
prosté, tak nalezneme b € () takové, ze x neni jednoznacné, coz by byl spor.

(iii) jsou-li b,c € @ libovolné prvky, pak vime, ze a x (b*c) = (axb) * (a * ¢).
Tuto rovnost svedeme vyjadrit jako L, (bxc) = L, (b) * L,(c), coz jsme chtéli
ukézat.

O

Duiisledek 2.3.1. Binarni algebra Q je quandl pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € @
je L, automorfismus Q s pevnym bodem a.

4Neni vSak pravda, Ze uzavienost nekone¢né podmnoziny quandlu (@, x) na operaci * postacuje
k tomu, aby §lo o quandl! Zde je potieba i uzavienost na \. Pro konetné neprazdné podmnoziny
to staci.



Tento popis quandli pomoci levych translaci svede byt v urcitych situacich
napomocny. Prikladem takové situace mize byt ovéreni toho, ze projekéni quandly
skutecné splnuji definici quandlu: Levé translace jsou identitami, a tedy jde
o automorfismy, pro néz je dokonce kazdy prvek pevnym bodem.

Uz vime, zZe je-li dan quandl Q, pak je kazda jeho leva translace bijekce,
tj. permutace na (). Timto zptsobem smime levé translace prirozené reprezentovat
jako prvky symetrické grupy Sg, a to umoznuje definici grupy generované vsemi
levymi translacemi.

Definice 2.4 (Leva multiplikativni grupa). Necht Q je quandl. Definujeme levou
multiplikationi grupu quandlu Q jako LMt (Q) := (L, | a € Q)SQ.

Vime, ze levé translace jsou v quandlech automorfismy, a plati tedy, ze
{Ls | a € @} C Aut (Q), kde Aut (Q) znaci grupu vsech automorfismi quandlu
Q. Diky tomu mame, ze LMIt (Q) < Aut (Q), a tedy specidlné kazdy prvek grupy
LMIt (Q) je automorfismus.

Poznamenejme, ze inverzni zobrazeni k levé translaci, ani slozeni levych
translaci nemusi byt leva translace, a tedy obecné neplati rovnost LMIt (Q)

a{L,|a€ @}

Definice 2.5 (Souvisly quandl). Quandl Q nazveme soum’slﬂ, pokud grupa
LMIt (Q) pusobi tranzitivné na mnozinu ) pii jejim prirozeném pusobeni jako
podgrupy Sq .

Volné feceno muzeme tuto definici parafrazovat tak, ze quandl je souvisly,
pokud libovolny jeho bod svedeme pomoci konecné mnoha levych translaci a jejich
inverzu ,posunout‘ na libovolny jiny bod v tomto quandlu.

Pozndmka. Dle definice je quandl souvisly pravé, kdyz ma zminéné plisobeni
pouze jednu orbitu. Pro dikaz souvislosti quandlu tedy staci ukazat, ze v ném
existuje alespon jeden prvek, ktery svedeme pomoci levych translaci a jejich
inverzu ,presunout® na libovolny jiny prvek.

V souvislém quandlu plati pomérné prekvapiva vlastnost. Vsechny jeho levé
translace totiz maji stejnou strukturu cykli. K ukazani tohoto faktu se hodi
nasledujici lemma, které je samo o sobé pomérné silnym nastrojem v teorii
quandlu.

Lemma 2.6. Necht Q je quandl, o : Q — Q je automorfismus a necht a je prvek
mnoziny Q, pak plati, Ze L@y = L.

Diikaz. Je-li x libovolny prvek mnoziny @), pak

aoL,oa H(z) =alaxa ' (z)) = a(a) *x = Ly (z).

Véta 2.7. Levé translace v souvislém quandlu maji stejnou strukturu cykli.

Diikaz. Necht Q je souvisly quandl a necht a, b jsou prvky mnoziny (). Ukazeme,
ze L, méa stejnou strukturu cykla jako L,.

Ze souvislosti Q plyne, Ze existuje zobrazeni p € LMt (Q) < Aut (Q) takové,
ze b= p(a). Diky lemmatu ziskavdame Ly = L, = Lf. Konjugace permutaci
zachovavaji strukturu cykli, a tedy L, ma stejnou strukturu cyklia jako L,. [

®Nebo také nerozloZitelny |7].



2.2 Hayashiho domnénka

Véta nam Tika, ze pokud zname strukturu cykla jedné z levych translaci
v souvislém quandlu, pak jiz zname strukturu vsech. Tzv. Hayashiho domnénka
v analogickém znéni poprvé zformulovana v roce 2013 v ¢lanku [7] vSsak navrhuje,
Ze mozna svedeme Tici o jejich struktufe vice. Pro tcely snazsi prace s domnénkou
prichazi vhod definovat jesté jeden pojem.

Definice 2.8. Necht p je permutace na konetné mnoziné. Rekneme, Ze p md re-
guldarni cyklus, pokud pro kazdé A € A(p) plati A | max(A(p)), tj. pokud délka
kazdého jejiho cyklu déli délku jejiho nejdelsiho cyklu.

Priklad. Permutace (1 2 3)(4 5) € S5 nemad regularni cyklus, protoze délka cyklu
(4 5) nedéli délku cyklu (1 2 3). Naopak (1)(2 3)(4 5 6 7) € S7 regularni cyklus
ma. ]

Domnénka (Hayashi). Levé translace v konecnych souvislych quandlech maji
requldrni cyklus.

Pro zajimavost uvadime jeji ekvivalentni formulaci uzivajici ¢isté grupovych
pojmi, kterd je disledkem [2, Theorem 5.3].

Domnénka. Necht G je grupa pisobici tranzitivné na konecnou mnoZinu X
a necht e € X. Je-li ¢ € Z(G,) spliugici <CG>G = G, pak md ¢ requldrni cyklus.

Rozeberme dosazené vysledky castecné zodpovidajici tuto domnénku. Seznam
je prevzat z [8] a lze ho také nalézt v disertacni praci Nageeba ur Rehmana [9)].
Hayashiho domnénka byla doposud ovérena pro:

 konecné quandly velikosti nejvyse 47 (uzité vypocetni metody byly popsény
v [2]),

o quandly, jejichz levé translace maji spektrum velikosti nejvyse 3 [8]ﬂ

o tzv. primitivni quandly, tj. quandly Q, v nichz grupa LMIt (Q) pisobi
primitivnd?] [11],

o afinni quandly [12, |13],

« principélni quandly nad kone¢nymi nilpotentnimi grupami [13],

o principalni quandly nad obecnymi koneé¢nymi grupami pri volbé automor-
fismu, jejichz Tad je nesoudélny s fadem této grupy [13].

Déle v textu budeme rikat, ze quandl Q spliuje Hayashiho domnénku, pokud
s ni neni ve sporu. Diky vété quandl splnuje Hayashiho domnénku pravé, kdyz
nespliuje jeji predpoklady nebo v ném existuje leva translace majici regularni
cyklus.

6Méné obecného vysledku bylo poprvé dosazeno v [10].
"Definici tohoto pojmu lze nalézt v [11].



Kapitola 3

Cykly translaci v konjugacnich
quandlech

Tato kapitola tvori pater celé prace. V kapitole [2| jsme uvedli otevieny problém,
ktery ma ruzna castecna reseni a zde si predstavime tiidu quandli, pro jiz je jeho
platnost zatim nejasna.

Lemma 3.1. Necht G je grupa a e je jeji prvek. Pak e“ spolu s na ni definovanou
bindrni operaci x takovou, Ze x *y := y*, tvori quandl.

Diikaz. Dokazeme pomoci disledku Necht  je libovolny prvek mnoziny e®.
Uk4zeme, 7e L, je automorfismus (e, «) s pevnym bodem z.

Pevnost bodu z je ziejmé: L,(z) = 2% = zzx~ ' = .

Déle si v§imnéme, Ze translace L, je na svém defini¢nim oboru, tj. na e,
definovana stejné jako ¢,, tj. konjugace prvkem x v grupé G. Konjugace v grupé
jsou automorfismy, a to ihned dava, ze L, = ¢,[.c je prosté a ze se chova
homomorfné ke grupové operaci.

Pro dtikaz toho, Ze L, je na, si volme libovolny prvek mnoziny e a ukazme, 7e
je v obrazu L,, tj. volme libovolné g € GG a ukazme, zZe je prvek e? v obrazu L,. Z
toho, ze ¢, je automorfismus, urcité existuje y € G takové, ze ¢, (y) = 9. Toto y
vSak dokonce leZ{ v e, protoZe aplikaci (¢,)~! na obé strany rovnosti ziskdme

Y= (¢a) (%) = gpr(e?) =" 9 € 7.
Ve druhé rovnosti jsme uzili toho, zZe ¢, 0 ¢,-1 = Pp—1 = idg.
K dokonceni ditkazu zbyva nahlédnout, ze se L, chovd homomorfné i k operaci
x. Jsou-li a,b € €%, pak

Ly(a%b) = Ly(aba™) = L,(a)Ly(b)(Ly(a))™" = Ly(a) * L,(b)

Ve druhé rovnosti jsme uzili toho, ze se L, chovd homomorfné ke grupové operaci.
O

Quandly (e, %) zkonstruované ve smyslu lemmatu nazyvame konjugacni
a zna¢ime je e®. Jak jsme jiZz naznadcili, platnost Hayashiho domnénky pro né
doposud nebyla rozhodnuta. Davidu Stanovskému a Petru Vojtéchovskému se
vsak v zatim nepublikované praci [4] podafilo dosdhnout nasledujiciho vysledku.

Sn

Tvrzeni 3.2. V konjugacnich quandlech tvaru € md L. requldrni cyklus.

10



Tvrzeni|3.2|ovéruje Hayashiho domnénku pro tiidu vSech konjugacnich quandli
tvaru e5», protoze ¥ikd, ze nehledé na souvislost v téchto quandlech nalezneme
levou translaci majici regularni cyklus, a tedy s jistotou uz tyto quandly splnuji
Hayashiho domnénku. Sekce [3.1] ndm pozdéji dokonce ukéze, ze velkou ¢ést této
tridy skutecné tvori souvislé quandly.

V sekci pomoci vypozorované véty rozebere souvislost quandli, kterymi
se budeme déle zabyvat. V sekcich a nasledné budeme stavét na znalosti
dikazu tvrzeni z osobnich poznamek Davida Stanovského a Petra Vojtéchov-
ského [4]. Strukturu jejich dikazu v nasi praci kopiruje posloupnost znéni lemmat
[3.6] 3.7, tvrzeni [3.8] [3.10] a nekonstruktivni ¢asti dikazu lemmatu [3.14] Tyto jejich
myslenky doplnime o ditkazy jejich korektnosti a v sekci je mirné zobecnime
tak, abychom spolu s nasim rozborem souvislosti ze sekce [3.1] obdrzeli vétu [3.9]
ktera nam dava pomérné jednoduse formulovatelnou ekvivalentni vyjadreni Haya-
shiho domnénky v jazyku teorie grup. V sekci navazeme na zminény dikaz
tvrzeni [3.2) a ukédZeme, Ze dokonce plati i jeho analogie pro konjugacni quandly
odvozené z alternujicich grup, tj. tvrzeni [3.15 V sekci pak vyuzijeme témér
vsech nabytych znalosti, abychom Hayashiho domnénku ovérili i pro konjugacni
quandly odvozené z dihedralnich grup, konkrétné dokazeme tvrzeni [3.19,

3.1 Souvislost konjugacnich quandla

Ne kazdy konjugacni quandl musi byt souvisly. Priklad jednoho takového nalezneme
dokonce ve ti{dé konjuga¢énich quandlii tvaru e®». Ve strucnosti si jej predvedme.

Priklad. Uvazme quandl e®4 s e = (1 2)(3 4). Ziskdme, Ze
et ={(12)(3 4),(13)(24), (1 9)(23)}.

Kazdy z téchto prvki je v grupé Ay tadu 2, coz méa za nasledek, Ze inverz kazdé
translace L, je sama translace L, E| a kvili tomu, ze soucinem kazdych dvou
rtznych prvki z e ziskame zbyly prvek, budou levé translace v tomto quandlu
identity. Tim padem ptsobeni grupy LMIt (eA4) = 1 na mnozinu €% nebude
tranzitivni, protoze kazdy prvek bude tvotit izolovanou orbitu. |

Mize byt rozumné se nejprve ptat, zda je netrivialni mnozstvi konjugacnich
quandli skutecéné souvislych a ma vibec smysl se jimi v kontextu Hayashiho
domnénky zabyvat. Odpovédi je, ze ano, jak ndm ukéze véta [3.3]

Véta 3.3. Necht G je grupa a necht e je jeji prvek takovy, Ze <eG>G = G. Pak je

konjugacni quandl €S souvisly.

Diikaz. Necht ef je libovolny prvek mnoziny e“. Dle pozndmky za definici sou-
vislosti quandlu stac¢i ukazat, ze existuje zptsob, jak se pomoci levych translaci
a jejich inverzli ,,presunout” z e na e9.

Dany prvek g € G = <€G>G svedeme vyjadrit ve tvaru [];", ¢; pro néjaké
n pfirozené a néjaké c¢; prvky mnoziny e nebo jejich inverzy. Kdyby vSechna
¢; lezela v e, tak bychom méli jiz hotovo, protoze bychom sméli pséat, ze e9 =

Quandly, co toto spliluji se v anglicky psané literatuie nazyvaji involutory quandles nebo
také kei [3].
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ellicie = ¢, oo 0 0¢, (€) = Lo, 0 Ly 0 -+ 0 L. (€). Pokud viak nékteré
c; ¢ €%, tak bohuzel poZadovanou translaci L., nemdme definovanou. Nicméné je
pak nutné ¢; inverzem né&jakého prvku z e, a tedy c;* € ¢©. Ted jiz smime psat
o , -1
¢e; © Lci—l = idce a z toho mame ¢, [.c = L ;.
Celkove ziskavame to, co jsme ukazat, a sice:

1, okud ¢; € €%,
ef = L% oL*% 0.+ 0 L% (e), kde s; = P )
‘1 2 " —1, pokud ¢; ¢ €“.

]

Véta ma pomeérné elegantni dusledek, ktery formulujeme jako vétu [3.5]
K ditkazu nam prijde vhod nasledujici neprekvapivé lemma.

Lemma 3.4. Necht G je grupa a necht e je jeji prvek, pak H = <6G>G je normalni
podgrupa grupy G.

Dikaz. Vezméme libovolné prvky h € H, g € G. 7 definice H lze h vyjadrit jako
kone¢ny souc¢in prvki mnoziny e a jejich inverzii. Rovnosti e9(e~1)9 = 1 platici
pro kazdé g € G ukazuji, Ze inverzy prvkii z e jsou pravé prvky z (e=1)¢. Celkove
tedy vime, Ze existuje n ptirozené a g; € G, e; € {e, e !} takovd, Ze

n

h=1]]e.

i=1

Ted uz jednoduse ziskavame

hY = g ef)g™ ! = I gedig ! =TI ¥ € <eG>G =H,

a tedy podgrupa H je skute¢né normalni. O]

Véta 3.5. Necht G je jednoduchd grupa a necht e je néjaky jeji prvek. Pak je
konjugacni quandl €S souvisly.

Dikaz. Oznacme H := <€G>G. Je-li H trividlni, pak je quandl jednoprvkovy,
a tedy trivialné souvisly. V opa¢ném pripadé diky lemmatu vime, ze H
je netrivialni normalni podgrupa jednoduché grupy G, a tedy uz nutné H = G.
To ndm umoznuje aplikovat vétu a ziskat, Ze je €% skuteénd souvisly. O]

S vyuzitim jednoho dulezitého vysledku z teorie grup [6, Theorem 3.11],
a sice, ze pron > 5 je A, jednoduchd grupa, nam véta |3.5| rika, ze pro n > 5
je kazdy konjugacéni quandl tvaru e®r souvisly. Poznamenejme, Ze analogické
tvrzeni pro n = 4 neplati, o ¢emz jsme se presvedcili na zacatku této sekce.

Podobné z teorie grup vime [6, Exercise 3.21], Ze pro n > 5 jsou 1, A, a S,
jediné normalni podgrupy S,,. Vezmeme-li tedy libovolné e € S, \ A,,, pak opét
diky lemmatu je <6G>S uz nutné rovna S,,, a tedy dle véty je quandl eS»

souvisly.

Véta [3.3] ndm také riké néco o souvislosti konjugacnich quandli odvozenych
z dihedralnich grup. Necht je dano j prirozené, n := 25 4+ 1 a reflexe e € D,.
Budeme zkoumat souvislost quandlu eP2». Vezméme néjakou rotaci o € Do,
faddu n, pak ndm plati, Ze eP>" 5 ¢ := oeo™! = oe(eoe) = o’c a nasledné také
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<6D2”>D > (ee')! = (eo’e)) = (072)) = 0% = o~%™ = 0. Grupa <6D2”>
2n 2n
tedy obsahuje prvek e radu 2 a prvek o lichého radu n. Nutné pak ¢islo 2n déli

jeji rad, takze specialné ord <6D2" > 2n = ord Dy,. Tim jsme ukazali, ze
2n

<eD2">D2 = Dy, a tedy dle véty [3.3|je quandl eP2» souvisly.

Ukézz;li jsme si, Ze témét viechny konjugacni quandly tvaru e®» jsou souvislé
a neformalné feéenoﬂ alesponl polovina téch tvaru €5 je souvislych. Dale jsme
ukazali, Ze pro lichd n > 3 a reflexe e € eP2 jsou quandly eP2» souvislé. Nefor-
malné receno to znamenad, ze alespon ¢tvrtina konjugacnich quandli odvozenych
z dihedralnich grup je souvislych.

Poznamenejme, Ze, jak na zac¢atku sekee [3.4| uvidime, quandly tvaru eP2 kde e
je rotace, jsou az na izomorfismus pouze 2. Tento problém ale v zadném z pripadii,
co jsme prave overili v takové mife nenastava, protoze je-li e fixni, tak zvétsovanim
n zpravidla zvétsujeme i velikost odpovidajicitho quandlu. V tomto kontexturf]
by se dalo Tici, Ze ovérenych konjugacnich quandli odvozenych z dihedralnich grup
je dokonce spise alespon polovina, nezli ¢tvrtina.

3.2 Cykly translaci v konjugacnich quandlech

Jednim ze stéZejnich obratt v [4] dokazujicich tvrzeni [3.2] je Fetézec grupovych
izomorfism1, ktery v mirné obecnéjsi podobé vyslovujeme formou nasledujiciho
lemmatu. Jeho dikaz je spise formélni zalezitosti a sim o sobé neni ni¢im zajimavy.

Lemma 3.6. Necht G je grupa, e je jeji prvek a H := <eG>G. Pak Inn(H)[ ¢ :=
{bnlec | h € H} tvori se skladdnim zobrazeni grupu a plati ndsledujici retézec
grupovych izomorfismai

(i) (i) 0
H/Z(H> ~ Inn(H) ~ Inn(H)[.c = LMt ().

Navic mame izomorfismus ¥ : H/Z(H) — LMIt (eG) definovany tak, Ze
kdykoliv je n prirozené a pro kazdé i = 1,2,...,n jsou h; € e, s; € {£1}, pak

(H h?) Z(H) — Ly o L2 o0 Ly,
i=1

Diikaz. Dikaz jednotlivych izomorfismt provadime v opa¢ném poradi, nez by se
mohlo zdat byt prirozené. Délame to tak proto, abychom jiz z rovnosti (i) mohli
vyvodit, ze Inn(H)[.c je skuteéné grupa a tento fakt sméli pouzit v bodé (ii).

(i): Pomoci dvou vzdjemnych inkluzi ukazeme, Ze si jsou vyrazy mnozinovée
rovny. Diky tomu, Ze operace je na obou stranach definovana stejné, bez namahy
ziskame dokonce i grupovou rovnost, které chceme docilit. Specialné budeme také
vedeét, ze Inn(H)[.c je grupa.

Uz jsme v dikazu véty narazili na to, ze pro libovolné a € e ndm plati
Lo = ¢alec a L7 = ¢g-1 .. Pro libovolné piirozené n a h; € e, s; € {&1} ndm
proto plati

L‘;Lll o Lfé 0---0 LZ’; = ¢hil [oc © ¢h§2 [ec O+ 0 Qpsn[ec = ¢Hn B |G- (3.1)

=1 "7

2Ve smyslu relativniho po¢tu voleb parametri e a n, kde n < k pro k — oo.
3Tentokrat jiz nezaloZeném na pocétu parametri, ale pocétu vyslednych quandld.
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Levy vyraz rovnice vzdy lezi v LMIt (eG) a soucasné pravy vyraz ({3.1))
v Inn(H)[.c. Svedeme-li tedy kazdy prvek grupy LMIt (eG) vyjadrit vyrazem
vlevo, pak ziskame jednu z inkluzi a svedeme-li vyjadrit kazdy prvek grupy
Inn(H)[.e vyrazem vpravo, pak ziskdme druhou z inkluzi. Prvni plyne z toho, ze
{L, | a € e“} generuje LMIt (eG) a druh4 z toho, Ze e“ generuje H.

(ii): Uvazme zobrazeni ;) : Inn(H) — Inn(H)[.c takové, Ze ¢ — ¢pl.c.
Ovétime, ze jde o izomorfismus a tim dokazeme bod (ii).

e Je to homomorfismus: Pro libovolna h, k € H plati @D(ii)(ﬁbh) o Vi () =
Onlec © Prlec = Pnilec = Vi (n © dr).-

« Je na: Plyne pfimo z definice ;) a grupy Inn(H), resp. Inn(H)[.c.

e Je prosté: Diky tomu, Ze jde o homomorfismus, tak stac¢i ukézat, ze ma
trivialni jadro. Mame-li h € H takové, ze ¢y [.c = id.c, pak se ¢, na mnoziné

generatortu grupy H shoduje se zobrazenim idy € Inn(H), a tedy uz nutné
¢n =idg.

(i1i): Uvazme zobrazeni ¢Eiii) : H — Inn(H) takové, ze h — ¢;,. Toto zobrazeni
ma nasledujici vlastnosti.

« Je to homomorfismus: Pro h,k € H mdame vy, (hk) = ¢pp = dn 0 ¢y =
wm)(h) © %“) (k).

« Je na: Plyne pifmo z definice ¢(;;; a grupy Inn(H).

« Jeho jadro je rovno Z(H): Prvek h € H lezi v jadru wEm’)? tj. splnuje,
ze wfm-)(h) = idy pravé, kdyz pro vsechna h' € H plati A’ = idg(h') =
Uaiiy (R) (W) = n(h') = hl'h~" a to plati préavé, kdyz pro viechna h' € H
mame h'h = hh', tj. h je v centru H.

S uzitim 1. véty o izomorfismu grup k nasemu 1/JE ) dostavame, Ze zobrazeni

V(i) H/Z(H) — Inn(H) definované vztahem hZ(H) — ¢, (h) = ¢, je dobre
definovany izomorfismus, jehoz existence dokazuje, co jsme si prali.

SloZzenim nalezenych izomorfismil ¥ := ;) © Y4y ziskdme grupovy izomorfis-
mus H/Z(H) s Inn(H)],0 £ LMt (eG) takovy, 7e pro kazdé n prirozené a kazdé
hi € €%, s; € {1}, kde i = 1,2,...,n, plati

L s; e Vi i) 5 s sn

: i=1""%
=1
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Lemmaném dava strukturalni vztah mezi LMIt (eG) a grupou G samotnou.
Déle prozkoumejme podminku miti reguldrni cyklus po vzoru [4].

Lemma 3.7. E] Je-li Q konecny quandl a m € LMt (Q), pak jsou ndsledujict
podminky ekvivalentni.

(i) permutace m ma reguldrni cyklus,
(ii) v permutaci 7 existuje cyklus o délce jejiho Tddu v LMIt (Q),
(iti) existuje z € Q takové, Ze (LMLt (Q)). N () ppe(q) = 1-

Diikaz. Pro m = idg jsou vSechny podminky splnény. Od tohoto momentu dale uva-
zujme fixni idg # m € LMIt (Q). Pro kazdy prvek = € @) oznac¢me ¢, to nejmensi
piirozené &islo, ze wé(x) = z, tj. £, je délka toho cyklu 7, ve kterém se nachazi z.
Navic ozna¢me ¢ tad permutace m v grupé LMIt (Q).

(i) = (ii): Permutace m ma regularni cyklus, a tedy pro kazdé y € @ plati
l, | max ({{, | z € Q}). Volbou z jako prvku z né&jakého nejdelsiho cyklu ,
tj. £, = max ({{, | z € Q}), ziskdme, Ze pro vSechna y € () mame ¢, | £,. Nasledné
pak diky tomu, ze 7% (y) = y, mame 7% (y) = 7% 4% (y) = 7%(y) = y pro viechna
y, coz znamend, %e 7 = idg. Z minimality ¢ plyne ¢ < £,. Soucasné vSak
m%(z) = z, a tak z minimality ¢, nutné také ¢, < ¢. Celkové ziskavame ¢, = ¢,
tj. z je prvkem cyklu, jehoz délka je rovna fadu permutace 7 jako prvku grupy
LMIt (Q).

(ii) = (i): Z predpokladu existuje prvek z € @ takovy, Ze ¢, = ¢. Pro kazdé
y € Qplati y = idg(y) = 7% (y) = 7 ™% (y). Zajisté o mod ¢, € {0,1,...,0,—1}.
Z minimality ¢, vime, ze 7™ (y) # y pro vSechna 1 < m < /,, a tedy nutné
omod/, = 0. To ndm dava, ze pro kazdé y € @Q plati ¢, | ¢ = (.. Zbyva Tici, ze
(, = max ({{, | z € Q}), to vSak plyne z toho, ze pokud ¢, | £,, pak uz ¢, < (,.
Délka kazdého cyklu déli délku nejdelsiho cyklu, a tedy m ma regularni cyklus.

(ii) = (iii): Z predpokladu existuje prvek z € @ takovy, ze {, = . Pak
z definice /., kdykoliv si vezmeme 1 < m < 0, = ¢, tak 7™(2) # z, a tedy
(LMt (Q)). N{7™ | 1 < m < ¢} = 0. Nutné uz pak prunik grup (LMt (Q)).
a () \ny(q) Obsahuje pravé identitu na Q.

(iii) = (ii): Pro z € @ dané z predpokladu plati, Ze pro vSechna 1 <m < ¢
jen™ ¢ 1= (LMIt(Q)). N (T)\ny(q): @ tedy 7" (2) # 2. Z toho plyne, Ze (. > o.
Vime, ze 7%(z) = idg(z) = #, a tak z minimality ¢, soucasné ¢, < ¢. Celkové
mame (, = ¢, tj. z je prvkem cyklu, jehoz délka je rovna fadu permutace w. [

Tvrzeni 3.8. Je-li G grupa, e jeji prvek, Q := e% konecnyj konjugacni quandl
a H = <€G>G grupa magici trividlni centrum. Pak md L. requldrni cyklus
prave tehdy, kdyz existuje z € €, které silné nekomutuje s e, tj. pro kazdé
1 <k < ordg(e) plati ebz # zek.

Diikaz. Ztotoznéme prvky h grupy H s prvky h Z(H) = h1 grupy H/Z(H) = H/l.
Dle lemmatu mé L. regularni cyklus pravé, kdy# existuje z € e takové, ze

(LMt (Q)). N (L) paaq = 1-

4Jak je vidét z ditkazu, pii zobecnéni pojmu LMIt (Q) toto lemma plati dokonce i pro koneéné
levé kvazigrupy.

15



Oznac¢me ¥ grupovy izomorfismus ze znéni lemmatu [3.6| a ziskame, Ze tato
rovnost plati pravé, kdyz plati rovnost

¢~ (LMt (Q)), N <L6>LM1t(Q)) =y (1)=1.

Mnozinové vzory se k chovaji homomorfné k priniktim, a diky tomu

Y (LMt (Q)): N (Ledpanyqy) = ¥ (EMIE(Q))2) N ¥ ((Le)ane(q))-

Prvni vyraz z priniku se za uziti rovnosti z lemmatu [3.6| upravi

o IMIE(Q),) = ! ((In(HD)fg).) = {v ™ (énle) [ h € H A hz = 2h}
={hZH)|h€e H N hz=zh}={h € H | hz=zh}.

A protoze obraz grupy je grupa generovand obrazy jejich generatoru, tak pro
druhy vyraz mame

VT (L) anay) = (7 (T) , = (@
Celkové ma L, regularni cyklus pravé tehdy, kdyz existuje z € e“ takové, Ze
{he H|hz=z2h}N(e)g = 1. (3.2)

Pro e # 1g rovnost (3.2)) fikd pravé to, pro kazdé 1 < k < ordg(e) nenastane
ekz = zeF, jinak by prvek ef # 1 lezel v primiku. Pifpad e = 1¢ je s timto také
konzistentni, protoze ten splinuje obé podminky z trivialnich divod. n

Poznamenejme, ze dle nasi definice skutecné plati, ze jednotka grupy silné
nekomutuje sama se sebou. Jednotka nas v tomto kontextu zpravidla zajimat
nebude, a proto tuto vadu definice kompenzovat nebudeme.

Nase véta spolu se zpracovanim myslenek, které v [4] podali Stanovsky
a Vojtéchovsky k dikazu tvrzeni[3.2] ndm dévd ndsledujici vétu!

Véta 3.9. Je-li G konecnd neabelovskd jednoduchd grupa a e jeji prvek, pak jsou
ndsledugjici podminky ekvivalentni.

(i) konjugacni quandl €® spliuje Hayashiho domnénku,
(i1) existuje z € e, které silné nekomutuje s e.

Diikaz. V pripadé, ze e = 1g, jsou obé podminky splnény trivialné. Necht je dale
1(; 7£ e c G.

Grupa H := <eG>G je dle lemmatu netrivialni norméalni podgrupa jedno-
duché grupy G, a tedy uz nutné H = G. Centrum grupy H = G je normalni
podgrupou jednoduché neabelovské grupy G, a tedy je nutné trivialni. Tim jsme
ovéfili predpoklady tvrzeni[3.8] které ndm tikd, Ze translace L, ma reguldrni cyklus
prave, kdyz existuje z € e, které silné nekomutuje s e.

Quandl €% je konjuga¢ni quandl odvozeny z jednoduché grupy, a tedy dle
véty je souvisly. Tim padem diky lemmatu kone¢ny quandl e® spliiuje
Hayashiho domnénku pravé, kdyz L. ma regularni cyklus, tj. prave, kdyz existuje
z € Y, které silné nekomutuje s e. [l

Véta [3.9] davd charakterizaci specidlniho pfipadu Hayashiho domnénky
ve smyslu ¢isté grupovych pojmii. PTi snaze ji vyvratit, ndm diky ni staci najit
konec¢nou neabelovskou jednoduchou grupu takovou, ze v ni existuje prvek, ktery
neni jednotka a ktery s kazdym prvkem jeho konjugacni tridy komutuje v alespon
jedné netrivialni mocniné.
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3.3 Cykly translaci v konjugacnich quandlech
typu e°» a efn

V sekci jsme uvedli pomérné obecnou teorii, ktera v nékterych ptripadech
konjugacnich quandli pomoci vlastnosti jejich definujici grupy charakterizuje
stav, kdy méa translace L. regularni cyklus. V této sekci bude naéim cilem ovérit
Hayashiho domnénku pro konjugacéni quandly typu e®r a eS». Véta nam
spolu s tvrzenim - 3.5/ dava charakterizaci pro quandly typu eA“, tj. tvrzem m
Disledkem tvrzeni je pak i charakterizace platnosti Hayashiho domnénky
pro €5» popsand v tvrzeni m

Tvrzeni 3.10. Nechtn > 5 ae € S,. Pak md v konjugacnim quandlu eS» translace
L. reguldrni cyklus prdvé tehdy, kdy? existuje z € e, které silné nekomutuje s e.

Diikaz. 7 lemmatu vime, ze je grupa H : < S"> normalni podgrupa S,,.

Pron > 5 jsou 1, A, a S, jediné normélni podgrupy S., a tedy H je jedna
z nich. Centrum grupy H je normalni podgrupou H. S uzitim znalosti normalnich
podgrup S,, a jednoduchosti A,, pro n > 5 svedeme fici, ze i Z(H) € {1, A,,,S,}.
Centrum je vzdy abelovska grupa, ale A, ani S,, abelovské nejsou: Permutace
(12 3)(1 2 4) zobrazuje prvek 1 na 3, zatimco (1 2 4)(1 2 3) zobrazuje prvek 1 na 4,
atedy (123)€ A, CS,a(124)¢€ A, CS, vzdjemné nekomutuji. Tim jsme
ukézali, ze uz nutné Z(H) = 1 a tvrzeni [3.8 presné 1ik4, co jsme chtéli ukdzat. [

Tvrzeni 3.11. Necht n > 5 a e € A,. Pak md v konjugacnim quandlu e®»
translace L. requldrni cyklus pravé tehdy, kdy? existuje z € e, které silné neko-
mutuje s e.

Diikaz. 7 véty vime, Ze jsou tyto quandly souvislé. Jak jsme vidéli v dikaze
véty existence silné nekomutujiciho prvku je ekvivalentni tomu, Ze quandl e»
splnuje Hayashiho domnénku a to je ze souvislosti a konecnosti diky lemmatu
ekvivalentni, Ze translace L. mé regularni cyklus. m

Poslednim dilem k ovéreni Hayashiho domnénky pro konjugacni quandly typu
e®n a e pro n > 5 je nalezeni zminénych prvki z, které silné nekomutuji
s prvkem e. Stanovsky a VOJteChOVSky v [4] prisli na to, jaké vlastnosti po prvku
z v piipadé quandli eS* pozadovat, aby se zminéné nekomutativity dosahlo.
Existence prvku s vyzadanymi vlastnostmi byla v jejich pripadé ziejma z faktu, ze
permutace jsou vzajemné konjugované grupou S,, pravé tehdy, kdyz maji stejnou
strukturu cyklu.

Doposud jsme ovéfili ze postup, ktery Stanovsky a Vojtéchovsky v [4] pouzili
ve svém diikazu pro e5», funguje do tohoto bodu i pro e®». Béhem ukazovani
existence silné nekomutujlclho prvku z se nam, az na jeden vyjimecny pripad
(konkrétné pripad ¢; > 4,¢t =1 v dikazu lemmatu , podari zachovat seznam
vlastnosti, které po ném pozadovali ve svém diikazu i oni. Jeho existence vsak jiz
nebude zfejma, protoze jej nebudeme hledat v konjugacni t¥idé grupy S,,, nybrz
A,.. V té uz neni pravda, ze by dvé permutace byly vzajemné konjugované prave,
kdyz maji stejnou strukturu cykli. Dikaz existence provedeme konstrukei. Tato
konstrukce bude dokonce fungovat pro quandly eA» a eS» soucasné.

Myslenku celé konstrukce zalozime na nasledujicim lemmatu. To nam spolu
s jednou jeho interpretaci umozni s permutacemi pracovat vice hmatatelné a po-
skytne ndm nadhled nad danym problémem.
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Lemma 3.12. Necht n > 3 a necht p,e € S,,. Pak p € e prdvé, kdy? existuje n
prirozené a 3-cykly m; € S, takové, Ze p = Py © Py © -+ 0 Py, (€).

Diikaz. Vime [6, Exercise 2.7], ze pro kazdé n > 3 je grupa A, generovand
mnozinou vSech 3-cyklil, ozna¢me ji M. Pro nase p € e, existuje o € A,
takové, Ze p = e a pro to zase existuje n pfirozené a m; € M U M~ takova,
ze 0 =[]y m;. Inverz 3-cyklu je opét 3-cyklus, a proto m; jsou 3-cykly a my
ziskavame zadané

pP= e’ = @H?:lmi = qul O(bmz S O¢mn<€)'

Implikace zprava doleva je trivialni, protoze 3-cykly jsou sudé permutace

a jejich slozeni uz jsou nutné také sudé permutace. O]
Definice 3.13. Je-li ddno n ptirozené a po dvou ruzné prvky a,b,c € {1,2,...,n},
pak
e pojmem 3-cyklickd substituce a — b+ ¢ — a myslime konjugaci 3-cyklem
(abc)eS,.
e pojmem 3-cyklickd rotace a — b — ¢ — a myslime konjugaci 3-cyklem
(abc)™ €8,.

Pravé jsme zavedli dva nové pojmy pro jednu jiz existujici akci, tj. konjugaci
3-cyklem. Tyto definice vsak maji smysl, protoze slouzi k definovani prirozenéjsiho
pohledu na provadéni zminéné konjugace. Tento pohled vychézi ze znamého faktu
[5, str. 96], a sice: Jsou-li e, v € S,, permutace takové, Ze e ma cyklicky zapis

(U1,1 U2 -+ 'Ul,ml)(UQ,l o 'U2,m2) T (Um,l o 'Um,mm) € Sy, (3-3)
pak méa permutace e cyklicky zapis

(a(ui) a(urz) - a(uim,)) ((uz) - oz my)) -+ ((uma) - - a(tmm,, ) -
(3.4)

Tato identita nam umoznuje konjugaci 3-cyklem provadét tpravou zapist,
které pravé nazyvame 3-cyklickd substituce a 3-cyklickd rotace. Vysvétleme jejich
interpretaci a vyznam.

Méame-li e stejné jako v a mame-li 3-cyklus (a b ¢) € S,,, pak si konju-
gaci prvku e pomoci 3-cyklu (a b ¢) muzeme predstavit jako nahrazovani znaku
zpusobem stejnym jako v . Provedeni této konjugace tedy znamena v daném
(iplném) cyklickém zapise permutace e ,prepsat® prvek a na prvek b, ten na prvek
¢ a ten na prvek a, zatimco vsechny ostatni prvky ziistanou nepozménény. Svym
zpusobem to tedy znamend, Ze na znaky tohoto zapisu aplikujeme 3-cyklické
nahrazeni a — b+ ¢ +— a, tj. nas pojem 3-cyklicka substituce. Uvedme si jeden
konkrétni priklad.

Priklad. Necht (12 3)(4) je néjaky z cyklickych zapisu permutace z Sy. Aplikujeme-
li na néj substituci 1 +— 4 — 2 — 1, tak ziskame zapis (4 1 3)(2), ktery tentokrat
odpovida jiné permutaci z Sy, konkrétné té permutaci, kterou lze z ptivodni ziskat
konjugaci 3-cyklem (1 4 2). |
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Mame-li e stejné jako v a mame-li 3-cyklickou rotaci a — b — ¢ — a,
pak z jeji definice tato rotace odpovida konjugaci 3-cyklem (a b ¢)~1, tj. 3-cyklické
substituci a — ¢ — b +— a. Opét tedy jeji aplikaci na zapis permutace e dojde
k zachovani pozic vSech prvki riznych od a, b, c, ale prvky a, b, c se tentokrat
budou ,prepisovat® opacnym smérem. To prakticky znamena, Ze se prvek a
,presune” na puvodni pozici prvku b, ten na pozici prvku ¢ a ten na pozici prvku
a. Nahlédnout, Ze toto je skutecné to, co se déje, se da tak, ze naslednou aplikaci
3-cyklické substituce, ktera odpovida konjugaci inverznim 3-cyklem, tj. provedenim
substituce a — b — ¢ +— a, dostaneme zpét puvodni zapis permutace e (prvek
a se presunul na pozici prvku b a tam byl nahrazen prvkem b, apod.). Tyto
operace jsou skutecné inverzni, a proto jsme 3-cyklickou rotaci interpretovali
spravné. Provadéni 3-cyklickych rotaci je pro nés, jak bylo pravé vysvétleno, jinou
myslenkovou interpretaci konjugace 3-cyklem. Opét si uvedme konkrétni priklad.

Priklad. Necht (12 3)(4) je néjaky z cyklickych zapisu permutace z Sy. Aplikujeme-
li na néj rotaci 1 — 2 — 4 +— 1, tak provadime cyklicky posun znakd v tomto
zapise naznaceny v (|3.5)).

(123)(4) ~ (41 3)(2). (3.5)

ziskame zépis (4 1 3)(2), ktery tentokrat odpovida jiné permutaci z Sy, konkrétné
té permutaci, kterou lze z pivodni ziskat konjugaci 3-cyklem (1 2 4)~!. |

Substituce je vhodna ve chvilich, kdy chceme z daného zapisu permutace primo
urcit vysledny zapis po konjugaci danym 3-cyklem. Rotace zase lépe ukazuje, co se
v zapise permutace pri konjugaci skutecné déje, ale jeji predstava casto vyzaduje
nakresleni Sipek jako v (3.5)).

Daéle poznamenejme, ze budeme pracovat vyhradné s tplnymi cyklickymi
zapisy permutaci. V téch se vyskytuji vSechny symboly, na kterych odpovidajici
permutace kona akei. Zapis (1 2 3)(4 5) pro nés tedy v tomto kontextu reprezentuje
konkrétni permutaci z S5, avSak neodpovida tplnému cyklickému zapisu zadné
z permutaci v Sg a vyssich. Uzivanim tplnych cyklickych zapist se tak vyhneme
rozpaktm v pripadé aplikace rotace, resp. substituce, kterd uziva prvky, jez v zapisu
nejsou znazornény.

Aplikace 3-cyklickych substituci a 3-cyklickych rotaci jsou jen jiné interpre-
tace konjugaci pomoci 3-cykli. Svedeme-li tedy ze zapisu permutace e timto
zpusobem ziskat zapis permutace z, pak dle lemmatu m plati, ze z € e’n.
Tuto skutec¢nost budeme dale v textu povazovat za samoziejmou a nebudeme se
na ni odkazovat. Poznamenejme jesté, ze plati i opacna implikace, tj. pokud lezi
permutace ve stejné konjugac¢ni tr¥idé dané grupou A,,, pak takova posloupnost
aplikaci 3-cyklickych substituci nebo 3-cyklickych rotaci existuje. Tuto implikaci
vsak v textu nevyuzijeme.

Zavedeny jazyk nam umoznuje vylozit dikaz nasledujiciho tvrzeni v intuitivni
a prirozené forme.

Lemma 3.14. Necht n > 5 a necht e € S,,, pak existuje z € e, které silné
nekomutuje s e.

Diikaz. Pro e = idg .,y je znéni splnéno. Necht je dale idg o . .3 #e €S,
fixni. V dikaze rozebereme tii pripady v zavislosti na spektru permutace p. Pro
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kazdy z téchto pripad vyslovime soubor vlastnosti, které budeme pozadovat
po hledaném prvku z (stejné jako v [4]). Ukdzeme, Ze tyto vlastnosti zajisti silnou
nekomutativitu a nasledné provedeme konstrukci néjakého takového prvku, ¢imz
ovéifime jeho nalezeni do mnoziny e,

Necht t := |A(e)|. Pro zkrdceni zdpisu, kdykoliv budeme psat x, pak myslime,
ze jde o prvek mnoziny {1,2,...,n} a kdykoliv budeme psat i, pak jde o prvek
mnoziny {1,2,...,t}. Z toho, ze e # id{1 2. n}, nutné ¢, > 1. Stejné jako tomu
bylo v dikaze lemmatu [3.7, budeme znacit ¢, délku cyklu permutace e, v niz se
nachézi prvek x. Struktura grupy nezavisi na pojmenovani prvki, a tedy bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze

Lhsbs- S (3.6)

Tim jsme bez opakovani vycerpali vSechny délky cykla, a tedy pro kazdé x
najdeme prave jedno i, ze ¢, = {;. Oznac¢me 1, toto ¢ prislusné prvku x. Dale
pro kazdé j = 1,2,...,¢, 1 oznacme x; := €’(t). Permutace e tedy obsahuje cyklus
(txy xo ... Xp_1).

Pripad ¢, = 1: Zkoumejme z € S,, takova, ze
z(t)=t—1,z(t—=1)=t—2,...,2(2) = L.

Necht je ddno 1 < k < ordg, (e). Kdyby pro vSechna ¢ platilo, ze ¢; | k, pak by
pro kazdé z bylo e*(z) = e"modtia (1) = %(2) = z, a tedy € =idf1 2, coz by
byl spor s minimalitou ordg, (€¢) > k. To ndm umoziiuje uvazit iy,, to nejmensi
takové i, ze eF(i) = ekFmedbi(3) £ 4. Pfedpokldddme, Ze £1 = 1 | k, a tedy iy > 1.

T

7 minimality iy, plyne, Ze e (imn — 1) = imin — 1. Ted jiz mdme
ekz<imin) - €k<imin - 1) - imin —-1= Z(imin) 7A Zek(imin)v
kde posledni nerovnost vime z toho, Ze z je bijekce a e* (4min) 7 fmin- T1m jsme
ukazali, ze takova z spliuji, co pozadujeme. Pokro¢me ke konstrukci.
Kdyby bylo e slozeno z pravé 2 (nezavislych) cykla, pak uz ¢, = lo =n—1> 3,
a proto smime provést rotaci 1 — x1 — xo — 1, jak je naznaceno v .

D@2z ag .. )~ (32)(2 121 ...) (T)

Timto ziskdme z s hledanou vlastnosti a z konstrukce z € er.
Ve zbylych ptripadech mé e alespon 3 cykly. Ze (3.6) nutné pro kazdé i plati
¢; > i. Permutaci e smime zapsat ve formé

()2 ) (=1 )y o oo mgy) -

13

kde posledni .- -- “ naznacuje zbylé cykly neobsahujici zadny z prvka i. Postupné
do cyklu obsahujiciho ¢ budeme za sebe ,skladat® prvky ¢ rotacemi

t—1—>x1 — 29 —>t—1, (Tt—1)
t—2—>x; > a3 —>1—2, (Tt —2)
t—j—>$1—)l’j+1—>t—j, (Tt—])

2= X1 — T — 2. (T.2)
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Poznamenejme, ze vSechny tyto rotace jsou dobre definované, protoze mame
k dispozici proménné xi,xs,...,x,_1 a €, > t. Definovatelnost rotace ,,(T.1)“
uz vsak jasna neni, s posledni rotaci si tedy poradime jinak. Postupnou aplikaci
(T.t — 1)) az (T.2) znazornénou v (I".t — 1)) az (1".2)

()2 ) (t=1 ) (tayag ), (Tt — 1)
(12 ) (=2 )t = 1oy oy ) (Tt — 2)
W@ ) t—j )t b= —La ), (T =)

W@ )t t—g—1 . 3aay ) (T02)

obdrzime zapis tvaru
(1)---(tt—1...32x ...) -

Predpokladame, 7ze e ptivodné méla alespon 3 cykly, nutné i nas aktualni zapis
ma alespon 3. Vsechny prvky ¢ a prvek x; jsou ted vsak dohromady obsazené
pouze ve 2 cyklech, a my tedy mame k dispozici cyklus, ktery zddny z nich
neobsahuje. Specialné mame néjaky prvek y tohoto cyklu takovy, ze 1,21 a y jsou
vzajemné ruzné a ze aplikovanim rotace 1 — x; — y — 1, jak je znazornéno
v , nepremistime zadny z jiz ,srovnanych® prvki i. Poznamenejme, ze
nevime s jistotou, zda tento cyklus ptivodné obsahoval néjaky prvek ¢ nebo ne
a my tedy nevime, zda ho najdeme v levych ,---“ nebo v pravych ,---“. Na tom
nam ale nezalezi.

D (tt—1..32x ) (..y...) (T.1%)

Vysledny zapis
cee(tt—=1...21 ..0) -

odpovidé permutaci s chténou vlastnosti, kterou budeme povazovat za nase z
a z konstrukce z € e/n.

Pripad ¢, # 1,t # 1: Pro kazdé j = 1,2,...,¢; — 1 oznaéme u; := €’(1).
Permutace e tedy obsahuje cyklus (1 uy ug ... ug_1). Zkoumejme z € S, takova,
ze

z(t)=t—1,z2(t—1)=t—2,...,2(2) =1,2(1) =y
a navic pro kazdé j =1,2,...,0; — 1 plati

2(uy) € {u; |7 €{1,2,...,6 —1}}.

Necht je ddno 1 < k < ordg, (e). Stejné jako vySe mizeme uvazit ip,. Jestlize
je tmin > 1, pak funguje stejny argument jako vyse, protoze z specidlné spliuje
i vlastnosti z prvnfho p¥ipadu. Je-li naopak iny, = 1, pak €*(1) # 1, a tedy
e"(1) € {u; | j € {1,2,...,01 — 1}}. Z toho pak vime z vlastnosti z vime, Ze
zeF(1) ¢ {u; | j € {1,2,...,4, — 1}}. Skldddme-li permutace v druhém poradi,
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tak mdme *z(1) = e*(uy) € {1} U{u; | j € {1,2,...,6 — 1}}. Kdyby pro spor
platilo, ze e*z(1) = ze*(1), pak uz nutné ze*(1) = 1, tzn. (1) = 271(1) = 2,
coz je spor s tim, ze e*(1) € {u; | j € {1,2,...,4; — 1}}. Tim jsme ukdzali, Ze
takova z splnuji, co pozadujeme. Piekroc¢me ke konstrukci.

Tentokrat z dokonce vime, ze ;> ¢, 1 +1>--- > {1+ (t — 1). To ndm
dava, ze ¢; — 1 > {1 +t — 2, a my tedy mame alespon ¢; + t — 2 indexovanych
proménnych z. Za¢néme s obdobnym zépisem e jako tomu bylo i posledné.

e= 1w uy ... upy—1)(2 ...)---(t—=1 ... )tx1 22 ... Tpjpt-2 -..) -

Vime, Ze {1 > 1, a proto mame specialné alespon ¢ indexovanych proménnych x.
To nam umoznuje aplikovat rotace (T.t — 1)) az (T.2)) z minulého pripadu a obdrzet
permutaci se zapisem

(Lug oooupyq)--(tt—=1...32x3 24 ... Tyyggn .. ) -

Rotaci 1 — 21 — u; — 1 zndzornénou v docilime zapisu .
(Lug oooupa)(EE—1 ... 32012 .. Tpgyn o) (T.1%%)
(ug &y ug oo gy 1)+ (t oo 212 Tyyq oo. Toyyio .- ) (3.7)

Definujme posloupnost rotaci

Uz — Uy — Ty — Us, (U.ug)
Us —> Uy —> Typo — Us, (U.us)
Ujt+1 = Ugj —7 Tyy2j—2 — U2j+1- (U-U2j+1)

Postupné pro vsechna j = 1,2,... takova, ze 25 + 1 < ¢; — 1, tj. takova,
ze mame definovdnu proménnou ugji, provedme rotaci , jak je zna-
zornéno v (Uug)) az (U’ugjiq]). Kazda z téchto rotaci je dobre definovana, pro-
tozet+2j —2<t+{; —4 </ — 3, a tedy madme definovdnu proménnou ;9,2
pro vSechna uzitd j (pokud zadné takové j neexistuje, tj. pokud ¢; — 1 < 2, pak
pokrac¢ujme déle beze zmén).

r ¥
(wizrugug o) 21 @y @y o), (Ulug)
r ¥
(up o1 uz 4 Ug Us o)t 2 1T g L4142 c ), (Uus)
r ¥
(. ce U25—2 Tt425—4 Ugj u?ﬁ“ N ) cee (t coo L4253 xt—th—Q N ) (U’.U2j+1)

e Je-li /4 — 1 liché, pak skonc¢ime se zapisem

(U1 T U3 Tt Us - .. L6 Upy—1 Cﬂt+£1—4) T

(t .21 Ug Ti41 Ug Tg43 -+ Ti407—5 Wy —2 Ti4p1—-3 Ti407—-2 - - - ) cee

To mtzeme povazovat za nase z. Permutace z ma pozadované vlastnosti
a z konstrukce z € edn,
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e Je-li /1 — 1 sudé, pak skonc¢ime se zapisem

(Ul Ty Uz Ty Us - Tiye-5 Uzl—l) s

(t ... 1 ug Tyyq g oo Tyyp—6 Upy—3 Tigty—4 Tety—3 Tigty—2 - )"

V takovém pripadé jeSté nemame hotovo, protoze se prvek u,, 1 zobrazuje
na prvek u;. Provedenim substituce wu, 1 — 1 — 410, -3 — up, 1 jiz do-
cilime hledanych vlastnosti. Poznamenejme, Ze tento postup zafungoval
i pro {1 —1 = 2. Vyslednou permutaci tedy oznac¢ime z a z konstrukce
z € efn,

Pripad ¢, # 1,t = 1: Zde rozebereme 3 ptipady v zavislosti na hodnoté /;.
Vsimnéme si, ze v tomto piipadé je ordg, (e) = ¢;. Nekomutativitu tedy ovéfujeme
pro mocniny 1 < k < ordg, (e) = ;.

o Je-li {1 = 2, pak diky tomu, ze n > 5, nutné e obsahuje alespon 3 rtzné
2-cykly. Oznacme jejich prvky tak, ze je

e = (1 up)(ug us)(ug us) -+ .
Aplikovanim substituce u; — us — us — u; ziskame zapis
(1 ug)(us ug)(ug us) - -
a naslednou aplikaci uz — u; — uy — ug obdrzime
2= (1 ug)(uy uyg)--- .

Plati, 7e e'2(1) = e!(ug) = us # uy = 2(u1) = ze*(1) a z konstrukee z € e/n.

o Je-li /1 = 3, pak nutné e obsahuje alespon 2 rtizné 3-cykly. Oznac¢me jejich
prvky tak, ze je
e=(1uy ug)(us ug us)--- .

Aplikaci substituce ug +— uz +—> uy — us ziskame
2= (1 uy ug)(ug ug us) - .

Plati, Ze e*2(1) = el (uy) = uy # ug = z(uy) = ze' (1) a €22(1) = e*(uy) =

1 # us = 2(ug) = ze2(1). Z konstrukce soucasné z € e,

o Je-li ¢ > 4, pak oznac¢me prvky, Ze je
e= 1wy uy ... up—1)---
a dale oznacme ug := 1. Tim mame
e=(uguy uy ... up—1)---.
Aplikaci substituce ug — uy — us — ug ziskame

z = (Up U Ug Ug .. Up 1) " -
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Vezmeéme libovolné 1 < k < ordg, = ¢;. Pro kazdé 0 < 7 < /¢; — 1 nam
plati ek(uj) = Ujtkmodry, @ tedy e*2(ug) = €¥(u3) = Uz kmodr, - Naopak

Uo, pokud k£ =1,

Ug, pokud k = 2,

Ugy1, pokud 3 <k< /) —1,
Uy, pokud k = /¢, — 1.

zek(uo) = 2(Upmode,) = 2(up) =

Poznamenejme, ze k # 0.
Kdyby nastalo, 7e e*z(ug) = ze*(up), pak us rmoar, = 2(ur), a tedy

2, pokud k =1,
kud k =2
34 kmodfy = 4 PO ’
k+1, pokud3 <k< /4 —1,
1, pokud k =¥, — 1.

Odectenim 3 + k na obou stranach pak v aritmetice mod ¢; ziskame

—k—1=y, —2, pokud k=1,

—k — 3=y, —5, pokud k=2,

-2, pokud 3 <k </l —1,
—k—-2=y —1, pokud k=10, —1.

0 =un

Vidime, Ze pro 1 > 4 si vSsechny pripady az na k =2 A {; = 5 protifreci.
V takovém piipadé viak ze?(us) = z(ug) = uy # upy = e*(ug) = €*2(uy),
a tedy e*z # zeF pro viechna 1 < k < ordg, (e). Z konstrukce plyne, Ze
2 € e a my jsme hotovi.

[]

Zavérem jiz smime vyslovit a dokazat zadané vysledné tvrzeni.

Sn

Tvrzeni 3.15. V konjugacnich quandlech tvaru e®» a e5n md L. requldrni cyklus.

Diikaz. K ovéreni pripadi n > 5 vyuzijeme dokazanych vysledki, pripady n < 3
budou ptili§ malé na to, aby mohly mit regularni cyklus, a ptipad n = 4 rozebereme
rucneé.

Piipad n > 5: 7 lemmatu existuje z € e, resp. specialné v e, které
silné nekomutuje s e, a tedy dle tvrzeni [3.11] resp. [3.10, ma L. reguldrni cyklus.

P¥ipad n < 3: Plati, Ze |e?"| < |e5"| < 5, kde posledn{ nerovnost plyne z toho,
ze {id12,...n } vZdy tvoii konjugacni tiidu S, a tedy pro kazdou konjugacni tiidu
plati, Ze je budto velikosti 1 nebo je velikosti nejvyse |S,| — 1 a pro n < 3 jsou obé
tyto moznosti < 5. Kazda leva translace v quandlu velikosti nejvyse 5 ma nutné
regularni cyklus: Z idempotentnosti quandlu tato translace obsahuje 1-cyklus,
nejvetsi mozna délka cyklu v této translaci je tedy 4 a at uz je to 4, 3,2 nebo 1,
tak ji délky vSech zbylych cyklii uz nutné déli. Specidlné i L, ma regularni cyklus.
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Piipad n = 4: Ozna¢me Q := e, resp. . Pak vzhledem k tomu, Ze fad
kazdého prvku v S; je nejvyse 4 a z definice konjugacni quandlové operace plati

2“184(6) = L oras, 0 = Liag, ,,,, = idg, tak A(L.) C {1,2,3,4}. Vsimnéme si, Ze
jestlize 3 ¢ A(L.), pak uz mé L, regularni cyklus, a tedy necht 3 € A(L.). Mohou
nastat dva pripady.

« Permutace e nema rad 3, pak ma nutné rad 4, protoze kdyby méla ifad ¢ < 3,
tak LY = Lee = Lia, ,,.,, = idq, coZ by byl spor s tim, Ze 3 € A(Le). Jediné
prvky fadu 4 v Sy jsou 4-cykly. Struktura quandlu nezavisi na pojmenovani
prvki, a tedy bez Gjmy na obecnosti necht e = (1 2 3 4). Provedeme
substituci 1+ 3+ 2+ 1 a zfskdme, Ze i (3 12 4) € et C Q. Nésledné pak

(3124)5 (4231)E (13425 (2413)5 (3124)

nam definuje 4-cyklus v L.. Vidime, ze 4 € A(e), pak ale A(e) D {1, 3,4},
a tedy |Q| > 1+3+4 =8. To je spor s tim, Ze |Q| < |e%| = 4 = 6, kde
jsme v predposledni rovnosti uzili, Ze permutace jsou vzajemné konjugované
grupou S,, pravé, kdyz maji stejnou strukturu cykla.

o Permutace e ma tad 3, pak jde nutné o 3-cyklus. Bez ijmy na obecnosti

necht e = (1 2 3)(4). Podobné jako vyse vime, ze |Q| < |e%] = £32 =38,

Budto ¢’ := (21 3) ¢ @, pak je ze symetrii konjugaéni tiida e’ stejné velka
jako konjugaéni tiida e, tj. |Q|. Vime, ze A(e) 2 {1, 3}, atedy |Q| > 1+3 = 4.
Celkove 4 < |Q| < |e§4‘ = % = 4, tj. L. je slozeni pravé jednoho 3-cyklu
a jednoho 1-cyklu, tedy méa regularni cyklus.

V opacném pripadé, kdy ¢ := (2 1 3) € @, provedenim substituce
14— 2+ 1naeac ziskdme, ze i (4 1 3)(2),(1 4 3)(2) € e C Q.
Nasledné jsou pak

(413)(2) 5 (421)(3) 5 (432)(1) 5 (413)(2),
(143)(2) & (24 1)(3) &5 (342)(1) &5 (14 3)(2)

dva rizné 3-cykly L.. Translace L. je tedy uz nutné slozeni pravé dvou
3-cykla a dvou 1-cykl, a proto ma regularni cyklus.

]

Poznamenejme, Ze diky vypocetnim metoddm popsanych v [2] sice vime, Ze
vsechny quandly velikosti nejvyse 47 spliuji Hayashiho domnénku, k dikazu
naseho tvrzeni pro pripady n < 4 nam to ale nestaci, protoze dokazujeme
néco silnéjsiho, a sice nepredpokladame souvislost téchto quandli.

3.4 Cykly translaci v konjugacnich quandlech
typu ePzn
Na konci sekce jsme si ukdzali, ze pro lichd n > 3 a reflexe e € Dy, jsou

konjugacni quandly eP2» souvislé a neni té7ké si rozmyslet, Ze pro riizna licha
n budou tyto quandly také vzidjemné neizomorfn] Dopliime ted, ze nehledd

5V pifpadé potizi tento fakt plyne z dikazu tvrzeni kde se vypocitava velikost konju-
gacnich trid.
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na paritu ésla n je naopak pro e € Ds, rotace konjuga¢éni quandl eP2» budto
jednoprvkovy nebo dvouprvkovy.

Priklad. Necht n > 3 a e € Dy, je rotace. Z vlastnosti dihedralnich grup jsou
konjugace aplikované na rotaci pomérné nezajimavé, a sice plati, ze P2 = {e, e 1}.
Vzhledem k tomu, Ze levé translace v quandlu eP2?» jsou bijekce na nejvyse
2 prvcich, které maji zarucené alespon 1 pevny bod, tak uz musi byt identity,
a tedy LMIt (eD2“) = 1. Pokud e neni stfedova symetrie, pak méa quandl praveé
2 prvky, pusobeni pravé 2 orbity a quandl tedy neni souvisly. V opa¢ném pripadé
ma quandl praveé jeden prvek a specialné je trivialné souvisly. [ |

Vybizi se otazka, jak je to se souvislosti téchto quandli pro suda n a reflexe e.
Uvedeme si priklad malého nesouvislého quandlu tohoto typu.

Priklad. Necht e € eP® je reflexe. Pak budto tato reflexe prochézi dvéma protileh-
Iymi vrcholy a jde tedy o 2-cyklus, nebo neprochazi zaddnym z vrcholi, pak jde
o slozeni dvou 2-cykli. Konjugace zachovavaji strukturu cykli, a tedy tyto reflexe
lezi v riznych konjugacnich tridach. Neni tézké ovérit, ze konjugaci pomoci rotace
o 90 stupnt se da ziskat chybéjici reflexe stejného typu a nezavisle na typu e ma
konjugacni trida velikost 2. Stejné jako v prikladé vyse jsou levé translace identity
a LMIt (eDS) = 1. To méa za nasledek, ze jeji ptisobeni méa 2 orbity a quandl tedy
neni souvisly. [ |

Nasim cilem bude ovérit Hayashiho domnénku pro tfidu konjugac¢nich quandli
typu eP22. V pifpadé quandlii e®» jsme si rozmysleli, Ze jsou pro n > 5 souvislé,
a tedy platnost Hayashiho domnénky byla primo ekvivalentni tomu, zZe translace
L. mé regularni cyklus. V tomto pripadé s jistotou nevime, zda jsou vSechny
souvislé, ale i presto k TeSeni pristoupime timto zptsobem a uvidime, ze plati
i tento obecnéjsi vysledek.

Lemma 3.16. Pro n > 3 plati, Ze

1, pro n liché,

Z(D2n> = {

{idgi o, ny. 8}, pron sudé,
kde s znaci stredovou symetrii.

Diikaz. Necht e je reflexe a o je rotace radu n, pak
e(oe) = 0t # 0= (oe)e,

a tedy e ¢ Z(Day,).

Je-li o rotace, pak pro libovolnou reflexi e plati

o(o e
-1 2

e
(0™ e)o = (eoe)eo = eo
Rovnost ndm tedy nastava prave, kdyz o® = id{12,..ny. Pro liché n jde prave
o identitu a pro sudé n jde o identitu a stfedovou symetrii. O téchto prvcich
jsme ukazali, ze komutuji se vSemi reflexemi a diky tomu, Ze to jsou rotace, tak
komutuji i se vSemi rotacemi. Tim jsme nalezli vSechny prvky centra. O
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Tvrzeni 3.17. Necht n > 3 je liché a e € Dy, je reflexe, pak md translace L,
v konjugacnim quandlu eP?» requldrni cyklus.

Diikaz. Jak jsme jiz na konci sekce [3.1] ukdzali, tak v takovém pripadd
je <€D2">D = Dy, a dle lemmatu [3.16| ma tedy trividlni centrum. Tvrzeni

2n
nam pak 1iké, ze L. m4 regularni cyklus pravé, kdyz existuje z € P>
7e pro kazdé 1 < k < ordp,, (€) = 2 plati e*z # zek.

Necht 0 € Dy, je rotace fadu n, pak z := o%e = oe(eoe) = oeo™! € ePn a

etz = e(o’e) = 02 # 0* = (0%e)e = ze',

takové,

protoze kdyby bylo 072 = 07, tak pak o* = idg2, ), z Cehoz plyne, ze

n = ordp,, (0) | 4, a to je spor s tim, ze n je liché a n > 3. O

Ted jiz prekrocime k tomu zajimavému diikazu této sekce a to k dikazu
pro témér vsechna zbyla n (az na n = 4).

Tvrzeni 3.18. Necht n > 3 a e € Dy, je reflexe, pak ma translace L, v konjugac-
nim quandlu eP* requldrni cyklus.

Dikaz. Necht e € Dy, je libovolna reflexe, o € Dy, je néjaka rotace radu n
a o € Dy, je néjaka rotace radu 2n. Vsimnéme si, ze kazdy prvek grupy D,
Ize jednoznacné vyjadiit ve tvaru o'e’ pro n&jaka i € {0,1,2,...,n —1},5 € {0,1}.
To dokazovat nebudeme, ale existence zapisu plyne piimo z opakované aplikace
pravidla eoe = 0! spolu s tim, 7e e = ¢! a jednoznacnost poté ziskdme vykrace-
nim spolec¢nych prvki spolu s naslednym rozliSenim mocnin o a odliSenim rotaci
od reflexi. Stejné tak lze libovolny prvek grupy Dy, jednoznacné vyjadrit ve tvaru
o'e’ pro néjakd i € {0,1,2,...,2n —1},5 € {0,1}.

Definujme zobrazeni ¢ : Dy, — Do, tak, ze pro kazdé : = 0,1,...,2n — 1

a kazdé j = 0,1 je ¢(0o'e’) := o'e’. Takovéto zobrazeni m4 nasledujici vlastnosti.

o Je to homomorfismus: Pro libovolnd a = o'e’s, b = o"e? € Dy, plati ¢(ab) =
QS(OiaejaOibejb) — QS(Oia (ejaoibeja)ejaejb) — ¢(Oia—ibeja+jb) — Qia—ibﬁja""jb —
e — Qzagjagzbgjb — (b(a/)¢(b)'

o Je na: Plyne ptimo z definice ¢ a poznamky v prvnim odstavei ditkazu.

o Jadro ¢ je {id{1,27.,,,2n},0”}: Prvek a = o'e? € Dy, je v jadru prave, kdyz
¢(a) = o'¢’ = idg . ny. Nutné j = 0, protoze identita je rotace a déle
pak tedy nutné o' = id 2, ), to nastane pravé, kdyz i € {0,n}. Vynuce-
nymi moznostmi jsou tedy a = idj1 2. 2,1 a @ = 0". Obé tyto mozZnosti se
na idgi 2. ) skutecné zobrazi, takze Ker(¢) = {idg1 2, 20}, 0"}

Ukazme, ze

| D» | n, pokud je n liché,

e =

N 5, pokud je n sudé.
Kazdy prvek e2'¢’ € eP>» svedeme upravit
¢ =gelee o = o'eo = o'(eoe)e = o,
a tedy

P ={e” [ie{0,1,...,n—1},j € {0,1}} = {o¥e i€ {0,1,...,n—1}}.
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Z jednoznacnosti zapisu a toho, Ze ordp,, (0) = n, uz miazeme usoudit, ze v pripadé,
kdy bude n liché, nam kazda volba ¢ da jiny prvek, a bude jich tedy celkem n.
V piipadé, kdy bude n sudé, ndm pary hodnot ¢ splynou v jeden prvek o*e, jinak
ale budou po dvou rizné, a bude jich celkem . Tvrzeni funguje pro obecné n
a specialné ndm ika, ze |eP4| = n.

Ozna¢me H := <6D4">D . Ptejme se na obraz této grupy pri homomorfismu
¢. Ziskame "

o) = 0 (7)) = (0le™)),, = (™),

kde posledni rovnosti jsme docilili tim, Ze jsme si prvky mnoziny eP4r

ve tvaru o®e’, zobrazili je pomoci ¢ a néasledné pievedli zpét na celé e
Ukdzeme, Ze fad grupy H je roven 2n. Mnozina eP4» | kterd generuje H, obsahuje
pouze reflexe a jejim uzavienim na nasobeni tedy dojde k pridani alespon jedné
rotace (vezméme druhou mocninu libovolného prvku). Vime, ze n < ordH | 4n
a ted jsme si ukdzali, ze |H| # n. Zbyva rozhodnout, zda |H| = 4n nebo |H| = 2n,
tj. zda H = Dy, ¢i nikoli. Kdyby pro spor bylo H = Dy, tak pak by o € H. To se
stdt nemiize, protoze kazdy prvek H lze ziskat jako koneény souéin prvki z eP
a jejich inverzl. Prvky této mnoziny jsou reflexe a jsou tedy svymi vlastnimi
inverzy. Zkoumejme, jak vypadd soucin dvou obecnych prvkii z eP4. Mame, Ze

predstavili
D2n .

(02ie)(02j6) — 0%~ = y2(iJ)

Indukei podle poctu prvkii v tomto souc¢inu bychom ovérili; ze kazdy prvek H
je budto tvaru 0*, nebo tvaru o%*e, a tedy o ¢ H. Tim jsme ukdzali, ze [H| = 2n.
R4d grupy <§D2">D ziskame pro suda n naprosto stejné a pro licha n uz pri

2n

pouziti argumentu o rozsiteni o rotaci. Dostaneme

d< D, > 2n, pokud je n liché,
ord (e =
N D2n n, pokud je n sudé.

Pripad n je liché: V pripadé, ze n je liché je pak ¢y homomorfismus mezi
grupami stejné konecné velikosti, ktery je na. Nutné je uz pak i bijekci, a tedy jde
o grupovy izomorfismus. Grupa H je tedy izomorfni grupé Ds,, pro liché n a ta
m4 dle lemmatu trivialni centrum. Aplikaci tvrzeni [3.8) ziskdme, Ze translace
L. ma v quandlu eP* regularni cyklus praveé, kdyz existuje z € eP4 takové, ze
pro kazdé 1 < k < ordp,, (¢) = 2 plati ¥z # zeF. Volbou z := o%¢ = o(eote)e =
oeo™t € ePin dostaneme ez = e(0?e) = 072 # 0® = (0%e)e = ze?!, protoZe jinak by
ot = idg12,.. 0}, takze 2n = ordp,, (0) | 4, coz by byl spor. Zavérem ziskavame, ze
L. mé regularni cyklus.

Pripad n je sudé: V pripadé, ze n je sudé je ¢y homomorfismus z grupy o
velikosti 2n do grupy velikosti n, a tedy mé netrividlni jadro. My ale vime, zZe
1 # Ker(¢lg) C Ker(¢) = {id{,2,..2n}, 0"}, a proto Ker(¢lg) = {idf12,.. 203, 0"}

JiZ jsme si ukédzali, Ze kazdy prvek grupy H je vyjadiitelny ve formé 0% nebo o*e.
Takovych prvku je vsak v grupé Dy, pouze 2n, coz je tad grupy H, a proto uz
H = {0*, 0% |ie{0,1,...,n — 1}}. Ukdzeme, ze {idfi 2, 2n},0"} = Z(H).
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2 2

Prvky tvaru o*e v centru neleZi, protoze volbou o*> € H ziskdme, Ze
0?(0%e) = 0*2e # 0% 2%e = 0% (eo’e)e = (0*'e)0?, kde nerovnost uprostied plyne
z toho, ze jinak by o' = id{i 2, 2n}, coZ by vedlo k tomu, ze 2n = ordp,, (0) | 4,
tj. spor.

Rotace 0* komutuji se viemi ostatnimi rotacemi a stadf tedy ovéiovat reflexe.
Je-li 0% e libovolna reflexe z H, pak

0% (0¥ ¢) = o220

o™ e e,

<02i/6>02i _ 02il(eo2ie)e _ 2 g2 — (27 -20),
Rovnost nastava pravé, kdyz o* = o072 tj. pravé, kdyz 2n = ordp,, (0) | 4i.
To I}Lastane praveé pro ¢ = 0, 5, a tedy jadro tvori pravé prvky — idg12,.. 20}
a 0%z = 0", jak jsme chtéli ukézat.
Mame surjektivni grupovy homomorfismus ¢z : H — <§D2">D , jehoz ja-
2n
dro je {idf12,. 2n},0"} = Z(H). Podle prvni véty o izomorfismu je zobrazeni

P : H/Z(H) — <§D2”>D ur¢ené vztahem (0*e’) Z(H) — 0*¢’ dobie definovany

2n

izomorfismus grup. Vezméme zobrazeni W := 1) o &1 : <§D2”>D — LMIt (eD““),
2n

kde v je izomorfismus ze znéni lemmatu |3.6} Toto zobrazeni je grupovy izomorfis-
mus uréeny vztahem o%*e’ = L* o L.
Dle lemmatu |3.7|mé translace L, regularni cyklus prave, kdyz existuje z € e

takové, ze
(LMt (ePsn))

To nastane prave, kdyz

Dyn

N <L€>LMlt(eD4n) =1

z

v ((LMlt (eP=)) <L6>LMlt(eD4n>> =0 l(1) =1

Mnozinové vzory se chovaji homomorfné k priniktim, a tedy to nastava prave,
kdyz
U (LMt (ePon)) Jnw! <<L6>LMM(QD4“)) —1. (3.8)

Svedeme vyjadrit

s (<L€>LMlt(eD4ﬂ)> - <\IFI(L€>>D

Trivialita priniku v (3.8) nastane pravé, kdyz e ¢ w1 ((LMlt (eD4“)) ), tj. prave,
kdyz W(e) ¢ (LMIt (eP#)) . Mame, 7e W(e) = L, a podminka ifka, ze Le(z) # .

Dyp,

= (e)p,, = 1idp2,..n}, €}

2n

Ziskali jsme, Ze translace L, ma regularni cyklus prave, kdyz existuje z € e
takové, Ze L.(z) # z, tj. ez # ze. Volbou z := o%e = o(eo™'e)e = oco™! € el
ziskdme ez = eo’e = 072 # 0> = (0%¢)e = ze, protoze kdyby tomu tak nebylo,
tak by, jak uz jsme nékolikrat vidéli, platilo 2n | 4, coz by byl spor. Tim jsme
ukazali, ze je podminka splnéna a diky tomu vime, ze L, skutecné ma regularni
cyklus. O]

Spojme nase poznatky o dihedralnich grupach v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 3.19. Necht n > 3, pak md translace L. v konjugacnim quandlu eP2»
requldrni cyklus.
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Diikaz. Na zacatku této sekce jsme si ukazali, Ze je-li e rotace, pak je
L. =1idg .. n), specialné md tedy reguldrni cyklus. Zbyvd nam ovéfit piipady,
kdy e je reflexe.

Tvrzeni [3.17 ndm Fik4, Ze je-li n liché, pak mé L, reguldrni cyklus a tvrzeni [3.1§]
nam dava, ze je-li n sudé a rtzné od 4, pak ma L. regularni cyklus. Piipad n =4
jsme rozebrali v ptikladé na zacatku této sekce a dosli jsme k tomu, ze nehledé na
volbé reflexe e bude L, = idy; 2, ) a specialné tedy bude mit regularni cyklus. [
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Kapitola 4
ZAaver

V préaci jsme pomoci véty [3.3] v sekci ukdzali, Ze je neformdlné Feceno alespon
polovina quandli tvaru eS» souvislych, Ze je alespor étvrtinaﬂ quandli tvaru
eP2n souvislych a ze je kazdy konjugacni quandl odvozeny z jednoduché grupy
souvisly, specidlné pak Ze jsou téméi vsechny konjugaéni quandly tvaru eAn
souvislé. V sekci [3.2] jsme rozebrali hlavni myslenky dukazu tvrzeni [3.2] Davida
Stanovského a Petra Vojtéchovského v zatim nepublikované préaci [4]. Ty jsme
mirné zobecnili a spolu s nasi vétou se nam podarilo objevit a dokazat vétu|3.9
ktera dava zajimavé ekvivalentni vyjadreni ztizené Hayashiho domnénky v teorii
grup. Déle jsme na dikaz z [4] v sekci navézali, abychom dokézali tvrzeni
[B.15] V sekci [3.4] jsme se nasledné vénovali konjugaénim quandlim odvozenych
z dihedralnich grup, kde se nam podarilo dosahnout vysledku popsaného v tvrzeni
B.19

Moznosti, jak v praci pokracovat, jsou pomérné sSiroké. Ve vété [3.3] se ndm
podaftilo popsat rozumné mnozstvi souvislych konjugacnich quandli. Zajimavym
vysledkem by vsak bylo nalezeni chybéjici nutné podminky, a tedy primo cha-
rakterizace souvislosti téchto quandli. Myslenka z dukazu v praci [4] popsana
ve znéni lemmatu dava prostor pro prevadéni pojmi ze svéta quandli do svéta
grup. Jeho zajimavou aplikaci jsme mohli vidét v dikazu tvrzeni [3.18] kde se ndm
podarilo domnénku vytesit pro konjugacni quandly odvozené z grup Dy,, coz jsou
grupy s netrivialnim centrem. Véta|3.9ndm 1ik4, Ze nalezenim konecné neabelovské
jednoduché grupy s vlastnosti, ktera je formulaci pomérné typickou pro teorii grup,
bychom svedli domnénku vyvratit. V textu jsme ukézali, zZe jednoduché grupy
A, tento protipriklad neobsahuji. Dalsim horkym kandidatem pro vyzkum jsou
tedy napriklad jednoduché projektivni specidlni linearni grupy. V pripadé, ze se
bude zdat, ze Hayashiho domnénka pro konjugacni quandly odvozené z konecnych
jednoduchych grup skutecné plati, tak pak je ve vzduchu otézka, zda by tento
vysledek nesel pomoci lemmatu prenést i na tridy néjakych obecnéjsich grup.
Jednoho podobného prenosu se nam podarilo v diikazu zminéného tvrzeni |3.18]

'Resp. polovina, viz zavér sekce
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