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Nejprve dokazeme abstraktni charakterizaci toho, kdy jsou dva principalni quan-
dly izomorfni. Pomoci dokazanych vét si poté ukdzeme ¢asteéné feseni problému
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Abstract: In this bachelor thesis, we focus on the mathematical structure called
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1. Uvod

1.1 Motivace

Necht @@ = (@,*) je mnozina s binarni operaci *, pak () nazveme quandle
(Definice 1)), pokud je @ vzhledem k operaci * idempotentni, ma jednoznacné
reseni x € () rovnice a * x = b pro kazdé a,b € () a je zleva distributivni.

Existuje mnoho motivaci pro definici quandlu. Nejproslulejsi je nejspise ta z
teorie uzl. Miizeme totiz obarvit oblouky uzlu pouzivajice prvky quandlu jako
barvy pod urcéitymi podminkami. Pocet obarveni je pak invariant a tii axiomy
quandlu poté koresponduji v ur¢itém smyslu s Redeimeisterovymi pohyby [1J.

V této préaci se budeme soustiedit na zakladni priklady quandli odvozenych z
grup, jejichz operace * je definovana pomoci vybraného grupového automorfismu
f pro z,y € Q nasledovné z *y = xf(x)"' f(y). Tyto quandly budeme nazyvat
principalni. Pro tyto quandly nas bude zajimat situace, kdy nastava, ze jsou dva
rizné principalni quandly nad stejnou grupou izomorfni vzhledem k operaci *.
Tento problém je prozkoumany pro pripad principalnich quandli nad abelovskou
grupou ([2], [3]), ¢astecné nad symetrickou grupou [4] a pro specidlni pripad
quandli, které jsou principalni a souvislé zaroven. Pro tyto principalni a souvislé
quandly mame ekvivalentni podminku, kterd nam tika, ze jsou izomorfni pravé
tehdy, kdyz jsou automorfismy definujici jejich quandlovou operaci konjugované
(viz Véta . My se v praci zamérime na pripad, kdy quandly souvislé nejsou a
odvodime obecnou vétu (Véta , ktera abstraktné charakterizuje, kdy jsou dva
obecné principalni quandly izomorfni i v pripadé, Ze jsou nesouvislé. Vétu poté
ilustrujeme na principalnich quandlech nad dihedralnimi grupami.

1.2 Souhrn prace

V prvni kapitole se soustiedime na zakladni vlastnosti quandli. Zavedeme
si dilezité pojmy a ukazeme si charakterizaci souvislosti principalnich quandla
(Tvrzeni , kterd nam pomuze vytesit problém izomorfismu pro souvislé princi-
palni quandly.

Ve druhé kapitole nalezneme teseni problému izomorfismu pro souvislé princi-
péln{ quandly (Véta[l2)) a hlavni visledek této prace (Véta[l3), ktery fesi problém
izomorfismu pro obecné principalni quandly.

Tteti kapitolu za¢neme jednoduchym cvic¢enim z teorie grup, coz budou sekce
o vlastnostech dihedralnich grup a vlastnostech grup automorfismi dihedralnich
grup. To ndm pomuze nalézt charakterizaci tiid konjugace grupy automorfismii di-
hedralnich grup. Tento fakt potirebujeme k tomu, abychom mohli vyloucit pripad,
kdy jsou quandly izomorfni z jiz zndmé teorie (viz Lemma @ Nakonec odvodime
castecné teseni problému izomorfismu pro principalni quandly na dihedralnich
grupach. Jako dusledek predeslé teorie dostaneme tplnou klasifikaci pro pripad
dihedrélnich grup Ds,, kde p je prvocislo (Disledek a pro dihedralni grupu
Dg (Tvrzeni . Dojdeme k tomu, ze v D,, klasifikace odpovid4d konjugaci v
Aut(D,,) a ve Dg najdeme izomorfni quandly s navzdjem nekonjugovanymi au-
tomorfismy.



Prace vychazi ze zdkladu teorie quandla tak, jak je popsana napiiklad v [5].
Poznamenejme, ze vSechny dikazy celé prace byly zpracovany samostatné. Ne-
kterd tvrzeni jsou zndma (Kapitola[I]od Sekce[l.4] Tvrzeni[§] Véta[l2] Sekee[3.2]
Sekce , ale stézejni tvrzeni byla nalezena samostatné s diilezitymi poznatky a

radami vedouciho prace (Lemma Véta , Disledek , Sekce , Sekce .

1.3 Znacdeni

Pro G grupu zna¢ime Aut(G) mnozinu vsech grupovych automorfismu grupy G.
Homomorfismus mezi grupami G,H budeme vzdy, pokud nenapiseme explicitné
jinak, znacit pomoci malych latinskych pismen, napriklad

h:G— H.

Fakt, ze grupa G je podgrupou H, budeme znacit nasledovné G < H.
Fakt, ze grupa G je izomorfni grupé H, budeme znacit nasledovné G ~ H.

Jednotkovy prvek obecné grupy G budeme znacit e.

Méjme mnozinu M prvka G, pak grupu, generovanou prvky M, budeme znacit
(M).

1.4 Zavedeni quandli a quandlovych homomor-
fismt

Definice 1 (quandle). Duvojici (Q,*) nazveme quandle, pokud Q) je mnozina a *
je bindrni operace splnujici ndasledujict

1. axa=a pro vSechna a € Q,
2. ax(bxc)=(axb)x(axc) pro vSechna a,b,c € Q,
3. Pro vsechna a,b € Q existuje prave jedno x € Q) takové, Ze a x x = b.

Priklad. Jednoduchy znamy priklad quandlu je konjugacéni quandle. Jedné o si-
tuaci, kdy méame grupu G a konjugacni quandle je pak @ = (G, *), kde operace x*
je pro z,y € G definovana nésledovné x * y = xyx~!. Axiomy lze snadno ovéfit.

Definice 2 (Quandlovy homomorfismus). Méjme quandly (Q1,*1), (Q2, *2), Tek-
neme, Ze zobrazeni

a:Qr— Q

je quandlovy homomorfismus, jestlize pro vsechna x,y € Q1 plati



a(zx y) = a(z) 2 aly).

Pokud je o bijekce, tak ho budeme nazyvat quandlovy izomorfismus. Grupu gene-
rovanou vsemi quandlovymi izomorfismy budeme znacit

Aut(Q).

Quandlové homomorfismy budeme naddle znacit reckymi pismeny a fakt, Ze jsou
quandly (Q1,*1), (Q2, *2) izomorfni, budeme znacit

Q1 ~ Q.

Definice 3 (Leva translace). Méjme quandle (Q, %), pak levou translaci prukem
a € (Q, ) myslime zobrazeni

Ly:Q—Q, v+ axux.

Ddle si oznacime

(L, : a € Q) := LMIt(Q).
Lemma 1. Méjme quandle (Q,*), pak plati

LMIt(Q) < Aut(Q).

Dikaz. 7 tretiho bodu definice quandlu plati, ze L, jsou prosté a surjektivni
zobrazeni do sebe sama. Navic je zobrazeni quandlovy homomorfismus, protoze
diky druhého bodu definice quandlu plati

Lo(y*2) = Lo(y) * La(2).

]

Definice 4 (Prava translace). Méjme quandle (Q, %), pak pravou translaci pro-
kem a € (Q, *) myslime zobrazend

P,:Q—Q, x—zxa.

Tvrzeni 2 (Invariantni vlastnosti quandlu). Méjme quandlovy izomorfismus a :
Q1 — Qo mezi quandly QQ1, Q2, pak pro a plati

(1) HLaia € Qu}| = [{La;a € @2},
(2) ord(Lq) = ord(La(a))-

Dukaz.



(1) Pro spor predpokladejme, Ze ()3 ma méné levych translaci nez Q). Pro levou
translaci L, na @1 a pro libovolné = € G plati, ze a(L,(x)) = a(a *x ) =
ala)*a(x), a tedy levé translace L, se zobrazi po prvcich na levou translaci
L (q) na quandlu Q2. Kdyby tedy bylo v Q2 méné levych translaci, pak by
se dvé ruzné levé translace L,, L, na ()1 musely zobrazit na jednu stejnou
levou translaci La@) = Lap) Da @2, a tedy by platilo Ly = Law) pro
Ly, # Ly, coz je spor, protoze by existovalo x € G takové, ze

Ly(z) = (a*xx) # (bxx) = Ly(x)

a zaroven
alaxx) = a(bx*x),

takze by se nejednalo o quandlovy izomorfismus, jelikoz by zobrazeni nebylo
prosté.

(2) Pfimo plyne z homomorfni vlastnosti, jelikoz mame, ze pokud pro kazdé
re€Gplati axa*xax...xx = x, pak plati také

ala) * ala) * a(a)...a(r) =alaxaxax*..xz) = o).

1.5 Souvislé a principalni quandly

Definice 5 (Souvisly quandle). Quandle Q = (Q,*) nazveme souvisly, pokud
LMIt(Q) piisobi na Q tranzitivné.

Definice 6 (Principalni quandle). Dvojici Q = (G, f), kde G je grupa, f € Aut(G)
a f tvori bindrni operaci definovanou pro a,b € G ndsledovné

axb=af(a)" f(b),
nazveme principdlni quandle.

Lemma 3. Principdlni quandle splnuje definici quandlu.

Diikaz.
« Ove&time prvnf bod definice. Madme a * a = af(a)™ f(a) =

e Pro druhy bod mame

ax (bxc)=af(a)”" fO)F((f(]))f(f(c))

a zaroven

tudiz jsme dosli k rovnosti.



e Pro libovolné zvolené pevné a,b € @ zvolime za z prvek f~!(f(a)a'b), pak
skutecné plati

axz=af(a) F(f (fla)a'b)) = b,

a tedy takové x skutecné existuje. Dokazeme, 7Ze je jednoznacené urceno.
Kdyby pro = # y platilo

axxr=axy=>0,

pak
af(a)™ f(z) = af(a)" f(y),

ale pokud rovnost zleva vynasobime (af(a)~!)™!, tak dostaneme

a tudiz, jelikoz je f grupovy automorfismus, mame

T =1.

1.6 Charakterizace souvislosti principalnich
quandli

Znaceni. Pro tuto podsekci si oznac¢ime pro principalni quandle @ = Q(G,f)

M:= (zf(z) L2 € G).

Lemma 4. Méjme QQ = Q(G, f) principdlni quandle, pak pro libovolnou translaci
L, plat?
L' (z) =af '(a ).

Diikaz. Z definice pro x € G libovolné méame L,(x) = af(a)~' f(x), a plati

af Ha 'La(z)) = af ta taf(a) M f(2)) = 2,

a tedy plati nase tvrzeni.

[]

Lemma 5. Méjme @ = Q(G,f) principdlni quandle, pak pro m € M| plati, Ze
proky f(m), f~'(m) € ML
Diikaz. Prvky m €Ml jsou tvaru
k .
m = H(aif(ai)il)ljuai € Qaij € {+17 _1}
i=1

Nalezneme a;, tak aby pro m libovolné, které je tvaru vyse, platilo

f(m), f~1(m) el



(m) = T1%, (f(a;) f(f(a;)~"))% €Ml protoze miizeme zvolit misto a; prvek
“Ym) =1, (fY(a;)(a;) ') €Ml protoze mtizeme zvolit misto a; prvek

Poznamenejme, Ze pouzivame faktu, Ze f, f~1 jsou grupové automorfismy.

]

Lemma 6. Méjme @ = Q(G,f) principalni quandle, pak pro libovolné o €
LMIt(Q) plati o(M]) C ML

Diikaz.  Libovolné o € LMIt(Q) je slozeni L, a L;! pro rizné a € Q a tyto
zobrazeni zobrazi m € [Mlna prvek z[M] protoze

e L,(m)=af(a)"'f(m) € M podle Lemma [3]
e L7t m)=afYa'm)=afHa ) f(m) M,

kde v prvnf rovnosti vyuzivime Lemma [4] a poté v inkluzi vyuZivime Lemma 3]
faktu, Ze M| je grupa a toho, Ze af~'(a=') € Ml coZ plati, protoZe je to inverz
prvku zf(z)™' €M pro x = f~!(a).
Celkové tedy mame, Ze i slozeni téchto zobrazeni zobrazi m na prvek z [M]
O

Lemma 7. Méjme Q@ = Q(G,f) principalni quandle, pak pro libovolné o €
LMIt(Q) plati foa,ao f~1 e LMIt(Q).

Diikaz. Tvrzeni staéi dokdzat pro generdtory, a tedy méjme L, € LMIt(Q), pak
plati
f © La - Le o Lav

protoze pro kazdé z € Q plati L.(z) = ef(e) ' f(z) = f(x), tedy foa € LMIt(Q).
Druh4 ¢ast tvrzeni je inverz pro f o a1, takZze tam musi byt, jelikoz LMIt(Q) je
podgrupa podle Lemma [I}

m

Tvrzeni 8 (Ekvivalence pro souvislost principalnich quandli). Méjme principdlnid
quandle Q = Q(G.,f), pak je souvisly pravé tehdy, kdyz plati rovnost

(wf(x) 2 e @) =G.

Diikaz.

(=)

Nejprve méjme g € G libovolné, chceme dokazat, ze plati

g € M= (zf(x) ;2 € G). ProtoZe je @ souvisly miZzeme zvolit a € LMIt(Q)
takové, Ze a(e) = g, ale a(e) € LMIt(Q) podle Lemma [6] a tedy plati rovnost z
tvrzeni.



(«<)

Méjme g, m € G libovolné, chceme dokazat, ze existuje a € LMIt(Q), takové,
ze a(m) = g. Staci ovSem, pokud nalezneme o € LMIt(Q), takové, ze a(e) = g.
Pokud se ndm toto povede pro libovolné g, pak 5 € LMIt(Q) takové, ze 5(m) =
g bychom nasli sloZenim inverzu y~! € LMIt(Q) takového, ze y(e) = m a a.
Poznamenejme, ze podle tvrzeni je g tvaru

k

g=[[(aif(a:)")", a; € Q,j; € {+1,-1}.

=1

Zvolime « takové, ze

@) = (Lo 0 f 0 L a0 f P 0 DSy o P 0 Lty ) (@),

f71(a f792(a FR=1(ay_q 7k (ag

pak mame

a(€) = (Lo o) O 77 0 Liagagy 0 f 7% 0 Ly g,y 0 ST 0 L) (€),
coz je ekvivalentni.

ale) = (a1 * e)’ (ag * €)...(ap_1 * e)*1(ay * €)™ = g.

Navic zfejmé o € LMIt(Q), a tedy jsme dokézali tvrzeni.



2. Problém izomorfismu pro
principalni quandly

Problémem izomorfismu myslime to, ze mame quandly )1, Q)2 a chceme védét,
kdy plati, Ze jsou quandlové izomorfni ()7 ~ (5. V nasem pripadé prozkouméame
principalni quandly a budeme se snazit najit charakterizaci pripadu, kdy jsou
navzajem izomorfni, pomoci grupovych vlastnosti.

Lemma 9. Méjme principdlni quandly Q(G,f),Q(G,q), pak jestlize existuje h €
Aut(G) takové, Ze hfh™' = g, pak plati

Q(G,f) ~Q(G.g).

Diikaz. Ukazeme, ze h je hledany izomorfismus. Jelikoz se jedna o automorfismus,
tak je prosty a na. Ovérime homomorfni vlastnost. Méjme x,y € G, pak plati

h(z xy) = h(zf(2)"" f(y) = h(@)h(f(2)")h(f(y)) = h(z)gh(z"")gh(y)

= h(x) * h(y).
[

Lemma 10. Méjme principalni quandly Q(G,f), Q(G,g) a zobrazeni o : G — G,
pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentnd.

(i) Plati, Ze o je quandlovy izomorfismus mezi Q(G,f) a Q(G,g) takovy, Ze

ale) =e.
(i) Pro « plati

(1) g=ao foa™t,
(2) a(zf(x)™") = a(z)a(f(x)™!, v €G,
(3) a(mz) = a(m)a(z) prox € Gym e (zf(x)" !z € G).
Diikaz.
(i) = (i)
Nejprve ukazeme pro dikaz prvni vlastnosti ekvivalentné, ze ao f = goa, protoze
pro kazdé x € G mame

a(f(z)) = alex z) = ale) x a(z) = ale)g(ale)) ' g(a(z)) = gla(z)).
Nyni si vSimnéme pro ditkaz druhé vlastnosti, ze plati
alzf(z)" fe)) = alz * e) = a(z) * ale) = a(z)g(a(z)) " g(ale))
Sla@)a(f(@) ™.

Nakonec treti vlastnost také plati. Oznac¢me
H={ueG:a(uz) =a(u)a(z)Vz € G}.

Ukazeme, ze H je podgrupa G.



« Plati e € H, protoze a(ez) = a(z) = a(e)a(z).
o Pokud z,y € H, pak plati xy € H, protoze pro kazdé z € G mame
a(zy2) = a(@)alyz) = alw)a(y)a(z) = aley)alz).
o Také pokud x € H, pak 7! € H, protoze
a(zz™) = a(z)a(z™) = ale) = e = a(z)a(z) ™,
kde v prvni rovnosti vyuzivam toho, ze x € H. Mame tudiz
alz™) = a(z)™
a zaroven plati
a(z) = a(z)a(z) ta(z) = alzz™'2) = alr)a(z™'2).
Pokud rovnost nyni vynasobime pomoci a(x)~! zleva, tak mame pro kazdé

z € (G rovnost
1

a(z7'2) = alzH)a(z),
a tedy = € H z ¢ehoz plyne, Ze H je podgrupa G.

Nyni si véimnéme, 7e plati
a(zf(2)7 f(y)) = a(z xy) = a(z) * ay) = a(z)g(a(z)) " g(aly))
= a(z)a(f(x)) " a(f(y)).
Specidlng pro ¢ = e mame rovnost
a(zf(z)™) = a(@)a(f(z) "
Diky této rovnosti miizeme odvodit, ze
zf(z)™" € H,
protoze plati
a(zf(2)7' f(y)) = alz) * aly) = a(z)g(a(z)) " g(a(y))
= a(z)a(f(z)) " al(f(y) = alz(f(2)))alf(y))

pro y € G, kde ve druhé rovnosti vyuzivame toho, ze a o f = g o @ a v posledni
rovnosti vyuzivame odvozené rovnosti vyse, navic f je grupovy automorfismus,
specidlné je tedy na, takze skutecné plati zf(x)~! € H. Celkové jsme dokdzali,
ze (zf(z)"',x € G) C H, a tedy plati tieti vlastnost.

(id) = (i)

Abychom ukéazali, Ze « je skutecné quandlovy homomorfismus, tak staci nahléd-
nout pomoci vlastnosti, ze

a(z *y) = alef(2) " fy) D a(e(f(2) Na(f(y) Da(@)a(f(@)  al(f(y)

9



(@] -
= a(z)g(a(x)) " glaly)) = alz) * aly),
kde ve druhé rovnosti jsme vyuzili tfeti vlastnost, ve treti rovnosti druhou vlast-

nost a ve ¢tvrté rovnosti prvni vlastnost. Také pro a musi platit podle druhé
vlastnosti nasledujici

a tedy musi platit, a(e) = e.
[l

Lemma 11. Jestlize jsou principdlni quandly Q(G,f),Q(G,q) quandlové izo-
morfni, pak existuje quandlovy izomorfismus o : G — G takovy, Ze

ale) =e.

Diikaz. Méjme libovolny quandlovy izomorfismus w : G — G a necht w(a) = e.
Pokud a = e, tak jsme hotovi, jinak definujme zobrazeni

B:Q(G.f) = Q(G.f), w ax.

Plati, Zze 3 je quandlovy automorfismus, protoze
Bla ) = Blef(2) ™ f(y) = azf ()" () = arf(a'y) = axf(a"a " ay)
— axflaz) flay) = B(x) * Bly).

Navic je 3 leva grupova translace, a tedy je specidlné bijekci. Nyni pokud oznac¢ime

Y i=wop,

tak plati v(e) = w(a) = e a zaroven se jednd o quandlovy izomorfismus, jelikoz
mame slozeni quandlovych izomorfismii.

]

Véta 12 (Charakterizace izomorfismu souvislych principdlnich quandli). Méjme

souvislé principdlni quandly Q(G,f), Q(G,q), pak plati Q(G,f) ~ Q(G,g) prdvé
tehdy, kdy? existuje h € Aut(G) takové, Ze hfh™' = g.

Dukacz.

(<)

Plyne piimo z Lemmatu [0

(=)

Diky Lemmatu [11] miZeme zvolit quandlovy izomorfismus takovy, Ze h(e) = h(e),
pak 7z Lemmatu [10| vime z tieti podminky, Ze pro x € G,m € (zf(z) !,z € G)

plati
h(mx) = h(m)h(z).

Z Tvrzeni |8 oviem méame, Ze z f(x) ™! generuji celou grupu G, a tedy je h grupovy
automorfismus, protoze (zf(z)™',z € G) = G.
O
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Véta 13 (Charakterizace izomorfismu obecnych principélnich quandli). Méjme

dva principdlni quandly Q1 = Q(G,f), Qs = Q(G,g), pak plati Q1 ~ Qo prdvé
tehdy, kdyz existuje zobrazeni o : G — G takové, Ze

(1) g=ao foa™,

(2) a(zf(z)™") = a(z)a(f(z)™!, v € G,

(3) a(mz) = a(m)a(x) prox € Gym € (zf(x)~ !z € G).
Dikaz. Podle Lemma plati, ze pokud jsou quandly izomorfni, pak existuje
quandlovy izomorfismus « takovy, ze a(e) = e, a tedy podminka (i) Lemma

je ekvivalentni s existenci libovolného quandlového izomorfismu, a tedy plati tvr-
zeni.

]

Lemma 14 (Charakterizace operace principalniho quandlu pomoci translaci).
Meéjme Q = Q(G, f) principdlni quandle, pak pro vsechny a,b € G plati rovnost

axb= P.(a)L.(b).

Diikaz. Snadno ovérime, ze

a*b=(af(a)”")(f(b)) = (axe)(e*a) = Pe(a)Le(b).
O

Disledek 15 (Charakterizace quandlového izomorfismu na principalnich quan-
dlech). Mé&jme dva principdini quandly Q1 = Q(G,f), Q2 = Q(G,9) a oznacme
P91, PQ2 pravou translaci pomoci proku e v quandlu Qy, respektivé Qy a LY, L9?
levou translaci pomoct prvku e v quandlu @1, respektive QQs, pak bijekce o : Q1 —
Q2 je quandlovy izomorfismus takovy, Ze a(e) = e pravé tehdy, kdyz plati pod-
minky

(1) P9 =qoP% oa™!,
(2) L9 =ao L@ o™t
(3) a(mz) = a(m)a(z) prox € G,m € {zf(x)™,z € G}.

Dukaz.

(=)
Pro pravou translaci P¢* mdme pro a € G libovolné

(PP (a)) = afa x €) = a(a) * ae) = P*(a(a)).
Pro levou translaci L2' méme pro a € G libovolné
oL (a)) = afe + a) = ale) * ala) = L (a(a)).

Jelikoz a € G bylo libovolné, tak rovnosti plati na defini¢cnim oboru, a tedy plati
prvni dvé rovnosti ze tvrzeni. Treti rovnost je specidlni pripad tfeti podminky
Lemma, 10l

11



(<)
Pokud plati podminky, tak mame pro libovolné a,b € G rovnost

alaxb) Lemma 14 al(axe)(exa)) (63 alaxe)a(exa) (a(a) xa(e))(ale) * ala))

Lemma (14 ala) x a(b),

kde ve prvni rovnosti vyuzivame Lemma ve druhé rovnosti vyuzivame pod-
minku , ve treti rovnosti pouzivame podminku a a ve Ctvrté rovnosti
vyuzivime Lemmal[I4] Celkové tedy mame bijekei, kterd je homomorfismus, takze
je 1 izomorfismus. Navic a(e) = e, protoze podle podminky mame

a(e) = alef(e)™) = ale)ale).

Z ¢ehoz plyne a(e) = e.
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3. Problém izomorfismu pro
principalni quandly na
dihedralnich grupach

3.1 Znaceni

Pro celou préaci dihedralni grupu o 2n prvcich znac¢ime Dy, a predpokldadame
n > 2 prirozené. Rotaci o a vrcholiit doprava znacime 7, specidlné r! = r. Sklad4ni
prvkil di, ds € Ds,, budeme zapisovat jako nasobeni

dg O d1 == d1d27

specidlné pro rotace r?, r°, budeme znacit

’T‘b ord — T‘a’l"b — ra+b mod(n) — ra—&-b.

Reflexe znacime cr®, kde ¢ je nami vybrana pevna reflexe a a € 7, a identitu
budeme znaéit podle potieby jako id nebo jako triviadlni rotaci o 0 kroki r°.

Znacenim ¢(n) standardné myslime Eulerovu funkci.

Semidirektni soucin grup G, H znac¢ime
G x, H,

kde w je grupovy homomorfismus w : H — Aut(G).
Zbytek znaceni zustava stejny jako v minulé kapitole.

3.2 Vlastnosti dihedralnich grup

Lemma 16 (Generdtory dihedrélnich grup a vlastnosti sklddani prvka). Pro
dihedrdlni grupu Do, plati
Dy, = {1°.c),

kde b € {0,1..n — 1} takové, Ze NSD(b,n) =1 a c je libovolna reflexe.

Diikaz. Mame NSD(b,n) = 1, a tedy miiZeme pomoci r® nagenerovat kazdou

rotaci %, a € {0, 1..n— 1}, jelikoZ skladdni rotaci je izomorfni s¢itdani modulo Z,.
Kazd4 z téchto rotaci generuje podgrupu velikosti n, a tudiZ plati (r°,c) = Ds,,
jelikoz dostaneme podgrupu radu vyssiho nez polovina radu celé grupy.

m

Pozorovani 17 (Vlastnosti skladani prvkia dihedralni grupy). SloZeni dvou re-
flexi je rotace a pro libovolnou rotaci r* a € {0,1..n — 1} a reflexi ¢ plati cr*c =
ro.

13



Diikaz. Slozeni dvou reflexi je rotace, protoze plati, Ze determinant matice reflexi
je —1, rotaci je 1. Slozeni dvou reflexi odpovida souc¢inu dvou matic a z véty o
determinantu souc¢inu matic dostaneme tvrzeni, navic plati cr*cr® = id, protoze

cr® je reflexe a ta ma vzdy rad 2.
O

3.3 Grupy automorfismi dihedralnich grup

V této sekci jsou vSechny homomorfismy grupové.

Lemma 18. Automorfismy f € Aut(Da,) jsou pravé homomorfismy fup takové,
ze
fap: Do = Doy, 71" crser®

kde a,b € {0,1...n — 1} a zdroveri NSD(b,n) = 1.

Diikaz. Ukézeme, ze libovolny automorfismus f zobrazuje reflexi na reflexi a
rotaci na rotaci. Toto plati, jelikoz ord(r) = n a v grupé Ds, maji fad n pouze
rotace 7°,b € {0, 1...n—1} takové, Ze NSD(b,n) = 1, a tedy kaZdou rotaci mizeme
nagenerovat pomoci mocnéni obrazu f(r), protoze automorfismy zachovavaji rad
prvkl. Nyni ukazeme, ze kazdé takové zobrazeni

fap i Dap — Doy, 7+ rb; c—cr?,

kde a,b € {0,1..n — 1} a zaroven NSD(b,n) = 1, které je na zbytku prvki
homomorfné zadefinovano je automorfismus.
Pro dvé rotace je zobrazeni homomorfni, protoze

Fap(r™ ™) = P = foy (™) fap (7).
Pro dvé reflexe je zobrazeni homomorfni, jelikoz
fap(er™er™) = cr®r™™er®r®™ = £, (cr™) fap(cr™).
Nakonec pro rotaci a reflexi plati
Fap(cr™r™) = fap(cr™™) = crapb(mtn) — cpapbmpbn — £ (cr™) o0 (1™).

Z ¢ehoz mame, ze se skutecné jedna o homomorfismus. Tento homomorfismus je
zrejmeé na, protoze generatory se zobrazi na generatory. Prostota plyne z toho, Ze
kazdé rotaci je prifazena pravé jedna rotace a toto prifazeni odpovida translaci
prvkem Z; na prvcich grupy Z,, jelikoz podgrupa rotaci grupy Dy, je izomorfni
grupé Z, a takové prirazeni je automorfismus, specidlné je tedy prosté. U reflexi
musi platit to samé, jelikoz si kazdou reflexi mizeme vyjadrit jako slozeni jedné
pevné reflexe s vhodnou rotaci.

]

Dusledek 19. Plati

Aut(Dan)| = no(n) = |Zn||Z7].
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Poznamka 1. Naddle aZ do konce prdice budeme znacit stejné jako ve zneni
Lemma automorfismy na dihedrdlnich grupdch fq.

Véta 20 (Izomorfismus grupy automorfismu dihedrélnich grup). Mezi ndsledugji-
cimi grupamsi plati vztah izomorfismu

Aut(Dyy,) ~ 7, ¥, 7,
kde grupovd operace semidirektniho soucinu je definovand nasledovné
(a,b)  (e.d) = (a + be.bd),

kde a,c € Z,, a b,d € Z;. Nakonec grupovy homomorfismus w je definovan ndsle-
dovné
w: Zy — Aut(Z,), b f;

f:Z, —7Z,, aw ba.

Diikaz. Nejprve se podivame na to, jak funguje skladani prvka v Aut(Ds,).
Méjme fop,fea € Aut(Da,), pak plati

fa,b(fc,d(r)) = fa,b(rd) = rbda
fap(fea(c)) = fap(er®) = fap(c) fap(r) = crr? = ertte,
Nyni méjme Z,, X, Z, dokdzeme, ze w je spravné definovany. Zobrazeni w pri-
radi prvku b € Z — f € Aut(Z,), kde f(a) = ba,a € Z,, a tedy obraz prvku
je skuteéné automorfismus, jelikoz se jedna o levou translaci generatorem. Na-

vic se ziejmé jednd o homomorfismus, jelikoz w(1)(a) = a a w(bd)(c) = bde =

w(b)(w(d)(c)).

Nyni najdeme izomorfismus mezi dvémi grupami, zvolme
II : Aut(DQH) — Zn Ao Z;, fi,k — (Z,k?)

Ukéazeme, ze II je izomorfismus. Plati nasledujici

H(fa,b) = (a,b),
H(fc,d) = (C,d),
T(fop 0 foa) BRE2 (@ + bebd) = (a,d) * (c,d),

protoze Z je komutativni. Navic pokud (a,b) = (¢,d), pak se zobrazeni f, 4, fea
rovnaji na generatorech, tudiz jsou si rovné. Z tohoto plyne, Ze II je prosté a
ziejmé je také na, protoze je to prosté zobrazeni mezi stejné mohutnymi mnozi-
nami podle Dusledku [19]

m

Poznamka 2. Naddle aZ do konce prace budeme myslet semidirektnim soucinem
L Xy, L, ten z Véty 20

Pozorovani 21. Inverz proku (a,b) v grupé Z,, X, Z7 je tvaru (—b~ta,b™1).
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Diikaz. P¥mym vypoctem plati (a,b)*(—b"ta,b™1) = (a+b(—=b"1a),bb™ ') = (0,1).
[l

Tvrzeni 22 (Tridy konjugace automorfismi dihedréalnich grup). Méjme Z,, %, Z,
pak prvek (c,d) je ve stejné konjugacni tride jako prvek (a,b) pravé tehdy, kdyz
d = b a zaroven plati

ce(a+(b—1)Z,)Z;,.

Dukaz. Plati, Ze (a,b), (c,d) jsou konjugované pravé tehdy, kdyz existuje (z,y)
takové, ze
(a,0)(z,y) = (z.y)(c,d),

coz nastava prave tehdy, kdyz
(a+ bz, by) = (z + ycyd),

ovsem Z; je abelovska grupa, a tedy prava slozka by = yd je ekvivalentni s b = d,
protoze y nemuze byt nulové. Pro levou slozku rovnosti plati

a+ bx = x + yc,
coz si muzeme ekvivalentné upravit na
c=(a+br—z)y™ = (a+(b—1ax)y ",
jelikoz y € Z}, a tedy celkove
(a + bz, by) = (z + yc,yd)

nastava prave tehdy, kdyz b = d a zaroven plati, Ze existuje x € Z,,y € Z,
takové, Ze ¢ = (a + (b — 1)x)y ™!, coZ existuji pravé tehdy, kdyZ

ce(a+(b—1)Z,)Z:.
0

Disledek 23. Méjme Z, X, Z;, pro p prvocislo, pak prvek (c,d) # (0,1) je ve
stejné konjugacni tridé jako jinyg prvek (a,b) # (0,1) prdave tehdy, kdyz d = b.
Prvek (0,1) je v konjugacni tridé sam.

Dukaz. Primy disledek Tvrzeni 22

O
Pro znazornéni si tedy muzeme tridy ekvivalnece znazornit v nasledujici tabulce,
kde tadky ndm urcuji prvni slozku a sloupce druhou slozku a pismeny oznacime
rizné konjugacni tridy.
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12 (>-1)
0 A[C]|D X
1 B|[C|D X
B|C|D X
1) [B|C[D X

3.4 Vlastnosti principalnich quandli na
dihedralnich grupach

Znacend. Principalni quandle Q(Da,, f.p) budeme nadéle znacit @, 5, navic pro
principalni quandle @), ; oznacime

M,y = <xfa,b(x)’1;a: € Dy,) = Da,.

Tvrzeni 24. Méjme principdlni quandle Qup = Q(Dan, fap), pak pro vsechna
x € Dy, plati xfop(x)~" je rotace a riznych levijch translact je tedy mazimdiné
n.

Diikaz. Pro automorfismus f, 3 musi platit podle Lemma [I8] Ze rotace se zobrazi
na rotaci a reflexe na reflexi z ¢ehoz plyne, Ze pro rotaci z plati zf,,(z)™! je
rotace, jelikoZ inverz rotace je rotace a pro reflexi x plati zf,,(x)™" je rotace,
protoze inverz reflexe je stejna reflexe a slozeni dvou reflexi je vzdy rotace podle
Pozorovani . Celkové tedy méame, Ze zf,,(x)~! jsou pouze rotace.

]

Tvrzeni 25. Méjme principdlni quandle Qup = Q(Day, fap), pak tento quandle
neni souvisly pro zZadné n € N,n > 2.

Diikaz. Dokazeme sporem pomoci Tvrzeni |8 tak, ze vyvratime ekvivalentni pod-
minku. Kdyby totiz platilo
Ma,b = D2n7

pak reflexe ¢ € M,,, ale xfmb(m)*l je rotace pro vsechna xz € Dy, a inverzem
rotace dostaneme opét rotaci a sklddani rotaci ndm da opét rotaci, tedy plati

Ma,b - <Ifa,b(l’)71;l’ S D2n> 7é D2n7
a tedy quandle @) neni souvisly.

]

Lemma 26. Méjme dihedrdini quandle Q. = Q(Day, fas), pak pro rotace r,r?
plati rix 17 = 7 x 1 prdavé tehdy, kdyZ pro reflexe cr',cr? plati cr x er? = crd x ert,
coz plati prave tehdy, kdyz nad Z,, plati rovnost

i(1— 2b) = j(1 — 2b).

Nikdy neplati pro reflexi a rotaci rovnost r* * crd = crd  ri.
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Dukaz.

e Pro dvé rotace mame rovnost r* x 7 = rJ x ' ekvivalentni rir bt =
rir=irb coz nastava prave tehdy, kdyz i — bi +bj = j — bj + bi z ¢ehoz jiz

dostévame rovnost z tvrzeni

i(1—2b) = j(1 — 2b).

e Pro dvé reflexe mame rovnost cr’ x cr/ = cr/ x cr' ekvivalentni rovnosti
cricratlicratti — cpicratbicratbi' coz miizeme ekvivalentné upravit na rov-
nost rir@tticrathi — p=ipetbicpatbi o7 podle Pozorovani |17 nastéava prave
tehdy, kdyz i —a—bi+a+bj = 7 —a—bj + a+ bi, coz jiz muzeme upravit
na rovnost z tvrzeni

i(1—2b) = j(1 — 2b).

o Mg&jme rotaci a reflexi, pak rovnost 7 x crf = crd x r® nastava pravé tehdy,
kdyz rir=Yeretti = crieretbirbi coz nemuize nastat, protoze na levé strané
mame rotaci a na pravé strané podle Pozorovani (17| reflexi a reflexe nikdy
nemuze byt rovna rotaci.

]

Priklad. Pomoci Lemma miuzeme snadno a rychle nahlédnout, Zze quandly
Q(D1s, fan1), Q(D1s, fe2), nejsou izomorfni pro zadné a, ¢ € Z,, protoze pro b =1
mame, ze nam nekomutuji zadné prvky nikdy, jelikoz rovnice —i = —j ma pouze
trivialni feseni ¢ = 7, ale pro b = 2 mame 6: = 65 a to méa reseni napriklad dvojice
(3,0),(0,6)..., a tedy nemohou byt quandly izomorfni. V nékterych piipadech
nam tedy muze Lemma 20 a jeho dusledek vyvratit moznost izomorfismu pro
celé skupiny quandli najednou.

Dusledek 27. Méjme dihedrdlni quandle Q = Q(Day, fup), T,y € Dop,x # v,
pak pron = 2%, kde k € N mdme

TRy F Yk

Diikaz. Pro n = 2¥ mdme jako moZnosti b pouze lichd ¢&isla, ale pak (1 — 2b)
je liché ¢islo a to je v Zgr generatorem, jehoz grupova leva i prava translace je
bijekce a specidlné je prostd, a tedy rovnost z prechoziho Lemma 26| nastava pravée
tehdy, kdyz i = j.

O

Lemma 28. Méjme dihedrdlni quandle Qup = Q(Day, fap), pak plati, Ze pro
levou translaci L,: danou rotaci r® a pro kaZdé x € Do, plati

Lyi(z) = =Yg, (x)
a pro levou translaci L., danou reflexi cr' a pro kaZdé x € Do, plati

Lei(z) = r“”b’l)ifa,b(:c).
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Diikaz  Staéi nahlédnout, Ze pro rotaci r® mame
Lyi(x) =1 s x =1 fo 5 (r)) " fap(z) = 7r 7 foy(z) = 107D f, ().
Pro reflexi cr® pak mame

Le.i(z) = crifmb(cri)fa,b(x) = cricr“rbifa,b(x) = r‘”(b_l)ifa,b(x).

O

Disledek 29. Méjme dihedrdlni quandle Qqp = Q(Dan, fap), pak pro libovolnou
rotaci r* plati ‘ ' ‘
rlfa,b(T’L)*l — T(lfb)z

a pro libovolnou reflexi cr® plati
et fap(cer’) ™t = pat D1
Specidlné mame, Ze pokud b # 1, pak pro n = p prvocislo je mnozina

{wfap(x) 2 € Doy} = {r',i € {0,1,....p — 1}}.

Disledek 30. Méjme Qup = Q(Dan, fap), pak pocet levych translaci quandlu
Qap je roven velikosti mnoziny [{(1 — b)Z,} U{a + (b —1)Z,}|.

3.5 ReSeni problému izomorfismu pro nékteré
dihedralni quandly

Disledek 31. Méjme principalni quandly
Qa,b - Q(DQpa fa,b)a Qc,d = Q<D2p7 fc,d); tCLkOUé, Ze b 7£ d7 pak pOkUd

{L,(€),x € Dyy, L, € LMIt(Qup)} = {zfap(z) ™", 2 € Doy}
={r',ic{0,1,...,p—1}}
= {zf.a(x) 2 € Dy} = {L.(e), 7 € Doy, L, € LMIt(Q..a)},

pak quandly Qup, Qc.a nejsou quandlové izomorfni.

Dikaz. Dokazeme sporem. Z Lemma [11] plyne, ze aby byly quandly quandlove
izomorfni, tak musi existovat quandlovy izomorfismus «, takovy, ze a(e) = e, a
tedy z podminky Véty |13| by a zizené na mnozinu rotaci bylo grupovym au-
tomorfismem. Zaroven plati, ze grupa automorfismii grupy rotaci je komutativni,
protoze je izomorfni Aut(Z,), a tedy z podminky Véty [13| mame, ze

fa,b = aofc,doa_l

a z komutativity a podminky tedy

fa,b(x) = fc,d(x)a

pro vsechny rotace x, a tedy b = d.
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Disledek 32. Méjme rozdilné principdlni quandly Qup = Q(Dayp, fap); Qed =
Q(Dap, fed), kde p je prvocislo, pak tyto quandly jsou quandlové izomorfni prave
tehdy, kdyZ b =d a zdroven fqp ani f.q neni identita.

Dukaz.

(<)

Rizné zobrazeni f,, fe.q jsou konjugované podle Disledku a Vety pravé
tehdy, kdyz b = d a zdroven plati, Zze ani jeden z dvojice f,4, fcq neni identita.
Specialné identita fy; je v konjugacni tiidé sama a quandly dané automorfismem
fa1, pro a # 0, jsou v jedné konjugacni tridé. Ostatni jsou ve stejné konjugacni
tridé pravé tehdy, kdyz b = d. Podle Véty [12] jsou vSechny navzajem konjugované
quandly quandlové izomorfni, ¢imz jsme dokazali tvrzeni.

(=)
Nyni sporem dokazeme, Ze pro 1 # b # d # 1 nejsou quandly (), 5, Q. q quandlové
izomorfni nikdy. Podle Tvrzeni[24]a Disledku 29 méme, ze prvky, které jsou tvaru
T fop(z)™! nebo tvaru zf, 4(z)~! jsou vsechny rotace a podle Diisledku [31] tedy
primo plyne, Ze quandlové izomorfni nejsou. Navic pokud je pravé jedno z dvojice
b,d rovno 1, pak nemohou byt izomorfni, protoze podle Disledku by mély
rizny pocet levych translaci, coz je podle Tvrzeni [2 invariant.

O

Tvrzeni 33. Nad grupou Dg je presné 5 trid ekvivalence vzhledem ke konjugaci
Aut(Dsg), ale presné 4 navzdjem neizomorfni quandly.

Diikaz. Najdeme feseni problému izomorfismu pro Dg. Nejprve nalezneme pomoci
Tvrzeni 22] konjugacni t¥idy grupy grupovych automorfismi Dg a dostaneme 5
riznych konjugacnich tiid, které si znazornime v tabulce, kde tadky nam ur-
¢uji hodnotu a automorfismu f,; a sloupce hodnotu 0. Pismeny poté oznacime
konjugacni tridy.

W QlE| = =
oliwllcllwiiy

WIN| D

Snadno se d4 pomoci Lemma 28| ovérit, Ze pocty levych translaci, coZ je inva-
riant podle Tvrzeni [2 vyfazuje moznosti, Ze by byly quandly s automorfismy v
konjugacnich tridach A, nebo E izomorfni s jakymikoliv jinymi quandly, protoze
pocet levych translaci quandla s automorfismem v konjugacni tiidé A je 1 a pocet
levych translaci quandli s automorfismem v konjugacni tridé E je 4. U ostatnich
quandlit mame pocet levych translaci roven 2.

Ukéazeme, ze quandly s automorfismem v B a automorfismem v C nejsou
izomorfni nikdy pomoci zastupci Q(Ds, f11), Q(Ds, f21). UkdZeme, Ze nejmensi
fad levé translace v quandlu Q(Ds, f21) je 2, ovSem v quandlu Q(Ds, f11) jsou
vsechny 1ady levé translace vyssi, a tedy podle Tvrzeni [2| nemohou byt izomorfni.
Podivame-li se na tad levé translace L,2 quandlu Q(Ds, f21), tak dostaneme, ze
fad je roven 2, protoZe pro obecnou rotaci r* mame

7,2 * 7"2 — ’1"2’1"727'2 — 7,_2
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a zaroven pro reflexi cr’ plati

2 2,.—2 2+i) —

. B _— , .
xcr') =r?x (r¥r2er T et ’

G r =cr,

ale zadnd translace quandlu Q(Ds, fo1) nema 1ad 2. Napiiklad vezmeme-li za-
stupce L., L., které jsou ziejmé rozdilné podle Lemma [28 tak pro libovolnou
reflexi cr? plati

ex (excr') =ex* (er'™h) = cer™? £ or'

a pro libovolnou rotaci r* plati
cx (cxr') = cx* (cer™h) = corr™ = "2 £yt

Nyni nakonec dokdzeme, ze quandly (Ds, fo1), (Ds, fo3) jsou quandlové izo-
morfni tak, Zze nalezneme vhodny quandlovy izomorfismus

a (DS,fQJ) — (Dg, f()’g), Oé(@) =e.

Diky Vété 13| podminky |(3)| vidime, Ze mus{ platit a(e) = e, a(r?) = r? a zdroven
se body urcujici stejnou levou translaci jako e, r? v quandlu (Ds, f21) musi zob-
razit v quandlu (Ds, fo3) na body urcujici stejnou levou translaci jako e, r?, coz
nam dava moznosti ¢, cr?. Navic si v§imnéme, Ze v obou quandlech plati rovnost
excrd = crexcr = crd, a tedy zkusime zadefinovat a(cr) = cr, a(cr?) = cr.
Zbytek uz mizeme zadefinovat pouze 4 moznostmi a dojdeme k feSeni

Q
®

Q

—~

ﬂw
~— T
Qﬂﬁ‘%gﬁﬁ(’b

o

N
N3

[
o - o

Q
3

R

alc) =r,

aler) = cr,
aler?) =13,
a(er?®) = cr’.

Toto Feseni navic sta¢i zkontrolovat na 2(2n — 1) = 14 jednoduchych rovnic
misto 64, protoze mame pouze dvé ruzné levé translace, které ndm uz jedno-
znacné urcuji celou strukturu quandlu, coz ndm dava 16 a dvé hodnoty jsou
nam znamé z idempotence. D4 se ru¢né ovérit, ze skuteéné pro vsechna x € Dg
plati a(e x x) = a(e) x a(z) a zaroven a(c * r) = a(c) * a(x), z ¢ehoz plyne,
ze jsou skutecné izomorfni, a tedy plati tvrzeni. Pro lepsi ndhlednost uvedeme
tabulky obou quandli. V prvni bunce vlevo nahore bude nazev quandlu. V prv-
nim neohraniceném levém sloupci budou pod nézvem prvky, oznac¢me je z;, kde
i € {1,...n}. Prvky prvniho neohrani¢eného radku za ndzvem quandlu oznac¢ime
yj, kde j € {1,..n}. V jiz plné ohranic¢ené bunce na pozici (7, j) bude hodnota
T * Y.
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Z.aver

Vidéli jsme, ze problém izomorfismu quandli je pro souvislé principalni quan-
dly praveé problém konjugace grupového automorfismu v grupé automorfismu (viz
Véta . Pro nesouvislé principalni quandly je problém fesen, ale véta je pod-

Také jsme si rozebrali nékteré priklady problému izomorfismu pro principalni
quandly na grupé D,,. Pro n prvocislo, prestoze se nejedna o souvisly quandle, je
charakterizace stejnd jako u souvislych quandla (viz Dusledek . Pro n obecné
je problém komplikovanéjsi, jak jsme si ukdzali na feseni Dg (Tvrzeni , kde
jsme explicitné nasli izomorfni principalni quandly, jejichz automorfismy, které
urcuji jejich quandlovou operaci, nejsou konjugované.

Prirozenou otézkou zlstava jak vytesit problém pro ostatni Ds,. Obzvlasté
zajimavé budou pravé Dsyn, protoze jsou nilpotentni. Také zlstava otazkou jak
vyTesit problém izomorfismu pro principalni quandly na rozdilnych grupéach.
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