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Uvod

Riesenie diofantickych rovnic, ¢ize hladanie rieSenia pre f(x;...z,) = 0 pre
nejaky polyném f, mé bohatt histériu. Rovnica 2% + 3y = 22 sa pouZiva pre
hladanie takzvanych pytagorejskych trojic. Pomocou Pellovej rovnice 22 — Dy? =
+1, kde D € N bezstvorcové, dokazeme najst jednotky kvadratickych rozsireni
Z[\/—D]. Jej riegenie dokazeme popisat pomocou retazovych zlomkov [I, Kapitola
2|. Zaujimavym pripadom tejto rovnice je aj rovnica z* + Dy* = 2% pomocou
ktorej dokazeme popisat takzvané zovseobecnené pytagorejské trojice.

V tejto praci sa budeme venovat rieseniu rovnice

|2* + Dy?| = 2 (1)

pre Tubovolné bezstvorcové D také, ze —D = 2,3 (mod 4). VSimnime si, Ze pre
volbu D = 1 dostavame pytagorejské trojice a pre D < 0 spolu s z = £1 méme
Pellovu rovnicu.

Existuje viac sposobov, ako mdzeme na rovnicu nahliadat. V hlavnom
zdroji prace, v ¢lanku Connections of class numbers to the group structure of ge-
neralized Pythagorean triples od autorov Jaklitscha, Martineza, Millera, a Muk-
herjeea [2], na rovnicu nahliadaji ako na kvadratickd formu reprezentujicu
¢islo 2% pre D > 0 také, ze —D = 2,3 (mod 4). Zaroven na 1iu moZeme nahlia-
dat ako na diofantickt rovnicu. V tejto praci budeme pracovat v kvadratickom
rozsfreni Q[v/—D] pre —D = 2,3 (mod 4) a jeho idedlovej triednej grupe.

V kapitole [I] tejto prace sa budeme venovat zavddzaniu zékladnych pojmov a
definic, vyslovime aj zakladné vety, ktoré k dalsiemu dokazovaniu budeme potre-
bovat.

Sekcia[L.1]je zamerand na zdkladné algebraické definicie. V sekcii[I.2 uvedieme
zakladné vlastnosti okruhu celistvych prvkov a vyslovime aj vetu [1.24] o rozklade
idedlov na prvoidedly.

KedZze autori ¢lanku [2] volia pristup cez kvadratické formy a my budeme
pracovat v idealoch okruhu celistvych prvkov kvadratického rozsirenia Q[v/—D]
pre —D = 2,3 (mod 4), tak v sekcii|l.3[uvedieme medzi tymito dvomi struktirami
zakladny vztah.

Sckcia [I.4] je venovana nédznaku zovSeobecnenia pre nie bezstvorcové D. Za-
vedieme pojem radu a uvedieme jeho zakladné vlastnosti spolu s pravidlami pre
pracu s nimi.

Kapitola [2] je zamerana na explicitné dokazovanie vety opisujicej struktiaru a
pocet rieseni rovnice . V kapitole dokazeme vetu o tvare ¢ pre riese-
nie (a,b,c) a zakladni vetu definujicu nevyhnutné podmienky pre existenciu
riesenia.

Sekcia je venovand faktorizacii v mnozine prvkov a + bv/—D € Q[v/—D],
ktoré maji normu v absolitnej hodnote jednotkovi. Zaroven vyslovime a doka-
zeme vetu 2.6/ o0 jednoznacnosti, respektive nejednoznacnosti, riesenia. Vo vete 2.8
opiseme Strukturu riesenia pomocou Specialne zavedeného pohladu.

V sekeii 2.3] vyslovime a dokézeme vetu ktord je hlavnou vetou tejto
prace, opisujuicu struktiru a pocet rieseni rovnice pre bezstvorcové D a —D =



2,3 (mod 4). Zaroven dokazeme aj vetu a lemu, ktoré ¢iastocne dokazuju hlavni
vetu.

Sekcia [2.4] je venovana zakladnym prikladom, v ktorych rozoberieme zakladné
moznosti, ktoré mozu nastat pre idealove triedne grupy kvadratického rozsirenia

Q[v-DJ.

Teraz popiSeme vlastny prinos autorky prace. VSeobecne povedané, hlavnym
prinosom je prepracovanie dokazov z ¢lanku [2] z jazyka kvadratickych foriem
do jazyka idedlovych triednych grup. Zaroven clanok [2] dokazuje struktiru a
pocet rieSen{ pre rovnicu z? + Dy? = 22 pre D > 0, —D = 2.3 (mod 4) a
D bezstvorcové, my vdaka praci s rovnicou (1)) mézeme tvrdenia dokazovat pre
Tubovolné bezstvorcové D také, ze —D = 2,3 (mod 4).

Toto prepracovanie bolo naro¢né najmé v dokaze lemy udavajicej nevy-
hnutné podmienky pre existenciu rieSenia. Kym téato lema je v ¢lanku [2] doka-
zana cez kvadratické formy pomocou Henslovej lemy vyslovenej v sekcii[1.3] my ju
budeme dokazovat v idedlovej triednej grupe kvadratického rozsirenia Q[v/—D].
Podobne sme prepracovali aj lemu [2.5] a vetu [2.§]

Lemu sme spracovali pre rovnicu |z% + Dy?| = 2? podla postupu v ¢lanku
[2]. V leme sme znenie aj dokaz rozsirili o moznost D < 0.

Kedze uvazujeme aj D < 0, tak v zneni vety sme museli pouzit € ako
vieobecni jednotku v rozsireni Z[v/—D], kym v ¢lanku [2] pouzivaji ¢ = +1.
Podla toho sme aj prepracovali dokaz.

V dokazoch vSetkych ostatnych lem a viet nespomenutych v predoslych od-
sekoch v dokazoch postupujeme podla dokazov v ¢lanku [2] a upravujeme alebo
rozsirujeme ich aj pre moznost D < 0 pomocou rovnice .

V sekeii 2.4] uvddzame zdkladné priklady idedlovych triednych grup a porov-

névame ich struktiry pre ¢selné telesd Ky = Q[vd] a Ky = Q[v/—d), kde d € N.



1. Algebraicka tedria cisel

1.1 Zakladné algebraické definicie

V tejto podkapitole vyslovime zdkladné algebraické definicie a tvrdenia zo
skript Davida Stanovského k predmetu Algebra [3] a zo skript Vitézslava Kalu k
predmetu Tedria ¢isel [I] a k predmetu Uvod do komutativnej algebry [4].

Definicia 1.1. Bud R < S telesd a ay,aq,...,a, € S, potom R(ay,as,...,a,)
najmensie podteleso S obsahujuce R aj prvky aq,as,...,a, nazyvame telesovym
rozsirenim R o prvky aq,as,...,a,. Teleso K je ciselnym telesom, ak je to roz-
sirenie Q konec¢ného stupna. Okruh vsetkych prvkov telesa K celistvych nad 7Z
znacime Og.

Veta 1.2. [4 Veta 4.3] Ak K =Q (\/N), tak

O — {Z[\/N] ak N =23 (mod 4),

ZI*YN] ak N =1 (mod 4).

Definicia 1.3. Bud K = Q[v/—D], kde D # 0,1. Normu prvku definujeme ako

zobrazenie
N:K—Q
také, ze pre a = a + bv/D plati:
N(a) = ad’ = a*> — b*D,
kde o = a — b\/D.

V tejto praci budeme pracovat v kvadratickom rozsireni K = Q[v/—D], kde
D € Z je bezstvorcové.

Definicia 1.4. Bud p prvocislo a a € Z. Potom a je kvadraticky zbytok modulo p,
ak existuje b také, Ze b*> = a (mod p). Inak je to kvadraticky nezbytok. Definujeme
Legenderov symbol:

1 ak pta a a je kvadraticky zbytok mod p;

(a) =<{¢—1 ak pfaaanieje kvadraticky zbytok mod p;

P 0 akp]la.

Tvrdenie 1.5. [I, Doésledok 4.2] Pre Legenderov symbol plati vlastnost (%’) =
(9)( ), kde a,b € Z a p prvocislo.

b
p/\p

Definicia 1.6. Nech m € N také, ze m # d? pre kazdé d € N, potom definujeme
Pellovu rovnicu ako x2 — my? = 1. Povieme, Ze dvojica (a,b) je rieSenim Pellovej
rovnice pre nejaké m € N, ak a® — mb? = 1.

Pre Iubovolné m € N pozadovaného tvaru existuje trivialne riesenie (£1,0).
Existencia netrivialneho riesenia plynie z nasledujticej vety, ktora je dokazana ako
tvrdenia 2.1 v [I].



Veta 1.7. Nech m € N také, Ze m # d* pre kaZdé d € N, potom md Pellova
rovnica x° — my?® = 1 netrividlne riesenie v Z.

Nasledujuca veta nam déva tvar rieseni Pellovej rovnice. Jej dokaz najdeme v
[1] vo vete 2.3.

Veta 1.8. Nech m € N také, Ze m # d? pre kaZdé d € N. Potom ewistuje riesenie
(ag,bo) také, Ze

{(a,b) :a+bym = £(ag + bovy/m)";n € Z}
st prave vsetky riesenia.

Podrobnejsie je popisany sposob riesenia Pellovej rovnice v druhej kapitole
skript [1].

Definicia 1.9. Nech A je abelovskd grupa a (A; | i € I) systém podgrup A
taky, ze kazdy prvok a € A je mozné zapisat prave jednym sposobom ako sucet
a = Y er Gi, kde F je konecnd podmnozina I a a; € A; pre kazdé i € F'. Potom
povieme, ze A je vnitorngm direkingm sictom grup (A; | i € I), znacime

A - HiEI Al

Abelovska grupa F' sa nazyva volnd, ak je vnutornym sic¢tom nekonec¢nych cyk-
lickych grup.

1.2 Zakladné vlastnosti okruhu celistvych prv-
kov

V tejto sekcii zhrnieme tvrdenia a definicie o ¢iselnom telese a okruhu ce-
listvych prvkov zo skript Siu Hang Mana [5], kapitola 7, a zdkladné definicie z
algebraickej teérie ¢isel zo skript [4], kapitola 4.

Lema 1.10. [4, Tvrdenie 4.8] Nech I = (aq,...,ap) a J = (P1,...,[0) st idedly
v Ok, potom

1-I+J:(Ov/la"wanvﬁlv"wﬁl);
2. I-J:(04151,...,ozjﬁj,...,oznﬁl),
3. I C J prave vtedy, ked kazdé «; je Og-linedrnou kombindciou [3;,

Definicia 1.11. Nech I, J st idedly v Ok. Povieme, ze I deli J, znacime [ | J,
ak existuje idedl H v Ok taky, ze J =1- H.

Pozorovanie 1.12. Pre «, 5 € Ok plati, Ze o | § prave vtedy, ked (a) | (B).

Lema 1.13. [4, Tvrdenie 4.9] Nech o € Ok a I = (p1,52,...,0,) pre nejaké
n € N. Potom nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

1. (o) |1,

2. o | p; pre vsetky j € {1,2,...,n},



3. 1IC (a).

Veta 1.14. [4, Veta 4.10] Bud K Cdiselné teleso a I,J nenulové idedly v Ok.
Potom I | J prdve vtedy, ked J C I.

Tvrdenie 1.15. [4, Tvrdenie 4.13] Bud K diselné teleso a I,J, H idedly v Ok
také, ze H #0 a HI = HJ. Potom I = J.

Désledok. Bud K diselné teleso, P prvoidedl v Ok a I,J idedly v Ok. Ak P | 1J,
tak P | I alebo P | J.

Tvrdenie 1.16. [4, Tvrdenie 4.16] Bud K ciselné teleso P prvoidedl v O . Potom
nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:

1. P je nenulovy prvoidedl,
2. P je maximdlny idedl,

3. P je vlastny idedl a ak P = IJ pre nejaké idealy I,J v Ok, tak I = Ok
alebo I = O.

Veta 1.17. [, Veta 4.17] Nech K = Q[V/D] pre D # 0,1 bezstvorcové. Kazdy
nenulovy idedl I v O moZeme rozlozZil na sucin prvoidedlov

[=P"Py>... Pk

kde ki,ko, ... k. € Na Plk1 ,P2k2, ..., P* s po dvoch rézne prvoidedly v Ok. Tento

rozklad je jednoznacny aZ na poradie.

Definicia 1.18. Lomenym idedlom ciselného telesa K rozumieme Og-modul
tvaru va, kde v € K a aje idedl v Ok. Mnozinu vsetkych vlastnych lomenych ide-
alov v Ok budeme znacit Ix. Hlavngm lomenym idedlom je kazdy lomeny ideal,
ktory je generovany jednym prvkom. Mnozinu vSetkych hlavnych lomenych ide-
alov v Ok budeme znacit Pg. Definujeme idedlovi triednu grupu ako faktorgrupu

ClK = IK/PK-

Definicia 1.19. Nech K je ¢iselné teleso, Ok jeho okruh celistvych prvkov a
a1,Q0, . . ., Z-baza Og. Diskriminant ciselného telesa K definujeme ako

AK = det (ai(%)%zl)z’

kde 0, : K — C je vnorenie K do C.
Poznédmka. Ak K =Q (VN), tak

AK — AN ak N =2,3 (mod 4),
N akN=1 (mod4).

Definicia 1.20. Nech L je konecné rozsirenie ¢iselného telesa, p prvoidedl v O
a q idedl v Op. Povieme, Ze q lezi nad p, ak ¢ N Ok = p, znacime q | p.

Definicia 1.21. Majme pOp, = q7'q5° . .. q;¢ faktoriziciu idedlu pOr, v Or. Index
e; nazyvame inder vetvenia p v q; pre vsetky 1 < i < g. Faktorokruh Oy /q; je
rozsirenie telesa O /p, ktorého stupen nazyvame stupen inercie p v q; a znac¢ime

fi = flmp'



€1 ,€2

Definicia 1.22. Nech p je prvoidedl v O a mame rozklad pOr = q7'q5° ... q5° v
Op, kde L je konec¢né rozsirenie ¢iselného telesa K. Potom povieme, Ze p sa vetvi
v L, ak aspon pre jedno 1 < ¢ < g plati e; > 1. Povieme, Ze p je nerozvetvené
v L, tak pre vSetky 1 < i < g plati e; = 1. Povieme, Ze sa Stiept uplne, ak pre
vsetky 1 < ¢ < g plati e; = f; = 1. Povieme, Ze p je inertny v L, ak e; = 1 a
fi=[L : K], teda pOy je prvoideal v L.

Lema 1.23. [5, Tvrdenie 7.23] Nech K je kvadratické teleso s diskriminantom D
a p € Z je prvocislo, potom plati:

.« ak (%) =0, potom pOy = p?, teda p sa vetvi v K,
. ak (%) =1, potom pOg = pp’, kde p # p’, teda p sa Stiepi v K,

. ak (%) = —1, potom pOy je prvoidedl v Ok, teda p je inertny v K.

Vlastnosti z nasledujicej lemy ndjdeme dokazané v kapitole 4.3 a kapitole 4.6
v [1].

Lema 1.24. Nech Ok je okruh vsetkych prvkov kvadratického telesa K celistvych
nad Z. Potom plati:

1. N(aOk) = N(a) pre a € Ok, a # 0.
2. N(ab) = N(a)N(b) pre vsetky vlastné idedly v Of.

3. aa = N(a)Og pre viastny idedl a v Ok.

1.3 Vztah kvadratickych foriem a idealov

Na rovnicu 2% 4+ Dy? = z? mdzeme nazerat ako na kvadratickt formu s diskri-
minantom —4D reprezentujicu ¢islo 22, Tento pohlad vyuzivaji aj autori élanku
[2]. Preto si v tejto sekcii uvedieme vztah medzi triednou grupou tychto kvad-
ratickych foriem a idedlovou triednou grupou, ktory je dokézany v tvrdeni 7.46
v skriptach k predmetu Kvadratické formy a triedne telesd od autora Siu Hang
Mana [5].

Uvedieme si aj zakladné definicie z oblasti kvadratickych foriem, ktoré budeme
potrebovat na vyslovenie tohto vztahu.

Definicia 1.25. Kvadratickd forma Q) hodnosti n € N je polyném stupna 2 s n
premennymi

Q(T1,. .., Tn) = 202y Q3TT5,
pre a;; € I, pre R komutativne teleso.

Definicia 1.26. Pre kvadraticku formu () definujeme maticu kvadratickej formy
ako

IS)

al % e % i
M = 2 2 =\ === T1y...,T
(117" U’% c Apn



Definicia 1.27. Determinant kvadratickej formy @Q je det(Q) := det(M(Q)).
Diskriminant kvadratickej formy @ je D = —4det(Q).

Definicia 1.28. Dve kvadratické formy Qq,Qs su ekvivalentné, ak Q(z,y) =
Qo(px + qy, rx + sy) a zaroven ps — qr = 1 pre p,q,r,s € Z.

Poznamka. Pri ekvivalencii kvadratickych foriem by mohlo nastat, Ze ps — qr =
—1. Tento pripad v nasej praci nebudeme uvazZovat.

Definicia 1.29. Kvadraticka forma @) nad Z reprezentuje m, ak existuju x,y € Z
také, ze Q(x,y) = m a NSD(z,y) = 1.

Poznamka. V pripade reprezentdcie cisla m kvadratickou formou (Q by mohlo
nastat, Ze NSD(x,y) # 1. Tento pripad nebudeme v nasej praci uvazovat.

Definicia 1.30. Nech @ je kvadraticka forma nad R, povieme, Ze @) je pozitivne
definitnd, ak pre kazdy nenulovy prvok (z,y) plati Q(z,y) > 0.

Definicia 1.31. Nech f(x,y) = az? + bxy + cy? a g(z,y) = d'z? + Vxy + y?
su primitivne pozitivne definitné kvadratické formy s diskriminantom D < 0
spliiujiice NSD(a,a’,%2¥) = 1. Potom Dirichletoviym skladanim f a g nazveme
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kvadraticka formu

F(z,y) = ad'x® + Bry + Bja;,Dy2,
kde B (mod 2ad’) je jednoznaéné a spliia
B =b (mod 2a), B=V (mod 2d’), B> = D (mod 4ad’).

Nésledujica lema dokazand v leme 3.2 v [6] dokazuje, ze Dirichletovo skladanie
je dobre definované.
Lema 1.32. Nech f(z,y) = ax’+bxy+cy? a g(z,y) = d'2*+Vxvy+cy? si formy s
diskriminantom D < 0 spliiujice NSD(a,a’ ,b%b/) = 1. Potom existuje prave jedno
B (mod 2ad’) také, Ze

B =b (mod 2a), B=1V (mod?2d), B>= D (mod 4ad’).

Veta 1.33. Nech K je komplexné kvadratické ciselné teleso s diskriminantom
D <0 a f(x,y) = ax? + by + cy? je primitivna, pozitivne definitnd kvadratickd
forma s diskriminantom D. Zobrazenie

©: f(ay) — [a, 2D

je izomorfizmus medzi triedovou grupou kvadratickych foriem C(D) a idedlovou

—b+vD —b+x/5]
2 2

triednou grupou Cly, kde Z-modul generovany a a , znacime |a,

je vlastny idedl v O.

)

Poznamka. Vdoka tomuto vztahu mdme, Ze ndsobenie idedlov v Ok pre ciselné
teleso K zodpoveda operdcii Dirichletovho skladania v triednej grupe kvadratickijch
foriem C (D)

Lema 1.34 (Henslova lema). Nech f(x) je polynom s celociselngmi koeficientamd,
k kladné celé cislo a r celé ¢islo také, Ze f(r) =0 (mod p*). Majme m < k kladné
celé cislo, potom ak f'(r) #0 (mod p), tak ezistuje celé cislo s také, Ze f(s) =0
(mod p**™) a s =1 (mod p*).



1.4 Rady

Ak by sme v nasej praci uvazovali aj D, ktoré nie ej bezstvorcové, tak by
sme museli pracovat v idedloch v rdde O ¢iselného telesa K. V tejto kapitole si
uvedieme zékladné definicie a pravidla s pracou v takejto struktire.

Definicia 1.35. Rdd O v kvadratickom telese K je podmnozina O C K taka, ze

e O je podokruh K obsahujtci jednotku;
e O je konecne generovany Z-modul;

e O obsahuje Q-bazu K.

Poznamka. Podla poznamky za definiciu ciselného telesa plati, Ze Ok je vidy
radom. Prvy a druhy bod definicie radu implikuji, Ze pre kazdy rdd O telesa K
plati, Ze O C Ok. Z toho dostavame, Ze Ok je mazrimdlny rdid telesa K.

Definicia 1.36. Nech K je ciselné teleso a O rad v nom. Idedlovi triednu grupu
radu O ako faktorgrupu C(O) := 1(O0)/P(0O).

Podla ¢lanku [7] dostdavame vlastnosti idedlov v rddoch O v ¢iselnom telese

K.

Definicia 1.37. Lomeny O-idedl a je invertibilny, ak existuje lomeny O-ideal b
taky, ze ab = O.

Definicia 1.38. Bud K ciselné teleso a O jeho rad. Sprievodcu radu O definujeme
ako
C:Co:{xeKil’OKCO}.

Poznamka. Z toho, Ze 1 € O dostdvame, Ze ¢ je podmnoZina radu O, takzZe
CZ{JIEOK : ZEOKCO}:{JJGO : ZEOKCO}

Z posledného vyjadrenia dostavame, Ze ¢ je anhildtor faktorgrupy Ok /O ako O-
modulu, znacime ¢ = Anno(Ok/O).

Veta 1.39. Bud K Cciselné teleso a O jeho rad nmesiudelny so sprievodcom je
sucinom itnvertibilnych prvoidedlov. Navyse, kaZdy idedl nesiudelny so sprievodcom
je invertibilny.

Z knihy [6] dostavame vztahy medzi idealmi v rddoch O c¢iselného telesa K a
kvadratickymi formami.

Veta 1.40. Nech K je komplexné kvadratické ciselné teleso, O rdd s diskriminan-
tom D. Zobrazenie posielajice primitivnu pozitivne definitni kvadratickd formu
f(xy) = azx® + bxy + cy® s diskriminantom D na idedl [a,#] je izomor-
fizmom medzi triednou grupou kvadratickijch foriem C(D) a idedlovou triednou

grupou C(O).

Veta 1.41. Majme O rdd s diskriminantom D v kvadratickom telese K a pri-
mitivnu pozitivne definitni kvadraticki formu f(z,y) = ax® + bxy + cy? s diskri-
minantom D. Kladné celé ¢islo m je reprezentované kvadratickou formou f(x,y)
prdve vtedy, ked m je norma N(a) nejakého idedlu a v zodpovedajicej idedlovej

triede v C(O).



2. Struktira riesenia diofanticke;j
rovnice

V tejto kapitole sa budeme zaoberat explicitnym dokazovanim lem a tvrdeni,
ktoré nam pomdzu dokazat vetu, ktora popisuje stukriru a pocet rieseni rovnice
|22 + Dy?| = 22, kde D = 2,3 (mod 4) a D je bezitvorcové.

V tomto pripade bude pre okruh celistvych prvkov nad Z podla vety platit
Ok = Z[\/—D] a mozeme vyuzit vietky vyssie uvedené tvrdenia.

2.1 Existencia riesenia

Téato sekcia bude venovana dokazovaniu podmienky pre existenciu rieSenia a
zakladnym definiciam, ktoré na to budeme potrebovat.

Definicia 2.1. RieSenie (a,b,c) pre a,b,c € Z rovnice |z + Dy?| = 2? sa nazjva
normalizované, ak NSD(a,b,c) = 1.

Definicia 2.2. Pre D € Z definujeme mnozinu
Gp(Q) :={a+b/=D € QV=D] : |a® + D¥?| = 1}.

Lema 2.3. Majme D € Z také, Ze —D = 2,3 (mod 4). Ak (a,b,c) je normalizované
riesenie rovnice |x? + Dy?| = 22, tak ¢ musi byt nepdrne celé Cislo.

Dékaz. 7 predpokladu mame |a? + Db?| = ¢®. Ak by 2 | ¢, tak 4 | ¢?, o implikuje
4| |a® + Db*|. Modulo 4 je kvadratickym zbytkom len 0 a 1, takze mozu nastat
Styri moznosti.

Ak by b* = a®> = 0 (mod 4), tak 4 | a®>,b* a 2 | a,b,c, ¢o je spor s predpokladom
nesudelnosti.

Moznost b* = 1 (mod 4) a a®* = 0 (mod 4), by dala, Ze 4 | |D|, ¢o je spor s
podmienkou —D = 2,3 (mod 4).

Ak by v* =0 (mod 4) a a*> =1 (mod 4), tak dostavame |a? + Db?| = 1 (mod
4), ¢o je spor s predpokladom 4 | |a® + DV?|.

Z moznosti b* = a®> = 1 (mod 4) dostavame |a? + Db?| = |D + 1| (mod 4).
Kedze mame predpoklad —D = 2,3 (mod 4), tak dostdvame |a? + Db?| = 2,3
(mod 4), ¢o je spor s predpokladom 4 | |a® + DbV?|.

Rozborom moznosti sme dostali, ze 2 1 ¢, takZe ¢ musi byt neparne prirodzené
cislo. ]

Vdaka predoslej leme mdzeme v prvociselnom rozklade ¢ uvazovat len neparne
prvocisla. V néasledujicej leme dokédzeme nutnii podmienku pre existenciu riesenia
rovnice |z? + Dy?| = 2%,

Lema 2.4. Bud —D = 2,3 (mod 4) a K = Q[/—D)]. Predpokladajme, Ze Cly =
(Z2)™ pre nejaké n > 0. Nech pi*, ... ,pp* st nepdrne prvocisla a ¢ = pi*...pp*
pre ny,...,n, € Ny. Potom existuje normalizované riesenie (a,b,c) pre |x? +
Dy?| = 2% prdve vtedy, ked (S2) =1 pre kazdé 1 <i < k.
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Doékaz. ,—* Nech c je tvaru ako v zneni lemy a existuje normalizované riesenie
(a,b,c) rovnice |22+ Dy?| = z?. Potom trojica (a,b,c) splita rovnost |a®+ Db?| = 2.
Ak si obe strany vyjadrime modulo p; pre lubovolné fixné 1 < i < k, dostavame

la* + Db?| = 0 (mod p;).

Kedze je to kongruentné nule, tak vdaka vlastnostiam kongruencie mézeme uva-
7ovat rovnost a® + Db* = 0 (mod p;) a dostdvame:

a’> = —DV? (mod p;)

Ak by p; delilo b, tak by muselo delif aj a a zo znenia vieme, ze p; deli c.
Z toho by sme dostali NSD(a,b,c) # 1, ¢o je spor s predpokladom nestudelnosti,

takze p; nemoéze delit b. Preto plati —D = (%)2 (mod p;) a —D je kvadraticky

zbytok modulo p;. Z definicie Legenderovho symbolu dostdavame (;? ) =1.
,<=" Pre dokaz opac¢nej implikacie najprv dokdzeme tvrdenie pre ¢ = p je
neparne prvocislo také, ze (i = 1.
7 lemy a poznamky za definiciu diskriminantu ¢iselného telesa dostavame,
ze (p), ideél generovany prvkom p, sa v Ok Stiepi a plati (p) = PP, pre nejaké
prvoidedly P a P také, ze P # P.

7 vlastnosti idealov dostavame

(p?) = PP’ = (a@) = (N(a)).

pre a = a + by/—D. Druh4 rovnost plynie z toho, ze Clx = (Zy)" pre nejaké
n > 0, takze P? a P’ st hlavné idealy. Z definicie plati, ze ak P? je generovany
a, tak P’ je generovany a.

Z tejto rovnosti plynie, Ze p? = £(a?+ Db?), kde € je jednotka v O}, a zéroven
€= a2—€72DbZ’ ¢o implikuje, ze € € Q.

Vetky jednotky v O% tvaru a + by/—D dostneme riesenim Pellovej rovnice
a?+ DV? = 1. Jediné jednotky leZiace v Q dostaneme z trividlneho rieSenia. TakZe
e = =£1 a p* = |a* + DV?| je hladané rieSenie.

V druhom kroku dékazu to dokazeme pre vseobecné c. Nech ¢ ma tvar ako
v zneni lemy, potom z jednoznac¢ného rozkladu na prvoidedly v Ok a vlastnosti
idedlov plati rovnost

n n n n n n ni 2N ng S 2N
(62):(]?% IP%2~-pi k):(pl)Q 1(p2>2 2(pk)2k:7312 1731 1”' ngpk k’

kde druha rovnost plynie z vlastnosti idedlov a tretia z vlastnosti dokazanej vyssie
pre ¢ = p.

Z vlastnosti Cly = (Zy)" pre nejaké n > 0 plati P? = (q;) pre kazdé 0 < i < k
pre nejaké «; € Z[v/— D], takze analogicky s prikladom pre ¢ = p dostavame
PP PP = (o™ L aprag™)

Definujme v := of" ... a;*. Potom z komutativity plati

(affan™ ... a*ag"™) = (N(7))

7 rovnosti (¢?) = (p2™pa"2 ... pi™) = (N(7)) a vlastnosti dokézanej pre ¢ = p
dostavame v = pi™ ... pi".
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Nech p je prvocislo také, ze

plyIN(),
Rovnost v = p™ .. pink implikuje, ze p musi delif niektoré z prvocisel p; pre
1<i<Ek.
Nech bez straty na vSeobecnosti plati, Ze p | p1, potom dostdvame vztah

(p) =PiPr| () | PEMPC PR
Tento vztah implikuje
ﬁl | P?n1ﬁ2 PanPank

Kedze P; je prvoidedl, dostavame, Ze P, | P; pre nejaky index i. Z tvrdenia
1.16| vyplyva, ze prvoidealy s maximalne idealy, takze P; = P;. M6zu nastat dve
moznosti:

o ak i =1, tak P; = Py, to implikuje, Ze (p) sa vetvi, ¢o je spor z predpokla-

dom, ze (p) sa Stepi,

o aki# 1, tak py = N(Py) = N(P;) = p;, Co je spor z vlastnostou, zZe p; # p;

pre kazdy index ¢ # j.

Takze ~ nie je delend ziadnym prvocislom a teda NSD(a,b) = 1 a zaroven
la> + Db?| = c. To dokazuje, %e za podmienky (p, ) =1prel g < k, kde
?| = O

c=pM ... p*. existuje normalizované rieSenie rovnice |22 + D
1 k

2.2 Faktorizacia Gp(Q)

Této sekcia bude zamerand na popis faktorizacie v Gp(Q).

Lema 2.5. Pre nepdrne prvocislo p také, Ze (%) = 1, majme x3 + Dy2 = p**
s vlastnostou NSD(xg,yo) = 1. Predpokladajme, Ze p*® | ¢* + Dd?* pre nejaké c,d,
také, Ze NSD(c,d) = 1. Potom v Z[/—D] nastane prive jedna z nasledujicich

moznosti:

To + YoV -D | c+ d\/ —D,

alebo

xo— YoV —D | c+dv—D.
Dokaz. Z vlastnosti normy plati N(xg + yo/—D) = 2% + Dy = p** a zdrover
p*® | ¢* + Dd*> = N(c + dv/—D). Z predpokladu vieme, Ze (%) = 1, ¢o spolu
s lemou dava Stiepitelnost (p). Takze (p?) = PYP? pre nejaké prvoidedly
P #P.
Z vlastnosti idedlov dostavame P?*P2 | (¢ + dv/—D)(c — dv/—D).

Ak by aj P aj P delilo niektory z ¢lenov, bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladajme (¢ + dv/—D), tak by sme dostali

(p) = PP | (¢c+dV-D),

takze p | ¢,d, ¢o je spor s podmienkou NSD(c,d) = 1.
V predchadzajicom odstavci sme dokézali, Ze nemdze nastat, aby aj P aj P
delilo niektory z ¢lenov. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
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P2 | (c+dv=D) a P~ | (c — dv/=D).

Zaroven plati PP | (20 +1yov/—D)(xo — yo/—D). Analogicky so situdciou
pre (c+dy/—D)(c—dv/—D) plati, Ze P2 deli prave jeden z ¢lenov (x¢+yov/—D)
a (xg — yo/—D), rovnako aj pre P

Nech teda P2 | (zo + yov/—D). Z vlastnosti (p*®) = P2P™* = (x4 +
Yov/—D) (o — yo/—D) dostavame P** = (x5 £ yo/—D). Analogicky P2 =
(o F yoﬁ)-

Vgetky tieto vlastnosti dohromady implikuji, Ze prave jeden z (¢ + yov/—D)
a (ro — yov/—D) deli (¢ + dv/—D), ¢o dokazuje vlastnost, Ze prave jedno z g +
yov/—D a xy — yo/—D deli ¢ + dv/—D. O

Lema 2.6. Nech p je nepdrne prvocislo, potom plati

1. ak D > 0, tak 22 + Dy* = 2? md jednoznacné normalizované rieSenie tvaru
<a7b7p> 7‘

2. ak D < 0 a mdme fizované riesenie (ag,bo,p), tak pre vsetky normalizované
riesenia tvaru (a,b,p) plati a+bv/—D = e(ag+bov/—D) pre nejaki jednotku
e € Z[v—D].

Dékaz. Pre dokaz prvého bodu najprv ukazeme, Ze ak a + bv/—D | ¢+ dv/—D a
zaroven ¢ + dv/—D | a+ byv/—D, tak a = £c a b = £d.

Ak a+bv/—D | c+dy/—D a c+dy/—D | a+bv/—D tak z vlastnosti delitelnosti
dostavame a+by/—D = e(c+dv/—D), kde ¢ je jednotka v kvadratickom rozsireni
Z[\/—D]. Z riesenia Pellovej rovnice a® + Db* = 1 dostdvame, Ze jediné jednotky
v Z[\/—D)] pre D > 0 st %1, ¢o implikuje rovnosti a = +c a b = +d.

Pre dokaz jednoznacnosti predpokladajme, Ze existuji dve rieSenia

p* =i + Dyi = x5 + Dy;

také, ze NSD(z1,y1) = 1 a NSD(z2,y2) = 1.
Podla lemy dostavame (%) = 1, takze su splnené predpoklady lemy
a dostavame S$tyri moznosti:

1. ak z14+y1vV—D | xo+yov/—D a xzo+y2v/—D | x1+1y1vV/—D, tak z vlastnosti

dokéazanej v prvej casti dokazu dostavame, ze 1 = +x9 a y; + yo, takze

2 . 2 2 o 2 s v . /. Z.
] = T3 a yj = y;a rieSenia su rovnakeé;

2. ak x1+ V=D | xa+yo/—D a xg—yo/—D | 1+ 11/ —D, tak dostavame
r1—y V=D | 2o—ysvV =D | m1+y1vV—D, o dava 1 +y1vV—D | 21 —y1vV/—D
azy—1yV—D |z +y1vV—D. Z vlastnosti dokazanej v prvej c¢asti dokazu
mame r; = —xp alebo y; = —y;. Kedze x1 je nenulové, tak 1 = £p a
y1 = 0;

3. ak z1 — 1V —D | xo+yovV/—D a xo+yo/—D | 1 +y1v/ — D, tak dostavame
1 — V=D | x9 — yo/—D | &1 + y1/—D a analogicky s druhym bodom

dostavame rovnost rieSent;

4. ak z1 — V=D | o + yo/—D a x9 — Yo/ —D | 1 + y1V/—D, tak mame
xr1— V=D | 2+ y2V/—D a x9 + yo/—D | 21 — y1/—D a analogicky s

prvym bodom dostdvame pomocou vlastnosti z prvej casti rovnost rieseni.
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Takze ak by existovali dve normalizované riesenia tvaru (a,b,p), tak by sa
museli rovnat.
V dokaze druhého bodu budeme postupovat analogicky. Ak pre D < 0 plati

ze a+by—D|c+dv—D ac+dy—D |a+ by/—D, tak z vlastnosti delitelnosti
dostavame a + by/—D = (¢ + dv/—D), ¢o ukazuje druhy bod. O

Poznamka. Predosld lema ndm ddva, Ze pre D > 0 existuje jednoznacné riese-
nie. Pre D < 0 existuje riesenie jednoznacné az na prenddsobenie jednotkou € z

2[V=D.

V nésledujticej Casti tejto sekcie popiSeme riesenia rovnice |2% + Dy?| = 2% z
iného pohladu.

Definicia 2.7. Pre kazdé prvocislo g, pre ktoré plati (%) = 1, definujeme ele-
mentdrne riesenie ako

C .__ xot+yov—D
q - q )

kde ¢* = |23 + Dy3| a xo,yo > 0.

Poznamka. Fxistencia xg,yo plynie z lemy a predpokladu Clx = (Zo)"™ pre
n > 0. Jednoznacnost dostavame z lemy[2.0,

Veta 2.8. Nech Clx = (Zy)" pren >0 a K =Q[v/—D], § = @ € Gp(Q),
kde NSD(a,b) =1 a ¢ = p{* ...py*, pre p; nepdrne prvocislo a a; € Ny pre kaZdé
1 <1<k, potom

6 —c. gﬁ:al Ciak;
pre nejaki volbu znamienok + v exponentoch a ¢ jednotku v Z[\/—D].

Dokaz. 7 definicie elementarneho riesenia plati, ze

2ak

]a + DbZ| = = pZ‘“pga2 Dy

Podla lemy plati (’p—?) = 1 pre kazdé 1 <1 < k. Lema |1.23| implikuje, ze
(p;) sa bude pre kazdé 1 <i < k v O Stiepit, takze dostdvame

PP | (a+bvV=D)(a — bV=D).

Analogicky s dokazom lemy [2.5] dostdvame, ze kazdé z P2 a P delf prave

jedno z (a + byv/—D) a (a — b\/_)

Pre kazdé 1 < i < k oznac¢me 77 Y idedl, ktory deli (a + bv/—D) a analogicky
P ideal, ktory deli (a — byv/—D).
7, dokazaného plynie, Ze

11 PQQ’—(a—l—b\/_)

1<i<k

a zarovell

[T P =(a—bV/-D).

1<i<k

Pre kazdé 1 < i < k mame jednozna¢né rieSenie p? = |z + Dy?|, kde z;, y; > 0.
7 toho dostavame
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zii = 6,‘(11‘ + U;Y; v —D) a ,Pz(_)f_z = 8;1(ZEZ' — UiYiV —D)
pre u; = £1 a jednoznacnt jednotku ¢;.
Kedze 732_ aj 772 . st hlavné idedly z vlastnosti Clg = (Zy)" pre nejaké n > 0,
kde K = Q[v/—D], tak dostavame

II Pt = IT lei(z — wiyV/—D)|* = IT eiai - uwiyV/=D)™ |,
1<i<k 1<i<k 1<i<k
rovinako
II 7= 11 U@+ wyv/—D)]% = ( IT (@i + wiysv —D)ai) )
1<i<k 1<i<k 1<i<k

kde NSD(~;,5;) = 1 pre kazdé 1 <i < k.
Spojenim vSetkych rovnosti a z vlastnosti idealov dostavame

a+bV/-D=c- [] (2 +wyvV—D)~

1<i<k
pre e = 7" ... ek,

Dostavame
a+bv—-D I + uyv/—D\ o + upyr/—D\ " v
— . o P
kde ¢ je jednotka v Z[v/—D]. O

2.3 Popis riesenia pomocou faktorizacie

V tejto sekcii vyslovime a dokazeme hlavna vetu tejto prace, ktorda popisuje
Struktiru rieSenf rovnice |2 + Dy?| = 2%. Najprv ale potrebujeme dokazat este
dve ciastkové vety a jednu pomocni lemu.

Lema 2.9. Nech 6; = 9L € Gp(Q) a 6, = 222D ¢ Gp(Q) také, Ze
NSD(ay,by) =NSD(as,by) =NSD(cq1,c0) = 1. Potom

(ayag — Dbyba, a1bs + ashy, c1c)

je normalizované rieSenie rovnice |x* + Dy?| = 2% a NSD(ajay — Dbyby, ayby +
a2b1) =1.
Dékaz. Zo znenia vety vieme, Ze |a? + Db3| = ¢} a zaroven |a3 + Db3| = c3.

Dosadenim do rovnice x = ajas — Dbiby a y = a1by + asb; dostavame
|(a1ag — Dbiby)? + D(aiby + asbi)?| = |(a? + Db3)(a3 + Db3)| = |cics| = cics.

Pre normalizovanost riesenia staci ukazat, ze ayas — Dbiby a a1bs+asby nemaji
spolo¢ného delitela.
Pre spor predpokladajme, Ze existuje také prvocislo ¢, ktoré ich deli. Potom
dostavame
q | (=ba)(aras — Dbiby) + (az)(aiby + asby),
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takze plati ¢ | by(a3 + Db3).

Ak by ¢q | b1, tak potom ¢ | ajas a ¢ | ajbs. Zo znenia mame vlastnost
NSD(ay,b1) = 1, ktord implikuje ¢  a;, takze musi platit ¢ | az a ¢ | ba, ¢o je spor
s predpokladom NSD(ay,by) = 1, takze q | a3 + Db3 = c».

Z toho, ze q | ajag — Dbiby a zéroven q | aibs + asb; dostdvame

q ‘ (al)(alag — Dblbg) + (Dbl)(albg + agbl) = (lg(ai + Db%),

to implikuje, Ze ¢ | as alebo q | (a? + Db?).

Predpokladajme najprv, ze q | ag, potom ¢ | Dbibs a q | aiby, ¢o implikuje
qlaaqtbs.

Pre spor predpokladajme ¢ | D, potom ¢ | a3 + Db3 = c3. Z toho, Ze q je
prvocislo, dostavame ¢* | 2, ¢o implikuje ¢* | Db2. KedZe q 1 by, tak ¢*> | D a
dostavame spor s tym, ze D je bezstvorcové.

Kombinaciou vlastnosti ¢ | as, ¢ + D a NSD(ag,bs) = 1 dostavame ¢ | by a
q | a1, ¢o je spor s vlastnostou NSD(aq,b,) = 1. Takze dostavame, Ze ¢ 1 as, preto
q | (af+ DbY) = c1.

Z oboch dokazanych bodov dostavame, 7Ze q | ¢; a zaroven q | ¢y, €0 je spor
s vlastnostou NSD(¢y,c2) = 1. Takze sme dokézali, Ze spoloény delitel ¢ nemoze
existovat. O

Definicia 2.10. Majme K = Q[v/—D] pre —D = 2,3 (mod 4). Povieme, ze
§ € Gp(Q) zodpovedd normalizovanému rieSeniu (a,b,c) rovnice |z + Dy?| = 22,
ak § — a+b\/j‘

Veta 2.11. Majme K = Q[v/—D]| pre —D = 2.3 (mod 4) také, Ze Clyx = (Zo)"

pre n > 0. Nech pre § € Gp(Q) plati 6 = € - ;Elo‘l... ;io"f pre nejaki volbu

znammienok £+ v exponentoch, kde (’p—?) =1 pre kazdé 0 < i < k ac je jednotkou

v Z[\/—D|. Potom ak § zodpovedd nejakému normalizovanému rieseniu (a,b,c),
tak ¢ = pit ... ppk.

Dékaz. Zlemy[2.4pre kazdé c = pi** dostévame, Ze existuje normalizované rieSenie
tvaru (a,b,ps) rovnice |2% + Dy?| = z2. Preto moZzeme definovat

+oy a; + bi\/ —D

Di p?i
Induktivnym aplikovanim lemy dostavame, ze («,5,pi*...py*) je rovnako
normalizovanym rieSenim rovnice |z> + Dy?| = 2%, Prvok 0 = e - (;:* ... (S
bude zodpovedat tomuto rieseniu.
Zo znenia vety plati, ze & zodpovedd aj normalizovanému rieseniu (a,b,c).
Zaroven vieme, ze kazdy prvok z mnoziny G p(Q) zodpovedd jedinému normali-
zovanému rieseniu. To implikuje ¢ = p{* ... pg*, ¢o dokazuje znenie vety. O

Veta 2.12. Nech K = Q[\/—D] pre —D = 2,3 (mod 4) také, Ze Clx = (Zo)" pre
n>0ac=p...p*. Potom ezistuje normalizované riesenie |x* + Dy?| = 2*
tvaru (a,b,c) prave vtedy, ked pre kaZdé p; plati, Ze (’p—?). Nawvyse,

1. ak D > 0, tak existuje prdave 2*=* normalizovanych riesent tvaru (a,b,c);

2. ak D <0, tak existuje nekonecne vela riesSend.
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Dékaz. 7 lemy [2.4] vieme, Ze normalizované rieSenie existuje prave vtedy, ked
(?) =1 pre kazdé 0 < i < k.

Druhy bod z druhej casti tvrdenia plynie z lemy a toho, ze v Z[v—D] je
pre D < 0 nekone¢ne vela jednotiek podla riesenia Pellovej rovnice 2% + Dy? = 1

a z vety [L.8

Pre dokaz prvého bodu druhej casti tvrdenia fixujme ¢ = p{* ... pp* také, ze
(pz)—lprekazde0<z<k
Definujeme mnoziny

{a—i—b\/_

T = la* + Db?| = ¢*, NSD(a,b) = 1, }

Ty = {j: LG e je jednotka v Z[V — D]}

p1

Z lemy 2.8 dostavame, ze kazdy prvok mnoziny 7; méoze byt vyjadreny v tvare
prvku z mnoziny T5, takze plati 77 C T a z lemy dostavame, ze Ty C T7.

Pre kazdé riesenie (a,b) rovnice 22 + Dy? = ¢* mdzeme ndjst dalSie riesenie
prenasobenim z = “+b‘ﬁ prvkom +1 alebo konjugaciou c.

Ak T je grupa radu Styri generovana nasobenim —1 a konjugaciou, ktora
pdsobi na mnozinu Gp(Q), potom plati, Ze vSetky riesenia zodpovedajice a, b st
v orbite @. Z toho dostavame, Ze normalizované rieSenia rovnice |22+ Dy?| =
2? st dané Ty /T.

Komplexna konjugacia prvku z € T, zodpoveda zobrazeniu ¢; — —¢;, takze
dostavame

To/T = {G¢m .. G e = {£1}}.

Z vlastnosti 71 /I' = T, /T dostavame, ze mnozina vsetkych normalizovanych
rieseni je dand T5 /I

Méame k — 1 prvkov ¢; a pre kazdy z nich mame dve moznosti, takze |17 /I'| =
|Ty/T| = 2*=1. Z toho dostévame, Ze ak ( ) tak bude existovat 27! normali-

zovanych rieSen{ rovnice |z* + Dy?| = 22 fvaru (a,b,c). O

Teraz dokazeme pomocou vsetkych predoslych lem a viet hlavni vetu tejto
prace.

Veta 2.13. Majme —D = 2,3 (mod 4). Predpokladajme Clix = (Z3)" pre n > 0
a K = Q[v—D]. Potom Gp(Q) = U x F, kde U je grupa jednotiek v Z[/— D]

a F' je volnd abelovskd grupa generovand (, pre vsetky p také, Ze (’TD> 1. Ak

c=pi" ...y také, Ze (S2) =1 pre vsetky 1 <i <k, tak

1. ak D > 0, tak pocet normalizovangjch rieseni tvaru (a,b,c) je 2871;
2. ak D <0, tak existuje nekonecne vela riesend.
Inak neexistuje normalizované riesenie tvaru (a,b,c).

Dokaz. Volme I ako volnu abelovsku grupu generovant prvkami ¢,. Potom plati
GD(Q) =U x F.

Ak ¢ = pi* ... pp* také, ze (;—?) = 1 pre vsetky 1 < i < k, tak z lemy
dostavame, ze bude existovat normalizované riesenie.
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7 predpokladu, ze (‘p—?) = 1prekazdé 1 <i < k lema|2.12|dava, ze pre D > 0
existuje prave 2¢~! a pre D < 0 existuje nekonec¢ne vela rieseni.

Ked’ie je ekvivalenciou, tak v pripade, zZe nie je splneny predpoklad (;—?) =
1 pre vsetky 1 <14 < k, tak riesenie nebude existovat. O

2.4 Priklady

7 predpokladu vety vieme, ze bude platit prave vtedy, ked Clyx = (Zz)"
pre &selné teleso K = Q[v/—D] s —D = 2,3 (mod 4) an € N. V tejto kapitole si
uvedieme priklady idealovych triednych grup pre rozne D.

Existuji dva sposoby, ktorymi rovnicu z? + Dy? = 2? moZeme rieSit. Bud
budeme pracovat v rozsfreni Q[v/—D], alebo na fiu mozeme nahliadat ako na
rovnicu 22 = 22 — Dy? a riesit ju v rozsireni Q[v/D].

Oznaéme pre d > 0 ¢selné telesd K = Q[vd] a Ky = Q[v/—d]. V nésleduji-
cich prikladoch budeme uvazovat d = 2 (mod 4), pretoze potom aj —d = 2 (mod
4). Pre d = 3 (mod 4) by sme v zapornom pripade dostali —d = 1 (mod 4), to
ale nespliia predpoklady vety .

Mozu nastat Styri moznosti pre m,n € N:

2

. ClKlN ngaC’lKQ% ZQ n’

n.
I

= (Z,) (Z)
o ClK1 = (Z2)m a ClK2 % (Zg)
. ClKl 9_5 (Zg)m a ClK2 = (Zg)n;
4 OlK1 _/i_ (ZQ)m a CZKQ ,,i_ (Zg)n
Na hladanie struktury idedlovej triednej grupy pre rozne D sme vyuzili webovi
stranku The L-functions and modular forms database (LMFDB) [8], v ktorej si
moézeme vyhladat struktiru pomocou velkosti diskriminantu aj roznych inych
kritérii.
Moznost Clg, 2 (Z2)™ a Clk, = (Z2)" pre nejaké myn € N a 0 < d < 200
nenastane.
Nésledujice dva priklady st konkrétne priklady moznosti, ked Cly, 2 (Z2)™

a CZKQ = (Zg)n

Priklad. Majme d = 136 a rozsirenia K; = Q[v/136] a Ky = Q[v/—136], kde
—136 =2 (mod 4) a 136 = 2 (mod 4). Z definicie diskriminantu ¢iselného telesa
dostavame, ze disc(K;) = —544 a disc(Ky) = 544. Plati, ze Clg, = Z4 a Clg, =
Zs. 7 toho plynie, Ze K, splita predpoklady vety a K nie.

Priklad. Nech d = 26, K; = Q[v26] a K, = Q[v/—26], kde —26 = 2 (mod
4) a 26 = 2 (mod 4). Z definicie diskriminantu dostavame disc(K;) = —104 a
disc(K;) = 104. Plati, 7e Clg, = Zs a Cly, = Z,. 7 toho plynie, ze K splia
predpoklady vety a K nie.

Nasledujuce dva priklady si zamerané na moznost kedy Cly, = (Z3)™ a
Cly, = (Zo)".
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Priklad. Nech d = 6, K; = Q[v6] a Ky = Q[v/—6], kde —6 = 2 (mod 4) a 6 = 2
(mod 4). Z definicie diskriminantu ¢iselného telesa dostavame, ze disc(K;) = —24
a disc(Ky) = 24. Plati, Ze Clg, = Zy a Clg, = 7. Takze obe idedlové triedne
grupy spliiaji predpoklady nagej vety.

Priklad. Majme d = 10 a rozsirenia K; = Q[v/10] a Ky = Q[v/—10], kde —10 = 2
(mod 4) a 10 = 2 (mod 4). Podla definicie diskriminantu ¢iselného telesa dosta-
vame, ze disc(K;) = —40 a disc(Ks) = 40. Plati, ze Clk, = Zs a Clg, = Zo.
TakZe obe idedlové triedne grupy spliiaji predpoklady nasej vety.

V poslednych dvoch prikladoch sa zameriame na moznost Cly, 2 (Z2)™ a

Cly, 2 (Zo)".

Priklad. Nech d = 82 a majme rozsirenia K; = Q[v/82] a Ky = Q[v/—82], kde
—82 =2 (mod 4) a 82 = 2 (mod 4). Analogicky s predoslymi prikladmi dostavame
disc(K1) = —328 a disc(Ky) = 328. Plati, ze Clk, = Zy4 a Clk, = Z,4, takze ani
jedna z idedlovych triednych grup nespliia podmienky nasej vety.

Priklad. Majme d = 142 a rozsirenia K, = Q[v142] a K, = Q[v/—142], kde
—142 = 2 (mod 4) a 142 = 2 (mod 4). Podla definicie diskriminantu ¢iselného
telesa dostavame, ze disc(K;) = —184 a disc(K3) = 184. Plati, ze Cly, = Z4 a
Clk, = Zs. Takze ziadna z tychto idealovych triednych grup nespliia predpoklady
nasej vety.

Na zaver si v prikladoch uvedieme faktorizaciu rovnakého riesenia pomocou
vety 2.8
Priklad. Majme rovnicu 2°4-2y* = 2*. Plat{, Ze idedlova triedna grupa Cly z =
73 a idedlova triedna grupa Clgly=g = 73, takZe obe spliiaji predpoklady viet z
nasej prace.

Rovnica 2% +2y? = 22 m4 normalizované rieSenie (7,4,9). Podla vety [2.8| plati,
ze toto riesenie dokazeme vyjadrif ako

<a+b\/—2>2
0 =¢e f )

kde a,b ndjdeme podla definicie ako rieSenie rovnice a? + 2b*> = 32. Dostdvame,
riesenie @ = 1 a b = —2 Jednotku ¢; v kvadratickom rozsireni Z[/—2] dopocitame
podla toho, ze vieme, Ze z definicie

5, — <7+zg\/—_2>‘

Konec¢ne, mozeme ¢§; vyjadrit v tvare podla vety [2.8
(1 - 2\/—2>2
h=—|—7"7—1 .
3
2

Teraz nazerajme na tito rovnicu ako na z? = 22 — 2y%. Potom dostédvame
normalizované riesenie (9,4,7). Podla vety analogicky s prvou castou prikladu

dostédvame
(9 + 42 )
0y = €9 # )
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kde &, je jednotka v kvadratickom rozsireni Z[v/2]. Jednotku dopocitame podobne
ako pri rovnici 2% 4 2y? = 22 a dostdvame, Ze g5 = 1.

Konecne, dostavame
(9 +44/2 )
0y = — )

Takze sme to isté riesenie vyjadrili dvoma tplne odlisSnymi spdsobmi.

Priklad. Majme rovnicu 2% +6y? = z2. Podla prikladov uvedenych vyssie vieme,
7e idedlova triedna grupa Q[v/6] aj idedlova triedna grupa Q[v/—6] spliiaji pred-
poklady viet z nasej prace.

Rovnica z2 + 6y? = 2z? m4 rieSenie (23, — 4,25). Podla vety vieme, ze toto
rieSenie mézeme vyjadrit v tvare

<a+b\/—6>2
0 =¢e f )

kde a aj b ziskame vyriesenim rovnice a? + 6b*> = 52. V tomto pripade dostdvame
riesenie a = 1 a b = 2. Jednotku €, v kvadratickom rozsireni Z[/—6], dopo¢itame
podla toho, Ze z definicie vieme, Ze d; bude maft tvar

5 — <23—4\/—_2>'

25
Dostavame, ze ¢; = —1. Mozeme vyjadrit
5 (1 + 2\/—6> ?
1 =—\—
5

Rovnako ako v predoslom priklade budeme teraz na tito rovnicu nahliadat
ako na x? = 2% — 6y? a dostdvame normalizované rieSenie (25, —4,23). Analogicky
s prvou castou prikladu dostavame

25 — 46
0y = €9 T )

kde €5 dopocitame podla toho, ze

(5
23

a dostédvame g9 = 1.
Finalne,
23

Znovu nam kazdy pohlad na dant rovnicu dal tplne int faktorizaciu toho
istého riesenia.

5 = (25—4“6>
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Zaver

V tejto praci sme pomocou lem a tvrdeni dokézali vetu o Strukture a
pocte rieseni rovnice |22 + Dy?| = 22 pre D € Z, bezstvorcové a —D = 2,3 (mod
4). V dokazoch jednotlivych viet tvrdeni sme pracovali v idedlovej triednej grupe
telesa Q[v/—D].

Ak by sme to cheeli rozsirit aj pre —D = 1 (mod 4), tak podla poznadmky
za definiciou ¢iselného telesa by sme dostali O = Z[@], preto by sme aj
Specidlne museli zadefinovat normu prvku.

Ak by sme chceli riesit rovnicu aj pre nie bezstvorcové D, tak by sme museli
vyuzit podkapitolu styri v kapitole dva o rddoch. Ozna¢me D = EF?, kde E je
bezstvorcové a EF? = 2,3 (mod 4). Z toho, %e kvadratickymi zbytkami modulo
4 st len 1 a 0, dostavame kongruenciu F = 2,3 (mod 4).

Podla toho plati, ze by sme museli pracovat v idedloch radu O = Q[F \/F], ¢o

by si vyzadovalo podrobnejsie spracovanie teérie o tejto struktire pomocou [2].
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