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kych ¢isel a sepsand potfebna teorie. Nasledné je definovan fetézovy zlomek a jsou
odvozeny podminky konvergence v realnych a p-adickych ¢islech. Déle je v textu
popsan Rubaniiv rozvoj do fetézového zlomku a prace se zabyva jeho konecnosti.
Soucasti je popis algoritmu, diky kterému lze o konec¢nosti rozhodnout. Odvo-
zen je i maximalni pocet krokti v tomto algoritmu. Pro Rubantv rozvoj déle
plati, Ze je-li nekonecny, pak je periodicky. V textu je periodicita véetné jejich
vlastnosti blize popsana. Prace se pak vénuje Browkinovu rozvoji do retézového
zlomku vcetné diukazu, ze tento rozvoj je pro racionalni ¢isla konecny. Obsahem
jsou i priklady ilustrujici popsané vlastnosti obou rozvoji.
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Uvod

Retézové zlomky jsou jednim ze zékladnich nastroji Teorie ¢isel. V redlnych
¢islech maji mnoho zajimavych vlastnosti, napriklad jsou konecné prave tehdy,
kdyz reprezentuji racionalni ¢isla, nebo diky nim ziskame dobré racionalni apro-
ximace realnych c¢isel. Pro definici fetézovych zlomkt je zasadni cela cast, ktera
je v redlnych cislech kanonicky definovana. V p-adickych ¢islech tomu tak neni.
Existuji rizné definice, které uvadi naptiklad K. Mahler, T. Schneider, J. Brow-
kin nebo A. A. Ruban. My budeme pouzivat definici A. A. Rubana, ktera je
nejblize té v redlnych cislech. Ruban, stejné jako mnoho jinych matematiki, se
snazil fetézové zlomky analogicky zavést v télese p-adickych cisel. Jeho rozvoj je
s rozvojem v realnych cislech témér totozny, avsak veskeré vlastnosti zachovany
nejsou.

V této praci se na nékteré rozvoje p-adickych cisel zamérime. Zajimat nés
bude primarné vyse zminény Rubaniiv algoritmus, jehoz vlastnosti popiseme po-
drobnéji. V zavéru jej porovname s algoritmem J. Browkina.

V prvni kapitole se podivime na p-adické ¢isla obecné a odvodime je tako-
vym zpusobem, ze kterého budou vice patrné dilezité vlastnosti, které pozdéji
vyuzijeme. Zavedeme pro né také p-adicky rozvoj, normu a valuaci. Vice for-
malni odvozeni a definici p-adickych ¢isel 1ze pak nalézt napriklad v Bakerovée
¢lanku (Baker]).

Druha kapitola se vénuje fetézovym zlomktm. Pomoci rekurentnich polynomi
dale definujeme konvergenty a popiseme jejich vlastnosti. Nasledné se zaméiime
na konvergenci fetézovych zlomkt jak v p-adickych, tak v redlnych ¢islech.

Treti kapitola se vénuje Rubanovu rozvoji p-adickych c¢isel do fetézového
zlomku a jeho vlastnostem. V tvodu je definovana p-adicka cela cast, kterd je
k zavedeni Rubanova rozvoje nezbytna. Hlavnim vysledkem této kapitoly je pak
rozpracovani dikazu véty z ¢lanku Capuano, Veneziana a Zanniera (Capuano,
Veneziano a Zannier| (2019)) tykajici se konecnosti a periodicity Rubanova roz-
voje. V konecnosti je tento rozvoj odlisny od fetézovych zlomki v realnych cislech.
Zaroven je zde predstaven konkrétni algoritmus a ukazan maximaélni pocet jeho
krokti, které jsou k rozhodnuti o konecnosti treba. Kviili tomuto dikazu jesté na-
vic zavedeme tzv. logaritmickou a multiplikativni vysku. O této teorii lze nalézt
vice informaci v knize Bombieriho (Bombieri (2007 - 2006))).

Ve c¢tvrté kapitole popiSeme rozvoj Browkintv. Ten na prvni pohled vypada
témeér totozné jako rozvoj Rubantiv, navic ma mnoho stejnych vlastnosti. Zasadné
se vSak lisi v konec¢nosti. Predstavime podrobny dikaz véty z clanku Browkina
(Browkin| (1978))), kterd 1ika, ze kazdé racionalni ¢islo ma Browkiniv rozvoj ko-
necny.

Posledni kapitola obsahuje konkrétni priklady, které ilustruji vlastnosti Ru-
banova a Browkinova rozvoje dokazané v této praci.



1. p-adicka cisla

Bud p prvodcislo a R = 132, Z/p'Z komutativni okruh. Pro ¢ > 2 mizeme mezi
Z/p'Z a 7]p"'7Z definovat zobrazeni m;:

24+l 2+ p T 7.
Déle definujeme okruh p-adickiyjch celych cisel Zp jakozto podokruh R nésledovné
Zp = {(l’l,.ﬁﬂg, .. ) €R | x; € Z/pZZ, 7Ti+1<xi+1) =T Vi € N}

Ozna¢me S mnozinu reprezentantu rozkladovych t¥id Z/pZ. Specidlné se za-
méfime na dva pripady:

(I) S = {0,1,...,p — 1}. S touto mnozinou se v literatufe setkdavame stan-
dardné. Ve svych studiich pri rozvoji p-adickych ¢isel do retézovych zlomkiu
s témito reprezentaty pracoval napiiklad A. A. Ruban (Ruban/ (1970)).

(I1) S = {—%, —% +1,..., % -1, %} pro p liché. Tuto mnozinu ve svém

¢lanku pouzival J. Browkin (Browkin| (1978)).

Vezméme libovolny prvek (y; + pZ,ys + p?Z,...) € Zp. Ztrejmé
Y1 + pZ = so + pZ pro so € S. Déle yo + p?Z = yb + p*Z pro yh € Z/p*Z tvaru
sy + s1p, kde s), 51 € S. Jelikoz plati mo(yh + p*Z) = y1 + pZ = 8¢ + pZ, tak y) =
S0 4 51p Pro So, 51 € S. Celkem dostdvame v, + p?Z = so + s1p + p>Z. Postupnou
iteraci tohoto vypoctu dostavame, Ze pro kazdy prvek (y, +pZ, yo+p*Z, .. .) € Zp
plati y; + p"HZ = Zé-:o s;p’ + p"™'7Z pro s; € S. Libovolny prvek Zp tak muZeme
vyjadrit jako (so +pZ, so+ s1p+p°Z, . .. ), kde s; € S pro i > 0. VSimnéme si, ze
dany prvek (y;, + pZ,ys + p?Z,...) € Zp je urcen posloupnosti prvku s; € S.
Definice 1. Bud sg, s1,... posloupnost proki S. Pak Y22, sip' oznacuje prvek
(so+pZ,so+s1p+p°Z,....s0+s1p+-+sp +pTZ ... )€ Zp.
Lemma 2. Pro kazZdé x € Zp plati, Ze vyjddreni x ve tvaru Y22, s;p’ je jedno-
2Znacneé.

Diikaz: Predpokladejme, ze plati x = S22, s:p" = Y32, 5;p', kde alesponi pro
jedno i plati s; # §;. Nejmensi takové i oznacime j. Pro (j + 1)-tou slozku prvku
x tak plati

so+siptc sy P L =50+ Sip e+ 5y L
sotsipt+ sy 0T L=so+sip+ s 50 + 0L
s;p) + M2 =5 + M7
(8]‘ — §]>p] € pj—HZ.
Jelikoz s;,5; € S, nemulze nastat s; # 35;. Dostavame spor a tedy plati s; = §;

pro vSechna ¢ > 0 a vyjadreni je tudiz jednoznacné.
]



Pro m > 0 jesté zavedeme znaceni
oo

Z sip' = (04 pZ,...,0 4+ p"Zy 8mp™ + p" Ly 8™ + Spug1p™ T+ L, L),

) (1.1)
které odpovida tomu, ze s; = 0 pro vSechna 0 <i < m — 1.
Definujeme déle zobrazeni @ :

d:7Z— 7,
2 (24 pZ, 2+ p*Z, . ..).

Jedna se o okruhovy homomorfismus. Pokud z € Ker @, pak 2z +p'Z = 0+ p'Z
pro vSechna ¢ > 0. Zrejmé 0 € Ker ®. Pro libovolné u € Z takové, ze u # 0,
plati, Ze existuje nejmensi k takové, Ze p* > u. Pak pro vSechna i > k dostavame
u+ p'Z # 0+ p'Z, a proto u ¢ Ker ®. Z toho plyne, ze Ker ® = 0 a zobrazeni ®
je prosté.

Abychom vypocty v Zp mohli provadét s mnohoéleny v Z, ztotoznime z a ®(z).
Nejprve si uvédomme, ze

O(s;) = (s; + pZ, s; + D°Z, . ..),
O(p) =@ +pLp+pL,...) = (0+pLp+p°L,...),
D(p) =)= +pZ,...) = 0+pZ,...,.0+p'Z,p" +p'7Z,...) pro i>1.

Jelikoz je @ homomorfismus, tak pro konecné soucty plati
) (Z sm") = P(sip') =
i=0 i=0

kde s; =0 pro 7 > k.
Necht nyni z € Z. Postupné muzeme spocitat

B(s)0(p) = 3 s

k
=0

z=2z1-p+ So

Z1=22P+ S1

(1.2)

21 =Rk P+ Sk

kde s; € S pro vSechna i > 0. Z toho plyne, ze z = so + p(s1 + p(...)), a proto z
miZzeme vyjadiit ve tvaru z = sy + s1p + s9p® + ... pro s; € S pro vsechna i > 0.
Dostavame tak

z = Z sip’, (1.3)
i=0

coz budeme oznacovat jako p-adicky rozvoj cisla z. Mzeme si vSimnout, ze je-li
p-adicky rozvoj kone¢ny (tedy existuje k& € N takové, ze s; = 0 pro vSechna
7 > k), pak jsou j-té slozky prvku z = 323°, s;p" rovny z + p’Z pro viechna j > k.
Vsimnéme si také, ze takovyto rozvoj je jednoznac¢né urcen posloupnosti prvki
S; € S.



Pozndmka: Ne kazdé celé ¢éislo lze vyjadiit ve tvaru 3% s;p’ pro k > 0. Napii-
klad pro volbu S = {0,1,...,p — 1} plati 3% ;s;p" > 0, tudiz pro zdpornd cels
¢isla pozadovany tvar neexistuje.

Dale muzeme ovérit

Py st =0+pZ,... .0+ pLyp +p L p L, . ) s+ PLy. .. ) =

i=0
= (0+pZ,(so + s1p)0 + P°Z, ..., (so +s1p+ -+ +sp)p +pTZ,...)) =

= (04 pZ, ... s + 1P/ 44 s P ) =3 s
i=0

Na Zp definujeme p-adickou valuaci:

Definice 3. Necht x € Zp s p-adickym rozvojem Y2 s;p'. Definujeme zobrazeni
vy : L, — Ny U {oo} ndsledovné

o) = {min {i|s; #0}, prox+#0,

00, pro x = 0.
Toto zobrazeni nazveme p-adickou valuaci na 7Z,.

Poznamka: Pro pozdéjsi praci s p-adickou valuaci jesté upresnime: bud n € Ny,
pak

o0 + 00 = 00,
00+ N = 00,
00 —n = 00,

n~ > = 0.

Bud nyni x = (z1,29,...) € Zp s p-adickym rozvojem »>7%, s;p* takové, Ze
so & pZ. Pak pro vSechna j > 1 je prvek z; = Y7, s;p" + p/'Z invertibilni
v Z/p V7. Tedy existuje xj_l € Z)p" 7 takové, Ze xj_lxj = 1+ p/TZ. Inverzni

prvek k z je pak tvaru 27! = (27, 251,...) € Zp.

Poznamka: Libovolny nenulovy prvek x € Zp s p-adickym rozvojem 3252, s;p’ mi-

zeme vyjadiit jako pFa’, kde k = vp(z). Pak navic pro
o' =32, sip’ plati s{ € pZ a tudiz 2’ m4 inverz ' .

Lemma 4 (Baker, str. 16). Necht z,y € Zp. Pak ma p-adickd valuace ndsledujici
vlastnosti:

(7) vp(x) = o0, pravé kdyZ x =0,
(i) vp(zy) = vyp(x) + vp(y),

(79) vy(x +y) > min{v,(z),v,(y)}, pricemz rovnost plati, pokud v,(x) # v,(y).



Diikaz:
(7) Plyne z definice.

(71) Nejprve necht x = 0 nebo y = 0. Bez Gjmy na obecnosti necht = 0. Pak

up(zy) = v,(0) = oo,
Up(@) + vp(y) = v,(0) + v,(y) = o0,

a lemma tudiz plati. Budte nyni z,y # 0, x = p*2’ a y = p'y/ pro k,l € Ny,
x',y € 7, invertibilni. Dostavame

vp(zy) = v (P a'y') = k1= 0,(07") + v,(p'y') = v,(2) + v, (y).
(#3i) Nejprve necht z = 0 nebo y = 0. Bez Gjmy na obecnosti necht z = 0. Pak

vp(@ +y) = vp(0 +y) = v,p(y),
min{v,(z), v,(y)} = min{v,(0),v,(y)} = vp(y),

a lemma plati. Budte nyni z,y # 0, 2 = p*2’ a y = p'y/ pro k,l € Ny, 2,3/
invertibilni. Bez 4jmy na obecnosti necht v,(x) = k > | = v,(y). Dostavame

w(@ +y) = v,("" +p'y) = v, (' ("2 +y) = 1= min{v,(2), v, ()}

Ziejmeé pokud v,(x) = k > | = v,(y), plati v,(z + y) = min{v,(x),v,(y) }.
[l

Lemma 5. Zp je obor integrity.

Dikaz: Predpokladejme, ze existuji u,v € Zp, u,v # 0 takové, ze u-v = 0.
MiiZzeme je tedy vyjadfit jako u = p*u’ a v = plv’ pro k,l € Ny a v/, v" € Z,
invertibilni. Pak

u-v=>0

pkzu/plvl -0
pkululflplvlvlfl =0- ulflvlfl

pk+l =0

COZ je sSpor.

Vezméme nyni podilové téleso Z, a oznacme jej Q,:

Qp:{:}b’u,vezp,v#()}.

Budeme jej nazyvat téleso p-adickych cisel. Libovolné ¢ € Q,, ¢ # 0 mizeme
s vyuzitim poznamky pred lemmatem [5| rozepsat ve tvaru:
u_pku’: k=l 1, /—=1 _ m

q=-="— u'v p"w,
v pu

kde w € Zp invertibilni a m € Z.



Lemma 6. Kazdy prvek q € Q,, q # 0 lze zapsat jednoznacéné ve tvaru 232, s;p",
kde m € Z,s; € S pro vSechna i > m a s, & pZ.

Diikaz: Predpokladejme, ze plati ¢ = p™tw; = p"2wy pro my, my € Z, wy,wy €
Z,, invertibilni. Bez Gjmy na obecnosti necht m; > ms. Pak

mi1 2
p wy =p Twe

mi1—mo __ —1
p = w; W2

a jelikoz prvek wilw, je invertibilni v Zy, je nutné invertibilni v Z, i p™7"2,
coz implikuje, ze m; = mo. Z rovnosti p"tw; = p"2w, pak plyne, ze w; = wo
a vyjadreni ¢ = > 772 s;p' je jednoznacné.

]

Vyjadieni ¢ = 332, s;p" predstavuje p-adicky rozvoj ¢isla ¢ € Q,. Pro m >0
se jedna o prvek Z, C Q, (viz (I.1))). Pokud m < 0, pak

> 4 Zfi Sifmpi

Alternativné tak muzeme téleso p-adickych cisel vyjadrit jako
Qp:{ZSipi|m€Z,si€S}.

Pokud ¢ = Y32 s, budeme pro jednoznacnost zdpisu predpoklddat, Ze
Sm & PL.

Na Q, také definujeme p-adickou valuaci:

Definice 7. Bud q € Q, takové, Ze ¢ = % pro u,v € Zp, v # 0. Pak

o (%) = wlw) = ().

[

Pokud pro uq,us,vi,v9 € Zp takové, ze vi,v9 # 0, plati o= 42, tedy
u1vy = ugvy, pak z lemmatu [ plyne

*@6
—~
£
iy
~
N
~—
I
ﬁ@
—~
<
(V]
<
iy
~

Definice je tedy korektni.
Nasleduje nékolik lemmat a definic, které vyuzijeme v nésledujicich kapitolach.
Vice informaci véetné dikazu lze nalézt v praci Bakera (Baker, str. 15-27).

Definice 8. Bud R komutativni okruh. Necht N : R — R™ je zobrazeni splriujici
ndsledugjici vlastnosti:

(i) N(x) =0 prdvé tehdy, kdyz x =0, x € R,

7



(i) N(zy) = N(x)N(y) pro vsechna x,y € R,
(7ii) N(x+y) < N(z)+ N(y) pro vSechna z,y € R.
Pak N nazveme normou. MuizZeme-li podminku (iii) nahradit podminkou silnéjsi
(13t") N(z+y) <max{N(x),N(y)} pro vsechna x,y € R,
nazyvame takovou normu nearchimédovskou.

Definice 9. Necht z € Q,. Pak

p®) prox £0,
|2, = oo o
p~>* =0 prox=0

nazveme p-adickou normou.

Lemma 10 (Baker, str. 16). Funkce | |, : Q, = RY md ndsledujici vlastnosti:
(7) |z|, = 0 pravé tehdy, kdyz x =0,
(%) |zyl, = |z|plyl, pro vsechna xy € Q,,

(77) |x+yl, < max{|z|y|y|,} pro vSechna x,y € Q,, pricemz rovnost plati, pokud
]y 7 |Ylp-

Definice 11. Bud R okruh s normou N. Rekneme, Ze posloupnost (a;) md limitu
a € R, pokud pro vsechna ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vsechna n > ng
plati N(a — a,) < €.

Definice 12. Budte a; € R. Rekneme, e posloupnost (a;) je cauchyovské vzhle-
dem k N, pokud pro vsechna ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vsechna
m,n > ng plati N(a, — a,) < €.

Definice 13. Okruh R s normou N nazveme Gplnym vzhledem k normé N, pokud
ma kazZdd cauchyovskd posloupnost limitu.

Lemma 14. Q, je dplny vzhledem k| |,.

Z definic [T1] a [I2) mj. plyne, Ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyov-
skd. Spolu s definici [I3] a lemmatem [14] dostavame, ze v Q, kazda posloupnost
konverguje pravé tehdy, kdyz je cauchyovska.

V praci Bakera (Baker, str. 15-27) lze nalézt jesté jiny zptusob zavedeni p-
adickych cisel.



2. Retézové zlomky

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

V této kapitole budeme pracovat s télesem F charakteristiky 0 a zavedeme
pojem fFetézového zlomku. Definujeme také posloupnosti polynomi, které v na-
sledujcich kapitolach vyuzijeme k rozhodnuti o konec¢nosti rozvoji do fetézovych
zlomkdi.

Definice 15. Bud F téleso charakteristiky 0. Pro n € Ny definujeme konec¢ny

retézovy zlomek délky n+1 jako posloupnost ag,ay,...,a, € F takovou, Ze vyraz
N 1
a
0 . 1
a
' 1

@y + 7

S

Qn
je definovany. Hodnotu koneéného fetézového zlomku budeme znacit [ay, . . . , ay,)

a definujeme ji jako

1
[a07 7an] = ap + 1

a/l + 1

L

an

) . o . ) 1
Pozndmka: Muzeme si vSimnout, ze plati [ag, a1, ..., a,] = ap + :
lai, az, ..., a,]

Definice 16. Rekurentne definujeme celociselné polynomy P, a Q,, v proménngch

Ti, ..., Tp:
P =0,
Py =1,
P=x,
Po(xy, ..y xng) = Tp1 Bo(1, .oy xn) + Poa(21, -0y 201),
Q-1:=1,
Qo =0,
Q1 =1,
Qni1(T2, - Tny1) = Tpp1Qn(T2y - Tn) + Quor (T2, Ty1).
Pozndmka: Muzeme si vSimnout, ze P,(x1,...,2,) = Qni1(21,...,2,). Tyto

polynomy splnuji mnoho dilezitych vlastnosti, ty nejpodstatnéjsi si dokazeme.
Lemma 17. Necht P, a Q, jsou definoviny jako v definici [16. Oznacme

M,, = (? é) Pak pro vsechna n > 1 plati:

9



(Z”) Pnanl - Pnlen

=(-1)™
(iv) Pu(x1,...,27,) = Py(zn,
Qn(z2y ... x,) = Qu(xy,

Dukaz:

...,[El),
...,CL’Q).

(7) Dukaz provedeme indukci. Pro n = 1 dostaneme

P1 P(] T 1 o
(6 a0) = (3 5) -

Pro n+1 > 2 pak plati

Pn Pn—l Tp+1 1 xn—i—lpn + Pn—l Pn
Mz t e " M:E = . = —
! e (Qn in) ( 1 O) (-rnJrlQn + anl Qn)
_ Pn+1 Pn
QnJrl Qn .

(7i) Pro n =1 plyne rovnost pfimym vypoctem z (7). Pro n > 2 dostaneme

P0G ) o) =0 e (o)

0

Pn Pn—l 1 1
Qu=(0 1) (Qn Qn_1> : <0> =(0 1) My - M,, - (0)'
(iii) PyQu 1 — Po1Qy = det <£" 5”1) — det(M,, ... M, )
= det(M,,) ... det(My,) = (=1) ... (=1) = (=)™

(iv) Levou stranu rovnosti muzeme jakoZzto matici 1 x 1 transponovat a dosta-
neme

(Pa(t1, .. 20)) = (Palan, o 20))T = [(1 0) - My, ..o M,, <1>]

R A BN 1y

=P, (zp,...,x1).

Pro )y plati rovnost trivialné, pro n > 1 pak dostavame

Qn(l'g, . ,l’n) = Pnfl(.fll'g, ..

) =P 1(xn, ..., 22) = Qn(Tn, - .., T2).

10



[]

Lemma 18. Necht P, a Q),, jsou definovany jako v deﬁm’ci aap,ar,as, ... €Q,
takové, Ze vy(a;) < 0 pro vsechna i > 0. Pak pro n > 1 plat{

n—1

Up(Pr(ag, -y an-1)) = > vy(a;),
i=0
n—1

Up(Qn+1(a07 cee ,anl)) = Up(a/i)
=0

Diikaz: Dukaz provedeme indukeci. Pro n = 0 mame

vp(Pi(ao)) = vp(ao),
vp(Pa(ao, a1)) = vy(a1 Pri(ao) + Fo) = min{vy(a1 Pi(ao)), vp(Fo) } =
= min{v,(a1) + v,(P1(ao)), 0} = min{v,(ar) + v,(ap),0} = vy(ar) + v,(ao).

Predpokladejme, Ze rovnost plati pro n > 2. Pro n + 1 pak dostavame

Up(Prs1(ao, - - ., an)) = vp(anPp(ag, ... an—1) + Poo1(ag, ..., an—2)) =

= min{vp(anPu(ao; .., 1)), vp(Par(ao, -, an-2))} =
—in {vp(an) + v,(Pa(ag, ... ,anl))azi(?vp(ai)} =
— min {vp(an) + Svp(az% 5 “p(“i)} -

n 2 n
= min {3 o,(), 3 (e | = 3 vpf0)
i=0 i=0 i=0
Jelikoz plati P, (z1,...,2,) = Qni1(x1, ..., x,), je rovnost pro Qn11(ag, ..., a,_1)
ziejma.
]
Poznamka:
(7) Posloupnost ag, ay, . .., a, € R takova, ze a; € R* pro 1 < i < n, je fetézovy
zlomek v R, protoze [a,as, ..., a,_1] > 0 pro vSechna n > 2.
(7) Posloupnost ag, ay, ..., a, € Q, takova, ze v,(a;) pro 1 <i <mn, je Fetézovy
zlomek v Q,.
Lemma 19. Necht pron > 1 je posloupnost ag, ay, . ..,a,—1 € F retézovy zlomek

a P, aQ, jsou definovdny jako v deﬁm’cz’. Pak Qn(ay,a9,...,a,_1) # 0 a plati

Pn(a()aaly .. aan—l)

Qn(ala ag, . .. 7an—1) .

[(lo,(ll, R 7an—1] -

11



Diikaz: Dikaz provedeme indukci podle délky fetézového zlomku n. Pron =1
dostavame

P1 (ao) __ap

= — = dyp.

@ 1

Predpokladejme nyni, Ze lemma plati pro n > 2. S vyuzitim vlastnosti (iv) z lem-
matu [I7] pro n + 1 dostavame

[ao] =

1 1
lon st = 0t ] T Pl =
~agPy(ay, ... a,) + Qulaz, ... an)  aoPu(an, ... a1) + Qulan, ..., az)
N P.(ai,as, ..., ay,) N P.(ay,as, ... ay) N
_agPy(an,...,a1) + Pyoi(an,...,a2)  Pupi(an, ..., a0)
a Qnyi(ar,az, ..., ay) B Qnyi(ar,az, ..., ay) B
_ Pualag, ..., a,)
B Qnii1(a, ag, ... ay)

Z indukéniho predpokladu [ay, as, ..., a,] = M a Qnlag, ..., a,) # 0. Na-

Qn(a%---yan
, P, . 7. v v s 17 v c v v ,
vic % # 0, jelikoz predpokladéame, Ze ag, ay, as, . . ., a, je fetézovy zlomek.

Vypocet je proto korektni.
O

2.2 Konvergence v Q, a R

V této casti se misto obecného télesa F s charakteristikou 0 specificky za-
méfime na fretézové zlomky v Q, a R. Zavedeme pojem konvergence a ukazeme
nekolik podminek, pri jejichz splnéni fetézové zlomky konverguji. Tato sekce po-
drobnéji rozvadi dikazy lemmat z ¢lanku Capuano a kol. (Capuano a kol. (2019)),
str. 1855-1856).

Definice 20. Nekonecny tetézovy zlomek definujeme jako nekonecnou posloup-
nost ag, ay, ... € ¥, pro kterou plati, Ze pro vsechnan > 0 je ag, ay, . .., a, konecny
retézovy zlomek.

Definice 21. Bud ag,aq,... € F nekonecny retézovy zlomek a necht P,, Q, jsou
definovdny stejné jako v definici[16 Budte

DPn = Pn<a0aa'17 s 7an—1)7

gn = Qn(ala ag, . .. 7an—1)-

Pro n > 1 definujeme n-té konvergenty tohoto nekonecného fetézového zlomku
iako P
jako s
Definice 22. Bud F téleso s normou N, ag, ay, ... € F nekonecny retézovy zlomek
a Pn, qn definované jako v definici . Rekneme, Ze tetézovy zlomek konverguje

v I, pokud posloupnost n-tych konvergenti 5—: ma limitu vzhledem k N.

12



Lemma 23 (Capuano a kol [2019, str. 1855). Bud ag,aq,... € Q, nekonecny
retézovy zlomek takovy, Ze vy(a;) < 0 pro i > 1. Pak tento retézovy zlomek v Q,
konvergugje.

Diikaz: Nejprve odvodime pomocnou nerovnost. Bud n > 2. Pak z lemmat [I7]a[L§]
mame

o (2= 220) = (528 = ) = =) = planr) =

an Gn—1 qnGn—1

z ¢ehoz pro n,n’ € N takové, ze n < n/, zaroven vyplyva

<pn pn—l) <pn’ pn’—l)
Up —_— — < Up — .
An Gn—1 gn’ qn'—1

Necht nyni € > 0 a n < m pro n,m € N. Pak plati

Pm  Dn

P _ Pn :<m_pm1>+<pm1_M>+ +<pn+1_pn>
dm qn p dm dm—1 dm—1 gm—2 o dn+1 dn
_ () (-2 (2n ) _

_ . Pm—i _Pm—i—1 Pn "
—p 0<i<(mon—_1) {vp<qmﬂ- qmﬂ;l)} < p—vp(qnﬁ‘%n) < p—(2(n+1)—3) _ p—(2n—1)

p

)

a tedy pro n takové, ze p~ "1 < ¢, dostaneme
Pm _ Pn < e,
Gn Gnl,

tedy posloupnost {Z—"} je cauchyovskd v Q,, a proto méa v Q, limitu.
]

Lemma 24 (Capuano a kol 2019 str. 1856). Bud ag,aq,... € R nekonecny
retézovy Zlomek takovy, Ze a; € R proi > 1, a Z—Z jsou jeho konvergenty. Pak
je v R posloupnost {Z—:} pro sudad n klesajici a pro licha n rostouci. Navic kaZdy
sudy clen této posloupnosti je mensi neZ clen s lichym indexem.

Diikaz: Ptimo z definice g, plyne pro vSechna n > 1, Ze ¢ 10 > @, > 0. Dale
plati:

]ﬁ N Pn—2 _ Pndn—2 — Pn—24n o (an—lpn—l + pn—Q)Qn—Q .

dn Gn—2 Gndn—2 qndn—2
o pn—2(an—IQn—1 + Qn—2) _ an—l(pn—lQn—Q - pn—2Qn—1) _
qndn—2 qndn—2
Qp—1

> (0, pro n liché,
an_l(_l)nfl Gndn—2

Andn—2 —Qp—1

qndn—2

< 0, pro n sudé,

13



a tedy posloupnost {%} je pro n suda klesajici a pro n licha rostouci. Zaroven
z lemmatu |17 ¢asti (i74) mame
P2k P2k—1 _ (-n* 1

> 0.

42k q2k—1 q2kq92k—1 - q2kq2k—1

Tedy kazdy sudy clen posloupnosti {z—:} je vétsi nez libovolny clen s lichym in-
dexem. Z toho také plyne, ze 5—" jsou omezené.

n

]

Véta 25 (Capuano a kol 2019, str. 1856). Bud ag,ai,... € R nekonecny rete-
zovy zZlomek takovy, Ze pro vSechna i € N a; € RY. Pak tento retézovy zlomek
konverguje v R, prave kdyz 72, a; = oo, coZ plati prdvé tehdy, kdyzZ g, jsou
neomezene.

Dikaz: 7 lemmatu [24] plyne, Ze podposloupnost {Z—"} pro n suda je klesajici a
zdola omezend, tudiz ma konec¢nou limitu v R. Obdobné podposloupnost pro n
lichd je rostouci a shora omezena, tudiz ma také konecnou limitu v R. Oznac¢me

lim 22k — A
lim Pa-1 B.
k=00 qop—1
7 definice vyplyva, ze pro € > 0 existuje kg takové, ze pro vsechna k > kg plati
Z;:—j — B’ < §. Predpokladejme nyni, ze

lim qorqor_1 = oo, ekvivalentné lim —— = 0.
k—o0 k=00 qorq2r—1

Tedy pro € > 0 existuje I, takové, Ze pro véechna k > ly, plati —L— < 5. Pak

q2kq2k—1
pro vSechna k > max{kg, [y} plati
p2k_B|: D2k P2k—1 +p2k71 _ Bl < D2k P2k—1 i D2k—1 —B‘S
G2k q2k q2k—1 q2k—1 G2k q2k—1 q2k—1

< 1 n € < € . €

<——+5s<;+5=¢
QrQer-1 2 2 2

z ¢ehoz plyne, ze

lim P2k = B.

k—o0 q2k’

Z jednoznacnosti limity dostavame, ze A = B. Vybrana podposloupnost sudych
clenu konverguje ke stejné limité jako vybrana podposloupnost lichych ¢lent, tu-
diz konverguje i ptuvodni posloupnost.

Tedy dokézali jsme, Ze fetézovy zlomek konverguje, pokud limg o ¢ngn_1 = 00.
Pro n > 1 ozna¢me 7, := ¢,q,_1. Z definice [16| mizeme odvodit rekurentni vztah:

Gn+1 = AnQn + Gn—1
Gndn+1 = aanL + qnQn—1

2
Tn+1 = Anq,, + Tp.
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7 této rovnosti dile muzeme odvodit:
N 2 2 2 2
Tn+1 = UGy + An_1¢,_1 + - -+ a2q; + a1q;.

Nyni opét vyuzijeme vlastnosti ¢, 12 > ¢, spolecné s tim, ze g1 =1 a g = a; > 0.
Ozna¢me t = min{1, a;} > 0. 7, pak mizeme odhadnout

n
Tntl > ant2 + an_1t2 + -+ a2t2 + a1t2 = t? Z a;.
i=1

Z této nerovnosti plyne, ze kdyz "', a; diverguje, fetézovy zlomek v R kon-
verguje. Soucasné pri divergenci > " ; a; dostavame, ze 7,, — 00, coz implikuje
neomezenost q,.

Pro druhou ¢ast dikazu potfebujeme pro n > 2 nejprve dokazat nasledujici odhad

dn < (an—l + 1)(an_2 + 1) e (CLl + 1),

coz provedeme indukci. Pro n = 2 médme ¢» = a; < a; + 1. Nechf nyni nerovnost
plati pro n > 3. Pro n + 1 dostavame

Qn+1:anqn+Qn—1San(an—l—f'l)'-.-'<a1+1)+(an—2+]—)'---'(a1+1)S
<ap(ap—1+1)-...- (a1 + 1)+ (ap—1 + D(ap—2+1) ... (a1 +1) =
:(an+1)(an_1+1)-...-(al—l—l),

jelikoZ (an_1 + 1) > 1. Za vyuZiti nerovnosti z + 1 < e® mtZeme odhad jesté
upravit:

Gn < (@nr+1)(@n o+ 1) (ag+ 1) SePrtetnz . e = el

Tedy pokud 7, a; konverguje, jsou ¢, omezené. Necht ¢, < K pro vsechna
n > 0 pro K € R*. Pak dostaneme

1 1

Pn Pn—1
= > —,
qndn-1 K?

dn qn—1

z ¢ehoz vyplyva, ze posloupnost {Z—:} neni cauchyovska a fetézovy zlomek proto
nekonverguje.

]
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3. Rubaniiv rozvoj do retézového
zlomku

3.1 Definice a zakladni vlastnosti

V celé této kapitole budeme pocitat s p-adickym rozvojem ¢isla o € Q,
ve tvaru 3°3° s;p' prom € Z, s; € {0,1,...,p— 1} a s, # 0. Pro zavedeni Ru-
banova rozvoje do fetézového zlomku potirebujeme nejprve pro p-adicka ¢isla de-
finovat p-adickou celou ¢ast. Opét rozvedeme ditkazy nékterych lemmat z ¢clanku
Capuano a kol. (Capuano a kol.| (2019), str. 1855-1856).

Definice 26. Necht o € Q,, a # 0 a jeho p-adicky rozvoj je tvaru 332, s;p' pro
m € Z, s, # 0. Pak p-adickou celou ¢ast ¢isla o znacime |, a definujeme jako

Y sip prom <0,
la], =
0 pro m > 0.

Ddle definujeme |0/, = 0.
Tato p-adicka cela ¢ast splnuje nékolik dtilezitych vlastnosti.
Tvrzeni 27. Necht o € Q,. Pak plati
(i) o)y € Z[]lg]f la = [afpl, <1 a0<[a], <p,

(i7) necht € Z[%] splriuge vlastnosti z (i), pak = [a],.

Dukaz:

(i) Pro @ = 0 plati |«], = 0 a vlastnosti jsou splnény. Necht nyni o # 0
a 32 sp je jeho p-adicky rozvoj takovy, Ze s,, # 0. Pro m > 0 plati
la], = 0 a vlastnosti jsou splnény. Bud m < 0. Ziejmé |af, = X0 sip' €

Z[%]. Jelikoz s; € {0,1,...,p— 1}, tak v,(s;) € {0,00}, a proto
0 00 : —( min {v,(s;)+vp(p
. Z sp| — Z spf| = p_vp<2i:18ipl> <» (, in_{op(si)+up(P)}) _
=m P =1 P
—( min {i|s;#0})
p 1sise <p' <1, pokud existuje s; # 0 pro i >0,
p>®=0<1, pokud pro vsechna i > 0 plati s; = 0.
Déle pak
0 0 —-m m (p,—m+1
. ; iy " (p -1
0> s <> (p—p'=(p-1D>p7=(p-1) (p_l )
i=m i=m j=0
—m+1
p 1 m
= =p <
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(7) Plati

0<|la], =B =|lal,—ata-p[, <
< max{||a], —al,, [ —al,} < 1.

A tedy dostavame

p =8 <1 — y(la), — B) > 0.

Aviak |al,, B € Z[;], a proto také |a], — B € Z[]. Pro spor pfedpo-
kladejme, ze |al, # B, tudiz |a], — f mizeme vyjadiit ve tvaru % pro
k € Z a » € Z takové, ze p t ». Z tohoto zépisu je také ziejmé, ze
vy(|la)p — B) = —k. Podle pfedchoziho vypoctu ale vime, ze k < 0. Z toho
plyne |a], — 5 € pZ. Jenze 0 < |a],, B < p, tudiz i ||a], — | < p. Celkem
dostavame |a, — = 0, coz je spor s predpokladem. Musi tedy platit

la], = B.

]

Z definice navic pfimocafe plyne, ze v,(|],) = m. Nyni uz mizeme definovat
Rubantiv rozvoj do fetézového zlomku.

Definice 28. Necht a € Q,. Polozme
ap = a, ap = |ao]p, ro = Qg — ag.

Predpokladejme, Ze jsou definovina av,, a, a r,. V pripadé r, # 0 definujeme

1
Qpt1 = 77 Qp+1 = \_OénJrlJpa Tn+l = Qpy1 — Apitl,
n
ze kterych ziskame retézovy zlomek ag,aq, ..., ktery budeme nazgvat Rubantv

rozvoj ¢isla a do tetézového zlomku. V pripadé r, = 0 nejsou pro i > n+1 cleny
a; ani a; definovdny, Rubanidv rozvoj cisla o do retézového zlomku je konecny
a plati o = [ag, ay, . . ., ay,).

Pro vsechna n € N, pro kterd je o, definovdno, zavedeme znacent e, = —v,(ay,).

Definice 29. Necht o € Q,. Rubaniv rozvoj cisla o do retézového zlomku
ag, a1, ... nazveme periodicky, pokud existuji ko,l > 0 takové, Ze pro vsechna
k > ko plati ar = ay;. Nejmensi takové | pak nazijvame délkou periody.

Dokéazeme nékolik vlastnosti Rubanova rozvoje do retézového zlomku, které ve
svém ¢lanku bez dikazu uvadi Capuano a kol. (Capuano a kol.| (2019), str. 1854).

Lemma 30 (Capuano a kol., 2019, str. 1854). Bud a € Q, a a,, jako v deﬁm’ci.
Pron > 0 splnuje a,, nadsledujici vlastnosti:

(7) ey, >0,
(#) |anl, = p*,
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(7it) 0 <a, <p—p ° <p.

Diikaz:
(7) Jelikoz n > 1, tak z tvrzeni [27] plati

lovn—1 = [an—1]plp <1
|O[n_1 — an_1|p <1

|Tn—1|p <1
1
p i) <1 = fup( )>0
Qt

vp(1) — vp(an) >0
e, >0

(#4) 7 definice |28 plyne |a,|, = p~Ur(@) = p=wllanle) a zdroven pen = p=vrlan),

Tedy pro ditkaz |a,[, = p™ potiebujeme ovéfit, Ze v,(ay) = vy(|an]p). Bud

2 sip' p-adicky rozvoj a. Jelikoz z ¢éasti () vime, ze v,(a,) < 0 pro
vBechna 7 > 1, pak nutné m < 0. Z definic [3] a [26] dostaneme

@) = v, (i ) =m

i=m

e =o{(§5) -

A tedy vy(a) = vp(|e],)-
(éii) 7 (i) a (i) vime, Ze vy(ow,) = vp(a,) < 0. V dikazu tvrzeni 27] jsme pro
m = vp(lan]p) < 0 odvodili
0

0< law)p=> sp' <p—p™

i=m

A jelikoz primo z definice 28 plyne, zZe a,, # 0 pron > 1, a plati a, = |ay,],,
dostavame pozadované nerovnosti.

[
Pokud |a, < 1, pak vy(a) > 0 a pro ag = ||, plati o — [a],|, < 1, a tedy
vp(a — |af,) = min{v, (), v,(|a],) } > 0. Zaroven ale vime, ze
vp(a) > 0,

=00 pro o], =0,
w(laly) { o

protozZe |a, € [0, p). Tedy dostavame ag = [a], = 0. Dale pro a; = - mame

0%

p
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7 toho plyne, Ze az na pripadné posunuti indexii n o 1 mizeme predpokladat
lal, > 1, a tedy ag # 0.

Co se tyce konvergentt Rubanova rozvoje do fetézového zlomku, tak splnuji
nékolik klicovych vlastnosti. Z definice plyne, zZe se jednd o nezaporna racionalni
c¢isla. Jsou-li v zédkladnim tvaru, jejich jmenovatel je mocninou p. Pro n > 1
navic g, > 0, diky ¢emuz jsou n-té konvergenty dobre definované. V néasledujicich
lemmatech dokazeme jesté nékteré jejich dalsi vlastnosti.

Lemma 31 (Capuano a kol 2019, str. 1854). Bud o € Q,, a; a «o; definované
jako v definici[28 a pi, q; jako v definici |21l Pak pro vSechna n > 0, pro kterd
jsou v, definovdna, jsou splneny nasledujici rovnosti:

anQn+Qn—1’
y (—1)
W) Qn=pp— Qg = ———"—.
( ) 4 anQn_l'Qn—l
Dikaz:
1 Pn gy Un-1,0n
(z’)&:a0+ _ +1(a0 a 104):
ar + 1 QnJrl(al;'--;anfl;an)
1 } 1
T
Ap—1 + —

n
_ anPy(ag, ..., an_1) + Py_1(ag, ..., a,_2) _ OnPn+ Pna
anQn<a17 s 7an—1) + Qn—l(ala s 7an—2) (0740 + dn—1
Z lemmatu [30| vime, Ze a; > 0 pro vSechna ¢ > 0, a tedy vSechny vyrazy
ve vypoctu jsou dobie definované.

OnPn + Pn—1 _ AndnPn + Gn—1Pn — OnPndn — Pn—14n o

W) Yn=pn—————(n =
( ) Ondn + Gn—1 Ondn + Gn-1
— Qn—1Pn — Pn—19n _ (_1)n
Andn + Gn—1 Andn + Gn—1
]
Z (i) miZeme jesté odvodit
_ QpPn + Pn—1
Andn + Gn—1
aQnGy + Qgp_1 = QpPn + Pn-1 (3 1)

an (g — Pn) = Pn-1 — QQn_1
_ Pn—1 — OQqn—1 SOn—l

O

Qadn — Pn Pn

3.2 Konecnost Rubanova rozvoje do retézového
zlomku

V této podkapitole se budeme zabyvat otazkou, za jakych podminek je Ruba-
nuv rozvoj do fetézového zlomku konecny. Nejprve odvodime nékolik nerovnosti
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a odhadi, které pozdéji vyuzijeme. Tyto odhady jsou popsany v ¢lanku Capu-
ano a kol. (Capuano a kol.| (2019)), str. 1857).

Bud a € R, a > 0. Ozna¢me nésledujici matice a vektory

B(a) = n = , = .
@) <1 0) o (pn—1> ! (%—1)

Spocteme vlastn{ ¢isla matice B(a): det (B(a) — zI) = x? — ax — 1, tedy vlastni
¢isla Aq, A2 jsou kofeny rovnice 22 — ax — 1 = 0. Dostavame

Al = 5
Oznaéfme A(a) maximalni vlastni éfslo matice B(a). Pro A; = “F¥2H plati
\ a—+ \/Z_l 14 a
1 9 - 92 )
zatimco pro Ay = =¥ = V2‘12+4 mame
a—+va*+4
/\2 = <0
2
Proto dostavdame A(a) = ¢HVe+2 V52+4. Tato vlastni ¢isla ndm poslouzi k hornimu

odhadu p, a q,.

Lemma 32 (Capuano a kol., 2019, str. 1857). Bud a € Q,, ag, a1, ..., €q, €1, ...
definované jako v definici [2§ a pn, g, definované jako v definici[21. Necht plati
a; > 0 pro vsechna i > 0. Pak pron > 1 plati

P < Map_1) ... Aap) a Gn < Map—1) ... - AMaq).

Je-li rozvoj konecny délky 1, pak plati tytéz rovnosti pro 1 <n <.

Diikaz: Pro vSechna m > 0 mame pp,11 = B(am)Pm. Postupnou iteraci ziskdme

ﬁm-i—l = B(am) . B(am_1> L B(CL())ﬁg.
Jelikoz jsou B(a;) symetrické redlné, a tudiz normélni, matice, existuji dle Schu-
rovy véty matice () unitarni a D diagonalni takové, ze jsou-li \; vlastni cisla
matice B(a;), pak

B(a;) = Q' DQ, mmD:G;i>

n

y) = Q¥ dostaneme pro libovolné
2

Postupnymi tpravami a substituci § = (

5 T
x:< 1) € R?:
X2
T

1B(a;)Z||? = (B(a:)%) " B(a:)Z = 7 Bla;) Bla))i =1 (QTDQ>T 0" DOF =
2 2

ST =T =T =T - ST =T = =T —
=7 Q D QQ DQF=7 Q D*QT7 =y D*§=>_ N[ luil* < Mai)* D |uil* =

i=1 =1

= AMa:)* | QE* = Mas)*||[I”,
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z ¢ehoz plyne
1B (ai)Z]| < a1,

kde ||Z|| znaci eukleidovskou délku. Za vyuziti iterace a faktu, ze p = lap_; =0,

dostaneme
P S PEF iy = 1Pl £ Man—1) - ... - Mao) || ol]-

Pro ¢, je diikaz analogicky.
O

Jesté budeme potiebovat odhadnout «,,, k tomu vsak musime zavést logarit-
mickou a multiplikativni vysku. Podrobné odvozeni a vice informaci o této teorii
1ze nalézt v knize Bombieriho (Bombieri| (2007 - 2006)).

Definice 33. Bud a = % pro u,v € Z takové, Ze v # 0 a gcd(u,v) = 1. Logarit-
mickou vysku h(«) definujeme ndsledovneé:

h(a) = log max {|ul, |v|}.
Dile definujeme multiplikativni vysku H(«) jako

H(a) = e
Pozndmka: V definici i dale v textu pracujeme s logaritmem o zakladu e.

Pro logaritmickou vysku dokazeme jednu dilezitou nerovnost.

Lemma 34. Budte o, f € Q. Pro logaritmickou vysku plati

h(a+ B) < h(a) + h(B) + log 2.

Diikaz: Necht a = { pro a,b € Z takové, ze ged(a,b) = 1,b # 0 a 8 = £ pro
c,d € Z takové, ze d # 0 a ged(c,d) = 1. Pak dostdvame

d—+cb
ha+B) = h (“ 4 C) — 1 (2D < log max {Jad + cbl, bd]} <
b d bd
< log max {|ad| + |cbl, |bd|}
Opét rozlisime dva pripady

(1) la| = [b] == [bd], |ad| + |cb| < |ad] + [ca| = |a[(|d] + |¢]) <
< 2|a| max {[c|,|d|} = 2max {|al,[b]} - max {|c|,|d[},

() [a] < [b] == |bd], |ad| + [eb] < |bd| + |cb| = [b](]d] + [¢]) <
< 2[bj max {[c],|d[} = 2max {[al,[b]} - max {|c|,|d|}.
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Odtud plyne, ze max {|ad| + |cb|, [bd|} < 2max {|a|, |b|} - max {|c[,|d|}. A tedy
log max {|ad]| + [cb], [bd|} < log(2max {|al, |b[} - max {|c[,[d]}) =
= log 2 + log max {|a|, |b|} + logmax {|c|, |d|} =log2+ h (Z) + (2) =
= h(a) + h(B) + log 2.

O

V nésledujicim lemmatu odvodime primarné kvili zjednoduseni znaceni dveé
nerovnosti.

Lemma 35. Bud ag,a1,... € Q, nekonecny retézovy zlomek. Budte p,, q, defi-
nované stejné jako v definici[21. Pak pro n > 1 plati

—Up(pn) = €0+ -+ -+ ep_1, —Up(qn) = €1+ -+ en_1.

Diikaz: 7 lemmatuvime, ze vy(a;) < Oproi > 1. Délez lemmatudostaneme

|
—

n

— Up(pn) = —vp(Polag, ..., an-1)) = — ) vp(a;) =€g+ ...+ €n_1,
i=0
n—1
—Up(qn) = —0p(Qular, ... an-1)) = =) vp(a;)) =e1+ ...+ ep1.
i=1
O]
Poznamka: Pro e, eq,...e,—1 definované v 2§ zavedeme pro n > 1 znadeni

Spi=¢€y+ ...+ e,_1 apron =0 dodefinujeme sy = 0.

Nyni uz mizeme odhadnout logaritmickou vysku a,.

Lemma 36 (Capuano a kol., 2019, str. 1857). Bud o € Q takové, Ze v,(a) <0,
a o, definované stejné jako v definici[28. Pak pro vSechna n > 0, pro kterd je c,
definovdno, plati ndsledujici nerovnosti

(7) h(ay,) < h(a) + s, logp + nlog (2p),
(4) h(an) < 2"(h(a) +log (2p)) — log (2p).
Dikaz:

(i) Pro n = 0 plati A(ap) = h(a) a nerovnost je splnéna. Pro n > 1 nejprve
odhadneme h(a,,). Z tvrzeni 27| vime, ze a,, € Z[%]. Tedy pro k € N takové,
pfn, kde e, > 0. Navic 0 < a, < p, a proto k < p**i,

ze p1tk, je a, tvaru
Dostavame

h(ay) :h< h

pe"> < log max {|k[,|p|} < logmax {|p* ™| ,|p*"|} =

= log (p*™') = (e, + 1) log p.

(3.2)
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Dale z deﬁnlce . mame — 1+1 = a, — a,. Pak s vyuzitim odhadu v (3.2)
dostaneme

(i) = h (

< h(an) + (en + 1) logp + log 2.

1

Qpy1

) = b0 —a) < h(ow) +h(a,) +log2< o

Nyni budeme pokracovat indukei. Pro n = 1 mame z ((3.3)

h(a1) < h(ag) + (eg + 1) logp 4+ log2 = h(a) + eglogp + logp + log 2 =
= h(a) + s1logp + log (2p).

Necht dale nerovnost plati pro n > 2. Z nerovnosti (3.3)) pro n+1 dostavame

h(arri-l) (an) (en + 1) logp + log 2<

< () + sy logp + nlog (2p) + (e, + 1) logp + log 2 =
h(a) + (sn + €n) logp + nlog (2p) + log 2 + log p =
ha) +

(8n41)logp + (n + 1) log (2p).

«

Pro n = 0 plati h(ag) = h(a) a nerovnost je splnéna. Pro n > 1 nejprve
odhadneme h(cow,). Jelikoz plati, ze e,, = —v,(ay,) > 0, vyjadiime a,, ve tvaru
kde p { m, a dostaneme

p€n7
m
haw) = h (p) _ logmax {ml, [p"[} = log (0°) — enlogp. (30

Zaroven s vyuzitim nerovnosti v (3.2) mizeme odhadnout

1

an+1

h(aps1) = h (

< h(ay) + (e, + 1) 1logp + log2 = h(a,) + e, logp + log 2p <
< 2h(an) + log (2p).

) = h(an — an) < h(ay) + h(a,) +1og2 <

(3.5)
Déle budeme postupovat indukei. Pro n = 1 méame z (1)
h(ar) < h(a) + silogp + log (2p) = h(a) + eglog p + log (2p).

7 predpokladu vime, ze eqg > 0. V pripadé ey = 0 plyne primo z definice
h(cg) = h(a) > 1 > 0 = eglogp. Pokud ¢y > 0, pak mizeme vyuzit primo
nerovnost (3.4). Dostaneme

h(ay) < h(a) 4 h(ao) +log (2p) = 2(h() + log (2p)) — log (2p).
Necht dale nerovnost plati pro n > 2. Z nerovnosti (3.5)) pro n+1 dostavame

h(ani1) < 2h(an,) + log (2p) <
< 2(2"(h(a) + log (2p)) — log (2p)) + log (2p) =
= 2" (h(a) + log (2p)) — 2log (2p) + log (2p) =
= 2"*1(h(a) + log (2p)) — log (2p).
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[]

Nyni uz muzeme dokazat hlavni vétu této podkapitoly. Zde rozepsany dikaz
kopiruje postup v ¢lanku Capuano a kol. (Capuano a kol.| (2019)), str. 1859-1861).

Véta 37 (Capuano, Veneziano a Zannier, 2019, str. 1852). Bud p prvocislo a
a €Q, a>0. Pak plati

(7) Rubaniv rozvoj cisla o do retézového zlomku ag,aq, ... je konecny pravé
tehdy, kdyzZ pro vsechna i > 0 plati o; > 0; zda toto nastane lze rozhodnout
algoritmicky v konecném poctu kroki.

(i7) Pokud je Rubaniv rozvoj ¢isla a do retézového zlomku ag, aq, . .. nekonecny,
pak je periodicky s délkou periody 1 a vSechny cleny periody jsou rovny
p — p~ L. Predperiodickou cdst lze navic spocitat efektivné.

Pozndamka: Z (7) je zfejmé, ze pro a € Q,, a < 0 je Rubantiv rozvoj do fetézového
zlomku vzdy nekonecny, jelikoz ag = a < 0.

Dukaz:

(7) Béhem dukazu popiseme i pozadovany algoritmus. Ten spoc¢iva v tom, Ze
spocteme dostatecné mnoho «; a zjistime, zda jsou nezaporné.
Predpokladejme, Ze jsme spocetli jiz ag, . . ., Gpi1, oy -+ oy Qi1 & q—o . Z’:—E
pro n = 2k > 2. Pokud bylo nékteré ze spoéten)’fch «; zaporné, pak se
algoritmus zastavi. Bez jjmy na obecnosti necht oan < 0. Jelikoz a4, €
(0,p], pak 11 = a1 —an11 < 0, atudiz a0 = —— < 0. Tedy vyskytne-li
se pIi vypoctu zaporné ay,, pak pro vsechna k > ko platl ar < 0 a fetézovy
zlomek neni konecény. Navic pokud ky bylo nejmensi takové, ze a; < 0, pak

Qp, - -5 Qg1 Z 0.
Nyni predpokladejme, ze ayg, ..., ag, > 0.
Z lemmatu 31| éasti () dostaneme

(1)
P2 o = Pok — QQ2k _ qakqor + Gak—1 >0,
Q2 q2k q2k
tedy o < %ﬁ a pripomenme ¢op_1 > ¢1 = 1. Z lemmatu (77) déle muzeme
odvodit
1 1
0 < Yok = par — QGax = < <1

QokQok + Q2k—1  Q2k—1
ProtoZe predpokladame, ze o € Q, vyjadreme a jako § pro b = bop®, kde
b,by € N* a pfby,a. Pak dostaneme

Up(bopar) = vp(bo) + vp(2k) = 0+ vp(P2r) = vp(Pn — ) =

= 7(_1)n = —min{v,(« ) =

— o () i oy 1)) =

= —min {(vy(n) + 0p(an)), Vp(Gu-1)} = (3.6)
= —min {(vy(an) + vp(gn)), Vp(dn-1)} =

— — min {(v(angn)), 0p(dn1)} = ~0p(@nn + Guo1) = ~0p(Gus1) =

= Sp41 — €9 = N.



Navic vime, Ze p; a ¢; jsou racionalni cisla, ktera v zakladnim tvaru maji
jmenovatele mocninu p. Jelikoz z lemmatu |35 mame v,(p;) = —s; a v,(q;) =
eo — Si, muzeme pak pop a qop zapsat ve tvaru

9

ps2zk—eo ’

P2k = Q2r =

pSQk !
kde f,g € Z takové, ze pt f,g. Pro vyraz bypay plati

fa g )Zf'bo a-g

P32k N bopeo P32k €0 N

bowar = bo(par — aqar) = by ( psk psak

a tedy by (par — aqar) € Z[%].
Pokud p®2+1 > p®hy = b, pak
b bop®°
75 0Pk _ Yop oo < 1,

S —€ S
p 2k+1 0 p 2k+1

a tedy nutné 0 = w9 = por. — aqor. Podle lemmatu [19] dostavame

P2k 1

o = 2 :[ao,...,agk_l]:ag—i-
Qok—1 1

ay + 71

(2k—1
Zérovern vsak z definice 28 plyne

o = ag+ 1 ,
a1+ 1

T Qgg—2 +

QoK1

tudiz aop_1 = aor_1, rop—1 = Qor_1 — ask—1 = 0 a Tetézovy zlomek cisla a je
konecny.

Rozhodujici kritérium je p%*+t > b coz je ekvivalentni podmince
Soki1 > }ggz. Navic sopi1 = €9+ ... + e > 2k + 1, kde 2k + 1 odpo-
vida poctu «;, kterda potfebujeme spocitat, neboli odpovida pocétu kroku n
v algoritmu. V krajnim pripadé sqr11 = 2k + 1 = n, a tedy algoritmus se
zastavi v okamzik, kdy n > %. Tento odhad plati pouze za predpokladu,
ze algoritmus vykond alespon 2 kroky (podminka n > 2). Zavér: k rozhod-
nuti, zda je Rubantv rozvoj ¢isla a do fetézového zlomku konecny, staci

v algoritmu udélat max { Hgg;ﬂ ,2} krokd.

Mutzeme predpokladat, ze v,(a) < 0, jelikoz pro piipad v,(«) > 0 mizeme
a nahradit oy, pro které jiz plati —v,(a;) = e; > 0. Vyjadiime « ve tvaru
a = bpcio pro b,d € Z takové, ze gcd(b,d) = 1,b > 0 a p 1 b,d. Stejné jako v
() uvazujme ¢isla by, = b(p, — aqy).

JelikoZ p,,, q, € Z[%] a b € Z, pak plati

d d
b, = b(p, —ag,) =b (pn - bpeoqn> = bp, — ﬁ% = Z[%]-
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Navic p t b a podle (3.6) v,(pn) = Sn41 — €0 > n. Muzeme by, vyjadrit
ve tvaru B,p*»+1" pro S, € Z, 5, # 0, jelikoz Rubaniv rozvoj do fetézo-
vého zlomku neni konecny.

Nyn{ vyuzijeme odhadu z lemmatu [32}

[P — aqn| < |pn| + |a]lgn| <
< JMan-1) -+ - Mao)| + |af[Man—1) - ... - Aar)| =
= (IMao)| + laD|Man—1) - - .. - Aa1)].

Pro a; dale z lemmatu [30] plati

a <p—p " <pt—p©
a; +4 < (p —p )’ +4
a? +4 < (pf 4 p )2
a?+4<pf+p©

a; + a+ <ai+p€i+p—€i

“’]T

< 5 (3.7)
a; +/ai +4 - P — pC 4 p% 4 p &
2 - 2
a; +Jai+4  2pe
IR
AMa;) < p.

Jelikoz 0 < a; < p — p~*, tak rovnost v (3.7) muze nastat pouze v pripadé
e; =1, tedy proa;, =p—p~*

Jesté vyuzijeme nerovnosti odvozené v lemmatu [36] Dostaneme

a E
mw:HQszwmmwm”=mwwmwm.

Tedy plati |bp®| < H(«a) a |ba| = ;‘i') < |d| < H(«a) a celkem dostavame
odhad

b(p™ + |a]) < 2H ().

Nyni mizeme odhadnout |3,| nezévisle na n:

b(pn_QQn) e e nt
1sWA=\IﬁH%O b1 (@0)] +lal)p™ ﬁ*wgﬁxmnz
— n—1 pei
= b(|A(ao)| + [e])p H = < b))+ \a\) o S
=1 i=1
1 2H
<2H(a)- = (o )
p p

Jelikoz (5, € Z, tak |f3,| patii do konecné mnoziny s kardinalitou nejvyse
2H (a)

p
Nyni odhadneme A(a;)p~'. Rozlisime dva p¥ipady:
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(a) proe;=1aa; #p—p*

. 2_ 2_
aiJetvarugprop’[raai<p—10_1:u — aig%:p_

p

Pak

p—2p' + \/(p —2p71)2 +4

Ma)p™ < Ap-2p")p ' <

2p
=2 VPP A2 P24t 4 -
2p 2p? B
e S A D ek R SRR A
- 4p? - 4p? -
W A2 +5) 4P -3 .3
- 4p? 4p? 4p?’

(b) pro e; > 2:

(p+\/p2+4)pfel (p + V/p? +p)
"<

AMai)p™ < Mp)p™“ = 2pel

_ (L4 v <<1+¢§>>“‘1 . <<12ﬁ>>

2pci 2p

(1+f )

Ziejmé <lae; —12> 9. Navic plati

4 4p?’

1
3 1 22 3
2 — <M> <]__

diky ¢emuz muzeme dokoncit odhad:

2p~ L.

4p?

Celkem dostavame, 7e pro a; # p — p~ ' plati A(a;)p™¢ < (1 —
Oznacéme jesté

Op = Z €;.
1<i<n—1
aiFp—p~!
Pak
_ 1n—1 3
1 < b(|A(ao)| + |e)p b(|Mao)| + [al)p™" 1 <1 T
=1 =1
3\ 2H(«) 3\
= b(|A . 1—— .
(1A (ao)| + la)p ( 4p) <O (2

3 \¢
4;7)'

-

Vidime, ze nezavisle na n je o, omezeno, coz znamena, ze jen konecné
mnoho a,, neni rovno p — p~!. Tedy existuje ny € N takové, Ze pro vsechna

n>ngjea, =p—p ! afetézovy zlomek je tak periodicky.
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Z rovnosti (3.1) vezméme nyni v tvahu

Br—1p°n—°0
. — Pn—1 o = b o Bn—l
nT - Snti—e0 :
On BM’+ Bnper

Ukézali jsme, Ze vSechna |3, | ndlezi koneéné mnoziné s kardinalitou nejvyse
2H (o) 2H ()
pen

. Presndji jsme urdili, Ze |3, < . Tedy |p" .| nalezi konetné

mnoziné s kardinalitou nejvyse %(a)pe" = 2H (). Celkove dostavame, ze

en
2H 4H (a)? (1 e v v T
la,| < %ZH () = % a «, nalezi koneéné mnoziné s kardinalitou

2 2 2
4H;a) = 88)° Ty ynamend, Ze existuji i < j < % +1 takové,

nejvyse 2
ze a; = oy a pro vsechna k > i uz plati ¢; = a, =p —p~.

Pro tento vypocet jsme predpokladali, ze ey > 0, pricemz pokud by to naho-
dou neplatilo, dosadili jsme oy = ay. V tomto pripadé by samoziejmé doslo
k prodlouzeni predperiodické ¢asti o 1. V odhadu bychom pak jesté museli
nahradit H(«) za H(oy). Jelikoz v tomto piipadé eg < 0, z lemmatu
¢asti (i1) odvodime

H(en) < H(a)p™2p < H(a)2p.

Zéavér: pokud je Rubaniiv rozvoj do fetézového zlomku nekonecny, délka
predperiodické ¢asti je maximalné 32pH («)?.

]

Poznamka: Tvrzeni plati i pro a = 0, protoze pak ag = ag = ro = 0 a Rubantv
rozvoj do Tetézového zlomku je tak konecny.
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4. Browkinuv rozvoj
do retézového zlomku

4.1 Definice a zakladni vlastnosti

Browkiniiv rozvoj do fetézového zlomku je velmi podobny rozvoji Rubanovu.
V této kapitole budeme vychézet z ¢lanku Browkina (Browkin (1978)). Necht p
je prvocislo takové, ze p > 3. Pri zavedeni p-adickych c¢isel jsme ukazali, ze kazdé
q € Q, 1ze zapsat ve tvaru

[e.e]

q= Z Sipi

i=m

pro néjaké m € Z a s; € Z/pZ. Na rozdil od predchozi kapitoly budeme ovsem

nyni pro p uvazovat s; € —%, ce %} Opét zavedeme p-adickou celou ¢ést,

kterd, a¢ je definovand stejné jako pro Rubaniv rozvoj, ma odlisné vlastnosti.
Budeme ji tedy i odlisné znacit.

Definice 38. Necht o € Q, a jeho p-adicky rozvoj je tvaru 332, s;p* prom € Z,

sm # 0. Pak p-adickou celou ¢ast ¢isla o znacime (a), a definujeme jako

syt prom <0,
(a)p =
0 pro m > 0.

Ddle definujeme (0), = 0.
Tvrzeni 39. Necht o € Q,. Pak

() )y € Z[;], Kadpl < § ala—{a)l, <1,

(ii) necht B € Z, spliuje viastnosti z (i), pak f = (a),.

Dikaz:

1) Pro a = 0 plati (), = 0 a vlastnosti jsou splnény. Necht nyni o 0
P
a 32 sp' je jeho p-adicky rozvoj takovy, ze s,, # 0. Pro m > 0 plati
(o), = 0 a vlastnosti jsou splnény. Bud m < 0. Ziejmé (o), = S0 s;p' €
Z[ ;). Jelikoz s; € {0,1,...,p — 1}, tak u,(s;) € {0,00}, a proto
0

o — Z s;p'

i=m

—pr(ETew) g QBRI

0 .
Z sip'
p li=1

—( min_{ils;70}) 4 . .
p Sisee <p <1, pokud existuje s; # 0 pro i > 0,

p

p~*=0<1, pokud pro vsSechna ¢ > 0 plati s; = 0.
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Daéle

0 ) 1 0 7 1 —mm j
(] = D s’ | < 5p—1) X2 ' =5—1p " > P =
=m =m 7=0
1 pm+1_1 1pm+1_1 p
= (p-1)p M = <.
5P —1p p— BT 5

(77) Dukaz je stejny jako v tvrzeni [27) ¢asti (7).

]

Browkiniiv rozvoj do fetézového zlomku je pak definovan analogicky jako roz-
voj Rubantiv:

Definice 40. Bud o € Q, a polozme
ap = a, bo = (o), ro = g — bg.

Predpokladejme, Ze jsou definovdina au,,b, a r,. V pripadé r, # 0 definujeme

1
Apt1 = —, bn = <an>p-7 Tn+l = Qpy1 — bn+1>
n

ze kterych ziskame retézovy zlomek by, by, ..., ktery budeme nazyvat Browkintv
rozvoj ¢isla a do Tetézového zlomku. V pripadé r,, = 0 jiZ nejsou proi > n + 1
cleny «; ani b; definovany, Browkinuv rozvoj cisla o do retézového zlomku je
koneény a plati a = [bg, by, ..., by].

Muzeme si viimnout, ze plati v,(a, — (@, )p) = V(322 sip") > 0, a tedy opét

Vp(ny1) = —vp(a, — ()p) < 0 pro n > 0. Déle
Up(bn+1) = vp(anir + ({Qnt1)p — ns1)) = (4.1)
= min {vp(n+1),Vp((Wn1)p — Qnr1) } = Vp(any1),

jelikoz vy (a,11) < 0, zatimeco v,({Qnt1)p — @nt1) > 0. Tato nerovnost plati pro
n > 0. V pripadé by muze nastat:

pI'O ’Up((l{) S 07

v,(0)  pro v,(a) > 0,

0y(b0) = v((a)y) = {“”(“O)

coz mj. znamend, ze by = 0 nebo v,(by) = v,(ap) < 0.
Pripomenme jesté definici konvergentii %:
Pn = Pn(b0> bla cee 7bn—1)7
qn = Qn(bly b27 R bn—l)-
Podle lemmat [I7) a [I9 plati
_ DPn a Pn Pn-1 _ (_1)71
an Qn dn—1 dnqn—1

Podle lemmatu [18 navic mame, ze v,(¢,) = v,(b1) + vp(b2) + - -+ + v,(b,—1) pro
n>1.

[bo, b1, .., by
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4.2 Konecnost Browkinova rozvoje
do retézového zlomku

V této casti dokazeme hlavni rozdil mezi rozvojem Browkinovym a Rubano-
vym; Browkintv rozvoj racionalniho ¢isla do retézového zlomku je totiz vzdy ko-
nec¢ny. Podrobné rozvedeme ditkaz tohoto tvrzeni z Browkinova ¢lanku (Browkin
(1978)).Pokud je Browkintv rozvoj ¢isla o ¢ Q do fetézového zlomku nekonecny,
pak posloupnost Iq’—: konverguje v Q, k a, coz je tvrzeni z téhoz ¢lanku (str. 7-8).

Véta 41 (Browkin| 1978, str.73). Bud a € Q. Pak je Browkiniv rozvoj do reté-
zového zlomku konecnyg.

Dukaz: Budte «, a b, definované jako v definici Pro n > 1 mame
o, = b, + a;}rl. Vime, ze b, = (an), € Z[%] C Q, tedy muzeme b, vyjad-
rit ve tvaru ]% pro d, € Z a v,(b,) < 0. Navic z tvrzeni |39 mame odhad
bn| < 5. Pak

p
b < =
NS
d, P
‘p_vp(bn) 5 (42)
1 p—vp(bn)+1
ol = ] - [p 20| < 2. ) S 27T
|dn| = [ba] - [p <5 Pp 5
Jelikoz ap = o € Q a by = (), € Z[%}, tak oy = a0_1<a>p € Q. Indukei tedy

muzeme odvodit, ze vSechna definovand a,, jsou racionalni. V (4.1)) jsme ukézali,
ze Up(bn) = vp(a,), proto mizeme v, vyjadrit ve tvaru

T
prm By

kde B, Y € Z, gcd(Bn, Yn)=1 a p 1 fn, Yn. Obdobné

Yn+1
p ) B,y

ay =

Opi1 =

kde —v,(bpt1) > 1, Yot1, Bus1 € Z, ged(Ynt1, Buv1)=1 a p{ Vi1, Bogr-
Z téchto dvou vyjadireni mizeme dale odvodit

L = = 1 e 1 = pivp(bn)ﬁn
p_”p(bn+1)ﬁn+1 et oy — bn Tn dn Tn — dnﬁn7

p‘”p(bn)ﬂn - p‘”p(bn)

7 ¢ehoz dostavame

%+1(% - dnﬁn) = pivp(bn)ivp(bmrl)ﬁnﬁn—i-k (43)

Vime, 7e ged(Yni1, Bus1)=1, ged(p~trln)=vrlni) o V=1 a z rovnosti (4.3
navic 41 | p~Ur) 7l 3 3 Nutné tedy plati, Ze Y1 | Ba.
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Obdobnou uvahu provedeme pro f(,. Z rovnosti v (4.3) vime, ze
571 | (’Yn—kl/Yn - ’Vn-‘rldnﬁn)' Jelikoz vSak zaroven 571 | _dnﬁn’yn-i-lv tak musi
platit ﬁn ’ Yn+1Vn- Avsak ng(Bm Vn)zla oz anhkuJG ﬂn ‘ Tn+1-

Dohromady dostavame 3,||v,11, a tedy 5, = £7,.1. Tento poznatek spolecné
s nerovnostmi v tvrzeni 39/ a (4.2]) a rovnosti v (4.3) pouzijeme k odhadu f3,,41:

B = [prnt i) (g, — d,8,)] < [p T CnsD| (|| + [dn[Ba]) <
p—vp(bn)—l—l

2

pvp(bn+1)+1

< pvp(bn)+vp(bn+1)(|py |+ 18a]) = pvp(bn)Jrvp(bn+1)|,y |+
— n n n 2

1Bnl <
1 1
< =|Yn —1Dnl-
Sl + 516
Celkem muzeme odhadnout

‘7n+1| + 2‘5n+1‘ < ’671’ + (lﬁn‘ + h/n|) = ‘7n| + 2|ﬁn|

Jelikoz posloupnost (|v,| + 2|8,|) se skldda z pFirozenych éisel a je klesajici, musi
byt konecna. To znamend, ze je definovano pouze konec¢né mnoho «,, a Browkiniiv

rozvoj do Tetézového zlomku je tak konecny.
O
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5. Piiklady

Bud p=5.

o _ 281
Priklad 1. o = i

Ukazeme, jak spocitat Rubantv rozvoj do retézového zlomku. Nejprve potrebu-
jeme najit p-adicky rozvoj cisla %. Postupovat budeme jako v ptipadé (1.2).

Tedy chceme vyjadrit a ve tvaru z; -5+ sg, kde sg € S, tedy v pripadé Rubanova
rozvoje so € {0,1,2,3,4}. Spocteme

281

- =1

116 mod 5

8L, 165 33
116 116 1167

33 .

Analogicky pokracujeme ddle, stejny vypocet provedeme pro 3s:

33
116 mod 5 = 3
6~ = 116 = (716
Celkové pak dostavame
281 33

63
| L2 . B
116 o 116 o (3 o ( 116>>

a p-adicky rozvoj je tvaru

281 _ 1+3-5+

16 = ce
Déle uz p-adicky rozvoj neni tireba pocitat. K dalsimu vypocétu jsou nutné jen
koeficienty u ¢lenii 5* pro k < 0.
Uréime aq, 9 a aq:

281 0 ,
= —_— = . ¢ = 1
%o {116J5 255 =1,

1=0
281 165
0o = On — _ - — —_
0= A == 194 116’
1 116
o =—=—:
Yy 165

Nyni opét potrebujeme p-adicky rozvoj cisla ;. Postupujeme stejné jako u ay:

116 1 116
165 5 33

11

—6 mod 5 =2

33

116 10 2

. _92=5.—=2925. .
33 g 33 g 33



Stejny vypocet provedeme pro &:

33

2

33 mod 5 =4
2_4:_130:5.(_26)
33 33 33

Celkem dostavame

116 1 2 1 26
=2 (2425- =) ==(2+25.(4 =22
165 5 ( T 33) 5( T ( o ( 33)))

a p-adicky rozvoj je tvaru

116

——— =2.5144.54+.. ..
165 * +

Pak muzeme urcit ai, r1 a aq:

116 0 ,
a1:L J =D &5 =257,
5

165)5 =
116 2 10
m=0 —0a1 = 7 — - = =,
165 5 33
1 33
Ay — — = —.
T 10
Urcéime p-adicky rozvoj as:
33
T =45 4354,
10 + +
Mizeme spocitat as, o a ag:
33 0
=|—=| = Sl=4-5"1
= \‘10J5 izz_ls
To = Qig — Qg = 33 4.5
2 = Qg 2= 70 5" 2
1 2
« — =
3 T3 5

Pak je p-adicky rozvoj as roven 2 - 571, Pak

HE
Aa = — = —
3 5 5 57

2 2 0
r3=az3—a3=—-— - =0.
3 3703 = ¢~ ¢
Rubantv rozvoj % do tetézového zlomku je tedy konecny, je tvaru 1, %, %,% a plati
281 _ [1 2 4 z}
116 151 505]"

K rozhodnuti o konecnosti rozvoje je dle véty |37 potfeba udélat maximalné
max {2,[1015(%1;61} = k;%gléo} = 3 kroky. Rozvoj je konecny praveé tehdy, kdyz se
v nékterém z téchto kroku ve vypoctu objevi zaporné «;. To v tomto pripadé

nenastalo a jak jsme spocetli, Rubaniiv rozvoj je opravdu konec¢ny.
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v, _ 19
Priklad 2. o = Tio

Stejné jako v prikladé [I} spoc¢teme Rubantiv rozvoj do fetézového zlomku:

19 19
= —2.5'42.5+4... :{J —2.5
“ 7 10 et 0= 1110]; !
19 5
= —92.5 = _—
"7 100 22’
22 22 3
:—7:3'5_1 4‘5 e ey — _J - Y
o 5 + + ay 51,7 5
22 3
r=-——z=-5
5 5
1 1 24
ap=——=4-5"+4+4-5+..., az = _J =457 +d=—,
5 L 515 5
1 24
1"‘ S g —
2 5 5 )
1
a3 = 5 Q2
Rubaniiv rozvoj cisla % do fetézového zlomku je tvaru 2, 2, 24 24 2

K rozhodnuti o konecnosti Rubanova rozvoje (tedy maximalni nutny pocet
kroki, ve kterych ovérujeme, zda se ve vypocétu objevilo zaporné ;) bylo potieba
udélat 2 kroky, coz odpovida vété |37, dle které se zaporné «; objevi nejpozdéji
v kroku max {2, ['E10]} = P‘;ig{iﬂ = 3. Navic délka piedperiodické Csti je

2 <32-5- H({%) =160 - 110.

Piiklad 3. a = 1%

Spocteme Browkintv rozvoj do fetézového zlomku. Postup vypoctu je stéle stejny,
jen v tomto pripadé s; € {—2, — 1,0,1,2}:

19 19
= =2- -1 2. b :<> =92. -1
« 110 5 + 5+ , 0 110/ 577,
19 5
= —92.5t=_=
"7 110 g 22’
29 B 29 .
o =-T =257 4115, b1:<—> =-2.5'41="2,
5
22 3
22— 5
1 5 5 )
1 1 1
(8% 2 5/ 5
e S
oo Lo =L
2 5 5

Browkiniiv rozvoj cisla % do tetézového zlomku je tvaru %,%,—% a plati

19 _ 23 _1] Moz v ; _ 19 . 0 ' ko-
0 = L‘?, ¢, —z |- Mizeme si vSimnout, Ze pro a = {75 je Browkiniv rozvoj ko
necny, kdezto rozvoj Rubantv je periodicky.

Piiklad 4. o = %

255
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Nejprve spoc¢teme Rubantiv rozvoj do fetézového zlomku:

701 701 1
=_—=1-5"+1-5+... =|—=| =<
¢ 955 Tt 0= 1955], " 5
701 130
= —1.51="2
"= 955 51
51 51 1
= — =1-5'41-5+... == ==
NN tlot., “=1130), " 5
51 5
"= Ton T T 5
130 26
26 26 1
=—=1-5"4+1-5, _{J T 5
(6] 5 + (05} 5 5 5
26 1
= — — — = 5
) 5 5 )
1 1 1
=5 “= 150" 5
1
rs = 5 - :O
Rubantiv rozvoj cisla % do tetézového zlomku je tvaru %,%,%,%

701 _ 1111
255 ~ |57575%5

budou stejné i pro Browkintv rozvoj. Tedy plati

a Browkiniv rozvoj je stejny jako rozvoj Rubaniiv.
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Z.aver

V této praci byla popsana teorie potrebna k zavedeni p-adickych ¢isel a roz-
voju do Tetézovych zlomki. Zamérili jsme se na rozvoje Rubaniv a Browkintiv.
Dokézali jsme, ze v Q, Rubaniiv rozvoj konverguje pro libovolné p-adické ¢islo,
a tedy vSechna a € Q, lze jako Rubantv rozvoj do fetézového zlomku vyjadrit.
Oproti tomu v R Rubantv rozvoj do fetézového zlomku [ag,a, . ..] konverguje
pravé tehdy, kdyz >, a; = 0o, coz je ekvivalentni tomu, Ze ¢; jsou neomezené.
% jsou v tomto pripadé konvergenty retézového zlomku.

Déle pro Rubantiv rozvoj nezaporného ¢isla o € Q neplati ohledné konecnosti
totéz, co pro retézové zlomky v realnych cislech. Ukazali jsme, Ze rozhodnout,
zda je ptislusny Rubaniv rozvoj do fetézového zlomku konecny, 1ze algoritmicky
v konec¢ném poctu kroku. Algoritmus spoc¢iva v tom, ze v kazdém kroku spocteme
a; a ovérime, zda je nezaporné. Rubaniiv rozvoj je pak nekoneény pravé tehdy,
kdyz je libovolné «; zaporné. Téchto krok staci udélat max {2, Hggﬂ b kdea = ¢
pro a,b € Z takové, ze ged(a,b) = 1. Pro Rubanuv rozvoj déle plati, ze je-li
nekonecny, pak je periodicky s délkou periody 1 a vSechny ¢leny periody jsou
rovny p — p~'. Piedperiodickou ¢ast lze navic spoéitat efektivné - jeji délka je
omezena hodnotou H(a)2p, kde H(«) je multiplikativni vyska.

Dokézali jsme také, ze oproti tomu Browkintiv rozvoj do fetézového zlomku
pro racionalni ¢isla konec¢nost zachovava.

Déle je mozné studovat fetézové rozvoje /m, m € N. Napiiklad Lagrangerova
véta 11kd, Ze v redlnych cislech ma kazdé realné ¢islo nekonecény periodicky teté-
zovy zlomek prave tehdy, kdyz se jednd o algebraické ¢islo stupné 2 (Hardy a kol.
(2008)), Véta 177). V p-adickych ¢islech toto ovsem neplati. Pro Rubantiv i Brow-
kintiv rozvoj plati jen jisté podobnosti (vice informaci lze nalézt v élanku Capuano
a kol. (Capuano a kol. (2019)) nebo ¢lanku Browkina (Browkin| (2001)))). Problém
rozhodnout, zda je rozvoj p-adického algebraického ¢isla stupné 2 do fetézového
zlomku periodicky, se zda byt stile otevieny.

V soucasné dobé neexistuje standardni algoritmus pro zavedeni tetézovych
zlomkl v télese p-adickych ¢isel. Vlastnosti mnoha rozvoji se lisi at uz konec-
nosti nebo periodicitou. Neni proto snadné urcit, ktery rozvoj je nejvhodné;jsi
k zachovani co nejvice vlastnosti jako v realnych ¢islech.
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