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Abstrakt: Bochnerovy periodické relace popisuji chovani Fourierovy transformace
na izotypickych komponentach akce specidlni ortogondlni Lieovy grupy SO,,
na Schwartzovském prostoru. Fourierovu transformaci si mizeme vyjadrit jako
vhodny element dvojnasobného nakryti S L, specialni Lieovy grupy SLs. To vse
je mozné diky vété o dualité R. Howea, ktera ndm popisuje, jak se rozkladd Sch-
wartzovsky prostor na SLs x SO,,-invariantni izotypické komponenty.
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Abstract: The Bochner periodic relations describe behaviour of the Fourier trans-
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L d
Uvod
Nésledné véta dava hlavni motivaci, ze které tato bakalarska prace vychazi.

Véta. Mejme specidlni ortogondlni Lieovu grupu SO,,, pak existuje akce p grupy
SO,,, kterda komutuje s akci Fourierovy transformace F na Schwartzovském pro-
storu 8™.

Jednim z dusledku této véty je, ze Fourierova transformace F zachovava iso-
typické komponenty akce grupy SO,,, které miizeme pomoci Howeovy duality
popsat. Zakladem je akce specidlni Lieovy algebry sl na Schwartzovském pro-
storu 8™, kterd se nazyva oscilatorova reprezentace. Segal-Shale-Weilova véta
nam 1ik4, Ze je mozné integrovat akci algebry sly do akce Lieovy grupy SLs,
coz je dvojndsobné nakryti Lieovy grupy SLy. Akce Fourierovy transformace na
SO,,-izotypickych komponentéach je totozna s akci vhodného elementu grupy SLs.
Vysledkem je explicitni popis Fourierovy transformace F pro funkce z danych iso-
typickych kompent a Bochnerovy relace.

To je k vysvétleni, jakym zptisobem ¢ist tuto praci, proto se nyni mizeme
pustit do popisu jednotlivych kapitol, ze kterych se tato prace sklada.

V prvni kapitole se nejenom seznamime s Lieovou algebrou sl, a Lieovou
grupou SO, a jeji algebrou so0,,, ale i s jejich reprezentacemi na prostoru homo-
gennich polynomu nad prostorem R™. Daéle si zadefinujeme kofenové systémy a
ukazeme si na prikladu, jak vypadaji pro jiz zminénou Lieovu algebru so,,. Také
ocitujeme dilezity vztah, a to Weyliv vzorec pro vypocet dimenze ireducibilni
reprezentace, ktera je generovana singuldrnim vektorem. Nazorné pouziti této
véty si ukdzeme na prikladu pro vektor s vdhou (n,0, ..., 0). V zavéru této kapi-
toly si fekneme, co jsou Schwartzovské prostory 8™, jak je na téchto prostorech
definovany tenzorovy soucin spolu s Fourierovou transformaci.

Hermitovskymi funkcemi se bude zabyvat celd druha kapitola. Povime si, které
operatory potirebujeme k jejich definovani a také vétu o tom, ze Hermitovské
funkce tvori ortogondlni, respektive po jejich znormovani ortonormélni, bazi v
Lo(R™).

Podstatna je treti kapitola, kde si ukazeme polynomialni verzi a transcen-
dentalni verzi Howeovy duality. Pfed tim si ale budeme definovat operatory r?
a A a lemmata s nimi spojend. Klicovym bodem je Segal-Shale-Weilova véta,
ktera 1ika, ze oscilatorova reprezentace je diferencidlem reprezentace grupy SLs.
To vyuzijeme v posledni kapitole, kde si ukdZeme, zZe Fourierova transformace je
reprezentaci vhodného elementu Lieovy grupy SLs.

Posledni kapitola je to, kam jsme celou dobu mitili. Pomoci Howeovy duality
si najdeme reprezentaci p]' Lieovu algebry sl; na prostoru J™ invariantnich Sch-
wartzovskych funkci, kterd je indukovana akci algebry sl na jednotlivych SO,,-
izotypickych komponentéch. Tato akce zéavisi jen na cisle n + 3, coz je zaklad
dikazu Bochnerovych relaci.



1. Prerekvizity

1.1 Lieovy algebry

Tato sekce je ¢erpana z Howe a Tan| (1992). Pro prvni polovinu této sekce je
Kapitola I a od definice [3] zacatek Kapitoly II.

Definice 1. Rikdme, e pdr (L, [—, —]) je Lieova algebra nad télesem R, pokud L
je vektorovy prostor nad R a Lieova zdvorka [—, —| je bilinearni zobrazeni L x L
do L takové, Ze jsou pro kazdé x, y, z € L splnény ndsledujici podminky:

1. [z, ] =0, (antikomutativita)
2. [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = 0. (Jacobiho identita)
Pro Lieovy algebry g1 = (L1, [—, —|1) a g2 = (Lo, [—, —|2) rikdme, Ze zobra-
zent
fro— g

je homomorfismem Lieovych algeber, pokud pro kazZdé x, y € g1 plati

flz, yh) = [f (@), f(y)].

Poznamka. V této praci budeme uvazovat pouze Lieovy algebry, jez jsou konecné
dimenze.

Priklad 1. Lieovu algebru gl(V') = (End(V), [—, —]) nazyvame obecnou linedrni
Lieovou algebrou pro vektorovy prostor V' nad C, kde End(V') zna¢ime prostor
endomorfismi na V', kde Lieova zavorka mé pro x, y € End(V) tvar

[z, y] = xy — y.

Pro vektorové prostory V konecné dimenze m existuje izomorfismus mezi
End(V') a mnozinou matic typu m x m.

Definice 2. Reprezentace Lieovy algebry g = (L, [—, —]) je dvojice (V, f), kde V
je vektorovy prostor nad C a f : L — gl(V') je homomorfismus Lieovijch algeber.

Priklad 2. Jeden ze zédkladnich prikladi Lieovy algebry je specidlni Lieova algebra
sl = slp(R) = {z € gl(R?) | tr(x) = 0},

kterd je generovana prvky

0 ) ) w

Lieova zavorka téchto prvkt ma tvar
[h, e] =42 a [et,e]=h. (1.2)

Bude se nam také hodit znat alternativni bazi, a to predevsim v pozdéjsich
kapitolach.

E=i(e” —e") = (S B’) ni:;(hiz'(e++e)) :;(iz fi) (1.3)
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Definice 3. Méjme (V, f) sly-reprezentaci. Rekneme, Ze Vy je zobecnéngj h-vlastni
podprostor prostoru V- dang vlastnim cislem \ € C, pokud

Vi = {v ev] (f(h) — /\])nv =0, dn € N}.
Takové (V, f) nazgvdme h-pripustnou reprezentaci, pokud V) jsou konecné
dimenziondlni a plati
V=W. (1.4)

AeC

V pripade, Ze vsechny cleny v souctu jsou tvaru
Vi = {v e Vif(h)v= )\v}, (1.5)
pak (V, f) nazgvdme h-polojednoduchou reprezentaci a A vdhami reprezentace.

Pozndmka. Tato definice Tika, ze tato akce elementu h na V' je diagonizovatelna.

Definice 4. O reprezentaci (f,V\) rikame, Ze je modulem nejnizsi vihy A € C,
pokud existuje baze {v;} prostoru Vy, pro kterou plati

f(R)v; = (A +2j)v;,
f(eM)v; = vjia,
fle7)v;=—j(A+7—1)vj_q,
fle vy = 0.

Vektor vy nazyvame vektorem nejnizZsi vahy \ této reprezentace.

1.2 Lieovy grupy

Definice, lemmata a véty opét vychazeji z Howe a Tan| (1992, Kapitola I),
neni-li feceno jinak.

Definice 5. Lieova grupa je varieta G, kterd je zdroven grupa, pro kterou operace
nasobent

GxG—=d
(91,92) = 9192

a operace muverze

G—-G
g g
jsou hladké zobrazend.
Rekneme, Ze zobrazent
F:G— H,

je homomorfismus Lieovijch grup G a H, pokud zobrazeni F je hladké a je homo-
morfismem grup.



Priklad 3. Jeden z piikladii Lieovy grupy je grupa invertibilnich transformaci
GL(V') na vektorovém prostoru V' nad C.

Pokud dimenze V' je nekonecné a V' je linearni topologicky prostor, pak grupa
GL(V) je definovana jako mnozina vSech invertibilnich spojitych zobrazeni se
spojitymi inverzemi.

Definice 6. Méjme vektorovy prostor V- nad C.

Dwojice (V, f) je reprezentace Lieovy grupy L, pokud f : L — GL(V) je

homomorfismus Lieovych grup a pro vsechny v € V' plati, Ze zobrazeni

x— f(x)v
je spojité.
Véta 1 (Peter-Weyl (Knapp a Trapal 2000)). Linedrni obal vsech maticovijch

koeficienti pro vsechny konecnée dimenziondlni ireducibilni unitarni reprezentace
kompaktni grupy G je husty v Lo(G).

Disledek. Méjme kompaktni Lieovu grupu K, pak

(1) kazda ireducibilni K -reprezentace je konecné dimenzionalni,

(2) kazZda reprezentace grupy K miZe byt rozloZena na direktni soucet iredu-
cibilnich podreprezentaci.

Definice 7. Necht K je kompaktni Licova grupa.

Pro I z mnoziny Irep(K) wvsech ireducibilnich K-reprezentaci oznacime [I]
tridu vsech ireducibilnich K-reprezentaci, které jsou izomorfni I. MnoZinu vsech
trid [1] oznacujme jako K .

Lzotypickou komponentou odpovidajici A € K rozumime prostor

Isot(V,A\) ={veV|IV' e\ V' CcV,veV'}.

Lemma 2. Méjme polojednoduchou Lieovu grupu G s mazimalni kompaktni pod-
grupou K.
Je-li (f, V) reprezentace grupy G, pak plati

V=" Isot(V,\).
AeK
Jako Vi oznacime algebraicky direktni soucet prokid Isot(V, ).

Reprezentaci (f,V') nazveme K-pripustnou reprezentaci, pokud vsechny K-
1zotypické komponenty prostoru V' jsou konecné dimenziondlndi.

Definice 8. M¢éjme Lieovu grupu G, jeji Lieovu algebru g a (f, V) reprezentaci
Lieovy grupy G. Dale necht Viy oznacuje prostor hladkych vektori, coZ jsouv € V.
takové, Ze zobrazeni
g flg)v
je hladké na G.
Pak definujeme reprezentaci ( fo, V) Lieovy algebry g danou ndsledujicim vzta-
hem:

f(exp(tA))(v) — v

: , (1.6)

FolA)w) = o F(exp(tA)) ()

kde A€ g avelV.
Reprezentaci (fo, Vo) Lieovy algebry g nazgvdme diferencidlem reprezentace
(f,V) Lieovy grupy G.

= limy_
t=0




Lemma 3. Méjme polojednoduchou Lieovu grupu G' s mazimalni kompaktni pod-
grupou K a (f, V') reprezentaci grupy G, pak vsechny vektory v prostoru Vi jsou
hladké a diferencidl ( fo, Vo) reprezentace (f,V') zachovdvd podprostor Vi .

Priklad 4. Lieova grupa SLs je tvofena maticemi tvaru 2 x 2, které maji jednot-
kovy determinant.

Pro tuto grupu plati, Ze je jednoducha a Ze obsahuje maximalni kompaktni
podgrupu SOs.

Priklad 5. Pro nas bude velice dilezité si zavést Lieovu grupu SO,, tvorenou orto-
gonalnimi maticemi s jednotkovym determinantem z R"™*™ a jeji Lieovu algebru
50,,, ktera je dana readlnymi antisymetrickymi maticemi tvaru m x m.

Snadno si rozmyslime, Ze jako generatory této algebry si miizeme zvolit prvky
typu L£; j, ktery mé na i-tém fadku a j-tém sloupci jednicku a na symetrické
pozici (dle diagondly) minus jedni¢ku a na ostatnich pozicich nuly pro i < j a
i,je{l, ..., m}.

Lieovu zavorku elementt E; ; a By proi < j, k<lai, jkle{l, ..., m}
muzeme vyjadrit vztahem

(Ei iy Exg) = 05 6B+ 0Bk — 05,1 p — 6 kEj 1,

kde ¢ je Kroneckerova delta.

Znaceni. Prostor vSech polynomi v m proménnych rozumime P™ a P je jeho
podprostor homogennich polynomu stupné n.

Pokud by nedoslo k nedorozuméni budeme znacit prostor P™, resp. prostor
P, jako P, resp. P,.

Definice 9. Reprezentace ¢ Lieovy grupy SO,, na P definujeme predpisem

kde A € SOy, f € P" a x € R™.

Lemma 4. Diferencidl (g, Vo) reprezentace (v, V') pro Lieovu algebru so,, je
dan predpisem

m

0
po(A)f =D ziAi,j%fa (1.7)

i,j=1 J

kde A € so,,, f € P’ a A; j oznacujeme element na i-tém radku a j-tém sloupci
matice A.

Diikaz. Postup je pifmou aplikaci Véty [§, proto si nejdiive odvodime, jak ex-
ponencidla plisobi na elementy E; ;, jez jsme si zavedli na konci Ptikladu [5| a
protoze jsou tyto matice generatory, bude nam stacit vétu dokazat pouze pro
kazdy z nich:

2 3 4

t t t
e:z:p(tE,-vj) = [—FtEi,j — §(Ez7l + Ej7j) — ﬁE"’j -+ E(EZJ + Ej7j) —+ ...

= I+ (cos(t) — 1)(Es; + Ej ;) + sin(t)E; ; = E; ;.



Dle predpokladii nam vysla ortogonalni matice s determinantem jedna, pro
jejiz inverzi zrejmé plati

E, =1+ (cos(t) = 1)(E; ;i + Ej ;) — sin(t)E; ;.

Ptisobenim matice El_ ; na vektor z € R™ vznikne vektor T, pro ktery bude
platit

T, k # 1,7,
T =  x;cos(t) + xjsin(t), k=1, (1.8)
zjcos(t) — x;sin(t), k=7j.

Nyni jiz méame vSe potfebné, abychom ovérili, ze

d d . ——
(polBi 1)) = gy (elean(—tB) )0 = G|
= 8iif(—xism(t) + zjcos(t)) + G—ij(—xjsm(t) — x;cos(t)) .
0 0
= xj%f - Iz‘aixjfa
coZ se presné rovna ([L1.7)).
[

1.3 Korenové systémy

V této sekci budeme uvazovat jen Lieovy algebry g, které jsou polojednoduché.
Obsah této sekce je tvoren standardnimi poznatky, které jsou prevzaty z knihy
Hall| (2015)).

Definice 10. Méjme Lieovu algebru g. Adjungovand reprezentace (ad, g) této
Lieovy algebry je definovdna predpisem
ad : g — gl(g)
T — adg,
kde ad,(y) = [z, y] pro vSechny y € g.

Definice 11. Killingovou formou (—, —). Lieovy algebry g nazgvdme bilinedrni
formu, jez je pro kaZdé x, y € g definovina vztahem

(x, y)x = tr (ad(:v) ad(y)).

Definice 12. Pro Lieovu algebru g rekneme, Ze by je Cartanova podalgebra, pokud
plati nasledujici vztahy

1. (Vz, y € b) ([z, y] = 0), (komutativita)
2.(Vzeg)(h,z]=0—>2x€b), (maximalita)
3. (Vz € b) (ad, je diagnalizovatelnd), (diagonalizovatelnost)

kde jsme pouzili zkratku [b, x| za [y, x| pro vSechny y € b.
Jingmi slovy muzeme rict, Ze Cartanova podalgebra je maximdlni komutativni
podalgebra s diagnalizovatelnou adjungovanou reprezentaci.
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Znaceni. V této sekci budeme h vyhradné oznacovat Cartanovu podalgebru Lie-
ovy algebry g.

Definice 13. Nenulovy prvek a € b nazyvdme korenem, pokud existuje nenulové
x € g takové, Ze [y, x] = (o, y)xx pro véechny y € b.
MmnoZinu nenulovyjch koreni oznacime jako A, kterou muzeme napsat ve tvaru

A=ATUA",

kde A= = —AT a pro kaZdé o, f € AT plati o+ B € AT,

Pro koren o definujeme korenovy prostor g, jako prostor vsech x € g splnujici
rovnost vyse. Navic kazdy prvek z g, se nazyvd korenovy vektor.

Weyliv vektor p definujeme jako

p=y > o

acAt

Pozndmka. Vztah v definici kofene mizeme také formulovat jako [y, z] = a*(y)z,
kde a* € b*.

Definice 14. Necht (f, V') je reprezentace Lieovy algebry g.
Rekneme, Ze v € V je singuldrni vektor s vahou A € C, pokud spliuje ndsle-
dugici vlastnosti:

1.(Vz € b) (f(z)v = (N, 2)xv), tj. v md vihu A,
2. (Va € AT) (2,(v) = 0).

Meéjme vektory vy, vo € V' s vdhami Ay, A2, pak rekneme, Ze viha Ay je vetsi
nebo rovna Ay, pokud ezistuji takové n, € NU {0}, Ze plati

)\1—)\2 = Z NaQ.

acAt

Takto definovand relace urcuje cdstecné usporaddni na mnoziné vsech vah W
na prostoru V.

Prvek v € V' je vektor nejuyssi vahy, pokud jeho vdha je maximdini prvek
z mnoziny W.

Definice 15. Lieovu algebru g muZeme rozloZit jako direktni soucet Cartanovy
podalgebry a korenovych prostori neboli

g=ho P ga.

a€A

Priklad 6. Existuje mnoho typt korenovych systému, v této praci budeme pou-
zivat pri dokazovani Howeovy duality pouze dva, a to pro specidlni ortogonalni
Lieovu algebru liché a sudé dimenze.

Dle |Leistner| (2012)) si proto zavedeme alternativni bazi pro Lieovu algebru
50,,,, kde my = 2m, nebo my = 2m + 1 pro m € N.



V zavéru Prikladu [p| jsme si zavedli bazi {E; ;}iz;, od které si odvodime tyto
vektory

H; =iEy;_1 4, 7=1....,m
K]i = Foj_1,9m+1 £ 1F2 omi1, Jj=1...,m
Ly, 5, = (Bojy—1,2j5-1 — Enjy 2y) £ i(Eajy 1,95 + By 2jy1), 1< j1 <ja<m
M]i1 i = (Bojy 1,25y — Bajy 2jy—1) T i(Eojy 1,251 + Eajojy). 1< ji<jp<m

Navic v Prikladu {4 jsme si definovali reprezentaci ¢y na P)*, pro kterou si
tyto prvky prepiseme nasledovné

. d d
SDO(Hj) =1 <$2j1 — Tgj ) )

dxgj dl‘Qj,l

d d , d d
SOO(K]-i) = — <$2j1 — Tom+1 ) =) <— v +$2m+1> )

SE2J
AT om41 dxzj—l d$2m+1 dxzj

d d d d
It )= _ P — o T T2y
ol j1, Jz) ((xzﬂ 1dx2j2,1 22 1Cl1132j11> (:172]1 dryj, o dx2j1>)
d d d d
2( (:132]1 Y day;, 24, o dl’2j11> <x2ﬂ daj, 1 o ld@jl))’
d d d d
ME )= o | — g 21
po(Mj: j,) ((332]1 Vdry;, — dx2j11> (x% A4, 1 o 1d952j1>)

ny d d d d
1\ — | T2jy—1>5 — X2jo—1>5 | — | T2jy, 7 — X2jp, 7 .
2j1—1 dx2j271 2j2—1 dejl . 271 d$2j2 2j2 dejl

Cartanova podalgebra h Lieovy algebry so,,, je zfejmé generovana prvky H;
a zavedme si prvky €; pro j € {1, ..., m} tak, Ze splnuji

€; (Hjo) = 6j7j0

pro jo € {1, ..., m}.

1) 509,,41: Zde dostavame, ze mnozina kofentt a mnozina kladnych kotent jsou
nasledujiciho tvaru
A502m+1 = {:tej’j € {17 ceey m}} U {iejl + Ej2|1 <n< j2 < m},
Adpr =1li el .., mpyU{e, £e,1 < g1 <o <m}.

Jesté si spocitame Weyliv vektor:

Psoomi1 — (Z €5 + Z €5 + €4a ) = Z(m -7+ §)€j' (19>

Jj1<j2 Jj=1

Skalarni souc¢iny Weylova vektoru a kladnych kofenti jsou nasledujici

) 1 . 1 . )
(P; 6]’1_ejz):(m_]1+§)_<m_32+§):.72_]17

1

D=t ) =2mt -Gt g),  (L10)

(pa €51 +€j2) = (m_jl + 9

o1
(p> Ej):m_j+§'



2) §09,,: Pro koreny a kladné kofeny této Lieovy algebry plati tyto vztahy:

A502m = {iejl + €j2|1 Sn<jp< m}7
ANgoy, = {6 T €ip|1 < 1 < jo <m}.

$502m,

Weyliv vektor je dan
1 m
Psogm = B Z € £ €j,) Z (1.11)

J1<j2 Jj=1
A v neposledni fadé si vypocitame skalarni soucty Weylova vektoru a kladnych
korenti:

(P; € — €j2) = (m - ]1) - (m - j2) =J2 — J1,

(p, €5, + €5) = (m — j1) + (m — jo) = 2m — (jo + j1). (1.12)

Déle pro kofenové prostory plati, Ze pro prvek

+e¢; je jeho kofenovy prostor roven RA i,

+(€;, + €5,) je jeho kofenovy prostor roven RLJ1 i

:l:(gjl — %) je jeho kotenovy prostor roven RM ]jf o

Véta 5 (Hall, 2015,theorem 10.18). Pro prostor Vy generovany vektorem s nej-
vyssi vahou A existuje Weyluv vzorec pro vypocet dimenze prostoru Vy:
Ha€A+ ()‘ + P, Oé)

di =
) = a o a)

(1.13)

kde p je Weyliv vektor.

Priklad 7. V tomto prikladu si ukazeme primou aplikaci véty |5 pro vypocet
dimenze prostoru V) generovaného vektorem s nejvyssi vahou A = (n, 0, ...,0)
vzhledem k Lieové algebfe so,,.

V prikladu @ jsme si jiz v rovnicich a , resp. v a ,
spocitali Weylovy vektory, resp. skalarni souciny koteni a Weylova vektoru, pro
ortogonalni Lieovu algebru sudé a liché dimenze. Zjednodusime si pocitani tim,
ze si povsSimneme, ze staci uvazovat jenom kladné koreny, které jsou tvaru

€1 a =

pro 1 < j < my.
Nyni stac¢i jenom dosadit do Weylova vzorce ((1.13)):

1) $09,41 Pro m = 2mg + 1:

(n+j—1)(n+2mo— j)(n+mo—3)

(7 = 1)(2mo — 5)(mo — 3)
(n+2mo—2)!12n+2mg—1  (n+m—3\2n+m —2
n!(2mg —2)!  2mg—1

n m — 2

10



2) §09,,, Pro m = 2mg + 1:

: _ o (AT =D A2me — G+ 1)
) = G N em - G )
(n+2mo—3)!'n+mg—1 _ (n+m—3)2n+m—2

n!(2mg—3)!  mo—1

n m — 2

Tedy vidime, ze pro ireducibilni prostory generované vektorem s nejvyssi va-

hou (n, 0, ...,0) vzhledem k Lieové algebre so,, jsou jejich dimenze vzdy
n+m-—3\2n+m — 2
n m—2

1.4 Schwartzovské prostory

Definice a véty jsou opét prevzaty z Howe a Tan (1992)) kapitola .

Definice 16. Funkce f € C*°(R™) patri do Schwartzovského prostoru 8™, pokud
Vay, ..., Gm, by, ..., by € NU{0} plati
ab1+"'+bm
_ al am
S st = 1050l < o0 (14

Poznamka. Schwartzovsky prostor se casto nazyva ,prostor rychle klesajicich
funkei®.
Muzeme ovérit, ze pro dané ay, ..., am, by, ..., b, € NU{0} spliuje
= Mar, cam, b1, s

vlastnosti pseudonormy a tento systém pseudonorem definuje na Schwartzovském
prostoru strukturu linearniho topologického prostoru.

Tuto topologii 1ze také zavést pomoci vhodné metriky, tedy prostor 8™ je
metricky.

7 definice mtizeme vyvodit, ze pro funkci f € 8™ plati

lim p(z)f(z) =0, Vp e P.

|x| =200

Nésledujici véta je jednim z dusledku vét popsanych v knize [Treves (1967,
kapitola 43, 50), pomoci kterych definujeme zptsob, jak lze ziplnit tensorovy
soucin topologickych prostori.

Definice 17. Pro p,q € N mame

SPRST =~ SPHe
kde ® znaci topologicky tensorovy soucin.
Disledek. Pro kazdé m € N mame ndsledujici vztah

§"=8®...8S.
—————

m

11



Definice 18. Pro f € 8™ definujeme Fourierovu transformaci f nasledovné

~ _m

)= (@m% [ fae<rar,

kde < —, — > znaci Eukleidovsky skaldrni soucin.

Lemma 6. Méjme funkci f € 8™, k € N a k < n, pak plati ndsledujici vzorce:

— o ~
zf(z)(y) = i@f(y)y
J R

(@)(y) = iynf(y)-

Oy

Diikaz. Prvni rovnost dokdzeme pomoci vztahu

9.,
Oy

—i<z, y> —i<z, y>

= —ix€

K druhé rovnosti vyuzijeme per partes a vlastnosti Schwartzovskych funkef ((1.14]),
odtud méme nasledujici vypocet

0 - 0 —i<z,y>
G ) =078 [ (G f()e v de

= (27)" % /Rmi1 (/R(aikf(x))e_i<x’y>d$k>dx_k
=0t [ ([f@e ] = [ r@)(-ipe ) du)doy

~

= (27)7 % /}Rm_l (0 + iyk/Rf(:v)e_K“’dek)dx_k = iynf(y),

kde jsme jako dx_j oznadili Lebesgueovu miru dx; . ..drg_1dxgyy ... dx,.
O

Definice 19. Necht mame dvé funkce f, g € 8™, pak skalarnim soucinem na 8™
rozumime

(f.9)= [ J@)gla) da.

Pozndmka. Snadno mizeme nahlédnou, zZe vSechny vlastnosti skaldrniho sou¢inu
jsou splnény.

Véta 7 (Plancherelova rovnost (Plancherel, [1910)). Méjme funkci f € 8™, pak
plati rovnost

1711 = 11111

12



2. Hermitovské funkce

2.1 O operatorech a; a b;

Lemma 8. Pro j € {1,2, ..., m} definujme operdtory a; a b; na S™ predpisy
n 0 b 0
J J 6mj’ J J 61’]‘7

potom jsou tyto operdtory jsou sdruzené.

Diikaz. Méjme funkce f,g € 8™ a libovolné j. Z linearity skalarntho soucinu
miizeme pisobeni operdtoru a; na prvni ¢len rozdélit na dva piipady.

Nejdiiv vypocitame, jak vypadd skalarni soucin, pokud na prvni slozku ptisobi
Z;:

(eif.9) = [ it @@ de = [ f@)rg@)de = (f.2;9)

P 9 .
Nyni zjistime tvar ptsobeni By

/ 8x] glz) de = ./]Rm 1 / 8x] dm])dx_j

= [ (g - /f axjmdxj)dx_]

Rm—1
0

0
= ) (—=—g(x))dx = (f, —=—9),
[ @) go)de = (1 59
kde jsme si symbolem dx_; oznacili Lebesgueovu miru dz; . .. dz;_1dxjiy ... dxy,.
Déle jsme vyuzili u ¢tvrtého rovnitka, ze funkce jsou ze Schwartzovského
prostoru, proto [fg]T% = 0.
Tedy opétovnou aplikaci linearity skalarnitho souc¢inu muzeme vyvodit, ze

(@), ) = ((; + (f%m 9) = (f, (2 - a‘;m — (£.b,(9)).

]

Lemma 9 (Mocniny matic v Lieové zavorce). Pro n € N a A, B € sly plati
nasledujici vztahy:

[A™, B] = gAj[A, BJA" 1, (2.1)
[(e)™, e ] =n(e)" ' (h+n—1), (2.2)
[et, (e)"] =nle”)" ' (h—n+1).

Diikaz. K dikazu prvniho vztahu budeme postupovat pomoci indukce dle n.

13



Pokud n = 1, pak vzorec trivialné plati.
Predpokladejme, Zze pro n > 1 vzorec plati, dokazme ho pro n + 1:

[AnJrl’ B] — An+1B o BAn+1 — An+1B o ABAn - BAn+1 —|—ABA”
— A(A"B — BA™) — (BA — AB)A™ = A[A", B] + [A, B]A"

n—1
=Y AITA, BJA™ T 4 [A, BJA ZAJA BJA™ .
Jj=0 j=0

V predposlednim kroku jsme pouzili indukéni predpoklad a v poslednim jsme
implicitné precislovali sumu.

Druhy a treti vztah jsou provazany, proto nam staci dokazat pouze jeden z
nich, nebot se v obou postupuje podobné. Ukazme napiiklad rovnost (2.2)), ale
nejdrive budeme pottebovat nasledujici vzorec, ktery si ihned i dokazeme:

n—1 n—1
[, (€5)"] = D _(eX) [h, X)) = D () (£2e) ()" = £2n(eF)".
j=0 =0
Nyni muzeme koneéné dokazat platnost vzorce (2.2)):
n—1 n—1
("), e =D (e [et, e )(eH) T = Yo (eF Y (het) )
j=0 Jj=0
n—1
= > (e" Y ([h, ()" ]+ (e7)" ' h)
7=0
n—1
=3 ((n=1=5)EH)" "+ (")) =n(e)" " (n—1+h)
j=0
O
Disledek (Komutator a; ab;). Pron € Naj e {1,2, ..., m} mdme ndsledujici

vztah:
[CLj, b?] = 277/[??71.

Diikaz. Méjme f € 8™. Nejdrive vySetfime, jak vypada komutétor téchto opera-
tort:

[aj, bl (f) = a;(b;(f)) — bj(a;(f)) = a;(x; f — 8]f> = bj(;f + ai]
0

:xif I]a f+f+x]a = dng

a d2
—aif - f+f+ T o f+d2f

=2f.
Snadnou aplikaci rovnice z Lemmatu |§| dostaneme

f)

laj, b Zbl aj;, b b” -1 ZQb" 1—2nb” L

=0

14



2.2 Hermitovska baze prostoru £,(R"™)

Definice 20. Hermitovské funkce v, j,, .. jn) jsou na 8™ definovdny timto re-
kurzivnim vztahem:

[N

T

— By T
V0,00 € Ts Vg, ngm) = L0 V00,..,0),
kde budeme naddle oznacovat 1", x? jako 2.

Definice 21. Rikdme, Ze mnoZina M je hustd v prostoru Lo(R™), pokud pro
kazdou funkc f € Lo(R™) takovou, Ze pro vsechny m € M plati (f, m) = 0, pak
f=0.

L ) 2
Lemma 10 (Polynomidlni baze). Mnozina {x]'x} ... xlre™ 2} je bazi v Lo(R™).

Diikaz. Stac¢i dokazat, ze tato mnozina je hustou v Lo(R™).
Pro spor predpokladejme, Ze mame takovou funkci f # 0 € Lo(R™), Ze

[M]

T

(f, o . adre™2) =0 (2.4)

pro vSechny ji, jo, - .., jm € NU{0}.
2

v/ . . _r_ ’ Ve . .
Oznacéime si funkci F' = fe™ 2 a na ni pouzijeme Fourierovu transformaci:

~ 1 r2 . 1 212
F(y) = m/ — oIy T> 0 77”/ m o=~y g
() (2m)% mf(x)e e x Gn)F Jar flx) (It e 2e ) da
= m o) (I e 2 —) 2L de
T o SO ("5
! 3 AUyl e
“aoF, >V L @t e e
15,0253 Jm=

Zde jsme pro prehlednost oznadili ) j; jako J a Fukleidovsky skalarni soucin,

aby nedoslo k zaméné, jako < —, — >.
Diky predpokladu (2.4) vime, ze

™)

T

. . . 2 . . .
/ f@)al el .  aime™ T de = (f, a2l .. 2ime™T) =0
Rm

pro libovolné ji, jo ..., jm € NU{0}.
V posledni kroku pouzitim Plancherelovy rovnosti (viz Véta @ dostavame

2

0=|IF|*=[|FI = |lfe">

*

Jedinou moznosti, kdy nastava tato rovnost, je f = 0, coz nam déava spor.
O

Véta 11 (Hermitovska baze). Hermitovské funkce {vj, j,, ... jm)} tvori ortogondlni
bdzi v Loy(R™).
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Diikaz. Ukazeme, ze mnozina Hermitovskych funkei tvofi ortogonalni systém
husty v prostoru Lo(R™).

1. Systém {v(, j,. .. j) ) je ortogonalni: Nejdfive zjistime, jak plisobi operatory

a; na v, o,..,0) Pro i € {1,2, ..., m}:

s Uy e

0., 2
37%)6 = 0

Pro obecny prvek v, j,. .. j,.) dostdvame s vyuzitim disledku Lemmatu [9

a;v(0,0,...,0) = (z; +

_ ji

AV (i, o, o ) = Qi3 V(0,0,...,0)
_ ji 5;
= [, 010G a0, i) T 00 (000G 0, i)
_ospdi—l 0, N osa A
— 2]Zb1 (a’lv(]17]27---707---7]7n)) — 2]21](]17]27._.7‘%_17_“7]7”).

Nyni miizeme primo pristoupit k dikazu ortogonality Hermitovskych funkei,
tedy pro j;, ki € N, predpoklddejme j; > k; pro vSechny ¢ € {1,2, ..., m} a
alespon pro jeden koeficient je nerovnost ostra:

(Vv dos oo dm)s Ukt kg oo kom)) = (L1 07700, 0, ..., 0)> Vller, ko, oy )
= (U(o,o,...,o), H;i1agiv(k1,k2,...,km)) - (U(o,o,...,o), H?iﬂ’“(ki!)aii_kiv(o,o,...,0)) = 0.

Tedy Hermitovské funkce jsou opravdu navzajem ortogonalni. Pokud bychom
chtéli vytvorit ortonormélni systém, miizeme funkce vydeélit normou, jez ma tvar:

VG, s i) P = (00,0, .. 005 T, 2% (30 0,0, .., 0))

= (2,2 G) [ e do = I, 2 i)V,

2. Systém {v(j, ju, ... jm)} j€ husty v Lo(R™): Ditkaz bude velmi analogicky k vyse
popsanému dikazu Vety[10] Opét budeme predpoklddat, ze mame funkei f, kterd
je ve sporu s definici hustoty. Tuto funkci prevedeme na funkci F', ktera je souci-
nem puvodni funkce a exponencidly, a na ni provedeme Fourierovu transformaci:

ﬁ’(y) = 1 i (—i)zji—y{lng Y / f(x)mjlmh xj’”e_é dx
(2m) 2 ;5 m=0 Julgel. gl JRm L "

v[3

. . 2
, v , , v ; _r_ . s 7
Diky predchozimu lemmatu vime, ze {z'x} ... zime" 2 } je bazl Lo(R™), a
proto plati:
. . . _ﬁ
(f, o'ay .. adme™7) = 0.
Tento vztah se nam umoznuje dokonceni diitkazu pomoci Plancherelovy rov-

nosti:

2
712 2 — 2
= IF[" = IFII" = [[fe~ ="
Jedinou moznosti, kdy nastava tato rovnost, je f = 0, coz nas privadi ke sporu.
Ukazali jsme tedy, ze Hermitovské funkce tvori opravdu ortogonalni bazi v pro-

storu Lo(R™).
[l
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3. Howeova dualita

3.1 Laplaceiv operator

Definice 22. Na prostoru P™ definujeme operdatory

P n+2 A P —P™
92 3.1
fo >ty fHZan (3.1
=1

Navic operdtory z rovnice mauzeme rozsirit na cely prostor polynomai P™:
12 Ay i P — P (3.2)

Rekneme, Ze f € P™ je harmonicky polynom, pokud splriuje
A f=0. (3.3)

MnoZinu vsech polynoma daného stupné splnujici Laplaceovu podminku
oznacime H".

Dale pokud nebude nutné zduraznovat dimenzi R, nad kterou bereme prostor
polynomai P™, budeme tento index vynechdvat jak u prostori, tak i u operdtori.

Poznamka. Snadnym cvicenim je diikaz nésledujictho vztahu pro nasobeni funkei
f,geP™
8

8:15Z

V nésledujicim Lemamatu (12| budeme vyuzivat dusledek rovnosti (3.4)), ktery
tvrdi, Ze pro Iy, ..., 1, € NU{0} plati

Alfg) = A(f)

(3.4)

m

Ay alm) =34 — )al el (3.5)

m 7 m
i=1

Lemma 12 (Surjektivita Laplaceova operatoru A,,). Pro m € N zobrazuje La-
placetv operdtor A, prostor P™ na prostor P™.

Diikaz. Prostor polynomi si miizeme rozlozit na prostor P, homogennich poly-
nomu stupné n, a proto budeme postupovat tak, ze pro dané m ukazeme, ze pro
vSechny stupné homogenity n > 2 zobrazuje Laplaceliv operator prostor P, na
prostor P ,.

Ale nejdrive si snadno rozmyslime, ze pro n = 2 je pro libovolnou dimenzi m
toto lemma splnéno.

Ukéazeme si postup pro pripad m = 2, abychom lépe vidéli, co se zde odehrava
v pifpadé vyssich dimenzi. M&jme funci g € P2_, ve tvaru g = x7 224, pro
kterou budeme chtit najit f € P? takové, ze Ax(f) = g.

Zacneme s indukci dle velikosti exponentu [ u ¢lenu xs.
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2

V piipadé [ = 0 neboli g = z7~* miZeme jednoduse najit polynom z P2

) =

Predpokladejme, ze pro [y < [ existuje vzor funkce g vzhledem k Laplaceové
operatoru, pak dokazeme, ze totéz plati pro [:

Ay (:c?’lxé) =n—0n—1-1)z7 > b +1(1 - 1)) 2b2

Prvni ¢len jsme chtéli ziskat az na prenasobeni skaldrem a diky indukénimu
predpokladu existuje pro druhy ¢len vzor, oznac¢me ho fy. Celkové dostaneme, ze

n—2— 1 n— n—1l,.1—
G Bl ey T roy (A2 (7)1 = D)ooy 2)

_ x?_lxlz — fo
‘Aan—wm—z—n>'

Tedy Laplacetuv operator A, je surjektivni zobrazeni.

Jako v ptipadé dvou dimenzi budeme postupovat indukei dle velikosti

1=

1=2

u ¢lenu % ... abm.

m

Oznaéme si g = 22 ... zlm a funkci g = 2772y,

V pifpadé | = 0 je funkce g tvaru 27~ € P! _,, ihned dostdvame, Ze existuje
polynom f € PL.

Predpokladejme, ze pro [y < [ je funkce g v obrazu Laplaceova operatoru,
pak dokézeme, ze totéz plati pro [. Vyuzitim rovnosti z poznamky vyse
dostavame, ze

Ap (@) = (n =) (n— 1= D)2t Py + 277 A (y). (3.6)

Stupen polynomu A,,(y;) = A,—1(y) bude [ — 2, proto z indukéniho predpo-
kladu dostavame, ze existuje polynom fy takovy, ze

Am(fo) = 27 A (w).

Navic prvni ¢len v rovnosti (3.6 je ten, pro ktery jsme chtéli najit vzor, a
snadnou upravou této rovnosti ziskdvame, ze

n—I
n—I[—2 — A Ty Y _fO '
oo m(m—wm—x—n
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3.2 Oscilatorova reprezentace

Definice 23. Na Schwartzovském prostoru S = St si definujeme oscildtorovou
w reprezentact Lieovy algebry sly ndsledujicimi vztahy:

d 1 1
w(h) $%+§—E1+2,
i i
wlet) = 5:62 = irf (3.7)
1 d 1
otd i,
wle) =5 ~ 2t

kde Ey nazyvame FEuleriv operdtor.

Pomoci véty muzeme definici oscilatorové reprezentace rozsirit na pro-
stor 8™ jako m-ty tensorovy soucin reprezentace w, tedy reprezentaci W™ je na
prostoru 8™ popsdna témito akcemi na elementech Lieovy algebry sls:

m m
Em a0
; 1) 3
Wwh(et) = ;,_1%2 %r?n, (3.8)
i 92 )
m(,—\ — v 7Am
w(en) 2283 g =

kde E,, je Fuleriv operdtor.

Pozndmka. PFimym vypoctem se snadno ovéii, ze operatory 2 5 r2 . L 58n a By + 3
spliuji komutativni relace pro Lieovu algebru sls.

Priklad 8. Oscildtorova reprezentace w™ mé v alternativni bazi {k,n™, n~} Lieovy
algebry sly, kterou jsme si zavedli v piikladu [2] nasledujici tvar:

() = i) — () = 5 (A — 1),

w™(nF) = ;(d”(h) + i(wm(e+) + wm(e_))> = ; (Em + % ¥ ;(rfn + Am)> :

Véta 13 (Segal-Shale-Weil (Howe a Tan (1992), Kapitola III, Theorem 2.1.2) ).
Vijse popsanou sly-reprezentaci w™ na 8™ lze integrovat na unitdrni reprezentaci
SLy na Lo(R), kde SLy je dvojndsobné nakryti Lieovy grupy SLs.

Pozndmka. Segal-Shale-Weilova véta jinymi slovy rikd, Ze existuje unitdrni repre-
zentace Lieovy grupy SLs na prostoru L£o(R), pro kterou diferencidl na prostoru

hladkych vektort odpovidajici Schwarzovskému prostoru §™ je oscilatorova re-
prezentace w™.

Priklad 9. Zadefinujme si Lieovu grupu specialnich unitarnich matic:

su,n={(§ 5) e - o =1, (39)

Protoze tato grupa je konjugovana s SLy v SL(2,C), tedy mame izomorfismus
mezi témito grupami, a proto nam bude stacit dokazat existenci a popis dvojitého
nakryti pro SU(1,1) a z toho okamzité ziskavame tvar S Ls.
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Véta 14 (Existence nakryti). Lieova grupa SU(1,1) je izomorfni s Lieovou

grupou
G=A{(o,7)]||o| <1,7 € R/27Z},

pro kterou operace ndsobeni je definovdna predpisem
(01771) o (09, 7) = (03,73),

kde

o1t 0P
7T T ¥ oroge 2
o (3.10)

1 b —2’i7’1
(+) (mod 2m),

1
T3 =71+ 72+ —=lo .
3 1 2 g 1 + oy05e%m

21
Tvar n-ndsobného nakryti je izomofni s grupou
G" = {(0,7)||o] < 1,7 € R/20Z},

se zrejmym homomorfismem G™ — SU(1,1).
Navic univerzdlni nakryti je izomorfni s grupou

G* ={(o,7)||o] < 1,7 € R}
se zrejmym homomofismem G — SU(1,1).

Diikaz. Méjme matici z Lieovy grupy SU(1,1) tvaru jako v rovnici (3.9)), pro
kterou si oznac¢ime elementy

o= 0 a 7 =arg(¢)(mod2r).

¢

Snadno odvodime, zZe pro |o| < 1 mizeme vyjadrit

eiT eiTO.
¢ = —F—, 0= ——.
V1 —of? 1—|of?
Méjme matice Ay, Ay a Az z grupy SU(1, 1) dané
¢ 01\ (¢2 O ¢3 O3
A1Ay = — =] = —]1=A
e (91 61) \02 & 05 &3 ’

a elementy o; a 7; pro matici A; proi =1,2,3.

Daéle si ozna¢me
Vi= o1 = lof

jako S.
Explicitné si vypocitame tvar elementu o3 a 73:
_ @i(TlJFT?) )
— — —_ —2iT1
P3 = P12 + 0105 = 5 1+ T10qe ) ,
- ei(7-1+7—2) )
_ _ —2i71
b3 = 0102+ 16y = —o— (01 + 026 7™).
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Odtud dostavame vztahy
2111

03 o1+ 09e”
b3 1+ o700e 20

T3 = arg(¢ps) (mod2m) = arg (

03 =

6i(7‘1+7’2)

S
=arg (ei”) + arg (em) +arg (1 + 071026—21'71) (mod 27),

) (mod 2m).

(1 + O'10'2€2i71>> (mod 27)

1 + Gro9e %M

1
- Zlog [T 1%2¢
T+ T2 + 2% og ( 1 + 0.10-726227'1

Tim jsme ovérili nasobeni prvkia grupy G z rovnosti (3.10)).
Tedy vidime, ze grupa SU(1,1) je izomorfni grupé
G=A{(o,7)]||o| <1,7 € R/27Z}.
Definujme grupy
G" ={(o,7)||o| < 1,7 € R/2n7Z} a G* ={(o,7)||o] < 1,7 € R}.

se stejnou operaci jako pro grupu G.
Zobrazeni grupy G*™ na grupu G dané predpisem

(o,7) — (o,7/2m)

ziejmé definuje univerzalni nakryti grupy G.

3.3 Polynomialni verze Howeovy duality

V Prikladul6]jsme si popsali, jak vypadaji korenové systémy pro sudou a lichou
dimenzi specialni ortogonalni Lieovy algebry so,,,, a zaroven jsme si popsali i jeji
alternativni bazi spolu s jejim vyjadfenim v P;".

V nasledujicim Lemmatu [15| ukdzeme, ze 2", kde z = x1 + ix2, je singularni
vektor s vahou (n, 0, ...,0) v prostoru harmonickych polynoma H!” stupné n.

Lemma 15. Prvek 2" pro z = x1 +ixy ndlezi do H]!' a je singuldrnim vektorem
s vahou (n, 0, ...,0) vzhledem k Lieové algebre so,y,.

Diikaz. Aplikaci Laplaceova operatoru A dostavame, Ze jeho pusobeni na z" je
trivialni, neboli 2" € H "

4L 0 0
Z pye (21 +i29)" = ne—~(21 + i22)" "t +in—— (w1 + izy)"

j=1 ] 8x1 8x2

=nn —1)(z; +iv2)" % —n(n — 1)(z1 +izp)" ? = 0.

Nyni ovérime dvé podminky z definice (13| a u¢inime tak jen pro s09,,11.
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1. 2" mé védhu (n, 0, ...,0): Jediné j, pro které element yo(H;) obsahuje de-
rivaci podle x1 nebo x5, je j = 1, proto jsou

wo(H;)z" =0
pro j € {2, ..., m}.
Vypoctéme si jakou vahu méa 2" vzhledem k elementu H;:
()" = =i (15 — o | (w1 )" = =i iy = ) " =
=i —xo— | (11 +ix2)" = —i (inxy — nao) 2" = nz".
PolL11 18I2 28x1 1 2 1 2

2. £,(2") = 0) pro a € A™T: Kofenové prostory, jak bylo ukazéno na konci pii-

kladu @, jsou dané elementy K7, LT . a M .

Opét si budeme zjednodusovat vypocet, takze pro j =1, j; = 1 a j, = 2 maji

reprezentace téchto elementti prvky 8%1 a 8%2, a tedy K;“ , L;, jp M;;, j, Jsou

automaticky nulové pro j # 1, j; # 1 a j3 # 2.
Pustime se do pocitani zbyvajicich:

§ 9 0 . 0 0 n
wo(K)2" = = ((f”m — P ) o (“zameH - xm*%)) )

= —(0 — nTomy1 + 0 + nwgpyq)2" =0,

0 0 0 9
It n _ _ _— — | — a. .. "
po(Ly 5)z ((zlal'g x?’axl) <x233¢4 x4a$2>)z

I O Y N I
! 0xy 4 0xy 2 03 3 0xo

= —((0—=nx3s—0+inzy) +i(0 —nay +0 —inxg) |21 =0
( ) +il )7 =0

R A S A
18x4 48I1 231‘3 381’2
181’3 381’1 281’4 48.%‘2

= —((0 —nzy —0 —|—inx3) +i(0 —nxr3+0— in:m))z”‘l =0.

Tedy 2™ je opravdu singuldrnim vektorem s véhou (n, 0, ...,0) v harmonic-
kych polynomech H".
O

Znaceni. Prostor polynomt invariantnich vzhledem k Lieové grupé SO, si ozna-
¢ime jako Z™. Tento prostor je totoZny s prostorem polynomil v proméné r2
neboli

" =P(r2).

m

Déle Isot(P™,\,) je isotypickd komponenta prostoru harmonickych poly-
nomit H,"" stupné n, kterou jsme si zavedli v Definici [6]
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Véta 16 (Polynomidlni verze Howeovy duality).

1) Prostor harmonickijch polynomi HI* je ireducibilni modul Lieovy grupy SO,,.
2) Pro libovolny ireducibilni SO,,-podmodul V' v prostoru P™, ezistuje n € N
takové, Ze modul V' je izomorfni s prostorem H)".

3) Pron > 2 plati

5]
P =P riHa o (viz Tabulka (3.11)

1=0

4) Vektorové prostory HI* @ I™ a Isot(P™, \,) jsou izomorfni.
5) Prostor Isot(P™, \,) je ireducibilnim modulem pro akci 50, X sly a plati

Isot(P™, \n) E Hy' @ Viym, (Howeova dualita)

kde Vipm je modul nejnizsi vahy n + 3 pro Lieovu algebru sls.
Tedy pro rozklad prostoru P™ na ireducibilni casti vici akci s0,, X sly plati

P DU @ Voym,

m=0

Pl Py Pi Pa Ps P
Ho & 7"27'[0 7] 7’47'[0
Hy % r2H, S
Ho S r2H,

Hs @

Hy

Tabulka 3.1: Rozklad prostoru polynomi P™

Diikaz. 1) Zde vyuzijeme Lemmatu , ve kterém jsme si ukazali, ze harmonicky
polynom 2" je singularni vektor s vihou A = (n, 0, ..., 0). Ozna¢me si podprostor
prostoru H;" generovany vektorem z" jako V).

Daéle jsme si v Piikladu [7] spocitali, ze

MmWQz(

n+m—3>2n+m—2

n m— 2

Vime, ze V) C H", tedy pokud
dim(Vy) = dim(H)"),

pak to nutné znamena, ze
o m
V\ =H,

a prostor harmonickych polynomi je ireducibilni.
Pustme se proto do pocitani dimenzi H", ale nejdiive zjistéme, jaka je di-
menze prostoru polynomu P, ktera snadno plyne z aplikace vzorce pro pocitani

kombinaci s opakovanim:

mmmw:c+:_v.
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V Lemmatu [12]jsme si ukazali, ze Laplacetv operator A,, je surjektivni, proto
plati

dim(H™) = dim(P™) — dim(P™,) = (n +m— 1) B <n —2+m-— 1)

" n n—2

m— 2

B <n+m—3>2n+m—2
n

2) Zde budeme uvazovat prostor polynomu nad R™.

Meéjme libovolny ireducibilni modul P C P pro akci grupy SO,,. Laplaceiv
operator A komutuje s SO,,-akci, tedy operator je bud prosty, anebo trivialni
na P.

Takze existuje nejmensi mozné k € N takové, ze

AF(P) = {0}.

Vezméme proto H = A*~1(P), tento prostor je netrivialni a ireducibilni mo-
dul pro grupu S0O,,, a tedy musi se rovnat harmonickému prostoru H,, pro néjaké
n € N.

3) Kvili zachovani ¢itelnosti zde budeme vynechévat psani reprezentace w™
pro prvky Lieovy algebry sls.

Takze vezméme si polynom f € P,, ke kterému budeme chtit najit koeficienty
ai, as, ..., a, takové, ze plati:

h=aof+ Y ai(e")(e)'f, (3.12)
1€N
2i<n

kde h € H,, tedy po aplikaci Laplaceova operatoru na obé strany rovnice dosta-
vame
0=ape [+ Y ae (e7)(e)'f.
ieN
2i<n
Déle pocitejme:
ai(e™(e)) eV f =ai(le”, ()] + (e")'e ) (e)'f
= a;((—i(e") (h4i—1))(e ) f+aeh) (e ).

Vidime, Ze ¢len se rozpada na dvé ¢asti, budeme pokracovat ve zjednodusovani
prvni:

ai((=i(e") T (h+i—1)) (€)' f =
= —aii(i = () e )~ asi(e) (he ) £
Rozepisme si druhou ¢ast predchoziho vysledku:
—azi(e™) ! (h(e_)i)f = _aii<e+)i_1([hv (e7)]+ (e_)ih)f
= 2a;i%(e*) M e7) f — aii(e?) T (e (hf)
= 2a;4% (") (e7)' f — ayi (n + 7;) (€")He)'f
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Dohromady mame tvar ¢-tého ¢lenu
S M Ni—1,—yi i il
ai<—z(—z—1+n+2)(e) (€)' +(e")(e) )f.

Dame-li ¢leny se stejnymi exponenty (e*)*~!(e™)f pospolu

0=> [ai_1 — aj <n+ — 1—2) (e te) .
; 2
€N
2i<n
Porovnanim koeficientti dostavame tuto rekurzi, kterou snadno miizeme pre-
vést na obecny tvar:
;1 Qo

a=—"0 R .
i(n+% —1—1) I j(n+% —1-7j)

Navic zvolime-li ay = 1, vidime, ze pro kazdy polynom f € P, existuje jedina
harmonickd funkce h a jediny polynom g € P, , takové, ze

f=h+rig.

4) Uvazujme zobrazeni
H QL™ — Isot(P™, \n),

které je dané nasobenim funkeci.
Budeme chtit ukézat, zZe je prosté a na Isot(P™, \,).
Surjektivita tohoto zobrazeni okamzité plyne z 2).
Mé&jme polynomy h € H™ a p € P(r2), pro které na R™ plati

h(x)p(r%l) =0.

Staci ukazat, ze je-li p # 0, pak h = 0.

Necht p # 0, pak jisté existuje takové R, ze p(R?) # 0. Pro libovolné z € R™,
||z|| = R, musi platit h(x) = 0, ale funkce f(z) je homogenni stupné n, tedy
h =0 na R™.

5) Méjme polynom py € H?, a pomoci akce prvku et definujeme polynomy p;
pro 7 € NU{0}:

m j i 5\’ i\
pj = (W (€+)) Po = (27"2> Po = <2> 7"2]]90-

Véhy téchto polynomt jsou zfejmé n + % + 2j.

Prostor generovany vektory {p,} si oznac¢ime W. Ovéfime, ze spliiuje pod-
minky pro modul nejnizsi vahy n + 3 oscildtorové reprezentace w™ Lieovy alge-
bry sly (viz Definice {4)).

Pro akci elementu e™ a h je to ziejmé, proto zjistéme, zda to samé plati i pro

prvek e”. Protoze py € H]', zfejmé dostavame

(e )po = £ (po) = 0.
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A konecné okamzité plyne za vyuziti vzorce daného v rovnici (2.2)):
m(, — m(, — m J m — j m J m( —
(e )y = () () o = (w7 (7, €V]) + (@) () oo

= (i) 4= 1+ 0)po = —jln+ T 45— Dpyr.

Tedy ovérili jsme, ze prostor W je opravdu slo-modulem nejnizsi vahy uvnitr
prostoru Isot(P™, A,), je tedy izomorfn{ s modulem V,, m.
Protoze jako pocatecni polynom py miizeme zvolit libovolny polynom z H",
dokézali jsme, ze
Hy' @ Vipm = Isol(P™, Ay)

jako modul pro akci SO,, x sl.

3.4 Transcendentalni verze Howeovy duality

Znaceni. Prostor invariantnich Schwartzovskych funkei vzhledem k Lieové algebre
SO,, si oznac¢ime jako

Jm = 1{f € 8™| f(Ax) = f(x),YA € SOu}. (3.13)

Definice 24. Prostor ST definujeme jako prostor funkci f spojitych na intervalu
< 0,00), pro které plati, Ze funkce f(r*) patii do S™.

Lemma 17. Méjme zobrazeni , které je dané
C:Jm— St
f=F

kde F' je funkce v jedné promené a jeji hodnota je popsana pro x € R™ wvztahem

f(@) = F(ll2P)) = F (+*).

potom je zobrazeni ( korektne zaddno a je izomorfismem odpovidajicich prostori.

Diikaz. Funkce F' je spojitda na intervalu < 0,00), protoze funkce f € J™ je
Schwartzovska, tedy hladké. Akce grupy SO,, je transitivni na sférach, tedy do-
stavame, ze pro x,y € R™ plati nasledujici vztah:

=[] = [lyll = (BA € 50,) (x = Ay),

takze funkce f je konstantni na této sfére.
Tedy funkce F pati{ do St a je jednoznacné definovana vzorem funkce f.
Pro izomorfismus budeme chtit nyni ukazat, ze k zobrazeni ( existuje inverzni
zobrazeni (~!. Budeme ho definovat nésledujicim zpiisobem:

<—1 ZS+ _>jm7
Fef
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kde F(|z|*) = f(x) pro x € R™.

Funkce f podle definice prostoru ST patfi do 8™ a je zfejmé invariantni vuci
akci grupy SO,,.

Zobrazeni (7! je ziejmé inverzn{ k zobrazeni (.

]

Véta 18 (Transcendentalni verze Howe duality). Schwartzovsky prostor 8™ se
rozkladd ndsledujicim zpiusobem:

ST=@PHIT™, (3.14)

neN

kde J™ je definované vztahem .

Diikaz. Podrobnosti dikazu jsou k nalezeni v [Howe a Tan| (1992, kapitola III,
sekce 2.4, Theorem 2.4.4 a Cviceni 12).
O

Dusledek. Zobrazend
a) T HJI" =S

dané ndsobenim funkci je izomorfismus na izotypickou komponentu Isot(S™, \,).

Diikaz. To, Ze je zobrazeni ] prosté, se dokaze podobné jako v polynomidlni
verzi Howeovy duality (viz ditkaz bodu 4) z Véty [16)).

Prostor 8™ se rozklada soucet svych izotypickych komponent:

S™ = P Isot(S™, \y). (3.15)

neN

Navic kazdy z ¢lena H* @ J™ je ¢asti izotypické komponenty Isot(S™, \,),
proto je zobrazeni o] surjektivni.

Tedy zobrazeni )" je izomorfismem na izotypickou komponentu /sot(S™, \,,).

]
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4. Bochnerovy relace

4.1 Fourierova transformace

Véta 19. Na prostoru Hermitovskych funkci v, j,. . ) ptsobi Fourierova trans-

formace ndsledujicim zpiusobem:

ceey

.mo T—
V(jr, j2, oo jm) = L2 W (exp(_?k))v(jhjz,---,jm)ﬂ (4‘1)
kde ji, g2, -« jm € NU{0} a w™ je oscildtorovd reprezentace.

Diikaz. 'V celém ditkazu budeme oznacovat J = 3", ;.
Z Kapitoly [ mame operatory a; a b;, které jsme si zavedli v Definici [§]
Snadnou upravou muzeme dojit k

b
xj:aj—; .
0 a0
8xj_ 2 '

Diky tomu si mizeme vyjadrit reprezentaci v jazyce operatori a; a b;:

/[: m

W™ () = 3 > (a; ;)%
j=1
m(7. - m(, — m( -+ ]' = 1 -
W (k) = i(wm(eT) =W (e >)=12a]b +bjag) = 5 3 (ab; — 1),
j=1 J=1

Nésledujici vypocet ukazuje, Ze Hermitovské funkce v, k,, ... k) jsou vlastni
vektory pro akci w(k):

m(7. 1 -
W RV, g,y o) = 3 > (b = 1)vGy o, )
=1
1 m
~ 9 Z(alv(h,...,jl+1,...,jm) - U(jl,jz,...,jm))
=1
1 )
= 5 Z<2<jl + 1) - 1)U(j1,j2,-~-,jm)
=1
m
= (J + E)U(jl,jg,...,jm)-

Pomoci Segal-Shale-Weilovy véty (viz Véta si miZzeme k napsat v repre-
zentaci grupy SLs:

_ Jam
wm(exp(k))v(jhhy~-,jm) =e’" U1, 52, s jm) -
Pusobeni operatoru b, pro I € {1, 2, ..., m}, na funkci f € S™ si za pouzti
jednoduchych vztahia pro pocitani s Fourierovou transformaci (viz Lemma @
dostavame

—

blf = (JTl — %)f (ZI[ — 267171”?2 —iblf.
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. . o 1,2 . n

MizZeme si snadno odvodit, Ze pro f = v(,o,..,0) = ¢~ 2" plati, ze f = f. Tedy
Hermitovské funkce v .. jm) Jsou vlastni vektory pro Fourierovu transformaci
s vlastnim c¢islem

JisJj2,-

P

T i — TT™ (—ib, Nt — (=N .
Vjr,das s jm) = LL[2q by (0,0, ...,0) = I0Z, (—iby) U(0,07...,0)—( i) U(j1, j2s oo jm) -

Mensi dpravou vyjadiime ptisobeni reprezentace pomoci Fourierovy transfor-
mace a dostavame tvar dany ze znéni véty:

F+3)

m Tl— _
w (exp(_gk))v(jl,jm~~~,jm) =€ U(j1, j2s s Jm)

-—

w[3

U(j1, j2s -ees im)

= (=) 7 (=)0 o0 ) = (1)

4.2 Bochnerovy relace

Lemma 20.
1) Zobrazeni
al HT ST — 8™

dané ndasobenim funkci je izomorfismus H" @ ST na izotypickou komponentu
Isot(S8™, \p).

Akce algebry sly na I1sot(S™, \,) dané oscildtorovou reprezentaci w™ indukuje
reprezentaci pl* na St pomoci relace

an(l@pl(x)(@) = z(ap @) (4.2)
prol € H™ ¢ € ST a x € sl,.

2) Fourierova transformace F zachovdvd pro kaZdé n € N izotypickou kompo-
nentu 1sot(S™, \,) a indukuje tedy linedrni transformaci

Fr. 8t — 8t
pomoci relace
o (le Frw)) = Flag(®v)). (4.3)
Diikaz. 1) Primé aplikace transcendentalni verze Howeovy duality (viz Véta .

2) Oscildtorové reprezentace komutuje s akei SO,, na 8™, tedy to plati i pro
Fourierovu transformaci F, kterd je dana akci elementu grupy SL,, neboli F
zachovava izotypické komponenty [sot(S™, \,).

]
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Poznamka. Pro funkci f na R™ mame definovany Laplacetiv-Beltramiho operator
Agm-1, ktery je dany touto rovnosti

Agns (F)(a) = A(F) <||||> .

Je-li ¢y € 8T ihned z definice plyne
ASmfl (1/]) - O

Akei Laplaceova operatoru na funkei ¢ € St si mizeme ve sférickych sourad-
nicich vyjadrit takto:

B =72l (1L 0)) 4 1B ()

dr dr
1-m m—2 d m—1 d?
= (= p )+ L) o
d &
= (m — 1)%@) + WW)-

Véta 21 (Reprezentace p). Na prostoru St je reprezentace pI* ddna témito
vztahy:

gy = 2L 4 (n + m) ,

di 2
pp(et) =

Pote ) == \\"" ) T rae )

it
57

kde t € (0,00).

Diikaz. Pouzitim oscilatorové reprezentace w™ (viz Definice overime, ze zob-

razeni p spliuje vztah (4.2)).
Pro ¢len w™(h) plati:

()01 @ 9)) = (Bn+ 5 ) () = En(D + L) + 210

= B () + 1 = 1 (Em b4 m) ()

2
= ay(l® p(h)()),
kde jsme vyuzili, ze
d o d d
275% =2r ordr = Ta = Em

Diky komutativité ndm okamzité vychazi, Ze e™ spliluje dany vztah:
m( _+ m o E 2 _ E 2 _.m m( _+
et (oo v) = (5r2) (0) =1 (5r2) () = aZ (i@ A(e)w)).
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V poznamce jsme si jiz zjistili, jak vypada ptisobeni Laplaceova operatoru na
funkci ¢ € 8*. To muzeme hned vyuzit k pocitani akce e :

580 (1)
A0+ 5080+ 13 (215 0)) 5 0)

=1

w(en) (e o)) =

N[ = /X

—0+ ;l ((m - 1)i + d2> () + il”i(w

rdr  dr?

il ) s (i) o
= (1@ pf(e7)(®)).

V posledni rovnosti jsme vyuzili, Ze tvar p”(e”) v feci r* m4 tvar

0t d? i 5 d d [ d n d? 7 d n d?

t—==r"—\——|==r‘l-—+ | ==-——+ — |

a2 2 rdr \rdr 2 r3dr  r2dr? 2 rdr — dr?
Déame-li je obé slozky dohromady, dostavame, pro¢ posledni rovnost plati, a

tim jsme dokazali, Ze nas tvar reprezentace p!”* je prave ten, ktery spliiuje defini¢ni

vlastnost (4.2)).
O

Priklad 10. V Lemmatu [I5] jsme si ukézali, Ze element z" € H,, kde z = x1 + iz,
je singularni vektor. V dikazu polynomidlni verze Howeovy duality (viz Véta
jsme ukazali, ze H,, je ireducibilni, tedy prvek 2™ je generator H,,.

Snadno lze ovérit, ze pro
d_1(0 0o
dz N 2\ 0xy 0xs

plati tyto vztahy

d d n 2 n+1,//70,.2
2 =0 AR =0 (M) = ).

Navic snadno prepiSeme vlastnosti Fourierovy transformace (viz Lemma@ na
tvary

—~  .d - d . i -
zf—22£f a £f—§zf

Nyni je jiz vSe pripraveno pro formulaci periodickych relaci ve dvou elegant-
nich vétach a jejich dokazani.

Véta 22 (Bochnerovy relace a Bochnerovy-Coifmanovy periodické relace).
a) Necht f(x) = h(x)(r*) pro h € H™ a ) € ST, potom plati

Fy) = h(y) Fr(W)(r?). (4.4)
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m

Navic pokud ny + %5

ny + %52, pak plati
M = (4.5)

b) Pro Fourierovu transformaci mdme ndsledujici vztahy:
(1)]:1211%:%}?;
(2) Fm=2idFm, = 24 Fm=2
(3) pokud m = 21, pak F2 = *(=Dtn(2dnti-1F2
(4) pokud m = 20 + 1, pak F2+1 = j2n( 4+l 1.

Diikaz. a) Tvar (4.4) pro vyjadfeni Fourierovy transformace plyne z rovnosti
3.

Vztah (4.5) pro rovnost ruznych Fourierovych transformaci ziskdvame oka-
mzitou aplikaci rovnice (4.1J).

b) Diky prikladu vyse muzeme Fourierovu transformaci pouzit na funkci f,
ktera bude souc¢inem néjaké mocniny z a funkce v z prostoru S+.

(1) Zvolime f = z"*14'(r?). Derivace funkce ¢ bude ziejmé stale prvkem
tohoto prostoru, tedy

Lt ™ (f;f) (7’2) = 2y (r2) = J?: %<2n¢(r2)> _

Zkracenim z"*! dostdvame poZadovany vztah.

(2) Zvolme funkei f = 2" (r?), pak

SEN@)0?) = (100%) = = 2i () =

= 20 (F L (W)0) = 262 FL () ().

Po zkraceni dostavame pozadované tvrzeni a na druhou ¢ast vyuzijeme vztah

7 a), protoze
m m— 2
1 A n—e
(n )—|—2 n+ 5

a tedy

n—

2FM" =27 (r%]:m 1) _ 9jl+% (Z-—mT—?]_?_z) _ _gFm2,

Tvrzeni (3) a (4) plynou bezprostiedné z bodu (2) jako rekurzivni vzorce.

]
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