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Uvod

Préce se zaméruje na obecnou projektivni linedrni grupu PG Lo (TF) a jeji ptiso-
beni na projektivni piimce P!(FF). Pro strucnost misto PG Ly (F) piseme L(IF), coZ
je znaceni, které jsme zvolili pro grupu linearnich lomenych transformaci. Jak do-
kldd4 Lemma [21]a ditkaz Tvrzeni[22] zkoumat PG Ly(F) a L(F) je v zdsadé totéz,
nebot tyto dvé grupy jsou izomorfni a ptisobeni PG Ly(FF) na P!(FF) je ekvivalentn{
(Definice [5)) s pisobenim L(F) na mnoziné F U {co}.

Vétsina vlastnosti grupy L(F) je dobfe zndma. Mnoho z nich je mozné dokazat
pouze za pouziti neprilis pokrocilé matematiky, tedy zédkladnich znalosti z baka-
larského studia. Napriklad, k dikazu skutecnosti, ze za predpokladu konecnosti
télesa F muzeme L(F) zapsat jako sjednoceni ur¢itych cyklickych grup prave
tehdy, kdyz F = Z, pro néjaké prvocislo p (Disledek , staci znat polynomy
a umét pocitat modulo prvoéislo. K dikazu existence Singerovych cyklia v L(IF)
(Definice se obvykle vyuziva kvadratickych rozsiteni téles; prace ukazuje, ze
jej lze provést pouze elementarnimi iivahami.

Zaméruji se i na nékteré aspekty, které obvykle detailné rozebirany nebyvaji.
Zde muzeme opét zminit Singeruv cyklus, ktery je v matematice Casto sklono-
vanym pojmem, ale malokdy je uveden explicitni predpis operace skladani v po-
dobé, ktera by oztejmila, ze jde vlastné o grupovou operaci na projektivni primce
(o této skutecnosti pojednava Véta . Strategie dikazu cykli¢nosti Singerova
cyklu pouzita v praci je takovato: V prvni fazi se explicitné popise operace abe-
lovské grupy na projektivni pfimce, ktera je izomorfni podgrupé prvka PG Ly (F),
jez tvori Singeruv cyklus. V této fazi se vSak jesté nevi, Ze je to skutec¢né cyklus,
¢ili ze jde o cyklickou grupu. Poté se ukéaze, ze nasobeni prvki pomoci popsané
operace indukuje urcité polynomy a ze rad prvkl je mozno vysetfovat pomoci
toho, zda se takovy polynom rovna nule. Vyuzitim kombinatorickych ¢isel se pak
oveéri, ze jisty koeficient takového polynomu musi byt pro nizsi mocniny nenulovy,
a odsud se odvodi, ze v grupé skutecné existuji prvky maximalntho mozného
radu.

Tato prace se vénuje i pripadim, kdy F je nekonecné. V pripadé nekoneéného
télesa je obdoba Singerova cyklu tranzitivni abelovska grupa (takova grupa je
nutné regularni). V praci se zabyvam otézkou, kdy jsou takové dvé grupy kon-
jugované. Pro konecné téleso jsou konjugované libovolné dva Singerovy cykly.
V obecném pripadé plati, ze kazda z uvazovanych grup je asociovana s néjakym
kvadratickym ireducibilnim polynomem. Uk&aze se, Ze dvé uvazované grupy jsou
konjugované pravé tehdy, kdyz rozkladova nadtélesa téchto kvadratickych poly-
nomil jsou izomorfni.

Text je rozdélen na dvé ¢asti. Prvni z nich, nazvana Obecné poznatky o gru-
pach, obsahuje tvrzeni tykajici se permutacnich grup a télesovych rozsireni. Tato
tvrzeni jsou pozdéji vyuzita v ¢asti druhé, zabyvajici se samotnou grupou L(F).
Ta je rozélenéna do nékolika sekci. V sekeci 2.2 je dokazana ostra 3-tranzitivita
zminéné grupy. Sekce 2.3 se vénuje podgrupam L(F) tvorenym jednotkou a vSemi
prvky se shodnymi mnozinami pevnych bodi. Specialné jsou v ni popsany ty
z téchto podgrup, jejichz netrivialni prvky maji pevny bod pravé jeden; na tyto
grupy totiz casto narazime v sekci 2.4. Hlavnimi vysledky sekce 2.4 jsou jiz zmi-
nény Disledek [42] a diikaz existence Singerova cyklu v L(F) (Tvrzeni [43). Sekce



2.5 pojednava o pusobeni L(F) konjugaci na mnoziné podgrup ze sekce 2.3. Pre-
devsim je zde rozebrano, za jakych podminek jsou dvé takové podgrupy konjugo-
vané (Tvrzeni , Vety 49| a , Dusledek , jak vypadaji jejich normalizatory
(Tvrzeni 57} [59] a Ze jde o maximdln{ abelovské podgrupy (Tvrzeni [67)). Po-
sledni sekce se tyka projektivni specidlni linedrni grupy PSLy(F). Konkrétné se
soustTedi na diikaz jeji jednoduchosti.

Misty jsem vychazela z knihy [I], inspirovala jsem se ji v Tvrzeni , a Lem-
matu [72] Zbytek jsou mé vlastni pozorovani podnicend vedoucim préce.



1. Obecné poznatky o grupach

1.1 Zakladni definice a tvrzeni

Necht F je komutativni téleso a n € N.

Definice 1. Obecna linearni grupa G L, (F) je mnozina vsech reguldrnich matic
nad F typu n X n spolu s operacemi maticového nasobeni, maticového invertovdni
a jednotkovou matici jako jednotkou.

Tvrzeni 1. Plat?
Z(GL,(F)) ={AL, | A € F*},

kde I,, znaci jednotkovou matici typu n X n. Pritom M € Z(GL,(F)), prdvé kdyz
kazdy vektor z F™ je vlastnim vektorem matice M.

Diikaz. Ozna¢me E;; matici, jejiz prvek na pozici (4,5) je 1 a ostatni jsou rovny
0. Necht X;; = I, + E;;. Pro ¢ # j pak det(X;;) = det(l,,) = 1, tj. Xi; € GL,(F).

Predpokladejme, ze M = (my;)7,—; € Z(GLn(F)). Uvazujme cisla k,1 €
{1,...n}, k#£1L

Prvek matice XM, resp. M Xy, na pozici (k,k) je my, + my, resp. myg.
Protoze M € Z(GL,(F)), plati Xy M = M Xy, tedy dostavame myy +my, = My,
neboli my, = 0. Prvek matice Xy M, resp. M Xy, na pozici (k,l) je mg + my,
resp. Mg + my. Odsud my = my.

Kazda matice v Z(GL,(F)) je tedy diagonélni a vSechny prvky na jeji diago-
nale jsou stejné, neboli je nenulovym nasobkem I,,.

Naopak, kazda matice AI,,, A € F*, je v Z(GL,(F)) zfejmé obsazena.

Kazdy vektor z F™ je zjevné vlastnim vektorem matice AI,, prislusny vlastnimu
¢islu A. Pokud je naopak kazdy vektor vlastnim vektorem matice M € GL,(F),
je M diagonalni, nebot (1, 0,..., 0),(0, 1, 0,..., 0)T,...,(0,..., 0, 1)T jso
vlastni, pficemZ vsechny hodnoty na diagondle jsou stejné, jelikoz (1,..., 1)T je
vlastni. Tedy M = AI,, pro néjaké \ € F*.

O

Definice 2. Projektivni obecna linearni grupa je definovdna jako faktorgrupa
GL,(F)/Z(GL,(F)) a znacime ji PGL,(F).

Definice 3. Specidlni linearni grupa SL,(F) je podgrupa grupy GL,(F) tvorend
vsemi maticems s determinantem 1.

Definice 4. Projektivni specidlni linedrni grupu definujeme jako PSL,(F) =
SLn(F)/Z(SLn(F)).

Tvrzeni 2. Grupa Z(SL,(F)) je tvorena privé ndsobky jednotkové matice I,
s determinantem 1, neboli plati Z(SL,(F)) = SL,(F) N Z(GL,(F)).

Diikaz. Matice X;; z ditkazu Tvrzeni[I| maji pro ¢ # j determinant 1, tedy lezi v
SL,(F). Tentyz postup jako ve zminéném dikazu tudiz mizeme pouzit i zde.

O
Na grupu PSL,(F) miazeme nahlizet jako na podgrupu PGL,(F). Podle 3. véty
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o izomorfismu je totiz SL, (F)/Z(SL,(F)) = SL,(F)/(SL,(F)NZ(GL,(F))) izo-
mgfni((L?Ln(IF)Z(GLH(IF)))/Z(GLH(IF)), coz je podgrupa GL,(F)/Z(GL,(F)) =
PGL,(F).

Tvrzeni 3. Oznacme [A] rozkladovou tridu grupy GL,(F) podle Z(GL,(F)) re-
prezentovanou prvkem A € GL,(F) (tj. prvek grupy PGL,(F)) a (v) linedrni obal
(radkového) vektoru v € F". Grupa PGL,(F) md vérné pusobeni na projektivnim
prostoru P"Y(F) = {(v) | 0 # v € F"} definované predpisem

[A]((v)) = ((Av)") V[A] € PGL,(F), (v) € P"'(F),

kde AvT je maticovy soucin.

Diikaz. Pripomenme, ze ptusobeni grupy G na mnoziné X je grupovy homomor-
fismus 7: G — Sy, kde Sx znaci grupu vsech permutaci mnoziny X.
Uvazujme
T GLnUF) — Spn—1(]p),

kde
m(A): (v) = ((AVD)T), (v) e P"7Y(F).

Necht A € GL,(F). Zobrazeni 7(A) ma inverz 7(A™!), tudiz jde o permutaci.
Tedy m(A) € Spn-1(r) a 7 je tudiz dobie definované.
Pro A, B € GL,(F) a (v) € P""}(F) plati

T(A)m(B)((v)) = m(A)((Bv')")) = (A(BV"))") = n(AB)((v)),

tj. m je homomorfismus. Grupa GL,(F) tedy piisobi na P" ().
Navic

Ker(r) = {A € GL,(F) | 7(A)((v)) = (v) V(v) e P""'(F)} =
={A € GL,(F) | YO #veF" 3\ cF: (AvHT = A\ v)T} =
={AcGL,(F) |YO#veF" 3\ cF: Avl =\ v} =
= {A € GL,(F) | v' je vlastnim vektorem matice A Vv € F"} =
= Z(GL,(F)).

= Grupa PGL,(F) = GL,(F)/Z(GL,(F)) ptisobi na P*~}(F) vérné.
[

Definice 5. Rekneme, Ze pisobeni grupy G na mnoZiné X je ekvivalentni s pii-
sobenim grupy H na mnoziné Y, pokud existuje izomorfismus p: G ~ H a bijekce
a: X =Y tak, ZeVg € G a x1,m9 € X spliujici g(x1) = xo plati

(p(9))(a(z1)) = alws),

Tvrzeni 4. Méjme grupu G = (G, -, 71, e) a mnoZinu H, na které je definovdna
bindarni operace o: HxH — H. Necht p: G — H je surjektivni zobrazeni splnujici

o(a-b) = p(a) o p(b) Va,b € G.

Pak H je grupa (vzhledem k operaci o).



Diikaz. Ovérime grupové axiomy pro H.
Necht o, 8,7 € H. Zobrazeni ¢ je na, tudiz existuji a,b,c € G takova, ze

p(a) = a, p(b) = B, ¢(c) = 7. Potom
ao(Boy)=gla)o(p(b)op(c) =pla)op(-c)=pla-(b-c) =
= ¢((a-b)-c) = pla-b)op(c) = (p(a) o (b)) o p(c) = (a o f) o,
Obdobné se ukdze, Ze p(e)oa = aople) = aVa € H a p(a™) oa =

aopla™t) = p(e) pro a = p(a), tj. ze o(e) je jednotka v H a p(a™!) je inverzni
prvek k prvku a.

[]

Definice 6. Prvek ridu 2 v grupé G nazyvdme involuce.

1.2 k-tranzitivita a ostra k-tranzitivita

Definice 7. Necht k € N. Rekneme, Ze permutacni grupa G na mnoZiné X je
k-tranzitivni, pokud |X| > k a Vay,... 2,91, ...,y € X takovd, Ze x; # x;,
yi # y;j pro i # j, existuje g € G spliugict g(x;) = y; Vi = 1,... k. Grupu G
nazyvame ostre k-tranzitivni, pokud takovy prvek g existuje prdave jeden.

Pozndmka. Misto ,,(ostie) 1-tranzitivni“ budeme psat zkrdacené jen , (ostfe) tran-
zitivni®

Pripomenme, ze kazdou abstraktni grupu G lze povazovat za permutacni
grupu, nebot ma vérné puisobeni na své nosné mnoziné (napriklad pusobeni le-
vou translaci). Toto pusobeni je prosty homomorfismus 7: G — Sg, diky 1. vété
o izomorfismu tudiz mizeme G ztotoznit s permutacni grupou Im(mw) < Sg.

Nerekneme-li jinak, budeme v dalsim textu grupou G vzdy myslet néjakou
grupu permutaci mnoziny X, tedy podgrupu grupy Sx.

Definice 8. Stabilizatorem bodi x1, ... ,x, € X nazjvime mnozZinu
le,...,xn = {g eG | g(flfl) =ux; Vi € {1, R ,n}}

Pozndmka. Uvedeme-li, Ze je stabilizator bodu x4, ....,x, € X k-tranzitivni, au-
tomaticky se predpoklada, ze je k-tranzitivni jako permutac¢ni grupa na mnoziné
X\ {x1,...,2.}.

Lemma 5. Meéjme k € N, k > 2. Necht je grupa G tranzitivni a necht libovolny
stabilizator G, bodu x € X je (k—1)-tranzitivni. Pak je G k-tranzitivni. Je-li navic
libovolny stabilizdtor bodu ostre (k — 1)-tranzitivni, pak je G ostre k-tranzitivni.

Diikaz. Uvazujme z4,... Tk, Y1, .. .. yx € X takovd, Ze z; # x;, y; # y; pro i # j.
Grupa G je tranzitivni, a tedy existuje g € G, zZe

g(r1) = y1.

Necht G, je stabilizator bodu y;. Z (k — 1)-tranzitivity G,, dostavame, ze
existuje h € G, spliujici
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(body g(x1),...,9(zx) jsou po dvou riuzné, protoze g permutuje mnozinu X, tj.
pfifazeni x — g(z) je prosté). Navic h(y;) = y1, nebot h € G,,.
Mame tedy
(hg)(x1) = h(g(z1)) = h(yr) = w1,

(hg)(z:) = h(g(z:)) = i, i = 2,.. .k,

coz jsme presné chtéli.
Je-li navic libovolny stabilizator bodu ostie (k—1)-tranzitivni, uvazujme prvek
g € G takovy, ze g(z;) = y; Vi. Plati g7'(hg) € G,,, nebot (7' (hg))(z1) = 1.
Zaroven mame 1 € G,,. Jednotka ale také fixuje body za, ... ,x,, z ostré (k — 1)-
tranzitivity stabilizdtoru G, tedy plyne, Ze §~*(hg) = 1, neboli § = hg, grupa G
je tedy ostie k-tranzitivni.
O

Lemma 6. Necht je grupa G k-tranzitivni. Pak jsou kaZdé dva stabilizdatory k
bodi konjugované.

Dikaz. Oznac¢me (G stabilizator po dvou rtznych bodt zq,....x, € X, Gs
stabilizator po dvou rtznych bodu vy, ...,y € X.
Z k-tranzitivity plyne, ze existuje g € G takové, ze g(z;) =y; Vi =1,... k.
Zobrazeni

p: Gy = Gy, h— g 'hg,
Q/J: G1 — Gg, ]’L, —> gh/g_l

jsou poté vzajemné inverzni grupové homomorfismy. Jde tedy o izomorfismy grup
Gy, Gs.
O

Dusledek 7. Je-li grupa G tranzitivni a stabilizitor G, bodu x € X je (ostre)
k-tranzitioni, pak libovolny stabilizdtor je (ostre) k-tranzitivnd.

Diikaz. Necht Gy je stabilizitor bodu y € X. Podle Lemmatu [f] nalezneme g € G
takové, ze G, = gG,g9~ 1, g(z) = y.

Uvazujme body z1,...,xx € X\{y} po dvou ruzné a yi,...,yr € X\{y} po
dvou rtzné. Z k-tranzitivity G, existuje h € G, ze h(g~ (z;)) = g7 (y;) Vi =
..k

Plati (ghg™")(z:) = g(¢ " (wi)) = yi Vi = 1,... .k, pticemz ghg™* € G, =
9G.9~ ' = G, je k-tranzitivni.

Necht G, je ostfe k-tranzitivni. Predpokladejme, Ze pro g € G, plati §(z;) =
y; Vi = 1,... k. Existuje h € G, takové, ze § = ghg~'. Mame h(g~'(z;)) =
g (yi). Z ostré k-tranzitivity stabilizdtoru G, tudiz dostdvame, Ze h = h, a tedy
také g = ghg~'. Odsud plyne, Ze i stabilizator G, je ostie k-tranzitivni.

O
Poznamka. G, v disledku vyse je k-tranzitivni jako permutacni grupa na mno-
ziné X\{z}. V dikazu by tedy mohl nastat problém, kdyby ¢~'(z;) = x nebo
g Y(y;) = x pro néjaké i € {1,...,k}. Tato moZnost je ale vyloucena, nebot
gx)=yax; #y,y #y Vi



Lemma 8. Bud x € X a necht pro kaZdé y € X ezistuje g, € G takové, Ze
gy(y) = . Pak je grupa G tranzitivni.

Diikaz. Pro libovolna yy,y, € X plati

(9 95) (1) = 9.} () = 12

]

Lemma 9. Bud G permutacni grupa na mnoziné X a necht g,h € G. Proky h
a ghg™t maji stejny pocet pevnich bodii.

Dukaz. Bud z € X. Plati

ghg ' (z) =2z & hg '(z) =g ' (x),

tj. « je pevnym bodem ghg~! pravé tehdy, kdyZ je g~!(x) pevnym bodem h.
]

Lemma 10. Bud H tranzitivni podgrupa grupy G, g € G, v € X. Pak existuje
a € G, takové, Ze gHg ' = aHa™".

Diikaz. Oznacme ¢(y) = x. Z tranzitivity grupy H plyne, Ze existuje b € H
splitujici b(y) = x. Potom g = gb~'b, kde gb™! € G,. Prvek gb~! oznac¢me jako a.
Pak

gHg™ = (ab)H(ab)™ = abHb 'a ' = aHa™,

nebot b € H.
O]

Lemma 11. Méjme abelovskou grupu G < Sx a O C X at je orbita pisobeni G
na X. Necht g € G. Predpokladejme, Ze pro x € O plati g(x) = x. Pak g(y) =y
pro kazdé y € O. Specidlné tedy mdme, Ze je-li G tranzitioni a g(x) = = pro
reX, pakg=1.

Diikaz. Uvazujme prvek y € O. Existuje h € G takové, ze h(x) = y. Potom
(hg)(x) = y. Protoze G je abelovskd, musi platit také (gh)(x) = y. Ale (gh)(x) =

g(h(z)) = g(y), takze g(y) = y.
0

Lemma 12. Necht G < Sx a H je abelovskd tranzitivni podgrupa G. Pak H je
mazimdlni abelovskd podgrupa G, neboli neexistuje vlastni abelovskd podgrupa H
grupy G takovd, Ze H je ostre obsaZena v H.

Diikaz. At H C G je maximélni abelovskd podgrupa G takova, ze H C H. Necht
g € G. Zvolme x € X a oznaéme g(x) = y. Protoze je grupa H tranzitivni,
existuje h € H spliujici h(y) = x. Pak (hg)(z) = h(y) = x. Pouzijeme-li tedy
predchozi lemma pro abelovskou tranzitivni grupu H, dostaneme, ze hg = 1,
a tudiz ¢ = h~! € H. Dokézali jsme tak, ze H = H.

m

Definice 9. Grupu G nazveme regularni, pokud je tranzitivni a kazdy stabilizator
bodu je trividlni.



1.3 Iwasawovo kritérium

Definice 10. Grupa G je jednoduchd, pokud je netrividalni a nemd vlastni pod-
grupu.

Definice 11. Derivovanou podgrupu grupy G' definujeme jako
G' = (ghg'h™" | g,h € G).
Ozna¢me G/ = G a pro n > 1 polozme G™ = (G=VY,

Definice 12. Grupa G je fesitelnd, pokud existuje n € N takové, Ze G™ je
trivialny.

Definice 13. Podmnozinu Y C X nazveme blok pusobeni grupy G na mnoziné
X, jestlize Y # () a pro kazdé g € G plati g(Y) =Y nebo g(Y)NY = 0. Rekneme,
Ze blok Y je vlastni, pokud |Y|>1aY # X.

Grupa G < Sx je primitivni, pokud jeji pisobeni na X nemd vlastni bloky
a|X]|>1.

Pozndmka. Je-li |Y]| =1 nebo Y = X zfejmé jde vzdy o blok.

Tvrzeni 13. KazZdd 2-tranzitivni grupa je primitivni.

Diikaz. At G je 2-tranzitivni grupa. Necht Y C X, Y # X, |Y| > 1. Uvazujme
body z1,7] € Y, x1 # 2. Déle zvolme libovolné x, € Y a 2, € X \ 'Y # (). Grupa
G je 2-tranzitivni, tudiz existuje g € G takové, ze g(x1) = x9, g(2}) = 2. Tedy
mame z3 € gY)NY, 25 € gY)N (X \Y). Tj. plati g(Y)NY # 0 a zdroven
g(Y) # Y. Mnozina Y tudiz neni blok a G je tim padem primitivni.

[

Lemma 14 (Iwasawovo kritérium). Bud G < Sx primitivni permutacni grupa
takovd, ze G' = G. At v € X, a necht existuje podgrupa H grupy G spliujici:

1. H je normalni podgrupa grupy G,
2. H je resitelnd,
8. mnoZina {ghg™ | g € G, h € H} generuje grupu G.

Pak je G jednoduchd grupa.

Diikaz. Viz [2, Lemma 13.10].

1.4 Télesova rozsireni

Lemma 15. Predpokldadejme, Ze charakteristika télesa F je riznd od 2. Pak kazZdé
rozsiveni G télesa F stupné 2 lze chdpat jako rozkladové nadtéleso polynomu x? —
a € Flx]. Ekvivalentné, existuje prvek § € G takovy, e G = F[] a 6* € F.



Diikaz. Jestlize je G rozsiteni F stupné 2, lze na néj nahlizet jako na vektorovy
prostor nad F s bazi {1,e}. Pak G = F[¢].
Oznacme p(x) = 2% + bx + ¢ minimalni polynom prvku ¢, a prepiSme jej do

tvaru p(z) = (x + %)2 +c— %. Plati
b\ b
0=p(e) = <5+2> e

2 2
tji. (e+%) =% —c € F. Tedy mieme vzit § = & + &. Ziejmé Fle] = F[6], a G
je rozkladovym nadtélesem polynomu z? — §2 € F|z].

]

Lemma 16. Je-li |F| < oo, jsou kaZdd dvé rozsireni télesa F stupné k € N
F-izomorfni.

Diikaz. Oznaéme |F|* = q. Necht G;, Gy jsou rozsiieni télesa F stupné k. Pak
|G1| = ¢ = |Gy]. Pro libovolné § € G plati 6! = 1, nebot |G}| = ¢ — 1. Pro
kazdé § € Gy (véetné § = 0) tedy mame §7 — § = 0. Téleso G, je tudiz tvoreno
pravé vsemi kotfeny polynomu z? — z € Flz]. Je tedy rozkladovym nadtélesem
tohoto polynomu. Obdobné je jeho rozkladovym nadtélesem také Go, nebof €7 —
e = 0 Ve € Gy. Protoze rozkladové nadtéleso je urceno jednoznacné az na [F-
izomorfismus, dostavame, co jsme chtéli.

]

Lemma 17. Necht G1, resp. Go, je rozkladové nadtéleso polynomu p(x), resp.
q(z) € Flz|, a plati G;,Go C F. Pak Gy a Gs jsou F-izomorfni, privé kdyz
Gl - GQ.

Diikaz. Necht ¢: G — Gy je F-izomorfismus. Oznacme ay, . . . ,a, vSechny kofeny
polynomu p(x) v F. Pak G; = Flay, . .. ,a,] a libovolny prvek u € G, lze (ne nutné
jednoznaé¢né) zapsat jako

u=23_ fo, it ay

pro néjakd f;, ;. € F. Pak mame

e(w) =D firanplar)™ - p(an)™.

Zobrazeni ¢ permutuje mnozinu {ay,...,a,}. Pro kazdé i € {1,... n} tedy exis-
tuje j € {1,...,n} takové, ze p(a;) = a;. Tudiz p(u) € Gy, neboli Gy = ¢(G;) C
Gy.
Budeme-li uvaZovat zobrazeni ¢~ ': Gy — Gy, které je opét F-izomorfismem,
obdobné dostaneme G, = ¢~ 1(Gy) C Go.
Dohromady tedy G; = Go.
[

Lemma 18. Necht char(F) # 2 a a,b € F*. Rozkladovd nadtélesa polynomi
p(r) = 22 — a, q(x) = 2% — b € Flz| jsou F-izomorfni, privé kdy? existuje c € F
takové, Ze ba™' = 2.
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Diikaz. Predpokladejme, ze jsou rozkladova nadtélesa polynomu p(x), ¢(x) F-
izomorfni. Rozlisime dva pripady.

1. Polynomy p(x), g(x) jsou reducibilni, tj. existuji s,;t € F tak, Zze a = s,

b=1t2 Pak ba~! = t?s72 = (ts 1)

2. Polynomy p(x), q(z) jsou ireducibilni.

Zafixujme F. Ozna¢me a, resp. 3, kofen p(z), resp. ¢(z), v F. Mdme F C
F[a],F[8] C F. Z predchoziho lemmatu vime, ze Fla] = F[3]. Existuji tedy
e,f € F tak, ze f = e+ fa. Potom také

e+ 2fa+ ffa? = (e+ fa)) =p*=bcF.

ProtoZe €2+ f2a? = e? + f?a € F, musi platit 2e fa € F. Tedy ef = 0. Jinak
by totiz prvek a lezel v F, coz neplati, nebot p(x) v F neméa koten. Déle
f # 0, jelikoz 8 ¢ F. Nutné tudiz e = 0. Dostdvdme tedy f?a = f2a? =
(% = b, neboli ba=t = f2.

Necht naopak plati ba=! = ¢? pro né&jaké ¢ € F. Oznacéme jako o kofen po-

lynomu p(x) (mize byt i a € F). Rozkladovym nadtélesem p(z) je pak Flal.
Z rovnosti b = c®a = c*a? plyne, 7Ze q(z) = (x + ca)(z — ca), tj. Flea] = Fla] je
zaroven rozkladovym nadtélesem polynomu ¢(z).

0

Lemma 19. Necht p(x), q(z) € Flz] jsou ireducibilni polynomy, které maji F-
izomorfni rozkladovd nadtélesa. Plati, Ze p(z) nemd ndsobny koren v F prdvé
tehdy, kdyz nemd q(x) ndsobny koren v F.

Diikaz. Ozna¢me Gy, resp. Ga, rozkladova nadtélesa polynomu p(z), resp. ¢(z).

Necht p(x) nem4 nasobny koien v IF, tj. je separabilni. Protoze G; a G, jsou
F-izomorfni, je G, zéroven také rozkladovym nadtélesem ¢(z). Téleso G; je sepa-
rabilnim rozsifenim télesa F, nebot p(x) je separabilni (viz [4, Tvrzeni 2.21b)]).
Kazdy kofen ¢(x) je tedy separabilni prvek, a protoze ¢(z) je az na nenulovy
nasobek minimdalnim polynomem kazdého ze svych korenu (jelikoz je ireducibilni
nad ), jde o separabilni polynom.

Obdobné, je-li ¢(x) separabilni, pak je separabilni i p(x).
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2. Grupa linearnich lomenych
zobrazeni

2.1 Definice

Bud F komutativni téleso a ozna¢me M = {ax + b | a,b € F}. Na M x M
definujme relaci ~ nasledovné:

(ax+b,cx+d) ~ (d'z+V,de+d) & INEF*: a= X, b=\, c=)\,d= ).

Relace ~ je ziejmeé reflexivni, symetricka a tranzitivni, jedna se tedy o ekvivalenci.
Tridu této ekvivalence reprezentovanou prvkem (ax + b, cx + d) budeme znagcit

Zafig a polozime
axr+b
L(F) = {cx—i—d | ad—bc%()}.

Vyraz &+ e L(F) budeme nékdy zapisovat také jako ad~'z + bd~'. Pozname-

nejme, ze prvky M jsou pouze formalni vyrazy.

Lemma 20. Na mnoziné L(F) definujme operaci o: L(F) x L(F) — L(IF) pred-
pisem

ar+b ex+f (ae+bg)x + (af + bh)

O = .

cx+d gr+h (ce+dg)x+ (cf +dh)

Tato definice je korekini, tedy nezdvisi na volbé reprezentanti proki L(IF).

(2.1)

o » ax+b _ dz+b  ex+f _ ex+f Lo 1 o r_ r
Diikaz. Necht &5 = &=-7, goth = gors Uoa = Aa, b= Mb, ¢ = M\, d =

Mid, e = Xe, [/ = Xof, ¢ = Aag, h' = A\gh pro néjaka ANy € F*. Mame
ax+b . dr 4 f (Aadse 4+ Mblag)r + (Aada f + AibAsh)
dr+d  gr+h  (Mche + Adhag)r + (Mchaf + AidAgh)

~ MiX((ae +bg)r + (af +bh))  (ae +bg)x + (af +bh) ax+b et f
MAa((ce +dg)x + (ef +dh))  (ce+dg)x + (¢f +dh) cx+d gr+h

]

Lemma 21. MnoZina L(F) spolu s operaci o definovanou vztahem (2.1] je grupa
izomorfni grupé PG Ly (IF).

Diikaz. Uvazujme zobrazeni

a b axr +b
O: GLy(F) — L(IF), (C d) — T

Z definice operace o je ihned vidét, ze VA, B € GLy(F) plati

O(AB) = B(A) 0 O(B).

12



Z Tvrzeni 4] tedy plyne, ze Im(®) je grupa. Navic

(@) = {250 | (¢ 0) e onam) -

cr +d

ar+b a b
_{Cx+d]a,b,c,delﬁ‘,det<c d);é()}_
b
:{Z;”j:dya,b,c,dgF,ad—bc;ﬁo}:L(F).

Pro Ker(®) plati

Ker(®) = {A € GLy(F) | B(A) = 2} =

(3 2) |/\€]F*}:

Az +0
- {A € GLy(F) | B(A) = Oj; A E]F*} -

= Z(GLy(IF)).

—N

7 1. véty o izomorfismu tedy plyne, ze

L(F) = Im(®) ~ GLy(F)/Ker(®) = GLy(F)/Z(GLy(F)) = PGLy(F).

]

Definice 14. Grupu (L(F), o) z predchoziho lemmatu nazyjvame grupa linedrnich
lomenych zobrazeni (pripadné linedrné lomend grupa ¢i grupa Mobiovych trans-
formaci) a znacime opét L(F). Z definice o plyne, Ze undrni operace ~' v L(F)

md predpis
ar +b -1 _dr—b
cx +d  —cr+a

Jednotku (l)ij:(l) budeme déle zapisovat jen jako x.

1240
Oz+1"

a jednotkou je

2.2 Ostra 3-tranzitivita

Polozme § = oo pro y € F*. Vyraz 8 nedefinujeme.
Mnozinu F U {oo} miizeme ztotoznit s projektivni primkou P!(F). Nyn{ uka-
zeme, ze grupa L(IF) mé pisobeni na FU {oo}, které je ekvivalentni s pisobenim

PGLy(F) na PY(F).

Tvrzeni 22. Grupa L(F) md na FU{oco} vérné pisobeni definované ndsledovne:

ar +b _af+b _
(cx—l—d) (f)—m,fE]F,

(rra) o=t

13



Diikaz. Nejprve poznamenejme, ze jde o korektni definici, neboli Ze na pravé
strané nemuzeme dostat %. Piipad a = 0 = ¢ je vyloucen podminkou ad — bc # 0.
Pokud af +b=cf +d=0, a # 0 a ¢ # 0, pak mame

af =—b,cf =—-d= —a'b=f=—c'd= bc=ad,

ale posledni rovnost nenastéava z definice L(F). Je-lia =0 a af +b = 0, potom
nutné b = 0, a obdobné z ¢ =0 a cf +d = 0 plyne d = 0 a v obou pripadech tak
opét dostavame bc = ad.

Uvazujme znacen{ jako v Tvrzeni [ Jiz vime, ze L(F) ~ PGL2(IF) a ze
PGLy(F) pisobi vérné na projektivni piimce PH(F) = {(v) | 0 # v € F?}.
Navic mame bijekci

a: PYF) = FU{oo}; a({v)) = z; pro v = (vy, vg)

(snadno lze nahlédnout, ze zobrazeni « je dobfe definované).
Pro a,b,c,d, f1, fo € F, ad — bc # 0, plati

Ka b)] ((f1, f2)) = ((afi + bfa, cfr +dfa)),

C

el +b _ afi+bf
fl—l—d cfi + dfs

(am—i—b = a({(afi +bfy, cfi +df2)))

cr +d

y A 1)) =

(predposledni rovnost je splnéna i pro fo = 0).
Pusobeni L(FF) na F U {oo} je tedy také dobfe definované a vérné, nebot je
ekvivalentni s pisobenim PGLy(F) na P!(F).
O

Odted tedy budeme L(IF) chapat jako podgrupu permuta¢ni grupy mnoziny F U

{00}

Lemma 23. Pro stabilizitory L(F)o o L(F)so plati, Ze L(F)s je ostre 2-
tranzitivni a

L(F)ow ={az+b|acF,beF}, L(F)eo={ar | acF}

Diikaz. Primym vypoctem dostaneme

ar +b a } {a:z:+b
= €

L(F) | - =
cx+d€ ()‘c > cr+d
={dz+V|d eF 0V eTF},

Mmm:{ Lmnc:o}z

L(F)ao = {dz+V | d € F', ¥ = 0} = {d'z | d €F}.

Lemma [§ dava, ze L(F), je tranzitivni permutacéni grupa mnoziny F, nebot
pro kazdé f € F existuje Ly € L(F)s, ze Ly(f) = 0; mizeme polozit L; =

z+ (=)
Grupa L(F) o je stabilizatorem bodu 0 pfi ptsobeni L(IF)., na F. Jde o ostie
tranzitivni permutacni grupu mnoziny F*, nebof pro libovolna f, fo € F* plati

(fofi ') (fr) = fa
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a naopak plati-li ax(f,) = fo, pak nutné a = fof; . Z Dﬁsledkutedy dostavame,
ze je ostre tranzitivni libovolny stabilizator.
Ostra 2-tranzitivita L(F) nyn{ plyne z Lemmatu [j]

Tvrzeni 24. Grupa L(F) je ostre 3-tranzitioni.

Dikaz. Pro f € FU{oo} existuje Ly € L(F) takové, ze L¢(f) = 0; pro f € F to
jiz bylo konstatovano v ditkazu Lemmatu |23 a pro f = oo miZeme vzit L; = %
Podle Lemmatu [§ je tudiz L(F) tranzitivni.

Z Dusledku [7| a Lemmatu [23| plyne, ze libovolny stabilizator v L(FF) je ostie
2-tranzitivni.

= Grupa L(TF) je ostfe 3-tranzitivni diky Lemmatu

2.3 Podgrupy podle pevnych bodu

Jak vzapéti dokdzeme, prvky L(F), jejichz mnoziny pevnych bodu se shoduji,
tvori spolu s jednotkou podgrupu grupy L(F). V této sekci se budeme zabyvat
vlastnostmi takovych podgrup.

Tvrzeni 25. Bod f je pevnym bodem prvku gfis € L(F) prave tehdy, kdyz plati
jedna z ndsledujicich podminek:

a) [ je prokem télesa F a je korenem polynomu cx® + (d — a)x — b,

b) f=00ac=0.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze f € F. Prvek ‘leis fixuje bod f prave tehdy,
kdyz plati

af +b f

cf +d 7

To nastane, prave kdyz
0=cf*+(d—a)f —b.
Pokud f = oo, z definice ptusobeni L(F) na F U {oco} ihned vidime, ze f je

pevnym bodem % privé tehdy, kdy?z ¢ = 0.

]

Véta 26. Necht o, 5,y € F, (a,8,7) # (0,0,0). Oznacme

A A

A=A

a8y =

_ Jaz+d . 9 B 9
—{Cx+d€L(IF)|EI)\EIF.cx +(d—a)x —b= Nax +ﬁx+7)},

A= Augp,=AU{a}.
Dale definujme prot € F:
ter —y

P ez + B+t

15



Mnozina A je podgrupou grupy L(F) a plati
A={L, |t eF, t*+ Bt +ay #0}.

Grupa A je izomorfni grupé (S, %), kde S = Sgo, = {t €F | t* 4+ St + ary #
0} U{oc} a operace * je definovand predpisem
st — ary

skt =———— steS, st oo,
s+t+0 7

S*x00=00%S =38 VsES.

Lzomorfismus p: S — A lze zvolit takto:

() = Ly, pokud t € S, t # oo,
= x, pokud f = oc.

Dikaz. Plati

A ar +b
A_
{cx+d

e L) | INeF:c=Xa,d—a= A5, —b:/\v}:

ar — \vy 9
{)\aa:+)\ﬁ+a|>\€ ,a()\6+a)+)\a77é0}

I B it N VPO ol _

ter — 7y 2
={—— | telF, ¢t t =i, |t€eF. ¢t t .
{QHBHI € ,<6+)+av#0} {L, |t eF, t*+ pt+ay #0}

Odsud zéroven plyne i uzavienost na o a ~'. Pro prvky Ly, L, € A totiz dostdvame

(st —ay)r —y(s+t+ )

LS O L g fry
T als+t+ B)r+ B(s+t+ B) + st —ay
e
_ sy st B £,
la+0 __ —
o =T, s +Ht+ =0,
Lo —Bthr—y_ —(Btha—y
t - - 9
ar —t ar+ B+ (—(B8+1))
v kazdém piipadé tedy L, o Ly, Ly € A (ze ji’tig ani —(f + t) nejsou kotreny
polynomu A2 + S\ + ay € F[\] vyplyvd z podminky ad — be # 0 Viﬁrs € L(F)).

Jednotka lezi v A pfimo z definice. Mnozina A je tedy uzaviena na grupové
operace.
K diikazu posledni ¢asti tvrzeni uvazujme zobrazeni

Ly, pokud t € S, t # oo,

S = A, p(t) =
4 2 (t) {x, pokud f = oo.

Protoze pro vSechna s,t € S plati vztah
@(sxt) = Lgy = Lso Ly = p(s) 0 (1),
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jde o homomorfismus. Mnozina S s operaci * je tedy skutecné grupa podle Tvr-
zeni Al Zobrazeni ¢ je navic zfejmé prosté i na, a tedy je izomorfismem mezi
grupami S a A.

O

Definice 15. Oznacme

AF) ={Aapy | 0,87 €F, Aypy # {7}}
a ddle pro A € A(F),
Fix(A) ={f e FU{oo} | L(f) = f VL € A},

Ai(F) = {A € A(F) | |[Fix(A)[] =i},
i=0,1,2.

Z Tvrzeni 25 plyne, ze V A € A(F) maji kazdé dva netrividlni prvky grupy A
stejné pevné body. Pravé tyto body tvoif mnozinu Fix(A).
Protoze je L(F) ostfe 3-tranzitivni, jedinym prvkem fixujicim 3 a vice bodu
je jednotka. Kazda grupa A, g, je netrividlni, a tedy |Fix(A4)| < 2 VA € A(F).
Odsud
A(F) = Ag(F) U Ay (F) U Ay(F).

Tvrzeni 27. At A € A;(F) U Ay(F). Potom L € A\ {z}, pravé kdyz mnoZina
pevnyjch bodi L je rovna Fix(A).

Diikaz. Vyse jiz bylo feceno, ze mnoziny pevnych bodu dvou netrivialnich prvki
téze grupy A € A(TF) se shoduji.

Nyni pristupme k opacné implikaci. Necht ma prvek L # x pevné body e,f
(mtize byt i e = f). Vime, ze L € A, g~ pro néjaka a,3,y7 € F. Podle Tvrzeni
je oo pevnym bodem L, pravé kdyz a = 0, a element télesa F je pevnym bodem
L, pravé kdyZ je to kofen polynomu ax? + Sz + 7.

o At oo neni pevnym bodem L. Potom « # 0. Plati tedy ax?® + Bz + v =
a(r—e)(x — f),atudiz Asgy = Al —(ct+f).ef-
o Af oo je pevnym bodem L. Pak oo = 0.

Je-li 0o jedinym pevnym bodem prvku L, nema polynom Sz + v koren v F,
a tedy musi byt 8 =0, v# 0. Tj. L € App.

Pokud je také f € F pevnym bodem L, je to koten Sz + . Tento polynom
je nenulovy, protoze kdyby nebyl, pak A, 5, = Aooo = {z}. Tedy fx+~ =
Bz — f), kde B # 0. Odsud Ay, = Ao1,—f-

Vidime tedy, ze grupa A, s~ je jednoznacné urcena pevnymi body prvku L.
]

Lemma 28. Grupa A = A, 3, je tranzitivni permutacni grupou na mnoZiné

(F U {o0})\Fix(A).
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Diikaz. Uvazujme body e, f €(F U {o0})\Fix(A). Pokud e = f, mdme hotovo,
nebot r € A. Predpokladejme tedy, ze e # f.

Kazdy netrividlni prvek grupy A je tvaru L, = aii%lt Chceme-li, aby platilo
azi_ﬂ’lt = f, dostavame
p_oef+Bf+y
e—f '

Zbyva ovérit, ze pro takto definované t je L; skuteéné prvkem grupy A, tj. ze
t2 + Bt + ary # 0. To je ekvivalentni s podminkou

(aef +Bf +7)* + Blaef + Bf +7)(e — f) + ay(e — f)* #0.

Vyraz na levé strané je roven (ae? + fe +v)(af? + Bf + ), piicemz e ani f nenf
kofenem polynomu ax? + S+« z definice mnoziny Fix(A). Mame tedy, co jsme
chtéli.

[

2.3.1 Podgrupy s pravé jednim pevnym bodem
Tvrzeni 29. Necht char(F) # 2, .0,y € F, (,8,7) # (0,0,0). Pak

[Fix(Anp4)| =1 & % = dary.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze 3% = 4ay. Mohou nastat dvé moznosti.

o o= 0. Potom § = 0, a tedy v # 0. Podle Tvrzeni 25| plati Fix(A, ) =
{oo}.

e a # 0. Bez jmy na obecnosti necht a = 1. Existuje § € F takové, ze
v =ay=204% 3 =25 Pak t?> + St + v = (t + 6)%. Z Tvrzeni 25| tudiZ plyne,
ze Fix(Aap,) = {—0}.

Odsud dostavame i opacnou implikaci, nebof vyse jsme ziskali vSechny grupy
Aq - takové, ze |Fix(Aq p~)| = 1. Pro kazdou z téchto grup tedy plati 5% = 4ary,
jelikoz trojice («,[3,y), kterd danou grupu definuje, je uréena jednoznacné az na

nenulovy nasobek.
]

Jestlize ma F charakteristiku 2, implikace < obecné neplati. Pokud vsak
pridame predpoklad, Zze [F je perfektni, pak ano.

Tvrzeni 30. Necht F je perfekini a (a,B,7y) # (0,0,0). Pak

|Fix(Aap)| =1 & 6% = dory.

Diikaz. Piipad, kdy char(F) # 2, byl jiz rozebran v predchozim tvrzeni.
Predpokladejme tedy char(F) = 2. Potom méme 4ay = 0.
Pokud |Fix(Aa,5+)| = 1, pak je budto spole¢nym pevnym bodem oo, tj. o =
0 = /8 (nebot kdyby 3 # 0, dostali bychom S~'v € Fix(A,g)), nebo je jim § € F
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aat’ + Bt +v=at+§)? = at®+§?), tudiz opét S = 0. Rovnost 5% = 0 je tak
v obou pripadech splnéna.

Bud 3% = 0 (neboli § = 0). Jestlize také a = 0, pak v # 0 a Fix(Asg,) =
{oc}. Je-li @ =1 (tj. at® + Bt +~v = t? + 7), plati

{6}, pokud existuje 6 € F t. 7. 62 = —,
(), pokud takové § € IF neexistuje.

FiX(Aaﬁﬂ) = {

Jestlize plati druhd moznost, je 22 + v ireducibilni neseparabilni polynom. Ta-
kové polynomy vsak nad perfektnim télesem neexistuji. Druha moznost tedy ne-
nastane.

]

Lemma 31. Necht je charakteristika télesa F rovna lichému prvocislu p, a 3* =
dory. Pak pro kaZdé L € A, g~ plati LP = x.

Diikaz. Nejprve rozebereme pripad, kdy (a,8,y) = (0,0,1). Podle Tvrzeni
mame

tr —1
Agor = {

t

|t27é0}u{x}:{x—1|t;£0}U{x}={x+s|s€]F}.

Pro libovolné s € F ziejmeé plati (x + s)? = x + ps = z.

Pozdéji (v Tvrzeni dokazeme, ze kazdé dvé grupy splnujici ekvivalentni
podminky z Tvrzeni 29 jsou konjugované. Specidlné je tedy kazdd grupa A, g,
kde 5% = 4avy, konjugovand s Agg 1, neboli pro L € A, . existuji K € L(F)
a N € Ago, tak, ze L = KNK~'. Potom

[P =(KNK'W=KNK'=KaeK ' =uz.

Tvrzeni 32. Necht

F| < o0 a A e A(F). Plati

|F| + 1, pokud A € Ay(F),
|A| = {|F|, pokud A € A;(F),
|F| — 1, pokud A € Ay(F).

Diikaz. Podle Véty 26| plati pro A = A, 5, € A(F):
Al =[{t eF | * + Bt + ay # 0} + 1.

Nejprve necht oo ¢ Fix(A). Pak muzeme predpokladat, ze o = 1. Mame tedy,

7€
at? + Bt +~y =t* + Bt + a,

tj. 2 + Bt + ay = 0, pravé kdyz t € Fix(A). Odsud
|F| + 1, pokud |Fix(A)| =0,
|A| = < |F|, pokud |Fix(4)| = 1,
|F| — 1, pokud |Fix(A)| = 2.
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Nyni at oo € Fix(A), neboli a = 0. Potom
'+ Bt + ay =t(t+ ),

a tudiz
Al = |F|, pokud g =0,
| |F] = 1, pokud § # 0.

Navic zde plati, Zze 8 # 0, pravé kdyz Fix(A) = {oo, =717}, a B = 0, pravé kdy?z
Fix(A) = {o0}.
Tim je diikaz proveden.
0

Tvrzeni 33. Necht |F| < oo a char(F) = p # 2. Pak proky vddu p v L(F) jsou
prave prvky majici pravé jeden pevny bod.

Diikaz. Je-li F konecné téleso charakteristiky p, pak |F| = p* a pro 4,5, € A(F)
plati, ze |Aq 4| € {|F| — 1, |F|, |F| 4+ 1}.

Pokud |4, 5| = |F|£1, A, s~ neobsahuje prvek fddu p, nebot p nedéli p*+1.
Piipad |Aq 5~| = |F| nastava pravé tehdy, kdyz t*+ St +ay mé pravé jeden koten,
tedy pravé kdyz t2 + Bt + ary = (t + 6)? = t2 + 25t + 6% pro néjaké § € F, neboli
B = 26, ay = 6% To je ekvivalentni s 5% = 4ay. Jestlize tedy A, s, obsahuje
prvek fadu p, podle Tvrzen{ 29 musi byt |[Fix(Aa5,)| = 1.

Naopak, pokud |[Fix(Aas,)| = 1 (tj. 8% = 4av), je kazdy netrividlni prvek
grupy A, g fadu p; to plyne z Lemmatu Mame tedy, ze kazdy prvek L(F)
s prave jednim pevnym bodem je radu p.

O

2.4 Disjunktni rozklady

Nésledujici tvrzeni doklada, ze mnozina vSech netrivialnich prvka grupy L(F)
je disjunktnim sjednocenim systému abelovskych podgrup, z nichz z kazdé je
vyjmuta jednotka. Pfipomenme, Ze jednotku v L(FF) znacime z.

Tvrzeni 34. Pro kazdé A € A(F) je A abelovskd grupa requldrni na mnoziné
(FU{o0}) \ Fix(A) a L(F) \ {z} lze zapsat jako disjunktni sjednocent

LE)\{z} = U A\{z}

A€ A(F)

Diikaz. Méjme grupu A € A(F).

Z Véty [26] dostavame, ze A je abelovska.

Pokud pro L € A a f € (FU{oo}) \ Fix(A4) je L(f) = f, pak L ¢ A\ {z},
a tedy L = x. Libovolny stabilizator bodu v A je tudiz trivialni. Tranzitivitu A
jsme dokdzali v Lemmatu 28 Grupa A je tedy reguldrni.

Necht A= A,p,, B=A,,-ax#LecANDB, tj.

o tr—y ST
Car+ B4t prdo+s
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pro néjaka s,t. Pak existuje A € F* takové, ze t = As, v = A1, a = Ap, f = Ao,
Potom az? + Sz + v = Xpx? + ox + 7), takZe podle Véty 26| madme A = B. Pro
A # B tudiz plati AN B = {z}.
O
Nyni se vratme ke grupam Sg; z Véty [26]
Lemma 35. Necht 3,0 € F. Definujme polynomy uy(z), v (z) € Flz]:
u(z) =z, vi(x) =1,
ug() = xup_1(r) — dvg_1(x),
vp(2) = w1 (2) + (2 + B)vg_1(x).

Potom pro kaZdét € FNSgs a k > 1 plati ¢kl = “’“(t), kde t*! =: t x - x t. Navic
’ vk (1) —
k-krdt
ug(x) je monicky polynom stupné k a vg(zx) je polynom stupné nejvyse k — 1.

Dukaz. Tvrzeni dokazeme indukci podle k.
Pro k =1 méme
gy L@
1 U1 (t)
Také vidime, ze u;(z) = x je monicky polynom stupné 1 a vi(z) = 1 je polynom
stupné 0.
Necht tvrzeni plati pro £ > 1. Pak dostavame

teet) g

'u,k(t) —_ vy (t) —_ tuk(t)—évk(t) k
PSS RPN KRN () A0 T B e O pokud vy (t) # 0,

= L0l pokud vy (t) = 0 (t. 4 = co).

Navic byl-li ug(z) monicky polynom stupné k a vg(z) polynom stupné nejvyse
k—1, je ugi1(z) = zug(x) — dvg(z) monicky polynom stupné k + 1 a vy q(x) =
ur(x) + (x + B)uvg(z) polynom stupné nejvyse k.

O
Pozndmka. Polynom vg(x) je v nékterych pfipadech mozné urc¢it rovnou, aniz
bychom museli vyuzivat rekurentniho vzorce z Lemmatu

Necht 3,5 € F a ozna¢me p(x) = 2* + Bz + 6.

Predpokladejme, 7Ze (3,0 jsou takovd, ze p(x) nemd kofen v F. Potom S :=
Sps = FU{oo}. Hodnoty f a § uréuji nasobeni v grupé S a polynomy uy(x), vg(x).
Prestoze vSak figuruji v rekurentnich vztazich v Lemmatu[35] pro k = |S| = |F|+1
na nich koeficienty polynomu vy (x) nezaviseji. Pak totiz V¢ € F plati, ze ordg(?)
déli |S], a tedy t!°ll = co. To podle Lemmatu [35 znamena, 7e vjs|(t) = 0 Vt € F.
Polynom wvg(x) je stupné nejvyse |S| — 1 = |F|, kazdé ¢t € F je tedy kofenem
nasobnosti 1 a dostavame rozklad

vg(z) = [[(z — 1)
teF

Polynom vjg|(x) jsme tudiz schopni urcit ihned, a to i bez znalosti 3, 6.

Obdobné je mozné spocitat koeficienty polynomu vig|(z) i pro 3, 0 takova, Ze
p(x) neni ireducibilni. V tomto pripadé je |S| = |F| (ma-li p(x) jeden dvojndsobny
koren) nebo |S| = |F| — 1 (méa-li p(x) dva razné kofeny). Dostaneme

vig|(x) = H (x —1).

teF: p(t)#0
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Polynom v|g|(x) tudiz zavisi jen na kofenech p(x). Hodnoty téchto kofenti jedno-
znacné urcuji f a § a naopak. Opét tedy miizeme v|g|(x) urcit rovnou. Ale zatimco
vySe nam k tomu stacilo védét, ze p(x) je ireducibilni, zde musime znét 5 a 4.

Lemma 36. Bud F téleso prvociselné charakteristiky p, k < p. Potom poly-

. . i k\ su k\ sv X 14
nom ug(x), resp. vi(x), md koeficient u x* roven (1) s TESD. i)‘%‘,k} pro néjakd

000, €F, i€ {0,... k}.

Specidlné tedy plati, Ze polynom v,(x) je konstantni.

Diikaz. Dokéazeme silnéjsi tvrzeni, a sice ze plati lemma a zaroven jsou pro kazdé
i € {1,...,k} splnény rovnosti

U _ v
5'—1,k = —a75i,k»

(2

u v v
ik T B0 =01k

Dtikaz provedeme indukci podle k.

Protoze uy(z) = = = G) 1-x+ (é) 20, v(z) =1= G) -0-x+ (é)-l,je
vidno, Ze pro k = 1 naSe tvrzeni plati.

Necht & > 2 a predpoklddejme platnost pro k — 1. Z rovnosti ug(z) =
zup_1(x) — ayvp_1(x) potom plyne, Ze koeficient ux(z) u z° ma tvar

E—1\_, E—1\,
i1 )0t AT ik—1 =
E—1 " E—1\_,
= i1 (—ay) ik—1 — &Y ; ik—1 =
E—1 E—1 " k "
=- ((Z B 1) + ( ; )) a0y = <i>(_a75i,k1)‘

Podobné dostavame z rovnosti vg(x) = ugp_1(z) + (z + B)vg—1(x) a indukéniho
predpokladu tvar koeficientu vy (x) u a":

k1), k1), k1),
; ik—1 T i1 )%k + B ; k=1 =

k—1Y, . . k—=1)\,
= ( ; )(5i,k—1 + 86 —1) + (2 B 1) i—1k—1 =

Eo1) ., Eo1) ., K
= ; 0 151t i1 )0 k=1 = ) Ok

Zaroven si vsimnéme, ze tudiz plati
u _ () _ v
5i—1,k = _04’75i—1,k—1 = _0475i,k
a také

ik T B0y = a0 + B 1 =0y g+ PO gy =

v

— v —
= 5i—2,k—1 = 52—1,1c7

kde prvni a posledni rovnost plyne z predchozich vypoc¢ta a druhd a treti rovnost
z indukéniho predpokladu.
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Polynom v,(x) je konstantni, nebof ma stupen nejvyse p — 1, pficemz p déli
(f pro kazdé i € {1,...,p— 1}, takze koeficient v,(z) u 2" je nulovy pro vSechna
1€

{1,....p—1}.
[

Ozna¢me vy (0) = a; pro k € N.
Lemma 37. Bud F téleso charakteristiky p > 2. Pak pro k < p plati

Ny, .
R (N

i—0 v

k—2 .
“5= pro k sudé,

kde Nk = - .,
{"”21 pro k liché.

Diikaz. Lemma dokazeme indukci podle k.
Pro k£ = 1,2 mame

(1 — 1 — Z) B2 gy = (8) BU(=0)" =1=ay,

?

g (2 — Z1 — Z) 52_1_21'(_5)1' _ (;) 51(_5)0 =B = as.

=0

1-1

N S,
Dl M“
N O

Nyni necht k& > 3. Z definice polynomu ug(z), vg(x) lze vyvodit rekurentni
predpis pro absolutni ¢leny: ap = Bagp_1 — dag_o. Odsud a z indukéniho predpo-

kladu plyne
N . Ny _ .
k1 (]9 _ . : "2 k—3—1 ; ;
a = /8 Z ( ; )514—2—21(_5)1 Y Z ( ) )ﬁk—3—22(_5)z‘
i=0 1=0
k—4

Je-li k sudé (a tedy k—1 je liché a k—2 je sudé), pak Ny = %, Ni—gy = 55

a vyraz vyse je roven

N k—2—=10\ 11 o i & k—3—=1\ k3 9 i+1 _
g( ‘ )6 (=0)" + ( i )5 0=

p 1 1=0
S (72 > (F7 20 oo =
i=0 =1
o () e e i e G
< i 1—1
+<k - 2) s Z (k - z) pa——
=0

Posledni rovnost plati proto, ze (kBQ) =1= (kgl) = (k_é_[)).



V pripadé, zZe je k liché (tj. k—1 je sudé a k — 2 je liché), mdme Ny_; = kT =
Ny_o, a vyraz je tedy roven

2 k—2—=10\ 11 o i & k—=3—=1\ k3 9 i+l _
Z( ‘ )5 (_5)+Z< ; )5 (=6)*! =

1=0 1=0
& (k—2—i & (k—2—i
T ATl pk—1-2i i T ATl pk—1-2i i
=0 i=1
b & ((k—2—i k—2—i
:(&)50(_5)’“21_’_2(( _'—Z>+< — —Z>>6k_1—2i<_5)i+
k-2 & (h—1—i
- - LT pk-1-2i i
(Bl
i=0 v
S () - (e
nebot () = 1= (:2) = (i ™)
O
Poznamka. Kombinac¢ni ¢isla (kﬁﬂ) = % pro i € {0,...,k} nad télesem

charakteristiky p mizeme v predchozim lemmatu uvazovat proto, ze dle predpo-

kladuje k <pai< {%J, a tudiz se ve vyrazu i!(k — 1 — 2i)! vyskytuji pouze
¢isla mezi 1 a p — 1 (pfipomenime, ze 0! = 1), tedy je nenulovy a zlomek vyse je
dobte definovan. Ze stejného divodu je také korektni uvazovat kombinacni ¢isla

v Lemmatu 36l

Lemma 38. Bud F téleso charakteristiky p > 2, i € {0,..., %} Pak

()= ()

Diikaz. Poznamenejme, Ze p je liché prvoéislo, a tedy (—1)P~! = 1, a pisme

p—1-il=p-1-ip-1-i-1)(p-1—i—(p—2-1) =
= (-1=D(-2=0) - (1=p) = (1P D+ (- 1) =
:(_1)2-(]?;!1)!
p—1-2)=(p-1-20)p—1-2i—1)---(p—1—-2i—(p—2—2i)) =
(p— 1!
(2i)!

)

= (1P 1 +20) 2+ 2)---(p—1) =

p-1=0- -2 -2 = e ()
p—llzp—l_p—3_”p—1—2(z'—1)‘<p—1_2,>!:
2 2 2 2 2

— 27(=1)(=3) - (20 — 1) (;9;1 — z')! = (=2)7"(2i — ! <p;1 - Z)'
(20)! = 2i(2 —2) -~ 2(2 — 1)(2i — 3) --- 1 = 2%!(2i — DL,
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Dohromady tedy
p—=1-d\ _ (p-1-9! _(=1)'(p—-D2)! (-1 e—11(2i)!
i il(p — 1 — 2)! (p — 1)!414! L1415

(—1)" 21211 (26 — 1! 4 = i =
)m i)

T (—2)i(2i — 1) (5 —a)utit (25t —)u!

Lemma 39. Bud F téleso charakteristiky p, |Sss| > p. Potom v,(x) = 0 prave
tehdy, kdyZ 3% = 49.

Diikaz. 7 Lemmatu [36| plyne, ze nad télesem charakteristiky p je polynom v,(x)
konstantni, nebot p déli (f) pro kazdé i € {1,...,p — 1}. Zbyva tedy urcit, kdy
je nulovy absolutni ¢len a,.

Pro p > 2 z Lemmat [37] a [3§ ihned dostavéme, ze

p—1 p—1

a, = 2_2: (p - 21 - i)gp—l—%(_é)i _ 2_2: (%) (BQ)%’I—i(_ZLé)i _
= (5% —40)"7.

Posledn{ vyraz je roven 0 pravé tehdy, kdyz 32 = 4ay.
Nad télesem charakteristiky 2 plati vo(z) = 22 4+ 5 = 3, tj. va(x) =0 < 8 =
0 < (32 =0, pficemz 46 = 0.
]

Lemma 40. Je-li F téleso charakteristiky 0, pro kazdé k € N existuje v grupé
(Sps, %) nejuyse k prokid t takovyjch, Ze tl = 0o. Je-li F téleso prvociselné cha-
rakteristiky p, spliiuje grupa (Sps,*) tuto vlastnost pravé tehdy, kdyz 5> # 40
nebo |Sss| < p.

Diikaz. Jak jiz bylo fec¢eno v ditkazu Lemmatu , tlkl = 0o prave tehdy, kdyz je
t kofenem polynomu vy (z) € F[z].

Polynom w(x) je stupné nejvyse k — 1. Je-li tedy nenulovy, ma v télese F
maximalné k — 1 kofenti. Rovnost t* = oo tak spliiuje nejvyse k — 1 prvki t € F.
Protoze plati ool®! = 0o, dohromady dostaneme, 7e existuje nejvyse k prvki
S5, jejichz k-t4 mocnina je rovna oo. Tj. jestlize je vj(z) nenulovy, podminka
z lemmatu je pro dané k splnéna.

Je-li charakteristika télesa F nulova, x
k # 0. Tedy vg(z) # 0.

Nyni predpoklddejme, zZe je charakteristika [ rovna prvocislu p.

V tomto piipadé mame nenulovost vy (x) zaruéenou pro kazdé k, které neni
nasobkem p, nebot vedouci koeficient polynomu v (x) je roven k£ mod p.

Z Lemmatu vime, ze pokud $* = 46 a |Sgs| > p, podminka z tvrzent
splnéna neni (nebot tPl = oo Vt € Ss4). Pokud |Ss4| < p, je ziejmé splnéna pro
kazdé k > p. Je tedy splnéna pro kazdé k£ € N, nebot pro k < p je splnéna vzdy.

Necht 52 # 46 a t""] = 0o pro t € Sg5, n € N, p nedéli k. Pak t*" '] = oo,

nebot (t[kI’TH]) v

F=1 se ve vi (1) vyskytuje s koeficientem

= 00 a polynom v,(x) je konstantni a nenulovy. Opakovanim
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této tvahy dostaneme ¢*7"*1 = ¢lhr" 77 . =t = oo, Prvka spliujicich
tlFl = 0o existuje nejvyse k, nebot p nedéli k. Tedy existuje maximalné k < kp”
prvki takovych, ze t*r" = co.

]

Tvrzeni 41. Plati-li jedna z ndsledujicich podminek, je kaZdd konecnd podgrupa
grupy Aa g € A(F) cyklicka:

a) F je teleso charakteristiky 0,

b) F je téleso prvociselné charakteristiky p a 3% # 4ary nebo |F| = p.

Diikaz. Protoze Aap~ >~ Spay = S, stacl dokdzat, Ze je cyklicka kazda konecnd
podgrupa grupy S.

Operace * je komutativni, z klasifikace konec¢nych abelovskych grup tedy vime,
ze konecnd podgrupa S’ grupy S je izomorfni Zp;lcl X+« X Lo PTO néjaka m > 0,
k; > 1 a prvocisla p;.

Je-li |F| = p a % = 4dary, Véta 26| davd, ze |A, | = p. Z Lemmatu 40| tedy
plyne, ze pokud plati a) nebo b), jsou prvocisla p; po dvou rizna. Kdyby totiz
pi = pj pro i # j, pak by pri X Zpgj obsahovala pi" ™ prvki, jejichz fad dalf

J
Enax{k“kj b Ale pfi+kj > p;nax{ki’kj } dostévéme tedy spor s Lemmatem , nebof

grupa Zpki X Zpkj je izomorfni néjaké podgrupé grupy S. Grupa S’ je tedy cyklickd,
i J

nebot je izomorfni Zpkl Pl
1 --Pm
Cykli¢nost S’ 1ze pomoci Lemmatu 40| dokézat téz bez znalosti oné klasifikace,
viz [3, sekce 16.2].

O

Nyni mizeme dokazat nasledujici disledek, ktery je rozsitenim Tvrzeni

Dusledek 42. Predpokladejme, Ze je L(F) konecnd. Pak jsou ndsledujici dve
turzeni ekvivalentni:
1) Grupu L(F) lze zapsat jako sjednoceni

LF)= |J A,
ACA(F)

kde pro kazdé A € A(F) je A cyklickd grupa reguldrni na mnoziné (F U {oc}) \
Fix(A), a pro A, B € A(F) takovd, ze A # B, plati AN B = {z},
2) F = Z, pro néjaké prvocislo p.

Diikaz. Ma-li F charakteristiku 0, obsahuje Z jako podobor, a tedy je nekonecné.
Grupa L(F) je tudiz také nekonecnd, nebot v ni lezi kazdy z prvka nekonecné
mnoziny {ax =4l la e IF*} Je-li tedy L(F) kone¢nd, charakteristika F musi
byt rovna néjakému prvocislu p.

Za predpokladu konecnosti L(F) ndm Tvrzeni 41| zarucuje cykli¢nost téch grup
Ao g, kde 5% # day.

Necht plati 1). Jestlize 5% = ary, podle Vétyje | Ao~ = |F| (jako v dikazu
Tvrzeni . Pro spor necht |A, s,| > p. Z Dusledku [39| vime, ze v,(z) = 0, tj.
t? = oo Vt € Ayp. Pokud tedy |F| = |Aap~| > p, zadny z prvka A, s, celou
grupu nenageneruje, neboli neni cyklickd. Musi tudiz byt |F| < p. Protoze velikost
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télesa charakteristiky p je rovna nenulové mocniné p, dostavame |F| = p, tedy

F =27,
Naopak, jestlize F = Z,, pak |F| = p. Kazd4 grupa A, s, spliuje 3 # 4ary
nebo |Aq g~ = p. Z Tvrzeni|34|a Tvrzeni 41| tedy vyplyva, ze podminka 1) plati.
O

Definice 16. Predpoklidejme, Ze |F| < oco. Singeruv cyklus v L(F) je reguldrnid
cyklickd podgrupa grupy L(F), jejiz kazdy netrividlni prvek nemd pevny bod.

= q < 00. Plati Ay(F) # 0. Presnéji receno, mdme, Ze

(g —1)
o)) = 102
Specidlné tedy v L(F) existuje Singeriv cyklus.

Diikaz. 7 Tvrzeni [34] dostavame, Ze

U A\{z}|+

AcAx(F)

|L(F) \ {«}| = U A\{z} +

Aec Ay (F)

U A\ {z}.

AeAo(F)

Grupa L(F) je ostie 3-tranzitivni, takze kazdy z jejich prvkiu je jednoznacné
urcéen svymi hodnotami na libovolné trojici bodti. Z toho vyplyva, ze

|L(F)| = (¢ + 1)g(qg — 1),
tj. |L(F) \ {z}| = (¢ + 1)gl¢—1) — L.
Snadno lze také nahlédnout, ZiAl( ) = FU{oc} =g+ 1a|AF) =

(q?) = (q+1)q . Za pouziti Tvrzeni [32| tudiz obdrzime

(¢ +1)q(q —2)
U A\{z}| = 5 :

Ae Ay (F)

=(q+1)(g—1),

U A\{z}

Ac Ay (F)

Dostavame tedy

— (g4 Dalg— 1)~ 1~ (g4 Dfg - 1) - CENIZD

U A\{z}

A€ Ao (F) 2
_ a1
5
Podle Tvrzeni 32| je |A\ {z}| = ¢ pro A € Ay(F), takze z predchoziho vypoctu
3 — alg=1)
plyne, Ze |Ao(F)| = T45=.

Z Tvrzeni[34) vime, ze kazda grupa A € Ay(F) je reguldrni. Téleso F je konecné,
tedy je perfektni. Podle Tvrzeni [30]a [41] je tudiz kazdd A € Ao(F) cyklicka. Je to
tedy Singertuv cyklus.

O

Pozndmka. Rovnost |A(F)| = q(q Y 1ze dokézat i ndsledovné.

Grupa A = A, 3 je bez pevneho bodu (tj. A € Ay(F)), pravé kdyz o # 0
a polynom at? + St + v nem4 kofen v F. Pro (8,7) # (0,7) dostdvdme dvé riizné
grupy Aj g a Ao . Velikost mnoziny Ay (F) je tedy rovna poctu ireducibilnich
monickych polynomt stupné 2 nad F. Monickych polynomu stupné 2 nad F (t;j.
polynomt tvaru t* + Bt + v, kde B,y € F) je ¢*. Z toho je reducibilnich pravé
tolik, kolik existuje vyrazi typu (¢t — e) (t — f) pro e,f € F. Takovych vyrazu je
@ +q= @. Neboli, |Ay(F)| = ¢* (qH) = @.
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2.5 Pilisobeni konjugaci

Grupa L(F) ptsobi konjugaci na mnoziné vsech svych podgrup. V Tvrzeni
dokézeme, ze A(FF) je orbitou tohoto pusobeni, a tedy L(F) pusobi konjugaci na
A(TF).

Pro zjednoduseni notace budeme pro L,K € L(IF) psat pouze LK misto Lo K.

Lemma 44. Méjme N =ar+b € L(F)s a A= A5, € A(F). Pak plati
NAN™ = Ay,

kde . = a8 — 2b, v = b 4 a®y — abp.

Dikaz. Bud L € A netrivialni. Mame, ze L = xt_fglt pro néjaké t € F. Potom

NLN7! = (az +b) (xti gz t) (a~'z — a~1b) =
(at +b)x —blat +b) — a*>y +ab(B+t)  (at +b)x — (b* + a*y — abp)

z—b+a(B+t) .+ (aB —2b) + (at +b)

Vidime tedy, ze NLN~! = et pro

s=at+b, p=af —2b, v=>b"+a’*y— abpb.

Protoze vyse uvedené vztahy pro p a v zavisi pouze na hodnotach 3, v, a, b
(nikoliv na ¢), plati NKN~' € A, ,, pro kazdé K € A. Tedy NAN~' C Ay ,,,.
Zéroven plati i inkluze A, ,, € NAN!, nebot libovolny prvek ﬁ dosta-
neme jako NMN ™! volbou t = =2 (kdyby a = 0, platilo by a-1—b-0 =0—0 =0
a N by tudiz nebyl prvkem L(IF)).
Dohromady NAN~' = A4, ,,,.
m

Tvrzeni 45. Grupa L(F) pusobi konjugaci na mnozine A(F). Specidlné pisobi
konjugact na kazdé z mnozin A;(F), i = 0,1,2.

Diikaz. Potfebujeme ukézat, ze je-li A = A, 5, € A(F)a L € L(F), pak LAL™" €
A(F).

Nejprve necht |Fix(A)| > 0. Uvazujme K € LAL™'. Pak K = LML™! pro
néjaké M € A. Ziejmé plati, ze f € F U {oo} je pevnym bodem M, préavé kdyz
je L(f) pevnym bodem K. Neboli, LAL™! je rovna grupé B € A(F) takové, Ze
Fix(B) = L(Fix(A)).

V pripadé, kdy |Fix(A)| = 0, predchozi argument nefunguje, nebot dva ruzné
prvky bez pevného bodu jesté nemusi lezet v téze grupé z A(F). Bud tedy
|[Fix(A)| = 0. Protoze oo € Fix(A) & « = 0, plati a # 0. Muzeme tedy
bez jmy na obecnosti predpokladat, ze @ = 1. Podle Lemmatu existuje
N € L(F)y takové, ze LAL™' = NAN™! nebot A je tranzitivni na mnoZiné
F U {oo} (plyne z Lemmatu 2§ a z toho, ze |Fix(A)| = 0). Lemma [44] pak dava,
e LAL™' = NAN~' = Ay, € A(F).

Prvni ¢dst tvrzeni tedy plati. Zbytek pak plyne z Lemmatu [9
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Tvrzeni 46. Uvazujme grupy A = Anp~, B = A, .. Plati-li |[Fix(A)] =1 =

|Fix(B)| nebo |Fix(A)| = 2 = |Fix(B)|, pak jsou grupy A a B konjugované.

Dukacz.
o |Fix(A)| =2:

Netrividlni prvek L(F) mtze mit nejvyse dva pevné body. Kazdy prvek
L(F), ktery stabilizuje e i f, ma tedy budto pravé dva pevné body, nebo
jde o jednotku. Cili je A rovna stabilizatoru L(F). s = {L € L(F) | L(e) =
e, L(f) = f} bodu e, f. Podobné je i B rovna stabilizatoru néjakych dvou
bod.

Grupa L(IF) je 3-tranzitivni, je tedy také 2-tranzitivni. Lemma@tudii dava,
ze kazdé dva stabilizatory dvou bodu jsou konjugované.

o |Fix(A)| =1:
Ozna¢me Fix(A) = {e}, Fix(B) = {f}. Grupa A je zfejmé obsaZzena ve
stabilizatoru L(F). bodu e a B je obsazena ve stabilizatoru L(F); bodu f.
Grupa L(F) je 3-tranzitivni, tedy je tranzitivni a z Lemmatu [6| plyne, Ze
kazdé dva stabilizatory bodu jsou konjugované, tj. ze existuje L € L(IF)
takové, ze L(F); = LL(F) L™

Podle Lemmatu [J] konjugace zachovava pocet pevnych bodu, takze kazdy
netrividln{ prvek grupy LAL™' € LL(F) L~ = L(F); mé pevny bod pravé
jeden. Vsechny prvky L(F), které maji pravé jeden pevny bod, jsou obsa-
Zeny v B, tudiz LAL™! C B.

Naopak, pro kazdé N € B existuje M € L(F),, ze N = LML™'. Toto M
nutné lezi v A, opét diky Lemmatu @ a skutecnosti, ze vsechny prvky L(F).,
které maji pravé jeden pevny bod, jsou obsazeny v A. Tj. B ¢ LAL™!.

Dohromady B = LAL™* .

[
Dokézeme, ze podobné tvrzeni plati i pro ptipad, kdy |Fix(A)| = 0 = |Fix(B)].
Potiebujeme k tomu ale jesté jedno pomocné lemma.

Lemma 47. Bud char(F) # 2 a necht F[d], kde §° € F, je rozkladové nadtéleso
polynomu 2* + fx + v € Flz] ireducibilniho nad F. Pak plati, Ze grupy A; g
a Ay _s2 jsou konjugované.

Dukaz. Poznamenejme, ze podle Lemmatu skutecné takové 0 € T existuje,
nebot rozkladové nadtéleso polynomu x? + Sx + 7 je rozsifenim F stupné 2.
Resme nad F soustavu rovnic o neznamych a, b:

0=apf — 2b,
—0% = V% + a®y — abp.
Dostavame b = <, a? = ’5522. Abychom nahlédli, ze takové a v F skutecné

4
existuje, podivame se blize na hodnoty 3, .
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Polynom x? + Bz + v mé kofeny e + f4, g + hd pro néjaké e, f, g, h € F, tj.

22+ Br+y=(r—(e+ f8))(x — (g + hd)) =
=22+ (e+ g+ (f+h)d)x + (eg+ (ef + gh)d + fhd?).

Protoze f3, v, 6> € F a 6 ¢ F, musi byt —f = h, ef = —gh. Odsud pak ef = gf.
Zkoumany polynom nemé koten v F, tudiz f # 0, a tedy e = g. Nyni vidime, ze
B=2e, v=e— f2

= Méme a? = ﬁ :f*2 = q = Il:fil.

= NALB;}/N_l = A1’07_52 pro N = £ (f_lflf—l— %) ]

Lemma 48. Oznacme A = Ay, B = Ai,,. Necht plati |Fix(A)] = 0 =
|Fix(B)|. Jsou-li grupy A a B konjugované, maji polynomy p(x) = x? + fx + 7
a q(x) = 2? + ox + 7 rozkladovd nadtélesa, kterd jsou F-izomorfni.

Diitkaz. Tvrzeni 25 a rovnost |Fix(A)| = 0 = |Fix(B)| davaji, ze p(z) i q(z) jsou
ireducibilni nad F.

Predpokladejme, ze rozkladova nadtélesa polynomu p(x) a ¢(z) F-izomorfni
nejsou a necht K = NLN~! pro K € B, L € A, N € L(F). Ozna¢me G rozkla-
dové nadtéleso polynomu p(z). Grupa L(FF) pusobi na G U {oo} jako podgrupa
L(G), pricemz FU{oco} je jednou z orbit tohoto piisobeni a zuzeni na tuto orbitu
se shoduje s kanonickym pusobenim L(F). Prvky K, L, N lze tedy chapat jako
elementy grupy L(G).

At K ma jako prvek L(G) pevny bod. Onen bod je pak podle Tvrzeni |25 kote-
nem polynomu ¢(x). Tento polynom se tudiz v G[x] rozklad4 na soucin linedrnich
¢initelt, tj. ma rozkladové nadtéleso Gy, které je obsazeno v télese G. Obé télesa
Go a G jsou kvadratickymi rozsitenimi IF, nebot jde o rozkladova nadtélesa iredu-
cibilnich polynomt stupné 2. Odsud Gy = G, coz je ve sporu s predpokladem, ze
rozkladové nadtélesa p(z) a g(x) nejsou F-izomorfni. Prvek K tedy nemd pevny
bod v G U {o0}.

Ale L jako prvek L(G) pevny bod ma4, jelikoz p(x) mé kofen v G. Pri tom
rovnost K = NLN~! plati i v L(G). Dostavame tak spor s Lemmatem [9}

Grupy A a B tedy nejsou konjugované.

]

Véta 49. Necht char(F) # 2. Uvazujme grupy A = Anp, B = A, ... Jestlize
|Fix(A)| = 0 = |Fix(B)|, pak jsou ekvivalentni ndsledujici dvé podminky:

1) A a B jsou konjugované,

2) polynomy ax?+ Bx+v a pr*+ox+7 maji F-izomorfni rozkladovd nadtélesa.

Diikaz. 7 podminky |Fix(A)| = 0 = |Fix(B)| plyne, Ze jsou oba polynomy iredu-
cibilni nad F. Proto miizeme predpokladat, ze a =1 = p.

Necht jsou rozkladovd nadtélesa polynomti 2%+ Sx+v a 2% +ox+7 F-izomorfni
F[6], kde 6% € F. Z Lemmatu [I5| vime, %e takové § € F existuje. Lemma
davd, ze existuji M, N € L(F) spliujici MAM~' = Ay _s2 = NBN~!. Potom
(NTIMYA(N*M)~! = B, tj. A a B jsou konjugované.

Opacna implikace je obsazena v Lemmatu [48]
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Tvrzeni 50. Pocet trid konjugace ve VEté[49 je
[F*: (F)°] - 1,
kde (F*)* = {c* | c € F*}.

Diikaz.  Na rozkladové nadtéleso libovolného polynomu p(z) € Flz| stupné 2
mizeme nahliZet jako na rozkladové nadtéleso polynomu x? — a € F[z]. Je-li p(z)
ireducibilni, plyne tento fakt z Lemmatu [I5] Je-li reducibilni, je jeho rozkladovym
nadtélesem [F, které lze chipat jako rozkladové nadtéleso polynomu z? — ¢2, kde
cel.

Necht a,b € F*. Podle Lemmatu [1§ maji polynomy 22 — a a 22 — b F-izomorfni
rozkladova nadtélesa pravé tehdy, kdyz a a b reprezentuji tutéz rozkladovou tridu
grupy (F*,-) podle (F*)2. Téchto rozkladovych tifd je [F*: (F*)?]. Pocet tiid kon-
jugace ve Véte [49] je tedy skuteéné [F*: (F*)?] — 1. Jednicku odecitdme proto, Ze
vylucujeme pripad, kdy spolecnym rozkladovym nadtélesem je I, neboli kdy jde
o reducibilni polynomy. Polynomy z Véty 49| jsou totiz pravé vSechny ireducibilni
polynomy v F[z] stupné 2, nebot |Fix(4;4-,)| =0 < 2%+ Sx + v nemd kofen
v .

Poznamenejme jesté, Ze (F*)? je podgrupou F* (a tedy je korektni uvazovat
[F*: (F*)?]). Ziejmé totiz Ve,d € F* plati

1=1%€ (F*)? ()" = (c")? € (F*)?, &d* = (cd)® € (F*)*.

]

Nad télesem charakteristiky ruzné od 2 mé kazdy ireducibilni polynom p(z) €
F[z] ve svém rozkladovém nadtélese dva rtizné koteny, nebot kdyby pro § € F
platilo p(x) = (x +6)? = 2% + 26z + 62, méli bychom 26 € F, a tedy § € F (nebot
2 #0), coz je spor s ireducibilitou p(x). Nad télesem charakteristiky 2 je situace
jind, jelikoz vzdy 2§ = 0.

Véta 49 nicméné plati i pro char(F) = 2. K dukazu ale bude potteba dalsich
nekolik lemmat.

Lemma 51. Predpoklddejme, Ze char(F) = 2. Necht p(x) = 2? + fx + v €

Fz] je ireducibilng polynom, ktery md v F dva rizné koteny. Pak je grupa Ai g
konjugovand s Al,l,ﬁ%' Navic plati v = (B +0), kde § € F je jeden z koreni p(x).

Diikaz. Oznacme jako ¢ kofen polynomu p(x) v F. V F[§] potom plati
p() = (z +8)(z + (e + f0)) = 2 + (e + (f + 1)d)z + d(e + f9)

pro néjaké e, f € F. Protoze e+(f+1)0 = 5 € Fad ¢ F (nebot p(x) je ireducibilni
nad F), musi byt f 4+ 1 = 0, neboli f = 1. Z predpokladu, Ze kofeny p(x) jsou
ruzné, nasledné plyne, ze e # 0. Mame tedy v = d(e + d), 5 = e (specidlné tudiz
B#0)a g =500

Podle Lemmatu staci k dikazu, ze grupy A;g., a Al’lyﬂlz konjugované,
nalézt a,b € I takova, ze

1 =ap, ;262+a2'y+ab6.
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Z prvni rovnice ihned dostdvdme a = 57!, druh4 je pak zfejmé splnéna pro b = 0.
Pro N = 'z tudiz plati NAWWN*1 = Al,l,&'
O

Lemma 52. Grupy A, B € Ay(F) jsou konjugované, privé kdyz existuje N €
L(F)y takové, e B= NAN~!.

Diikaz. 7 definice jsou A a B konjugované < existuje L € L(F) takové, ze
A = LBL™'. Podle Lemmatu [10| toto nastane < existuje N € L(IF),, spliiujic
A= NBN™! nebot B je tranzitivni na mnoziné F U {oo} (plyne z Lemmatu
a z toho, ze |Fix(B)| = 0).

[

Lemma 53. Bud char(F) = 2, pv € F. Grupy A = A1, a B = Ay, jsou
konjugované prdvé tehdy, kdyz exvistuje b € F takové, Ze b*> +b = pu + v.

Diikaz. Nejprve necht A, B € Ay(F). Lemma [44] dava, ze N € L(F), spliujici
B = NAN™! je mozné najit < existujf a,b € F splitujic

a=1,v=>b"+a*u+ab.

Ta existuji < lze nalézt b € F takové, ze v = b* + p+ b, tj. b* +b = p + v.
Nyni necht A, B ¢ Ay(F). Protoze |Fix(A)| # 0 a co ¢ Fix(A), musi mit
polynom 2 + = + p kofen v F. Neboli, existuji a,b € F tak, ze

P +r+p=(r+a)(z+d) =2+ (a+bx+ab.

Zrejmé musi platit a + b = 1, tj. b = a+ 1, a tedy p = a(a + 1). Podobné
v = c¢(c+ 1) pro néjaké ¢ € F. Tudiz

[Fix(A)| = [{a.a + 1} = 2 = [{e.c + 1}| = [Fix(B)|.
Podle Tvrzeni [46] jsou tedy grupy A a B konjugované. Zarover

prv=ala+1)+clc+)=ad*+cF+a+c=(a+c)+a+ec

]

Uvazujme grupy A = Anp~, B = A, a predpo-

Véta 54. Necht char(F) = 2.
= 0 = |Fix(B)|. Pak jsou ndsledujici dvé podminky ekviva-

kladejme, Ze |Fix(A)|
lentni:

1) A a B jsou konjugované,

2) polynomy ax?+Bx+v a pr’+ox+7 maji F-izomorfni rozkladovd nadtélesa.

Diikaz.  Stejné jako v dikazu Véty 9 miZzeme predpokladat, ze « = 1 = p.
Oznacme 22 + Bz + v = p(z), 22 + oz + 7 = q(x).

Plati-li podminka 1), pak musi byt rozkladova nadtélesa polynomi p(x), q(z)
F-izomorfni podle Lemmatu [48]

Necht plati 2).

Podle Lemmatu [19 mohou nastat pouze dvé moznosti; budto maji oba poly-
nomy p(z), ¢(z) dva rizné koteny v F, nebo m4 kazdy z nich jeden dvojndsobny
kofen v IF. Obé& tyto moZnosti rozebereme zvI4st.
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« Nejprve piedpoklddejme, Ze maji polynomy p(x), ¢(z) dva riizné kofeny v IF.
Z Lemmatuvime, ze existuji M, N € L(F) takova, ze A = MALLﬁ%Mfl,
NBN-! = ALL% .

Oznac¢me kofen polynomu p(z) jako ¢. Téleso F[d] je pak rozkladovym nad-
télesem p(x), je to tedy soucasné i rozkladové nadtéleso polynomu ¢(z),

a tudiz v ném mé ¢(z) kofen € = g + hd pro né&jaka g,h € F. Lemma
iika, ze v = 0(8 +0), T = €(0 + ¢). Tudiz dostavame

yooT (B 40)  elo+e) (& € b e\
E‘F;— B2 + o2 —<ﬁ2+0_2>+<6+0>—b +b

pro b = % + £.

Dokazeme, ze b € F. Plati e(oc +¢) = (9 + hé)(oc + g+ hd) = og + ¢* +
h*(ch™'6 + %) € F, nebot e(0 +¢) =7 a1 € F. Tudiz ch™'d + 6> € T,
nebot og+ g*> € F a h? € F (poznamenejme, Ze ireducibilita polynomu ¢(z)
implikuje i # 0). Zéroveni 63+62 = v € F, a tedy (ch™'0+6%)+ (63 +0?) =
(ch™ + ) € F. To znamen4, %e musi byt och™! = 5. Mdme tedy

) e 04 (g+ho)h™"  ght g
oh=1 + o oh=1 T oh 'l o €l

b:

Lemma [53|poté dava, ze existuje K € L(IF) spliujici Al,l,ﬁ% = KALLU%K_l-
Dohromady
Avpy=MA, M7= MKAyy 5 K7IM ™ =
=MKNA, ,,N 'K M = (MKN)A, ,.,(MKN)™".

« Nyni nechf m4 kazdy z polynomii p(x), ¢(z) jeden dvojndsobny koten v F.

Pak p(z) = (z + §)* = 22 + 62 pro § € F, a protoze F[d] je zdroveti roz-
kladovym nadtélesem polynomu ¢(z), tak také q(z) = (x + (g + hd))? =
2% + g% + h%6? pro néjakd g,h € F.
Hledejme a,b € F takova, Ze 7 = b*>+a?y, neboli g*>+h26% = b*+a?§. Zvolme
a = h, pak mame ¢?> = b?. Vyhovuje tedy tfeba b = g. Podle Lemmatu
tudiz A5, = NA1 g, N~! pro N = hx + g (protoze 3 = 0 = o, obé& strany
rovnice 0 = a3 — 2b jsou nulové). Z ireducibility polynomu ¢(z) opét plyne,
ze h # 0, takze je N skutecné prvkem L(IF).

]

Tvrzeni 55. Bud char(F) = 2.
Pocet trid konjugace, na které se rozpadd mnozina S = {Anp € Ao(F) | aa®+
pax + 7y je separabilni}, je
[F: H] —1,

kde H={b*+b|beT}.

Ezistuje bijekce mezi tridami kojugace mnoZiny N' = {Aa g~ € Ao(F) | az? +
px 4+ v neni separabilni} a mnozinou jednodimenziondlnich podprostori vektoro-
vého prostoru F/F? = {f + F? | f € F} nad F?> = {f* | f € F}.

33



Diikaz. Podle Lemmatu |51]1ze kazdou tiidu konjugace mnoziny S reprezentovat
grupou A; ; , pro néjaké p € F.

Podle Lemmatu [53| jsou grupy A, a A1, konjugované < existuje b € F
takové, ze p+v = b? +b. Celkovy pocet tiid konjugace, které lze takovou grupou
reprezentovat, je tedy roven poctu rozkladovych tiid grupy (F,+) podle H =
{0>+0b|beF}.

Mnozina S obsahuje pravé prvky téch tiid konjugace, které jsou reprezento-
vané grupou A, 1, takovou, ze |Fix(A;1,)| = 0.

Z dikazu Lemmatu 53| vime, ze plati-li |Fix(A;4,)},|Fix(411,) # 0, jsou
Ay, a Ajq, konjugované. Vsechny takové grupy tedy reprezentuji tutéz tiidu
konjugace.

Pocet tiid konjugace ve Vété [p4] je tudiz [F: H] — 1.

Index [F: H] skutecné muzeme uvazovat, nebot H je podgrupou F. Pro b,c €
H totiz plati

0=0+0cH, —b*+b)=b*+bc H,
V4+b+cl+e=0"+A)+b+c)=(b+c)+(b+c) € H.

Nyni dokazme druhou ¢ast tvrzeni.

Necht A = Anp, B = Ay, € N.Potom = 0 = 0, a miiZzeme predpokladat,
zea=1=p.

Podle Lemmat a [4] jsou grupy A a B konjugované pravé tehdy, kdyz
existuji a,b € F tak, Ze 7 = b* + a®y. Potom

F2r +F? = {7+ d* | c,d € F} = {PF(a*y + V) +d* | c,d € F} =
= {(ca)*y+ (cb+d)? | cd e F} = {&y+d | ed € F} =Fy +F?,

kde predposledni rovnost plati diky tomu, ze a # 0 (a tudiz {ca | ¢ € F} =TF). To
plyne ze skutecnosti, Ze polynom 2 + 7 je neseparabilni, a tedy b £7VbePF.

Naopak, pokud F?7 + F? = F2vy + F?, potom ziejmé existuji a, b € F spliiujici
T = a?y + b%, nebot 7 € F?7 + F? = F?y + F2

Mame tedy, Ze A a B jsou konjugované, pravé kdyz F2y + F? = F2r 4 F2.

Existuje tedy bijekce mezi t¥idami konjugace v N a mnoZinou {F?y+F? | v €
F\F?} = {(v+F)F? | y € F\F?} = {7F? | 7 € (F/F?)"}, co% je prévé mnozina
vSech jednodimenzionélnich podprostort vektorového prostoru F/F? nad F? (pro-
toze char(F) = 2, je F? skutecnd téleso; uzavienost na inverzy a to, ze 0,1 € F2, je
ziejmé, a uzavienost na s¢itdni a opacné prvky plyne z toho, Ze (a+0b)? = a®+?,
—a* = a*Va,b € F).

O

Disledek 56. Predpokladejme, Ze je L(IF) konecnd. Pak jsou grupy A,B € A(TF)
konjugované prave tehdy, kdyz |Fix(A)| = |Fix(B)].

Diikaz.  Jestlize |L(F)| < oo, pak také |F| < oo. Z Tvrzeni Vét 49| a

a Lemmatu (16| tedy dostavame, ze plati-li |Fix(A)| = |Fix(B)|, jsou grupy A,

B konjugované (nebot pokud |Fix(A)| = 0 = |Fix(B)|, jsou pfislusné polynomy

ireducibilni a jejich rozkladova nadtélesa jsou tudiz rozsitenimi F stupné 2).
Opacnd implikace plyne z Lemmatu [9]
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2.5.1 Normalizatory

Pro A € A(F) uréime normalizitor Niw (A) grupy A v L(F), neboli mnozinu
vSech prvki L € L(F) takovych, ze LAL™! = A.

Tvrzeni 57. Necht A € A,(F), Fix(A) = {f}. Pak

New(A) = Aop—p U | Avetser

eclF

Diikaz. Je-li L € A, pak z dikazu Lemmatu [9] plyne, Ze f je pevnym bodem
KLK™! prave tehdy, kdyz K(f) = f. Normalizdtor grupy A je tedy tvofen prave
vSemi grupami B € A(F) takovymi, ze f € Fix(B). Fixuje-li grupa B body f
a 00, pak B = Ag1,_s. Fixuje-li body f a e € F, potom B = A cyfes.
O

Lemma 58. Oznacme L = %25 ¢ L(F).

Necht char(IF) # 2. Pak je prvek L involuce prdvé tehdy, kdyz d = —a. Involuce
jsou tedy prdve vsechny prvky % prob#0 a Cm;bl, kde bc + 1 # 0.

Je-li char(F) = 2, je L involuce pravé tehdy, kdyZ a = d a (b,c) # (0,0).
Involuce jsou tedy prdvé vsechny prvky % pro b # 0 a 22 kde be + 1 # 0,

cx+1’
(b,c) # (0,0).

Diikaz. Hledame prvky, jejichz druhd mocnina je x, a zaroven nejsou radu 1.
Méme

ar +b 2_ (a* 4+ bc)x + b(a + d)
cx+d)  cla+d)z+ (cb+d?)

Pozadujeme-li, aby byl posledni vyraz roven x, dostavame podminky

a’ +be = cb+ d?,
bla+d) =cla+d) =0.

Odsud (a ==%d) A (b=c=0Va=—d).
Necht char(FF) # 2. Vylou¢ime-li prvek fadu 1, neboli pripad a = d, b = ¢ = 0,

ze vSech podminek dohromady vyjde a = —d. Mnozina vSech involuci ma tedy
tvar
ar +b
€EL(F)|d=—-a; =
{cx +d (F) | a}
ar +b ar +b
{cx+d€ (F) | d a, a }U{cx—i—de (F) | d a, a 0}

:{Cf;_bl | —1—bc#O}U{CZ;] —bc#O}:
:{C"”b |bc+1#0}u{z|b7&0}.

r — 1

Jestlize char(F) = 2, podminky (¢ = £d) A (b = ¢ = 0V a = —d) jsou
ekvivalentni a = d. Vylouéit prvek tddu 1 zde tedy znamena pozadovat navic

(b,c) # (0,0).
O
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Tvrzeni 59. Necht A € Ay(F). Pak libovolny prvek Niwy(A) budto leZi v A, nebo
jde o involuci.

Diikaz. Oznaéme Fix(A) = {e,f}. Vidime, Ze pro L € A a K € L(F) fixuje prvek
KLK™ ! body K(e), K(f), z ¢ehoz vyplyva, Ze

Ni@(A) ={K € L(F) | K(e), K(f) € {e, f}}.

Uvazujme K = ‘C“”J“b € L(F) takové, Ze K(e) = f, K(f) = e.

r+d
Nejdrive predpokladejme, ze e, f € F. Rovnost Z;’fs = f, resp. ‘C‘]{j:z = e, dava

b=cef+ fd— ae, resp. b = cef + ed — af. Mame tedy fd —ae =ed —af =
a(f —e) = d(e — f) = a = —d, nebot e # f. Podle Lemmatu [58 je tudiz K
involuci.

Nyni necht e = co. Pak mame K(f) = g}cﬁl =x=cf+d=0=d=—cf;
K(o0) =% = f=a=cf. Opét tedy a = —d.

O

Pozndmka. Normalizator z predchoziho tvrzeni miizeme urcit presnéji. Necht K =
b € Nom(A).

V ditkazu jsme zjistili, 7e jestlize e,f € F, pak K = @ree/=el+e) Rolisime

cr—a

dva pripady.
e Je-lia =0, pak ¢ # 0 a dostavame K = % = %
Piipad a = 0 muze nastat pouze pokud e,f # 0, nebot ad — bc # 0.

o Je-li a # 0, potom bez Gjmy na obecnosti a = 1, a tudiz K = %—f;ﬂ‘)
Zde je c € F takové, 7e 0 # ad — bc = —1 —efc® + (e + f)c. Pro e,f # 0

tedy ce F\{e!,f '} aproe=0bude ce F\ {f'}.

Nyni necht e = oo. Potom d = —cf, a = c¢f. Protoze oo neni pevnym bodem
prvku K (jelikoz f # 0o a K(oo) = f), plati ¢ # 0. Mizeme tudiz predpokladat
c=1 Pak K = [22 kde b € F\ {-f?}.

Pro Npw(A) tedy mame nasledujici moznosti:

o Nigy(A) = AU{ZE | b e F\ {~f2}}, pokud e = oo,

AU {w | ce F\{e’l,f’l}} U {%}, pokud {e,f} N

cr—1

« Npw(A) = AU{ZL | ceF\{f'}}, pokud e =0, f # oc.
Tvrzeni 60. Necht A= A, g, € Ao(F). Pak

kde (—x — p)A={(—x— B)L | L € A}.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze o = 1.
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Necht L € L(F). Pouzijeme Lemma (10| a nalezneme N € L(F),, a K € A
takovd, ze L = NK a LAL™' = NAN~!'. Uvazujme M € A a ozna¢me M =

tox—vy . z
s N = ax + b. Plati

tr=v \ .

W)“‘l“alb)—

(at +b)x — blat +b) —a®y +ab(B+1t)  (at +b)x — (b* + a®y — abp)
z—b+a(B+1) 24 (af —2b) + (at +b)

NMN™' = (az +b) (

Tj. NMN~! € A pravé tehdy, kdyZ jsou splnény rovnosti

b+ a®y — abB = 7,
afd —2b=p.

ﬁ(afl)

Je-1li char(F)# 2, z druhé rovnice dostavame b = a po dosazeni do rovnice

prvni poté Vdee (4 — BQ)CL =4y — 2. Kdyby 4y — 3% = 0 neboli v = Z-, méli
bychom az? + Bz + v = 2* + Bz + 54 =(z+ 2) , cili by —2 5 byl pevnym bodem
M, coZ je spor. TudiZ a? = 1, a tedy dostédvame dvé feéenl.

(a’b> = (170)7 (avb) = ( -1 _6)

To znamena, ze

V piipadé, ze char(F)= 2 ma druhd rovnice tvar S(a + 1) = 0. Pokud g = 0,
prvni rovnice je tvaru b* + a*y = ~. Jestlize a # 1, dostdvame odsud v = 2b+1 =

((Hb_l)Q, coz je spor s ireducibilitou polynomu 2% + Bx + v, ktery by mél za tohoto
predpokladu dvojnasobny koren ——. Je-li tedy § = 0, musi platit a = 1, a tudiz
V=v-0=0=0b=0,tj. (ab) (1,0) = (=1,8). Pokud 3 # 0, dostavime
z druhé rovnice, ze a = 1. Prvni rovnice potom dava b(b+ ) = 0, tj. b = 0 nebo
b= —pf = 5. Mame tedy stejny vysledek jako pro char(F)# 2.

O

Lemma 61. Necht A € Ay(F). Pak je kaZdy netrividalni prvek centra grupy
Ny (A) involuce.

Diikaz. 7 Tvrzeni 59| vime, Ze je involuce libovolny prvek Npm(A) \ A.
Predpokladejme, ze existuje L € A\ {z} takové, ze LK = KL pro K €
Nirw(A) \ A. Oznacme Fix(A) = {e,f}. Podle diikazu Tvrzeni |59 potom méme,
ze K(e) = f, K(f) = e. Diky 3-tranzitivité grupy L(IF) muzeme déle pozadovat,
aby platilo K (¢g) = L(g) pro néjaké g # e, f. ProtoZze K je involuce, neboli K? = z,
dostavame KL(g) = K?(g) = g. Vztah LK = KL tedy implikuje LK (g) = g.
Ale LK (g) = L*(g), coZ znamena, Ze L? fixuje po dvou riizné body e, f,g a z ostré
tranzitivity L(F) je tudiz L? = x, tj. L je involuce.
0

Lemma 62. At A € Ay(F). Plati, Ze index A v N (A) je 2.
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Diikaz. Oznacme Fix(A) = {e,f}. Polozme
X ={K € L(F) | K(e) = f, K(f) = e}.

Bud K € X, L € A. Vidime, ze KL(e) = K(e) = f a obdobné KL(f) = e,
tj. KL € X. Naopak, libovolny prvek M € X muzeme zapsat jako M = K(KM)
(X je podmnozinou Npm(A) \ A, vSechny prvky X jsou tedy involuce podle
Tvrzeni [59), kde KM(e) = K(f) = e, KM(f) = K(e) = f, neboli KM € A.
Dohromady tudiz KA = X.

Dostavame tak, ze

[New(A): 4] = [{NA | N € Ny(A)} = [{AX}] =2

]

Lemma 63. Necht A,B € A(F). At L € A a KLK™' € B pro K € L(F). Pak
KAK™' = B. Specidlné, plati-li KL = LK, potom K € Nm)(A).

Diikaz. Rovnost KAK~! = B plati diky Tvrzeni a skutecnosti, ze kazdy
netrividlni prvek L(IF) lezi v pravé jedné grupé z A(F).
Jestlize KL = LK, madme KLK™' = L, a z pfedchoziho tedy plyne, Ze
KAK™! = A, neboli K € Ny (A).
O

Lemma 64. Necht A= A, 3, € Ay(F).

Jestlize char(IF) # 2, je kaZdy netrividlni prvek centra grupy Npw)(A) involuce.
Pokud char(F) = 2, je budto kaZdy netrividlni prvek Z(Npw (A)) involuce, nebo
Z(Npw)(A)) = N (A) = A,

Diikaz. Oznaéme M = —x — . Pak Ny (A) = AU MA podle Tvrzeni [60}
Uvazujme = # L € Z(Npw(A)), existuje-li takové. Je-li L = M, mame hotovo,
protoze M? = —(—z — f8) — B =z, tj. M je involuce. Déle tedy predpoklddejme,
e L% M.

Pro L specidlné plati ML = LM, nebot M € Npm)(A). Prvek M fixuje bod
00. Rozebereme t1i mozné situace.

e 00 je jedinym pevnym bodem M:

Pro L € A ziejmé plati L(oo) # oo, jelikoz A € Ay(F). Pokud L € M A, tj.
L= MK pro K € A, pak opét L(co) # 00, nebot K (00) # oc.

Mame tudiz LM (o) = L(0), ale M L(oo) # L(o0), protoze L(co) # oo
a M fixuje pouze oco. Neplati tedy LM = ML, takze dostavame spor.

Obdrzeli jsme tak, ze Z(Npw) (A)) C {x,M}. Pro tento pfipad tudiz doka-
zované tvrzeni plati.
e M ma pravé dva pevné body co a f € F:
Ozna¢me B grupu z Ay(F) takovou, ze M € B.
Lemma 63| dava, ze L € Npw(B).

38



Pokud L ¢ B, podle Tvrzeni [59| je L involuce.

Moznost L € B by mohla nastat pouze v pripadé, ze L € MA, nebot
A+ B. At L = MK, K € A. Aby platilo, ze L fixuje oo a f, musi byt
K(00) = 00, K(f) = f. To je ovSsem ve sporu s predpokladem, ze K nema
pevny bod.

o« M =ux:
Toto muze nastat pouze za predpokladu, ze char(F) = 2.

Podle Tvrzeni [60]je Ny (A) = AUA = A, tudiz Z(Npw)(A)) = Nrw)(A4),
protoze grupa A je abelovska.

]

Lemma 65. At A € Ay(F). Plati, Ze jestlize char(IF) # 2, je index A v Npwy(A)
roven 2, a pokud char(F) = 2, je roven budto 2, nebo 1.

Diikaz. Plyne ihned z dikazu predchoziho lemmatu a Tvrzeni [60]
[

Tvrzeni 66. Plati-li LK = KL pro L,K € L(F), pak budto oba prvky L, K lezi

v téze grupé A € A(FF), nebo jsou oba involuce.

Diikaz. Oznacme jako A grupu z A(F), v niz je obsazen prvek L. Protoze LK =
KL, diky Lemmatu |63 mdme K € Ny (A).

At A € A(F), Fix(A) = {f}. Predpoklddejme, ze K ¢ A. Podle Tvrzeni [57]
mé pak K pravé dva pevné body e, f. Plati L(e) ¢ {e,f}, tudiz KL(e) # L(e) =
LK (e). Nemuze tedy byt LK = KL a dostavame tak spor. Z toho plyne, ze musi
platit K € A.

Nyni necht ma kazdy z prvka L,K pravé dva pevné body nebo nema zadny
pevny bod, pricemz K ¢ A. Pak méame, ze K € Npm(A) \ A. Protoze plati
[Npg)(A): A] = 2, dostavame

Ny (A) = AU{KM | M € A}.

Prvek L tudiz lezi v centru Npm)(A), nebot L(KM) = KLM = (KM)L pro
libovolné M € A. Podle Lemmat [61] a [64] je tedy L involuce. Obdobné bychom
dokazali, ze také K je involuce.

O

Tvrzeni 67. Necht A € A(F). Je-li F # Zs, pak A je mazimdlni abelovskd
podgrupa L(F). Pokud F = Zs, je A € A(F) mazimdlni abelovskd podgrupa L(FF)
prave tehdy, kdyz A € Ayg(F) U A (F).

Diikaz. Pokud |Fix(A)| = 1, pak pro netrividlni prvek L € A a K € L(F) plati,
ze LK = KL, pravé kdyz K € A. To bylo konstatovano v dukazu Tvrzeni [66]
Libovolna grupa A € A;(F) tedy skutecné je maximalni abelovskou podgrupou
L(F).

Déle uvazujme A € Ay(F) U Ay(F).

Ozna¢me Y = (FU{oo})\ Fix(A). Vime, ze A je tranzitivni permutacni grupa
mnoziny Y a zZe je abelovska.

39



Pokud |Fix(A)| = 0, Lemma (12| ihned déavd, ze A je maximdlni abelovskd
podgrupa.

Nyn{ necht |Fix(A)| = 2 a F # Zs. Oznaéme Fix(A) = {e,f}. Je-li A C
L(F) abelovské grupa a A C A, pak A C Ny (A). Pro L € Npg)(A) plati
L(e),L(f) € {e,f}, z ¢ehoz vyplyvd, ze L(Y) = Y; L tedy pusobi na mnoziné
Y = (FU {oo})\ {e,f} a na A tak miizeme nahliZet jako na permutacni grupu
této mnoziny. M&jme K € A. Grupa A je na Y tranzitivni, z dikazu Lemmatu
tedy plyne, ze existuje M € A takové, ze K(a) = M(a) pro kazdé a € Y. Je-li
Y| > 3, z ostré 3-tranzitivity grupy L(F) dostavame K = M, a tudiz K € A,
neboli mame, co jsme chtéli. Zbyva tak pouze vyftesit pripad, kdy |Y| < 2, tj.
|F| < 3. Zde mdme dvé moznosti; F = Zy nebo F = Zs. Jestlize F = Z,, pak
|F U {oo}| = 3. Pokud né&jaky prvek L(Z,) fixuje dva body, fixuje i ten treti
a jednd se o identitu. Odsud plyne, ze A3(Zs) = (), a tedy neni co dokazovat.

Nakonec at |Fix(A)| = 2 a F = Z3. Mame |F U {oo}| = 4. Fixuje-li prvek
L(Z3) dva body, budto zbylé dva prohazuje, nebo jde o identitu. Grupa A je tu-
diz dvouprvkova. Oznacme A = {x,M}. Libovolné L € L(Z3) spliuje LM = ML,
prévé kdyz L € Nym)(A). Podle Lemmatu [62]je index A v NL(ZB)(A) roven 2, coz
implikuje, Ze existuje prvek K € Ny z,) (A)\ A. Grupa generovana prvky M a K
(oznaéme ji A) je abelovskd a A je jeji vlastni podgrupou. Zarovenn A # L(F),
nebot kterékoliv L takové, ze L(e) € Y pro e € Fix(A), v A nelezi (jelikoz M
prvky Fix(A) fixuje a M je prohazuje). Grupa A tedy neni maximalni abelovska
podgrupa L(Zs3).

0

2.6 Projektivni specialni linearni grupa

V této sekci se zamérime na grupu PSLo(F). Protoze PGLy(F) ~ L(F), lze
PSLy(F) vnimat jako podgrupu L(TF).

Tvrzeni 68. Plati “”b € PSLy(F), prdvé kdyz ad — bec = \?* pro néjaké \ € F*.

Diikaz. Mame, Ze prvek a“b lezi v PSLy(F) =~ (SLy(F)Z(GLy(F)))/Z(GLy(F)),

prave kdyz (i Z) lezi v SLy(F)Z(GLy(F)). To nastane pravé tehdy, kdyz

a b (d V\[(XA O
c d] \d d)\0 X
! / a/ b/

e 1 . a b .
pro néjaké A € F* a (c’ d’> takovou, ze det <c’ J

a b\ a b A0 o
ad—bc-det( d)_det<c’ d,)dt<0 >\>_/\'

Pokud naopak ad — be = det (i Z) — 2 pro n&jaké A € F*, potom

a b Ail 0  \2yV-2 __
()
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a tedy

a b\ (a7t AT\ (A O
c d)  \eX™b a7t \0 A
aA™t bAT! a b\ (N1 0
fue <C>\_1 d)\‘1> - (c d) < 0 xl) € SLo(B).
Lemma 69. Stabilizitor PSLs(FF)w bodu oo je tranzitivni a plati

PSLy(F)o = {2 +b | c € F*, b € F}.

Dikaz. Mame

PSLy(F)oo = L(F)oo N PSLy(F) = {az + b | a € F*, b € F} N PSLy(F) =

:{giii |aEIF*,bGIE‘}ﬂPSLQ(IE‘):{ax+b|bEIF,aG(]F*)Q}:

={z+b|ceF, bel}.

Pro e,f € F existuje L. € PSLy(F)s takové, ze L. s(e) = f, a to napiiklad
Ley=x+(f —e), tj. PSLy(F)o je tranzitivni permutac¢ni grupou mnoziny F.
[

Tvrzeni 70. Grupa PSLy(F) je 2-tranzitivni.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je PSLo(F) tranzitivni. Podle Lemmatu [8| staci
dokézat, ze pro kazdé f € FU{oo} existuje Ly € PSLy(F) takové, ze L¢(f) = 0.

Pro f = co mizeme vzit Ly = —1 = 2= Plati 0-0 — (=1) -1 =1 = 1%,
tudiz —2 € PSLy(F) podle Tvrzen{ .

Pro f € F volme Ly = 2 — f = gxlfl Méame =z — f € PSLy(F), nebot
11— (—f)-0=1=12

Podle Lemmatu |69 a Dusledku [7] je libovolny stabilizator bodu v P.SLsy(IF)
tranzitivni.

Grupa PSLy(F) je tedy 2-tranzitivn{ podle Lemmatu [

Tvrzeni 71. Grupa PSLy(F) je primitioni.

Diikaz. Jde o piimocary dusledek Tvrzeni[70] a [L3]

Lemma 72. MnoZina {x +laalfe IF*} generuje grupu PSLy(F).

Diikaz. Uvazujme prvek ““t € PSL,(F).

z+d
e a#0:
Bez jmy na obecnosti a = 1. Plati ad —bc =1, a tedy d = a~(bc + 1) =
bc + 1. Mame

r+0b o o (z+b)
cx+(bc+1) cx+1 v '
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e a=20:
Potom b,c # 0, —bc = 1. TudiZ ¢ = —b~ 1.
Plati

0x+b  J(z+0b)oo=t—70(x+b), pokud d =0,
—blr4+d (z +b) 0 =1;77, pokud d = 1.

]

Tvrzeni 73. Jestlize F # 75,73, derivovanou podgrupou grupy PSLs(F) je opét
PSLy(F).

Dikaz. Pro a € F* a b € F mame
a’ro(z+b)o(a’z) ' o(z+b)=z+ (a®— 1)
Je-li F # Zo,Z3, existuje a € F* takové, Ze a® # 1. Prvek x + f pak dostaneme

jako komutdtor prvki a®z a x 4+ b, kde b = f(a* — 1)~
Dale plati

-2 z —2, \—1 x N\ z
arzoyyolare) O(bx+1> T (@bt 1

T

Pokud tedy opét F # Zo,Zs, prvek %~ je roven komutatoru prvki a= 'z a e

fx+1
kde b = f(a* —1)7L.
Kazdy prvek mnoziny z predchoziho lemmatu tudiz mizeme vyjadrit jako ko-
mutédtor prvki PSLy(F), a protoze tato mnozina generuje PSLsy(IF), dostavame,
ze (PSLy(F)) = PSLy(F).

O

Lemma 74. MnoZina M = {LML™ | L € PSLy(F), M € PSLy(F)} generuje
grupu PSLy(TF).

Diikaz. Dokazeme, 7ze kterykoliv prvek PSLy(F) lze vyjadrit jako soucin prvku
z M.

Necht K je prvek PSLo(F).

Nejdrive predpokladejme, ze K ma alespon jeden pevny bod. Ozna¢me onen
pevny bod jako f. Podle Lemmatu [f]jsou kazdé dva stabilizatory bodu v PSLy(F)
konjugované. Nalezneme L € PSLy(F) takové, ze PSLy(F); = LPSLy(F)s L7t
Pak K = LML~ pro néjaké M € PSLy(F)y.

Nyni uvazujme piipad, kdy K nemd pevny bod. Zvolme e € FU{co}. Oznacme
K(e) = f. Necht N je prvek PSLy(F) s alespon jednim pevnym bodem takovy, ze
N(e) = f (takové N existuje, nebot PSLy(IF) je 2-tranzitivni). Pak f je pevnym
bodem prvku KN~!. Podle pfedchoziho odstavce plati NNKN~! € M. Tedy
médme, co jsme chtéli, jelikoz K = (KN~')N.

]

Lemma 75. Grupa PSLs(F). je resitelnd.
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Diikaz. Uréime komutator prvki c¢?z + b,e?x + f € PSLy(F)oo:
(x+b)o(z+ flo(Pox+b) oz +f)t=a+(f-b(e*—1).
Prvky (PSLy(F)s )" jsou tedy tvaru x +d. Grupa {z+d | d € F} je abelovsk4,
tudiz (PSLy(F)o)” = {z}.
[l

Tvrzeni 76. At F # Z,,Z3. Pak je grupa PSLs(F) jednoduchd.

Diikaz. Podle Tvrzeni [71] a [73] mizeme pouzit Lemma |14 pro G = PSLy(F),
x = 00, H = PSLy(F)s. Platnost prvniho bodu z Lemmatu [14] je trividlni. Plat-
nost zbylych dvou dévaji Lemmata [74 a

0
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Z.aver

Grupy PGLs(F) a PSLy(F) jsou frekventovanym matematickym objektem.
Ke klasickym vysledkim patti tplny popis podgrup P.SLs(F) pro koneéné téleso
F (uvedeno napiiklad v [5]). To by bylo jednim z moznych pokracovani této préce.
Singerovy cykly existuji v PG L, (FF) pro kazdé n > 2 a kone¢né F. Jejich existence
se dokazuje pomoci rozsiteni [F na F". Mohlo by byt zajimavé zjistit, zda existenci
Singerova cyklu v ptipadé n > 3 je mozno zjistit zptisobem podobnym tomu, ktery
je v této praci uveden pro n = 2.
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