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Seznam pouzitého znaceni

V celé préaci uvazujeme na prostorech R a R standardni eukleidovskou metriku.
Prostor R? uvazujeme vzdy pro d > 2.

N prirozena ¢isla
Ny prirozena ¢isla véetné nuly
Z celd cisla
R realna cisla
R+ kladna realnd cisla
R¢ d-rozmérny eukleidovsky prostor
B(z,r) oteviend koule o stfedu x a poloméru r > 0
M uzaveér mnoziny M
oM hranice mnoziny M
int M vnittek mnoziny M
diam M prumér mnoziny M
dist(x, M) vzdélenost bodu z od mnoziny M
1 (M) vzor mnoziny M pii zobrazeni f
ACB A je podmnozinou B, pripousti se i rovnost mnozin A = B
ACB A je vlastni podmnozinou B
|- | norma odpovidajici eukleidovské metrice
| oo supremova norma
Co) standardni skalarni soucin na R¢
C(R?) spojité funkce na prostoru R?
CHRY) spojité diferencovatelné funkce na prostoru R¢
C>*(RY) hladké funkce na prostoru R?
Ad d-rozmérna Lebesguova mira

Nasledujici pojmy jsou blize definovany v kapitole Zakladni pojmy a znaceni.

T roh krychle @)

QL Q krychle ) je podkrychli krychle @’
h(Q) hrubost krychlového déleni Q
J(Q) jemnost krychlového déleni Q
osc(f,e) oscilace funkce f

oscar(f) oscilace funkce f na mnozine M
[a; b] tsecka



Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvod do problematiky

Béhem XIV. letniho symposia Real Analysis Fxchange v ¢ervnu roku 1990 formu-
lovali Clifford E. Weil, Zoltan Buczolich a Jack Ceder néasledujici problém, ktery
pozdéji vesel ve znamost jako Weiltiv gradientovy problém, viz [9].

Weiltv gradientovy problém. Méme f: R — R diferencovatelnou funkci a
bud f' jeji derivace. Podle Denjoy—Clarksonovy vlastnosti je pro kazdy otevieny
interval (a,b) mnozina (f’)_l((a, b)) bud prdzdnd, nebo kladné Lebesquovy miry.
Otazkou je, plati-li analogickd vlastnost i pro funkce vice promeénnych.

Méjme f: R?T — R diferencovatelnou funkci a bud Vf jeji gradient, coZ je
funkce z R? do RY. Bud G oteviend neprdzdnd podmnozina RY. Je pravda, Ze
(VH)HQ) je bud prdzdnd, nebo md kladnou Lebesguovu miru?

Nez ptejdeme k feseni Weilova gradientového problému, zdrzme se na chvili
u funkci jedné realné proménné. Méjme diferencovatelnou funkci f: R — R a
jeji derivaci f: R — R. Je dobfe zndmo, ze funkce f’ ma Darbouxovu vlastnost
(neboli nabyvé vsech mezihodnot) a je prvni Baireovy tiidy (coz je ekvivalentni
tomu, ze vzory otevienych mnozin jsou mnoziny typu F,) — viz napt. [I, Véta 4.1,
resp. Véta 1].

Nezavisle na sobé dokazali roku 1916 Arnaud Denjoy (viz [5]) a roku 1947
James A. Clarkson (viz [4]) dalsi zajimavou vlastnost derivace funkce jedné realné
proménné — dnes znamou jako Denjoy—Clarksonova vlastnost — totiz ze pro kazdou
otevienou neprazdnou mnozinu G C R je mnozina (f")~!(G) bud prazdna, nebo
kladné 1-rozmérné Lebesguovy miry.

Ve vicerozmérném piipadé je situace mnohem zajimavéjsi. Méjme opét dife-
rencovatelnou funkei f: R — R, d > 2, a jeji gradient Vf: R — R9. V roce
2002 zkonstruoval Z. Buczolich diferencovatelnou funkci f: R*> — R, pro niz je
(Vf)7'(B(0,1)) neprazdnd mnozina nulové 2-rozmérné Lebesguovy miry, ¢imz
Weiluv gradientovy problém vyftesil — ve vyssi dimenzi funkce Vf obecné nemd
Denjoy—Clarksonovu vlastnost, viz [3].

Funkce f, kterou v ¢lanku [3] Z. Buczolich zkonstruoval, je limitou funkef
hpn, pro néz je — mimo jiné — treba ukazat, ze posloupnost (Vh,) je bodové
konvergentni. Tuto pasaz vyrazné zjednodusili v ¢ldnku [§] z roku 2006 Jan Maly



a Miroslav Zeleny vyuzitim specialni nekonec¢né hry dvou hracu, kterou nazvali
hra bod-primka (¢lanek [8] v ndvaznosti na [3] pojednavéa pouze o dimenzi d = 2).

Hra bod-pfimka. Bud B = B(0,R) oteviend koule v R?. Hra bod-primka
sestdvd z nekonecné posloupnosti tahiu. Proni hrac voli body a, € B, druhy hraé
voli primky p, C R2, pricems dodrzuji ndsledujict pravidla: V prunim tahu zahraje
pruvni hrac libovolny bod a; € B a druhy hrac nasledné zvoli primku py prochdzejici
bodem ay, tedy ay € py. V k-tém tahu nejprve zvoli proni hrac bod ar, € B N pr_1
a ndsledné druhy hrdc¢ zvoli primku py, pro niZ ay € p.

Druhy hrac¢ vyhrdvd, pokud posloupnost (ay) konverguje, v opacéném pripadé
vyhravd proni hrdc.

Veéta ([8], Véta 1.2). Ve hre bod—primka md vyhrdvajici strategii druhy hrdc.

Pro vyssi dimenze se hra bod—piimka da vcelku piimocatre preformulovat na
hru bod—nadrovina, pticemz z technickych duvodu je pithodnéjsi na tahy druhého
hrace pohlizet jako na volbu jednotkového vektoru z R, ktery je kolmy na pii-
slusnou nadrovinu.

Hrou bod—nadrovina, jakoz i dalsimi obménami hry bod—piimka, se v ¢lanku
[6] z roku 2007 zabyvali Robert Deville a Etienne Matheron. Mimo jiné dokazali,
ze druhy hrac¢ ma ve hie bod—nadrovina vyhravajici taktiku, ¢ili ze existuje takové
zobrazeni t: B(0, R) — {v € R% ||v|| = 1}, Ze druhy hri¢ ve hie bod-nadrovina
vyhraje, pokud ve svém k-tém tahu hraje jednotkovy vektor ¢(ay), kde a je bod
zvoleny prvnim hracem v jeho k-tém tahu, k € N.

Je prirozené se tazat, jak ,malé“ mohou vzory gradientového zobrazeni byt.
Zacétkem devadesatych let dvacatého stoleti dokazal v ¢lanku [2] Z. Buczolich
nasledujici dolni odhad Hausdorffovy dimenze.

Véta (Buczolich). Bud f: R? — R diferencovatelnd funkce a bud G C R?
oteviend mnozina. Potom je (Vf)™Y(G) bud prdzdnd mnoZina, nebo md klad-
nou 1-dimenziondlni Hausdorffovu miru.

V élanku [10] z roku 2008 pak M. Zeleny ukézal optimélnost predchoziho
odhadu, kdyz pro kazdé d > 2 zkonstruoval diferencovatelnou funkei f: R? — R,
pro niz je (Vf)(0) = 0 a mnozina (Vf)~'(B(0,1)) mé Hausdorffovu dimenzi 1.
Pii této konstrukci opét vyuzil hry bod-nadrovina, pricemz nalezenim spojité
taktiky pro druhého hrace déle zesilil vysledek z ¢lanku [6].

V jiz zminéném clanku [6] se R. Deville a E. Matheron pustili do zobecnén{
Buczolichova (proti)ptikladu z jiného sméru. Pro kazdou otevienou omezenou
mnozinu U C R¢, d > 2, obsahujici poc¢atek zkonstruovali diferencovatelnou
funkci f: R? — R, pro niz je jednak (Vf)(R?) C U a jednak (Vf)(z) € oU
pro Ag-skoro véechna x € R?. V souvislosti s jejich vysledkem si mizeme klast
nasledujici otazku.

Otdzka. Pokud bychom predem zvolili mnozinu F, po niz bychom pozadovali
(VF)(F) C U, je stdle mozné nalézt diferencovatelnou funkci f: RY — R tak,

aby platilo
M ({z eRINF; Vf(z)eU}) =07



Jelikoz V f je funkce prvni Baireovy tiidy, je na misté formulovat predchozi
otazku pro mnoziny F' typu F,. Tim jsme se dostali k prinosu pravée predkladané
diplomové prace, nebot v kapitole Hlavni vysledek dokdzeme nésledujici vétu
zobecnujici Deville-Matheronuv vysledek.

Veéta 8. Pro kazdé prirozené d > 2, pro kaZdou otevienou omezenou mnozinu
U C R obsahujici pocdtek a pro kazdou mnoZinu F C R? typu F, existuje vsude
diferencovatelnd omezend funkce u: R — R takovd, Ze

Vu(z) €U pro vsechna x € R?,
Vu(x) € U  pro vSechna x € F,
Vu(z) € OU  pro Ag-skoro viechna x € R\ F.

1.2 Otevrené problémy

7, predchozich odstavcu je patrné, ze pti zkoumani ,,malosti* vzoru gradientového
zobrazeni existuje stdle prostor pro dalsi badani. Formulujme jej do otazky.

Otdzka. Necht d > 2, bud F C R? neprazdnd mnozina typu F, a bud N pod-
mnozina RZ. Je-li u: R? — R diferencovatelns funkce, pro niz

(Vu)™'(B(0,1)) = FUN,
jak ,mala“ — ve smyslu Hausdorffovy dimenze — muze mnozina N byt?

Z vyse uvedené Buczolichovy véty plati dolni odhad dimyg(FUN) > 1. Postu-
pem, ktery pouzivame v dukazu Véty [ se obecné nepodaii zkonstruovat funkci
u, pro niz by byla dimg N < d — 1, nebot funkce u = 0 pfinejmensim na mnoziné
9[0,1)¢ (podrobnosti viz dikaz piislusné véty). Otdzka, zda postupem z dikazu
Vety B je skutecné mozné dosahnout alespon dimyg N = d — 1, zustava rovnéz
oteviena.

Pro vysledky typu dimgp N < d — 1, d > 3, je nutné zasadné zménit volbu
pokryti mnoziny R¢. V dikazu Véty B je zédkladni pokryti tvofené mnoZzinami
[0,1)?+ 2, 2 € Z%, které oviem z vyse uvedenych ditvodii nejsou v tomto pifpadé
vhodné. V élanku [10] vyuzivd M. Zeleny pro pokryti oteviené mnoziny Besico-
vitchovu pokryvaci vétu, ovsem takové pokryti prinasi do konstrukce funkce u
nové vyzvy (napiiklad nedisjunktnost a absenci ,zjemnovéani*), s kterymi je tfeba
se teprve vyporadat.

1.3 Struktura prace

Ve druhé kapitole zavedeme zakladni pojmy a znaceni, které budeme v praci
pouzivat, ptipadné uptesnime definici téch pojmu, které nemaji siroce zavedeny
jednotny vyznam.

Ve treti kapitole uvadime lemmata potiebna pro dukaz stézejni véty celé prace.
Vsechna lemmata jsou uvedena pro piipad R?, d > 2, ovSem pouze v piipadé
Lemmatu [l (Konvergence) je podminka d # 1 nezbytna.
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Pritom Lemma [l je v predlozeném dukazu Véty [ jednim z klicovych —
zajistuje konvergenci ,aproximujici* posloupnosti (Vu,). Zdkladem tohoto lem-
matu nenf nic jiného nez nekonecnd hra dvou hracu majici puvod v ¢lanku [§]
a zobecnénd v clanku [6].

Ve ¢tvrté — posledni — kapitole je dokdzana Véta[§ Zakladni myslenka jejiho
dukazu pochézi z ¢lanku [6], ovsem kvuli striktnéjsim pozadavkium na hledanou
funkci vyzaduje dukaz radu technickych odlisnosti.
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Kapitola 2
Zakladni pojmy a znaceni

e Podmnozinu R? tvaru 57[0,1) + z + p, kde z € Z4, p € {0,5+, =, ..., 5 ¢
n € Ny, nazveme dyadickou krychli. Jelikoz v celém textu nebudeme pracovat
s jinym typem krychli nez dyadickym, budeme misto pojmu dyadicka krychle

zhusta pouzivat pouze zkracené krychle.

e Rohem krychle () = 2%[0,1)51 + z 4+ p nazyvame bod rg = z + p. PovSimnéme
si, ze pro kazdou krychli @) plati, ze rg € Q.

e Budte @, Q' krychle v R Pokud plati Q C Q' a existuje m € Ny takové, ze

1

g (@ —r¢) =Q —rq,

pak fekneme, ze krychle @) jest podkrychli krychle ). Tuto skutecnost znacime
Qr Q.

Pozndmka 1. Viimnéme si, ze jsou-li Q, Q' dvé krychle v R, pak nastdvé prave
jedna ze tif moznosti: bud QN Q' = 0, nebo Q C @', nebo Q' C Q.

Tuto vlastnost mnozin typu krychle (bud disjunktnost, anebo inkluze) bu-
deme c¢asto vyuzivat.

e Rekneme, 7e neprazdny konecny systém Q je krychlovym délendm mnoziny

M c R?, pokud

(i) kazdé @ € Q je krychle,

(i) pro kazdé Q,Q' € Qje QN Q =0,
(i) UQ C M.

e Reckneme, ze konecny systém Q je krychlovgm rozdélenim krychle Q C RY,
pokud je krychlovym délenim @ a zaroven | J Q = Q.

Pozndamka 2. Jesté nez prejdeme k definici dalsich pojmu, zduraznéme rozdil mezi
krychlovym délenim a krychlovym rozdélenim. Oba tyto systémy sestavaji z po
dvou disjunktnich krychli, jsou neprazdné a konecné, nicméné

(1) krychlové déleni mnoziny M ji (obecné) nepokryvé,

(2) krychlové rozdéleni mnoziny M ji pokryvé, ale cenou za tuto vlastnost je
omezeni pro mnozinu M — pozadujeme, aby byla typu krychle.
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e Budte 9,9 dvé krychlovd déleni téze mnoziny v R% Rekneme, ze Q je
zjemnénim Q' pokud |JQ = | Q' a zdroven pro kazdé Q) € Q existuje Q' € Q'
splnujici Q C Q.

Povsimnéme si jesté, ze diky pozadavku disjunktnosti krychlového déleni je
krychle @ uréena jednoznacné.

Poznamka 3. Vlastnost ,byt zjemnénim“ je tranzitivni. Jsou-li Q, Q' Q" tii
krychlové déleni téze mnoziny v RY, Q je zjemnénim Q' a Q' je zjemnénim Q”,
pak je z definice ziejmé, ze Q je zjemnénim Q.

e Pro krychlové déleni @ mnoziny M C R? definujme jesté dveé veliciny

W(Q) = max{diamQ} a j(Q) = min {diam ¢},

pricemz ¢islo h(Q) nazyvame hrubosti krychlového déleni Q a ¢islo j(Q) jemnosti
krychlového déleni Q.
Obou extrému se nabyva, nebot krychlové délen{ je neprazdné a konecné.

Lemma 1. Pro kazdé krychlové déleni Q mnoziny M C R? plati nerovnost
J(Q) < h(Q). Je-li krychlové déleni Q zjemnénim krychlového déleni Q', pak
plati §(Q) < j(Q') a h(Q) < h(Q).

Dikaz. Plyne piimo z definic. ]

Lemma 2. Pro kazdé krychlové déleni Q mnoziny M C R? a pro kazdé cislo
h > 0 lze nalézt krychlové déleni @', jez je jednak zjemnénim Q, jednak splrnuje

J(Q) =nQ) <h.
Dikaz. Plyne primo z definic. m

e Bud @ C R%krychle a necht je funkce u definovana alespon na Q. Rekneme, ze
u je po édstech konstantni na (), pokud existuje Q krychlové rozdéleni () takové,
ze na kazdé krychli Q' € Q je u konstantni.

e O funkci u: R? — R fekneme, Ze je nenulovd, pokud existuje alespoii jedno
z € R? takové, ze u(x) # 0, coz je ekvivalentni ||ul|o # 0.

e Oscilaci funkce f: R? — R? definujeme pro kazdé € > 0 predpisem
osc(f,e) =sup {[|f(x) = fFW)I; ll= —yl <&, z,y € R}

e Oscilaci funkce f: R? — R? na mnoziné M C R? definujeme predpisem

oscy (f) = sup {[|f(z) = f(y)ll; =,y € M}.
e Budtea,b € R? a b Mnozinu {at + (1 — t)b; 0 <t < 1} nazyvame tiseckou
a znacime ji [a; b)].

e O systému S podmnozin R? fekneme, 7e je lokdlné konecény, jestlize pro kazdé
r € R? existuje takové r > 0, Ze koule B(x,r) protind nejvyse koneéné mnoho
prvku S.
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Kapitola 3

Lemmata

Lemma 3 (Duny). Méjme nenulovy vektor a € RY, Q krychli v RY a ¢ > 0.
Potom ezistuje omezend funkce u: R — R tridy C*°(R?) a krychlové rozdéleni Q
krychle Q) takové, Ze

(a) u je nulovd na okoli Q) a ||u||lw < €,
(b) Xa({z € Q; Vu(z) = —a nebo Vu(z) =a}) > (1 —e)Aa(Q),
(¢) lze psdt Vu(z) = v(x) + w(x) pro kazdé v € RY, pricem?
(c1) flwlle <e,
(c2) {v(z); = €Q}C [~a;al,
(c3) funkce v je konstantni na kazdé krychli Q' € Q.

Dikaz Lemmatu Bl (Duny) je v podstaté pievzat z ¢lanku [0, Lemmatu 4.4.].
Nicméneé jelikoz ,vlnici se“ funkce u je v dikazu Véty [ zékladnim stavebnim
kamenem celé konstrukce zajistujicim gradient ,spravného sméru a velikosti“ na
y,dostatecné velké* mnoziné, uvadime pro lepsi predstavu nejen znéni lemmatu,
nybrz i jeho dikaz. U ostatnich lemmat prevzatych z ¢lanku [6] uvddime pouze
jejich znéni.

Diikaz. Bud m piirozené ¢islo, které uréime pozdéji. Zvolme 1-periodickou funkci
p: R — R tiidy C*(R) takovou, ze ||¢'||lc < 1, ¢'(z) = 0 pouze v bodech
v € {3k ke€Z}a

, 1 1
[to<t<l, |g(t)<1}cC [0, a>U<§—0z, §+04>U<1—oz, 1)
kde o > 0 rovnéz urcime pozdéji.

Dale bud ¢ : R? — [0, 1] funkce t¥idy C>(RY), kterd je nulovd na okol{ mnoziny
R?\ int @ a spliiuje nerovnost

M({r € Q5 v(@) =1}) > (1 - /2M(Q). (3.1)

Definujme funkci u pro x € ) predpisem
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Jelikoz je funkce ¢ nulova na okoli 0@Q), muzeme funkeci u rozsitit nulou na
R?\ Q, piicemz tato nova funkee je tifdy C>(R?). Znac¢me ji rovnéz u. Z definice
funkce u vyplyva, ze

bude-li m dostatecné velké, je podminka (a) splnéna. (3.2)
Zaméime se nyni na podminky (b) a (c¢): Rutinnim vypoctem Vu(x) snadno
ovéifme, ze pro kazdé z € R? je

pm(z,a)) - V(o)

m

Vu(z) = ¢'(m(z,a)) - (x) - a + (3.3)

Definujme pro = € R funkce vy, w; predpisem

0() = ¢lme,a) v(@) 0 o ) = AEDTIE),

tedy Vu(z) = vi(z) + wq(z).
7Z vlastnosti ||¢']|ee < 1 a [|th]|ee < 1 vyplyva, ze {vi(z); € R?} C [~a;al.
Déle je ztejmé, ze

pro dostatecné velké m je ||w || < /2. (3.4)

Nynf jiz muzeme ¢islo m zafixovat — a to tak, aby byla splnéna jak podminka (3.2)),
tak (34).

Z vlastnosti funkce ¢ plyne, ze mnozinu {z € Q; ¢'(m(zx,a)) = 0} lze pokryt
kone¢né mnoha tseckami. Oznac¢me jejich sjednoceni P. Mnozina P je kompaktni,
nebot je konecnym sjednocenim kompaktnich mnozin (tisecek), a plati Ay(P) = 0.
Diky regularité miry A\ nalezneme otevienou mnozinu G C R? splaujici P C G
a )\d(G) < )\d<Q> : 5/2

Mnozina R? \ G je uzaviend. Jeji vzdalenost od kompaktni mnoziny P C G
je tudiz kladnd, oznac¢me ji 9. Nyni jiz muzeme zvolit «, a to tak, aby 0 < a < 4.

Sledujme tetézec inkluzi

{x € Q; |¢'(m(x,a))| <1} C {z € Q; dist(z,P) < a}
C {x € Q; dist(z, P) < d} C G,

z néjz vyplyvaji nerovnosti
M( {2 € Qs ¢ (mlz, @) < 1}) < MlG) < M(Q) - 2/2.
a tedy plati
N({z € Q: ¢ (mz,a))| = 1}) = (1 — £/2M(@Q). (3.5)
Z nerovnosti [B1)) a (B.3) vyplyva nerovnost
M({r € Qs vle) =1 a @/ (mz,a))| = 1}) > (1 - 9A(Q).
ze které je jiz platnost podminky (b) patrna — staci si pfipomenout predpis funkce

Vu—viz [B3) — a uvédomit si, ze Vi)(x) = 0, kdykoliv ¢(x) nabyvé své maximalni
hodnoty 1.
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Zbyva definovat funkce v a w a ovérit podminku (c). Funkce vy je tiidy
C>(R?), tudiz je spojitd na kompaktni mnoziné @ a jako takova je na Q i stej-
nomeérné spojita. Mimo mnozinu () je funkce v; nulova, tedy je mozné zvolit
takové p € N, aby platilo

osc(vy, Vd-277) < g/2. (3.6)

Oznacme
Q={r+27Q-rqg); re2?2'nQ},

coz je zjevné krychlové rozdéleni krychle @, a definujme funkci v: R — R
predpisem

o) = v1(rgr), pokud existuje néjaké Q' € Q, pro které je x € ',
0, reRI\|JO.

Jelikoz systém Q sestava — jako kazdé krychlové rozdéleni — z konecné mnoha po
dvou disjunktnich krychli a krychli ) pokryvé, je ziejmé, ze predchozi definice je
korektni, funkce v je konstantni na kazdé krychli @)’ € Q a je nulovda na mnoziné
R?\ Q. Tedy podminka (c3) je splnéna.
Pro kazdou krychli Q' € Q plati diam Q' = v/d-277, coz spolu s ([0)) a definici
funkce v; ddva nerovnost
lvr — v||eo < €/2. (3.7)

Stejné jako pro funkei vy plati i pro funkei v inkluze {v(z); = € Q} C [—a;al,
tudiz podminka (c3) je téz splnéna.

Na zaveér polozme
w(r) = wi(x) +vi(z) —v(z) prox € R

Potom pro viechna r € R platf Vu(z) = v(x)+w(x). Z trojihelnikové nerovnosti
a z odhadu B4) a [B7) vyplyva posledni chybéjici vlastnost — (c;), nebot

[wlleo < Jwilloe + [[v1 = v[leo <&
Tim jsou vSechny podminky splnény a lemma je dokazano. O]

Lemma 4 (O krychlovém déleni). Pro kazdé ¢ > 0, pro kazdé z € 74 a pro
kazdou mnozinu F C R uzavienou v mnoziné C* = [0,1)4 + z existuje krychlové
déleni @ mnoziny C* \ F takové, Ze

A (Oz \ (F ulJ Q)) <e (3.8)

Diikaz. Bez tijmy na obecnosti mizeme predpoklddat, Ze z = 0, nebot pro z # 0
muzeme vSe prevést na pripad z = 0 pouhou translaci vsech ztcastnénych mnozin
o —z a nasledujici konstrukce je transla¢né invariantni. Méjme tedy z = 0.

V pifpade, ze F' = [0,1)¢, je podminka ([B.8) splnéna pro Q = . V pifpadé,
ze FN[0,1)* =0, polozme Q = {[0,1)?}, é¢imz je dukaz rovnéz hotov. Nadéle
piedpokladejme, ze F N [0,1) # 0 a F € [0,1)%.
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Pro kazdé n € Ny oznacme

1 1 2 on _ 114
DTL: _07]-d ; 07_a_7"'a )
{Qn[ )"+ p pE{ 50 on 5 } }

tedy D, je krychlovym rozdélenim [0,1)¢ a pro kazdé Q € D, je diam Q = /d-27".

Induktivné zkonstruujeme systémy krychli Q,,, n € Ny. Pro zacatek polozme
Qy = 0.

Zname-li jiz Q; pro j € {0,1,...,n}, polozme
Qny1 = {QEDn+1; QNF =10 aziroven QQUUQj :Q)}‘
=0

Ozna¢me Q" = U;L:o Q;, n € Ny. Z konstrukce vyplyvd, ze systém Q" je
krychlovym délenim mnoziny [0,1)¢\ F a plati |J Q" c |JQ", n € Ny.
7Z uzavienosti mnoziny F v [0,1)¢ vyplyva, Ze

Jye ="\ F

nebot pro kazdé x € [0,1)¢\ F je mozné nalézt r > 0 takové, ze B(z,r) N F =),
a nejpozdéji pro nejmensi piirozené &slo m vyhovujicf nerovnosti vd - 27" < r
plati z € [ Q™. Opacné inkluze je zfejma.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze z obecnych vlastnosti miry pro kazdou rostouci
posloupnost mnozin (| J Q") plati

Ad(L_JOUQ ) —1im A ((J Q)
diky ¢emuz jiz lehce nalezneme takové m € N, aby platilo

A ([o,1)d \ (F ulJ Qm)) <,

a systém Q™ je tedy hledanym krychlovym délenim. O]

Lemma 5 (Konvergence). Bud U C R¢ oteviend omezend mnozina a bud B =
B(0, R) C R? koule spliujici U C B. Potom eistuje zobrazeni t: B — R? magici
ndsledujici vlastnost: Je-li (s,) posloupnost proku U, (o,) posloupnost prvki B,
posloupnost (s,—a,) konverguje a pro kazdén € N plati, Ze <t(an), an+1—an> =0,
potom konverguje rovnéz posloupnost (s,) k néjakému s € U.

Diikaz. Viz Lemma 4.5 ¢lanku [6]. O
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Lemma 6 (Konvergence v mite). Bud u borelovskd mira a M C R u-méritelnd
mnoZina takovd, Ze u(M) < oo. Bud (f,)S2, bodové konvergentni posloupnost
spojitijch funkei z R do RE. Potom pro kazdé ¢ > 0 plati, ze

Jm p({r € M fun o) = fule)] 2 }) =0

Dikaz. Spojita funkce je pro borelovskou miru g meéritelna a skoro vsude konec-
na. Lemma tudiz piimo vyplyva z toho, ze pro konecné miry konvergence skoro
viude implikuje konvergenci v mire. Viz naptiklad [7, kapitola 2.3.8]. [

Lemma 7 (Diferencovatelnost). Necht (u,)°, je posloupnost funkci z R do R
tridy C*(RY) splriugict, Ze

(a)p Tada Y " Vu, bodové konverguje,
(b)p (Vu,)e, konverguje stejnomérné k 0,

(¢)p lim Lwmtilee — o

(d)p lim osc (Zzzl Vuy, Hun+1Hoo) = 0.

n—oo

Potom rada Y77 | u, konverguje stejnomérné, funkce f =" u, je diferenco-
vatelnd a pro kazdé x € R? je Vf(x) =57 Vu,(x).

Diikaz. Viz [6], Lemma 4.3. O
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Kapitola 4

Hlavni vysledek

Nyni jiz muzeme pristoupit k dukazu hlavni véty celé prace.

Véta 8. Pro kazdé prirozené d > 2, pro kaZdou otevienou omezenou mnozZinu
U C R obsahujici pocdtek a pro kazdou mnozinu F C R? typu F, existuje vsude
diferencovatelnd omezend funkce u: R — R takovd, Ze

Vu(x) € U  pro viechna v € R?,

Vu(z) € U  pro viechna x € F,

Vu(z) € OU  pro Ag-skoro viechna x € R\ F.

Diikaz. Zvolme pevné dimenzi d > 2, otevienou omezenou mnozinu U C R?
obsahujici po¢dtek a mnozinu F C R? typu F,. Pro F' = R? je trividlné feSenim
funkce u(z) = 0, z € R%. Piedpoklddejme nadale, ze F' C RY.

Necht F = J,2, Fy, kde F}, C R? jsou uzaviené mnoziny. Bez Gjmy na obec-
nosti muzeme predpoklddat, ze pro kazdé k € N plati £}, C Fj,,;. Polozme F, := (),
tedy F' lze psat i jako ;- Fi-

Oznacme
0.U = {x € U; dist(z,0U) < e} proe >0,
R = sup{|ls||; s € U},
C* = [0,1)d +2z prozeZ%

Déle oznacme pro h € {\/c_l 2%; n e NO} a pro z € Z* symbolem D(h)?

takové krychlové rozdéleni krychle C%, jehoz jemnost i hrubost je rovna h, ¢ili
pro kazdou krychli D € D(h)* je diam D = h.
Zvolme klesajici posloupnost redlnych cisel g, takovou, ze

lime, =0 a 0<ep<1 prokazdé ke Nj. (4.1)

k—o00
Z formélnich duvodu budeme pro splnéni podminky (xv), — viz déle — pro mala
prirozend n potiebovat i £_1, polozme jej rovno jedné.

Nacrtnéme predem zakladni schéma celého dukazu: Konstrukei funkce u pro-
vedeme lokalné na kazdé mnoziné C? zvldst. Pro kazdé » € Z% a n € N zkon-
struujeme funkei u?: R — R tifdy C*°(R?), pro niz bude platit

u?(z) =0 pro kazdé z € RY\ O,

n
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piicemz pro kazdé z € Z¢ bude fada Y -, uZ konvergentni. Funkce u* = >">7  u?
jiz budou lokalné splnovat vlastnosti hledané funkce a vysledna funkce u bude

(a7 na konstantu) jejich souctem. Pustme se tedy do konstrukce.

Zvolme pevné z € Z%, ¢imz zafixujeme mnozinu C?. Pro piipad, ze C* C F,
polozme u*(x) = 0, z € R, ¢fmZz mame pro toto konkrétni z konstrukei hotovou a
muzeme piejit az k pasazi Uplny zdvér na konci dukazu. Nadale predpokladejme,
ze C*\ F # 0.

V konstrukei funkce u7 budeme pro prehlednost index z vynechavat, a to nejen
u funkce u? (nyni jiz u,), ale rovnéz u vsech ostatnich konstruovanych objekti,
které sice samoziejmé na z zaviseji, ale dalsi index by znaceni jen zneptehlednil.
Mimo jiné tedy i krychli C* budeme az do odvolani znacit pouze C'.

Na vektorovou funkci Vu,, bude vyhodné pohlizet jako na soucet dvou vekto-
rovych funkci v, a w,, z nichz kazda bude spliovat jisté pozadavky, jez upresnime
pozdéji.

Oznac¢me pro kazdé n € Ny

n
Sp = E VUk,
k=0
n

Op — E V.

k=0

Béhem dukazu zkonstruujeme také neklesajici posloupnost (k:(n))zozo nezapor-

nych celych ¢isel, jez bude zobrazovat na Ny. V neposledni fadé zkonstruujeme
pro kazdé n € Ny mnozinu Z, C C a krychlové déleni Q,, mnoziny C'\ Fyy)
takové, ze

(i), mnoziny Z,, |J Qn, Fim) N C jsou po dvou disjunktni a C' je jejich sjedno-
cenim, navic je | J Q, 75 @

(i) Aa(Zn) < min {27FM=127IN,(C\ Fym) }

(lll)n j(Qn) - h(Qn) < .](Qn 1)

(iv), je-li k(n) =k(n — 1), potom Z,, = Z, 1,

(V)n je-li k(n) = k(n — 1), potom je Q,, zjemnénim Q,,_;.

Pro zacatek zvolme libovolnou nenulovou konstantu ¢y a polozme

ug(x) == co pro kazdé x € RY,
vo(x) := 0 pro kazdé z € RY,
wo(z) :=0 pro kazdé x € R?,

k(0) := 0,
Z() = @,
Qo :={C}.

Funkee ug je tedy tifdy C*°(R?) a pro kazdé z € RY plati Vug(z) = vo(x) +wo(z),
so(x) = 0 a og(z) = 0. Déle plati Fj) = Fy = ) a mnoziny Zy, |J Qo = C a Fy)
jsou po dvou disjunktni a pokryvaji mnozinu C'.
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Pri konstrukci dale pozadujeme, aby pro kazdé n € N bylo splnéno, ze
Vi), u, je nenulova a tiidy C*°(R?), Vu,(z) = v,(x) + w,(z) pro kazdé » € R?,
vii), v, je konstantni na kazdé krychli Q € D(h(Q,,)) a v, = 0 na R?\ C,

vill),, |Jwnllee <277,

(
(vi
(
(ix), sn(x) € U pro kazdé x € R?,

(x)n llon(z)]| < R+ 1 pro kazdé = € R?,

xi)y, (t(0n-1(2)),00(2) — 0p_1(x)) = 0 pro kazdé = € R?, kde ¢ je zobrazeni
z Lemmatu [ (Konvergence) pro B = {x € R%; ||z|| < R+ 1},

Xii)p [[tnlloo <27 n+1Hun 1loo

xiii),, 0S¢(Sp_1,||tnlloo) < €n—1/4,

(
(
(xiv), u, je konstantni na okoli OC,
(xV)n [[onlloe < Ermy-1/4;

(

xvi), je-li k(n) > k(n — 1), potom

N ({zelJQus sual@) ¢ 0., U}) <2700

Pro pripad n = 0 jsou podminky (i)o, (ii)o, (vi)o—(x)o, (Xiv)g & (xv)o zjevné
splnény ivodni volbou. Podminky (iii),—(v),, (xi),—(xiii), a (xvi), v sobé obsahuji
odkaz na n — 1 a jako takové jsou pro n = 0 povazovany za splnéné. Prvni krok
matematické indukce tedy muzeme prohlasit za hotovy.

1) Indukéni krok:  Necht pro n € Ny jiz zndme pro viechna m € {0,1,...,n}
pozadované funkce u,,, v,,, w,,, odpovidajici mnoziny Z,,, systémy Q,,, jakoz i
cisla k(m).

Z bodu (vii)o—(vii), a (iii);—(iii),, plyne, ze funkce o, je konstantni na kazdé
krychli @ € Q,,. Oznacme tuto hodnotu ,(rg) a zvolme vektor a = ag € R?
takovy, ze

|a|| = exmy/4  azédroven (t(on(rg)),a) =0, (4.2)

pricemz takovy vektor je mozné nalézt diky predpokladu d > 2. Navic je vektor
a nenulovy.

Jelikoz funkce s,, je spojitd na R? a mnozina C je kompaktni, je s, stejnomérné
spojita na C'. Diky tomu je mozné nalézt krychlové déleni Q! mnoziny C, které
je zjemnénim Q,, a zaroven pro néj plati, ze

oscilace s, na kazdé krychli Q" € Q), je mensi nez ey,)/4. (4.3)

Jelikoz funkce s, je stejnomérné spojitd na kompaktu C' a mimo néj je nulové,
podafi se ndm nalézt takové ¢ > 0, aby platilo

0s¢(8p, 0) < £,/4. (4.4)
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Jesté nez budeme pokracovat, pripomenme, ze funkce u, je z predpokladu
(vi),, nenulovd, tedy ||un||oo > 0.

Pouzitim Lemmatu B (Duny) pro krychli Q)" € Q),, vektor a = ag, kde @ je
jednozna¢né urcéend krychle z Q,, obsahujici )/, a

e = min {27 |ty |0, 277, exe27" 72, 6/2}

nalezneme takovou funkci ug : R* — R tiidy C*(R?) a takové Qg krychlové
rozdéleni (O, pro néz plati, ze

(&) |lug |l < e < 27™[|tn]|0o, funkee ug je nulova na okoli 0Q),
(b) Aa({z € Q'; Vug(z) = —ag nebo Vug () = ag}) > (1 — 27")x,(Q"),
(¢)) 1ze psét Vug (z) = vg (r) + we (x) pro kazdé x € R?, pricemz
() Nlwgrlloe < k2772
(c2) v (Q) C [—aq;aql,
cg) funkce v je konstantni na kazdé krychli krychlového déleni Q.
Q Q

Z volby € vyplyva rovnéz odhad 2||u¢ || < 9, a tedy spolu s vyuzitim (4 plati,
ze

05C(Sn, 2||ugr||loo) < /4 (4.5)

Oznacme Q] systém vSech krychli, které jsou obsazeny v nékterém Qg pro
néjaké Q) € Q. 7 konstrukee plyne, ze

Q1 je nejen krychlovym délenfim C'\ Fy(,, nybrz i zjemnénim Q,,. (4.6)

Definujme funkci @: RY — R predpisem
i(2) ug(z), pokud existuje néjaké Q' € Q). pro které je x € @',
u(x) =

0, reRIN\|JQ,.

Analogicky definujme funkce 7: R = R a w: R? — R.

Jelikoz je Q! disjunktni systém krychli, existuje pro kazdé = € |J Q/ prave
jedno Q" € Q! pro néz je x € @', a tudiz jsou predchozi definice korektni.
7 konecnosti a disjunktnosti systému Q' z faktu ug € C*(R?Y) pro viechna
Q' € Q' a piedevsim z vlastnosti (a’) vyplyva, ze u € C*(R?).

Dale plati, ze

(a”) llafloo <27 lunloc,
(¢”) Vi(z) = o(z) + w(x), z € RY,
(e") @]l < Erm27"7%,

(c37) 9(Q) C [—ag;ag), kde @ je jednoznaéné urcena krychle z Q,, obsahu-
jlct Q' € Q)
(cg’) v je konstantni na kazdé krychli krychlového déleni Q.
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Z indukéniho predpokladu (i), vyplyva, ze systém Q,, je neprazdny, a jelikoz je
U Q. = U Q,,, existuje alespon jedno @’ € Q! . Z vlastnosti (b’) plyne, Ze pro toto
@’ je funkce ug nenulovd, tudiz i funkce @ je nenulova. Diky (a”) se ndm podafi
nalézt ¢,,1 € RT splaujici ¢,41 < ||U]|eo & zdroven ||i||oo + cri1 < 27" ||t ] oo-

la) Definice funkei w, 1, vy @ Wyt
Pro z € R?\ |J @/, polozme

un+1<x) ‘= Cni1,
U1 (z) := 0,

Wy () == 0.

Pro x € |J @), naleznéme jednoznaéné urcené )’ € Q' pro néz x € Q'.
Pokud s,(rg/) € D3e(,y/aU; pOloZme

Un41(T) = Cp1,
Unt1(x) =0,

Wpi1(x) := 0.

Naopak pokud s, (rq/) & 0s,,,/4U, polozme

un+1(x) = U+ Cpya,
Upt1(x) =0,
Wy () = W,

pricemz v takovém piipadé diky (b’) a ([£2]) plati

M ({z € Qs [|[Vupia (o) = exmy/4}) = (1 —275) X\i(Q). (4.7)

1b) Ovéteni podminek (vi),;1—(xvi),1:

e Podminka (vi),;1: Vzhledem k definici funkei w, 1, vpi1, wni1, vlastnosti (a’)
a lokdlni konecnosti systému @/, je u,y1 € C*(R?) a pro kazdé » € R? plati
Vtni1(2) = vpe1(2) + wpyi(z). Volba konstanty ¢, zajistuje, ze funkce u, 1 je
nenulova.

e Podminku (vii),;; zatim nemuzeme ovérit, nebot jsme doposud nedefinovali
systém Q,, 1.

e Podminka (viii),;1 je splnéna diky (1) a (cy’), resp. (c1”).

e Podminka (ix),1: Pokud Vu,1(x) =0, je s,11(x) = s,(z), piicemz s,(z) je
prvkem U z indukéniho predpokladu (ix),.

V pripadé, ze Vu,1(z) # 0, nalezneme prave jedno Q' € Q). pro néz je
r € Q. V takovém piipadé plati s,(rg/) ¢ Daey(y/aU Jelikoz oscqr s, < Ekn)/4
(viz (£3))), plati nerovnost

dist(sn(2), 0U) 2 3ekm) /4 = l[sn(2) = snlre)l = exm)/2,

a tedy s,(z) ¢ 0., 2U.
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Z vlastnosti (cg), resp. (c3') a z ([E2) 1ze vyvodit odhad [[v,11(2)] < ekm)/4-
Z vlastnosti (c1), resp. (¢1”) vyplyvd, ze ||wyi1(2)|| < exm)2~" 2. Anzto plati rov-
n0st $y4+1(x) = 8, () + V1 (x), dostavame s pouzitim trojihelnikové nerovnosti

odhad
[Vt 1 (2) || < [[ong1 (2)[] 4+ [wngr (@)]] < erny/4 + exm)2" 2 < €y /2,

diky némuz muzeme uzaviit, ze vskutku s,1(z) € U.
) ) 1 1 e
e Podminka (x),41: Plati 8,41 — 0pi1 = D pig Wk = > pty Wi, tedy s vyuzitim

vlastnosti (viii);—(viii),+1 muzeme provést odhad

n+1 n+1

Isnar = onsall < Sl < 3727F <1,
k=1 k=1

coz spolu s jiz splnénou podminkou (ix),; a definici R dava (x),1.
e Podminka (xi),41: V piipadé, ze v,41(x) = 0, je rovnéz o,11(z) — o,(x) = 0,
a tedy rovnost (t(0,(2)), 0p41(z) — 0,(x)) = 0 zjevné plati.

Pokud naopak v,41(z) # 0, pak existuje pravé jedno @ € Q,, pro které
je x € Q. V takovém piipadé plyne z (L2) jednak rovnost o,(rg) = on.(z),
jednak (t(0,(rg)),ag) = 0, tedy i (t(c,(x)), aq) = 0. Z definice v,41 je vn41()
nenulovym nasobkem vektoru ag — viz bod (cg), resp. (cg’). Odtud jiz plyne
pozadovand rovnost (t(0,()), opi1(x) — on(z)) = 0.

e Podminka (xii),s1 plyne z volby ¢,41 a z definice ;.

e Podminka (xiii),4+1: Z definice ¢,+1 je ||@ + ¢pt1]|oo < 2]U||0o, tudiz z definice
Up+1 Plyne [[Uni1]loo < 2||U|0o- Jelikoz diky koneénosti systému Q! je

il = mag {lugr o}

vyplyva platnost (xiii),, jednoduse z ().
e Podminka (xiv),; je splnéna diky vlastnosti (a’) a kone¢nosti systému Q.

e Podminku (xv),;; zatim nemuzeme ovérit, nebot jsme doposud nedefinovali
¢islo k(n + 1), nicméné z vlastnosti (cs') a z ([£2) dostdvame alespon odhad

an+1Hoo < gk(n)/4 (48)

e Podminka (xvi),;1: V tuto chvili je nasim cilem mimo jiné definovat k(n + 1),
a to tak, aby vysledna posloupnost (k(n))zozo jednak byla neklesajici, jednak
rostla nade vsechny meze.

Pokud plati

M ({zelJQui sale) ¢ 0., U}) <2707,

polozme k(n + 1) := k(n) + 1. V opaéném pripadé budiz k(n + 1) := k(n). Tim
jsme podminku (xvi),4 ovéfili.

PovSimnéme si jesté, Ze takto definovand posloupnost (k(n)) je neklesajici.
Fakt, Ze roste nade vSechny meze, ovérime po dokonceni indukéniho kroku.
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1c) Ovéreni zbyvajicich podminek: Nynizbyva definovat systém Q,, 1 a vy-
poradat se s podminkami (i),51—(V)pi1, (Vil)ps1 @ (XV)pe1-
1. varianta: Pokud k(n+1) = k(n), pak — s vyuzitim Lemmatu [2] - naleznéme
krychlové déleni S mnoziny C'\ Fj,41), které je jednak zjemnénim Q7 jednak
pro néj plati

J(8) = h(S) < (L)

Diky tomu, ze Q" je zjemnénim Q,, plati i nerovnost h(S) < j(Q,) (viz
Lemma [I]).
Nyni staci polozit
Qn—i—l = 87
Zn+1 = Zna
¢imz jsou — v kombinaci s (46 — podminky (i),41 az (V)41 splnény. Podminka
(vii),41 plyne rovnéz piimo z definice Q,,1 a z (c3'). Pro ovéreni podminky

(XV)p41 staci vzit v ivahu nerovnost (4.8) a uvédomit si, ze posloupnost (i) je
klesajici.

2. varianta: Pokud ovSsem k(n + 1) > k(n), pfipomenme nejprve dvodni
predpoklad, ze F' C C, z n¢jz plyne Fyny1) © C. Jelikoz Finy1) je uzaviena
mnozina a mnozina C' je krychle, je jiz nutné A\, (C \ Fk(n+l)) > 0.

Naleznéme pomoci Lemmatu [ (O krychlovém déleni) aplikovaného na mno-
ziny C, F = Fy(ny1) a na e = min{27F+D 2710 (C\ Fy41)) } takové krychlové
déleni Q mnoziny C'\ Fjn+1), aby platilo

M (O (i ulJ Q) <.

Daéle naleznéme — s vyuzitim Lemmatu2— krychlové déleni S mnoziny C\ Fy(n 1),
které je jednak zjemnénim krychlového déleni Q, jednak pro néj plati

3(8) = h(S) < min{j(Q),j (L)}

Polozme

Znty = C'\ (Fk(n+1) ulJ Q> ;
Qny1 =8

a overme podminky (i),41—(V)nt1, (Vii)pa1, (XV),11 1 pro tento piipad.
e Podminky (i),41—(iil),41 vyplyvaji piimo z predchozich definic.
e Podminky (iv),41, (V)ns1 jsou v tomto piipadé prazdné.

e Podminka (vii),41: Zvolme @ € D(h(Q,+1)). Existuje-li krychle Q" € QF
s vlastnosti Q" NQ # (), pak z definice krychlového déleni 9,1 je Q C Q" a diky
(¢3”) je funkee v,4 1 konstantni na Q. Pokud naopak QN J Q7 = 0, je funkce vy,41
na mnoziné () konstantné rovna nule.

Rovnost v,,1(x) = 0 pro z € R?\ C je ziejmA.
e Podminka (xv),.1 vyplyvé z rovnosti k(n+1) = k(n)+ 1 a z nerovnosti (ZL.g]).

Tim je indukéni krok dokoncen.

25



2) Posloupnost (k(n)) roste nade vSechny meze: Dokdzeme, ze pro kazdé
n € Ny existuje m € N, m > n, pro néz je k(m) > k(n).

Predpokladejme pro spor, ze tomu tak neni, ¢ili ze existuje n € Ny takové,
ze pro véechna m > n, m € N, je k(m) = k(n). Z tohoto faktu a z vlastnosti
(V) (V) Plyne

UQn:UQm:UQfm prom2n7

¢ehoz budeme nadale vyuzivat.

Diky predpokladu k(m) = k(n), m > n, muzeme na k(m) pohlizet jako na
konstantu a pro zjednoduseni psat pouze k.
Z definice k(m + 1) — viz ovéfeni podminky (xvi),,+1 — plyne

by ({:v e JQui sulx) ¢ 8€kU}> >oh 1 > (4.9)
Oznacme
A(m) = {x € U Qn; Sm(z) ¢ 8gkU} , m>n.

Je-li Q" € Q;, krychle protinajici mnozinu A(m), potom sp,(rq/) ¢ Osc, /aU,
nebot diky [3)) je oscilace s, na Q" mensi nez /4.
Z (&) plyne, ze pro kazdé takové @' je

Ma({y € Q5 llsmar(y) — sm)ll > en/d}) > (1-27%) (@)

Z nerovnosti (£9) plyne, ze mira krychli ()’ € Q! protinajicich mnozinu A(m)
je alespon 27%71 tudiz

Ad ({y € U Qs I$ma1(y) — sm(¥)| = gk/4}) > (1 _ Q—k) ) 27;@,1’

coz je ve sporu s Lemmatem [0 (Konvergence v mife), pokud se nam podaii
dokézat, ze posloupnost (s,,) je bodové konvergentni.

Plat{, ze pro kazdé x € R posloupnost (s,,(x)) konverguje: Z (viii), pro
vSechna ¢ € Ny plyne, ze posloupnost s,,(z) — 0, (z) = Y-, we(z) konverguje
pro kazdé x € R% Spolu s vlastnostmi (ix),, (x), pro viechna ¢ € Ny a (xi), pro

vSechna ¢ € N dostdvame pomoci Lemmatu [ (Konvergence) pozadované.
Tudiz nutné existuje ptirozené ¢islo m* > n splnujici

Ad ({w € U Qi Sme—1(x) ¢ 8gk<n)U}> < 27Hm=L

coz je spor s ([@9) a ve vysledku tedy spor s k(m) = k(n) pro vSechna m > n.
Pro posloupnost (k:(n)) tedy plati

lim k(n) = oo. (4.10)

n—oo

Navic spolu s definici k(n) — viz ovéfeni podminky (xvi), — dostdvame, ze po-
sloupnost (k(n)) zobrazuje Ny na Nj.
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3) Zavér konstrukce pro pevné z € Z%: Diky vlastnosti (xii), pro vSechna
n € N a odhadtum pro konstanty ¢, je fada )~ ¢, konvergentni a fada >~ u,
dokonce stejnomérné konvergentni, takze mizeme definovat funkci u: R — R
predpisem

u(z) == — Z Cn + Zun(az) pro z € R
n=0 n=0

Pripomeiime znaceni s,(r) = >.,_, Vu,(z), z € R a ovéime podminky
Lemmatu [1 (Diferencovatelnost) pro posloupnost funkei (u,)3:
e Podminka (a)p: Z rovnosti s,(z) — o,(x) = > ;_,wk a z podminky (viii),,
n € Ny, vyplyvd pro kazdé x € R? konvergence posloupnosti (s,(x) — o,(z)).
Diky vlastnostem (ix),, (x), pro vSechna n € Ny a (xi),, pro vSechna n € N jsou
splnény i zbyvajici podminky Lemmatu [l (Konvergence), tudiz posloupnost (s,,)
je bodové konvergentni.

e Podminka (b)p: Mimo mnozinu C je funkce Vu, (jakoz i funkce w,,) nulova.
Staci tedy dokézat, ze posloupnost (Vu, ) konverguje stejnomérné na C'. Slozenim

limit (A1) a (£I0) dostavéame, ze

lim 5k(n) =0.

n—oo

Pro kazdé n € Ny vyplyva z vlastnosti (viii),, a (xv),, nerovnost
[Vunlloo < ||vnlles + lwnlloe < €xmy-1/4 427",

ze které je jiz stejnomérna konvergence (Vu,,) ziejma.
e Podminka (¢)p plyne pfimo z (xii),, n € N.
e Podminka (d)p plyne piimo z (xiii),, n € N.

Z Lemmatu [ (Diferencovatelnost) tedy vyplyva, ze funkce u je (vsude) dife-
rencovatelnd a ze funkce Vu je bodovou limitou posloupnosti (s,). Z vlastnosti
(ix),, pro vSechna n € Ny navic plyne, ze Vu(z) € U pro kazdé z € R%.

Pro lepsi ptrehlednost definujme jesté pomocnou posloupnost nezapornych
celych ¢isel (NVg)72,. O posloupnosti (k:(n)) vime, ze je nejen neklesajici, ale
navic i na Ny. Pro kazdé £ € Ny tudiz existuje pravé jedno n € Ny spliujici
k(n+1) > k(n) a zaroven k(n) = k; a praveé pro toto n definujeme Ny := n. Plati
tedy k(Ny) = ¢ pro kazdé ¢ € Ny. Déle plati

lim N, = oo. (4.11)
k—o00
Podminku (xvi),, n € N, nyni muzeme pieformulovat takto: Pro kazdé k € Ny
plati

A <{x el sm() ¢ aEkU}) < 97k, (4.12)

Ukazme, Ze plati (Vu)(F) C U. Pro libovolné € F je bud z € R\ C, a
tedy Vu(z) =0 € U, nebo nalezneme néjaké k € N (naptiklad nejmensi takové),
pro které x € Fy N C. Potom pro vsechna n > Ny je Vu,(z) = 0 a z rovnosti
Vu(z) = sy, (z) a podminky (ix)y, vyplyva zadané.
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Pro kazdé k, ¢ € N, k < /7, plati
{x e C\F; sy,(x) ¢ 0.,U} C{z e C\ Fy; sy, (x)¢0.,U}
C Zy,U {[L’ € U On,; sn,(x) ¢ 8EZU} :
procez s vyuzitim (ii)y, a (£I2) dostdvame
N({z € C\F; sy,(2) ¢ 0.,UF) <271 42701 =270

Diky [@II) platf lim, o sy, (z) = Vu(z) pro kazdé x € RY, z éehoz vyplyva
inkluze

{z € C\F; Vu(x)gé@}CUﬂ{xEC\F; sn,(z) ¢ 0., U} .

=k j=t
Posloupnost mnozin (ﬂ;’ig {z e C\F; sy,(x) ¢ aEkU}>:°k je rostouci, tudiz pro
kazdé k € N je -
A ({z € C\F; Vu(z) ¢ 0.,U}) < Klim Ad (ﬂ {z e C\F; sy, () ¢ 8€kU})

—00

j=t
< Klim Mi({z € C\ F; sy,(z) ¢ 0.,U})
—00

< lim 27 = 0.

T l—oo
Limitnim prechodem k& — oo dostavame z rovnosti
A ({z€C\F; Vu(z) ¢ 0,,U}) =0
kyzené

M({z € C\ F; Vu(z) ¢ 0U}) = 0.

4) Upln}'f zavér: Vyse popsanou konstrukei se ndm podafilo pro pevné z € Z¢
zkonstruovat diferencovatelnou funkci u*: R? — R (vratme se nynf zpatky k plné-
mu znaceni s indexem z, aby nedoslo k mylce), pro niz je

w(r) =0 a Vu*(z)=0 prokazdézc R\ C* (4.13)
a ktera odpovidajicim zpusobem splnuje pozadavky dokazované véty, jmenovitée

Vu*(z) € U pro véechna z € R%,

Vu®(x) € U pro vSechna z € F),

Vu®(x) € OU pro Ag-skoro vsechna x € C* \ F,
piicemz v prvnich dvou bodech vyuzivdme pro z € R?\ C* toho, Ze mnozina U
obsahuje pocatek.

Definujme funkci u: R — R predpisem



pricemz korektnost definice vyplyva z disjunktnosti krychli C*', C*? pro z; # 2o,
21,22 € Z%, a z vlastnosti [@I3) funkef u®. Jelikoz je systém krychli {C*; = € Z?}
lokdlné konecny, je — opét s pouzitim ([LI3]) — funkce u diferencovatelnd a pro
kazdé x € R? plati rovnost

Vu(x) = Z Vu*(x).

2€74

Pro poradek jeste dodejme, ze ze o-aditivity miry Ay vyplyva Vu(z) € U
pro \g-skoro vsechna z € R?\ F.
Ted’ jiz nic nebrani konstatovani, Ze funkce u je hledanym fesenim. O]

Uvedme jesté jednoduché zobecnéni piedchozi véty — mnozina U nemusi ob-
sahovat pocatek.

Véta 9. Pro kaZdé prirozené d > 2, pro kazZdou neprdzdnou otevrrenou omeze-
nou mnozinu U C RY a pro kaZdou mnozinu F C R? typu F, existuje vsude
diferencovatelnd funkce u: R — R takovd, Ze

Vu(x) € U pro viechna x € RY,
Vu(z) € U pro vsechna x € F,
Vu(x) € OU pro Ag-skoro viechna x € R%\ F.

Diikaz. Bud 7 libovolny bod mnoziny U. Aplikujme Vétu R na otevienou omeze-
nou mnozinu U’ = {z — T; x € U} obsahujici pocatek a na mnozinu F. Ziskdme
funkci w s odpovidajimi vlastnostmi.
Definujme pro kazdé = € R? funkci u: R? — R predpisem u(z) = u(z)+(z,T).
Potom plati
Vu(z) = Vu(r) +7, z€R%

diky ¢emuz muzeme uzavftit, ze funkce u spliuje vsechny pozadavky. O]
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