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Seznam použitého značeńı

V celé práci uvažujeme na prostorech R a Rd standardńı eukleidovskou metriku.
Prostor Rd uvažujeme vždy pro d ≥ 2.

N přirozená č́ısla
N0 přirozená č́ısla včetně nuly
Z celá č́ısla
R reálná č́ısla
R+ kladná reálná č́ısla
Rd d-rozměrný eukleidovský prostor

B(x, r) otevřená koule o středu x a poloměru r > 0

M uzávěr množiny M
∂M hranice množiny M
intM vnitřek množiny M
diamM pr̊uměr množiny M
dist(x,M) vzdálenost bodu x od množiny M

f−1(M) vzor množiny M při zobrazeńı f

A ⊂ B A je podmnožinou B, připoušt́ı se i rovnost množin A = B
A ( B A je vlastńı podmnožinou B

‖ · ‖ norma odpov́ıdaj́ıćı eukleidovské metrice
‖ · ‖∞ supremová norma



· , ·
�

standardńı skalárńı součin na Rd

C(Rd) spojité funkce na prostoru Rd

C1(Rd) spojitě diferencovatelné funkce na prostoru Rd

C∞(Rd) hladké funkce na prostoru Rd

λd d-rozměrná Lebesguova mı́ra

Následuj́ıćı pojmy jsou bĺıže defnovány v kapitole Základńı pojmy a značeńı.

rQ roh krychle Q
Q ⊏ Q′ krychle Q je podkrychĺı krychle Q′

h(Q) hrubost krychlového děleńı Q
j(Q) jemnost krychlového děleńı Q
osc(f, ε) oscilace funkce f
oscM(f) oscilace funkce f na množině M
[a; b] úsečka
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Úvod do problematiky

Během XIV. letńıho symposia Real Analysis Exchange v červnu roku 1990 formu-
lovali Cliford E. Weil, Zoltán Buczolich a Jack Ceder následuj́ıćı problém, který
později vešel ve známost jako Weil̊uv gradientový problém, viz [9].

Weil̊uv gradientový problém. Mějme f : R → R diferencovatelnou funkci a

bud’ f ′ jej́ı derivace. Podle Denjoy–Clarksonovy vlastnosti je pro každý otevřený

interval (a, b) množina (f ′)−1
(

(a, b)
�

bud’ prázdná, nebo kladné Lebesguovy mı́ry.

Otázkou je, plat́ı-li analogická vlastnost i pro funkce v́ıce proměnných.

Mějme f : Rd → R diferencovatelnou funkci a bud’ ∇f jej́ı gradient, což je

funkce z Rd do Rd. Bud’ G otevřená neprázdná podmnožina Rd. Je pravda, že

(∇f)−1(G) je bud’ prázdná, nebo má kladnou Lebesguovu mı́ru?

Než přejdeme k řešeńı Weilova gradientového problému, zdržme se na chv́ıli
u funkćı jedné reálné proměnné. Mějme diferencovatelnou funkci f : R → R a
jej́ı derivaci f ′ : R → R. Je dobře známo, že funkce f ′ má Darbouxovu vlastnost
(neboli nabývá všech mezihodnot) a je prvńı Baireovy tř́ıdy (což je ekvivalentńı
tomu, že vzory otevřených množin jsou množiny typu Fσ) – viz např. [1, Věta 4.1,
resp. Věta 1].

Nezávisle na sobě dokázali roku 1916 Arnaud Denjoy (viz [5]) a roku 1947
James A. Clarkson (viz [4]) daľśı zaj́ımavou vlastnost derivace funkce jedné reálné
proměnné – dnes známou jako Denjoy–Clarksonova vlastnost – totiž že pro každou
otevřenou neprázdnou množinu G ⊂ R je množina (f ′)−1(G) bud’ prázdná, nebo
kladné 1-rozměrné Lebesguovy mı́ry.

Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě je situace mnohem zaj́ımavěǰśı. Mějme opět dife-
rencovatelnou funkci f : Rd → R, d ≥ 2, a jej́ı gradient ∇f : Rd → Rd. V roce
2002 zkonstruoval Z. Buczolich diferencovatelnou funkci f : R2 → R, pro niž je
(∇f)−1

(

B(0, 1)
�

neprázdná množina nulové 2-rozměrné Lebesguovy mı́ry, č́ımž
Weil̊uv gradientový problém vyřešil – ve vyšš́ı dimenzi funkce ∇f obecně nemá

Denjoy–Clarksonovu vlastnost, viz [3].

Funkce f , kterou v článku [3] Z. Buczolich zkonstruoval, je limitou funkćı
hn, pro něž je – mimo jiné – třeba ukázat, že posloupnost (∇hn) je bodově
konvergentńı. Tuto pasáž výrazně zjednodušili v článku [8] z roku 2006 Jan Malý
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a Miroslav Zelený využit́ım speciálńı nekonečné hry dvou hráč̊u, kterou nazvali
hra bod–př́ımka (článek [8] v návaznosti na [3] pojednává pouze o dimenzi d = 2).

Hra bod–př́ımka. Bud’ B = B(0, R) otevřená koule v R2. Hra bod–př́ımka

sestává z nekonečné posloupnosti tah̊u. Prvńı hráč voĺı body ak ∈ B, druhý hráč

voĺı př́ımky pk ⊂ R2, přičemž dodržuj́ı následuj́ıćı pravidla: V prvńım tahu zahraje

prvńı hráč libovolný bod a1 ∈ B a druhý hráč následně zvoĺı př́ımku p1 procházej́ıćı
bodem a1, tedy a1 ∈ p1. V k-tém tahu nejprve zvoĺı prvńı hráč bod ak ∈ B ∩ pk−1

a následně druhý hráč zvoĺı př́ımku pk, pro nǐz ak ∈ pk.
Druhý hráč vyhrává, pokud posloupnost (ak) konverguje, v opačném př́ıpadě

vyhrává prvńı hráč.

Věta ([8], Věta 1.2). Ve hře bod–př́ımka má vyhrávaj́ıćı strategii druhý hráč.

Pro vyšš́ı dimenze se hra bod–př́ımka dá vcelku př́ımočaře přeformulovat na
hru bod–nadrovina, přičemž z technických d̊uvod̊u je př́ıhodněǰśı na tahy druhého
hráče pohĺıžet jako na volbu jednotkového vektoru z Rd, který je kolmý na př́ı-
slušnou nadrovinu.

Hrou bod–nadrovina, jakož i daľśımi obměnami hry bod–př́ımka, se v článku
[6] z roku 2007 zabývali Robert Deville a Étienne Matheron. Mimo jiné dokázali,
že druhý hráč má ve hře bod–nadrovina vyhrávaj́ıćı taktiku, čili že existuje takové
zobrazeńı t : B(0, R) → {v ∈ Rd; ‖v‖ = 1}, že druhý hráč ve hře bod–nadrovina
vyhraje, pokud ve svém k-tém tahu hraje jednotkový vektor t(ak), kde ak je bod
zvolený prvńım hráčem v jeho k-tém tahu, k ∈ N.

Je přirozené se tázat, jak
”
malé“ mohou vzory gradientového zobrazeńı být.

Začátkem devadesátých let dvacátého stolet́ı dokázal v článku [2] Z. Buczolich
následuj́ıćı dolńı odhad Hausdorfovy dimenze.

Věta (Buczolich). Bud’ f : Rd → R diferencovatelná funkce a bud’ G ⊂ Rd

otevřená množina. Potom je (∇f)−1(G) bud’ prázdná množina, nebo má klad-

nou 1-dimenzionálńı Hausdorfovu mı́ru.

V článku [10] z roku 2008 pak M. Zelený ukázal optimálnost předchoźıho
odhadu, když pro každé d ≥ 2 zkonstruoval diferencovatelnou funkci f : Rd → R,
pro niž je (∇f)(0) = 0 a množina (∇f)−1

(

B(0, 1)
�

má Hausdorfovu dimenzi 1.
Při této konstrukci opět využil hry bod–nadrovina, přičemž nalezeńım spojité
taktiky pro druhého hráče dále ześılil výsledek z článku [6].

V již zmı́něném článku [6] se R. Deville a É. Matheron pustili do zobecněńı
Buczolichova (proti)př́ıkladu z jiného směru. Pro každou otevřenou omezenou
množinu U ⊂ Rd, d ≥ 2, obsahuj́ıćı počátek zkonstruovali diferencovatelnou
funkci f : Rd → R, pro niž je jednak (∇f)(Rd) ⊂ U a jednak (∇f)(x) ∈ ∂U
pro λd-skoro všechna x ∈ Rd. V souvislosti s jejich výsledkem si můžeme klást
následuj́ıćı otázku.

Otázka. Pokud bychom předem zvolili množinu F , po ńıž bychom požadovali
(∇f)(F ) ⊂ U , je stále možné nalézt diferencovatelnou funkci f : Rd → R tak,
aby platilo

λd
(

{x ∈ Rd \ F ; ∇f(x) ∈ U}
�

= 0 ?
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Jelikož ∇f je funkce prvńı Baireovy tř́ıdy, je na mı́stě formulovat předchoźı
otázku pro množiny F typu Fσ. T́ım jsme se dostali k př́ınosu právě předkládané
diplomové práce, nebot’ v kapitole Hlavńı výsledek dokážeme následuj́ıćı větu
zobecňuj́ıćı Deville–Matheron̊uv výsledek.

Věta 8. Pro každé přirozené d ≥ 2, pro každou otevřenou omezenou množinu

U ⊂ Rd obsahuj́ıćı počátek a pro každou množinu F ⊂ Rd typu Fσ existuje všude

diferencovatelná omezená funkce u : Rd → R taková, že

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ Rd,

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ F,

∇u(x) ∈ ∂U pro λd-skoro všechna x ∈ Rd \ F.

1.2 Otevřené problémy

Z předchoźıch odstavc̊u je patrné, že při zkoumáńı
”
malosti“ vzor̊u gradientového

zobrazeńı existuje stále prostor pro daľśı bádáńı. Formulujme jej do otázky.

Otázka. Necht’ d ≥ 2, bud’ F ⊂ Rd neprázdná množina typu Fσ a bud’ N pod-
množina Rd. Je-li u : Rd → R diferencovatelná funkce, pro niž

(∇u)−1
(

B(0, 1)
�

= F ∪N,
jak

”
malá“ – ve smyslu Hausdorfovy dimenze – může množina N být?

Z výše uvedené Buczolichovy věty plat́ı dolńı odhad dimH(F ∪N) ≥ 1. Postu-
pem, který použ́ıváme v d̊ukazu Věty 8, se obecně nepodař́ı zkonstruovat funkci
u, pro niž by byla dimHN < d− 1, nebot’ funkce u = 0 přinejmenš́ım na množině
∂[0,1)d (podrobnosti viz d̊ukaz př́ıslušné věty). Otázka, zda postupem z d̊ukazu
Věty 8 je skutečně možné dosáhnout alespoň dimHN = d − 1, z̊ustává rovněž
otevřená.

Pro výsledky typu dimHN < d − 1, d ≥ 3, je nutné zásadně změnit volbu
pokryt́ı množiny Rd. V d̊ukazu Věty 8 je základńı pokryt́ı tvořené množinami
[0, 1)d + z, z ∈ Zd, které ovšem z výše uvedených d̊uvod̊u nejsou v tomto př́ıpadě
vhodné. V článku [10] využ́ıvá M. Zelený pro pokryt́ı otevřené množiny Besico-
vitchovu pokrývaćı větu, ovšem takové pokryt́ı přináš́ı do konstrukce funkce u
nové výzvy (např́ıklad nedisjunktnost a absenci

”
zjemňováńı“), s kterými je třeba

se teprve vypořádat.

1.3 Struktura práce

Ve druhé kapitole zavedeme základńı pojmy a značeńı, které budeme v práci
použ́ıvat, př́ıpadně upřesńıme defnici těch pojmů, které nemaj́ı široce zavedený
jednotný význam.

Ve třet́ı kapitole uvád́ıme lemmata potřebná pro d̊ukaz stěžejńı věty celé práce.
Všechna lemmata jsou uvedena pro př́ıpad Rd, d ≥ 2, ovšem pouze v př́ıpadě
Lemmatu 5 (Konvergence) je podmı́nka d 6= 1 nezbytná.
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Přitom Lemma 5 je v předloženém d̊ukazu Věty 8 jedńım z kĺıčových –
zajǐst’uje konvergenci

”
aproximuj́ıćı“ posloupnosti (∇un). Základem tohoto lem-

matu neńı nic jiného než nekonečná hra dvou hráč̊u maj́ıćı p̊uvod v článku [8]
a zobecněná v článku [6].

Ve čtvrté – posledńı – kapitole je dokázana Věta 8. Základńı myšlenka jej́ıho
d̊ukazu pocháźı z článku [6], ovšem kv̊uli striktněǰśım požadavk̊um na hledanou
funkci vyžaduje d̊ukaz řadu technických odlǐsnost́ı.
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Kapitola 2

Základńı pojmy a značeńı

• Podmnožinu Rd tvaru 1
2n
[0,1)d + z + p, kde z ∈ Zd, p ∈

�

0, 1
2n
, 2
2n
, . . . , 2

n−1
2n

	d
,

n ∈ N0, nazveme dyadickou krychĺı. Jelikož v celém textu nebudeme pracovat
s jiným typem krychĺı než dyadickým, budeme mı́sto pojmu dyadická krychle
zhusta použ́ıvat pouze zkrácené krychle.

• Rohem krychle Q = 1
2n
[0,1)d + z + p nazýváme bod rQ = z + p. Povšimněme

si, že pro každou krychli Q plat́ı, že rQ ∈ Q.

• Bud’te Q,Q′ krychle v Rd. Pokud plat́ı Q ⊂ Q′ a existuje m ∈ N0 takové, že

1

2m
(Q′ − rQ′) = Q− rQ,

pak řekneme, že krychle Q jest podkrychĺı krychle Q′. Tuto skutečnost znač́ıme
Q ⊏ Q′.

Poznámka 1. Všimněme si, že jsou-li Q,Q′ dvě krychle v Rd, pak nastává právě
jedna ze tř́ı možnost́ı: bud’ Q ∩Q′ = ∅, nebo Q ⊏ Q′, nebo Q′

⊏ Q.
Tuto vlastnost množin typu krychle (bud’ disjunktnost, anebo inkluze) bu-

deme často využ́ıvat.

• Řekneme, že neprázdný konečný systém Q je krychlovým děleńım množiny
M ⊂ Rd, pokud

(i) každé Q ∈ Q je krychle,

(ii) pro každé Q,Q′ ∈ Q je Q ∩Q′ = ∅,

(iii)
SQ ⊂M .

• Řekneme, že konečný systém Q je krychlovým rozděleńım krychle Q ⊂ Rd,
pokud je krychlovým děleńım Q a zároveň

SQ = Q.

Poznámka 2. Ještě než přejdeme k defnici daľśıch pojmů, zd̊urazněme rozd́ıl mezi
krychlovým děleńım a krychlovým rozděleńım. Oba tyto systémy sestávaj́ı z po
dvou disjunktńıch krychĺı, jsou neprázdné a konečné, nicméně

(1) krychlové děleńı množiny M ji (obecně) nepokrývá,

(2) krychlové rozděleńı množiny M ji pokrývá, ale cenou za tuto vlastnost je
omezeńı pro množinu M – požadujeme, aby byla typu krychle.
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• Bud’te Q,Q′ dvě krychlová děleńı téže množiny v Rd. Řekneme, že Q je
zjemněńım Q′, pokud

SQ =
SQ′ a zároveň pro každé Q ∈ Q existuje Q′ ∈ Q′

splňuj́ıćı Q ⊏ Q′.
Povšimněme si ještě, že d́ıky požadavku disjunktnosti krychlového děleńı je

krychle Q′ určena jednoznačně.

Poznámka 3. Vlastnost
”
být zjemněńım“ je tranzitivńı. Jsou-li Q,Q′,Q′′ tři

krychlová děleńı téže množiny v Rd, Q je zjemněńım Q′ a Q′ je zjemněńım Q′′,
pak je z defnice zřejmé, že Q je zjemněńım Q′′.

• Pro krychlové děleńı Q množiny M ⊂ Rd defnujme ještě dvě veličiny

h(Q) = max
Q∈Q

{diamQ} a j(Q) = min
Q∈Q

{diamQ} ,

přičemž č́ıslo h(Q) nazýváme hrubost́ı krychlového děleńı Q a č́ıslo j(Q) jemnost́ı

krychlového děleńı Q.
Obou extrémů se nabývá, nebot’ krychlové děleńı je neprázdné a konečné.

Lemma 1. Pro každé krychlové děleńı Q množiny M ⊂ Rd plat́ı nerovnost

j(Q) ≤ h(Q). Je-li krychlové děleńı Q zjemněńım krychlového děleńı Q′, pak

plat́ı j(Q) ≤ j(Q′) a h(Q) ≤ h(Q′).

D̊ukaz. Plyne př́ımo z defnic.

Lemma 2. Pro každé krychlové děleńı Q množiny M ⊂ Rd a pro každé č́ıslo

h > 0 lze nalézt krychlové děleńı Q′, jež je jednak zjemněńım Q, jednak splňuje

j(Q′) = h(Q′) ≤ h.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z defnic.

• Bud’ Q ⊂ Rd krychle a necht’ je funkce u defnována alespoň na Q. Řekneme, že
u je po částech konstantńı na Q, pokud existuje Q krychlové rozděleńı Q takové,
že na každé krychli Q′ ∈ Q je u konstantńı.

• O funkci u : Rd → R řekneme, že je nenulová, pokud existuje alespoň jedno
x ∈ Rd takové, že u(x) 6= 0, což je ekvivalentńı ‖u‖∞ 6= 0.

• Oscilaci funkce f : Rd → Rd defnujeme pro každé ε > 0 předpisem

osc(f, ε) = sup
�

‖f(x)− f(y)‖; ‖x− y‖ < ε, x, y ∈ Rd
	

.

• Oscilaci funkce f : Rd → Rd na množině M ⊂ Rd defnujeme předpisem

oscM(f) = sup {‖f(x)− f(y)‖; x, y ∈M} .

• Bud’te a, b ∈ Rd, a 6= b. Množinu {at+ (1− t)b; 0 ≤ t ≤ 1} nazýváme úsečkou
a znač́ıme ji [a; b].

• O systému S podmnožin Rd řekneme, že je lokálně konečný , jestliže pro každé
x ∈ Rd existuje takové r > 0, že koule B(x, r) prot́ıná nejvýše konečně mnoho
prvk̊u S.
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Kapitola 3

Lemmata

Lemma 3 (Duny). Mějme nenulový vektor a ∈ Rd, Q krychli v Rd a ε > 0.
Potom existuje omezená funkce u : Rd → R tř́ıdy C∞(Rd) a krychlové rozděleńı Q
krychle Q takové, že

(a) u je nulová na okoĺı ∂Q a ‖u‖∞ < ε,

(b) λd
(

{x ∈ Q; ∇u(x) = −a nebo ∇u(x) = a}
�

≥ (1− ε)λd(Q),

(c) lze psát ∇u(x) = v(x) + w(x) pro každé x ∈ Rd, přičemž

(c1) ‖w‖∞ < ε,

(c2) {v(x); x ∈ Q} ⊂ [−a; a],
(c3) funkce v je konstantńı na každé krychli Q′ ∈ Q.

Důkaz Lemmatu 3 (Duny) je v podstatě převzat z článku [6, Lemmatu 4.4.].
Nicméně jelikož

”
vlńıćı se“ funkce u je v d̊ukazu Věty 8 základńım stavebńım

kamenem celé konstrukce zajǐst’uj́ıćım gradient
”
správného směru a velikosti“ na

”
dostatečně velké“ množině, uvád́ıme pro lepš́ı představu nejen zněńı lemmatu,
nýbrž i jeho d̊ukaz. U ostatńıch lemmat převzatých z článku [6] uvád́ıme pouze
jejich zněńı.

D̊ukaz. Bud’ m přirozené č́ıslo, které urč́ıme později. Zvolme 1-periodickou funkci
ϕ : R → R tř́ıdy C∞(R) takovou, že ‖ϕ′‖∞ ≤ 1, ϕ′(x) = 0 pouze v bodech
x ∈ {1

2
k; k ∈ Z} a

�

t; 0 ≤ t < 1, |ϕ′(t)| < 1
	

⊂
h

0, α
�

∪
�1

2
− α,

1

2
+ α

�

∪
�

1− α, 1
�

kde α > 0 rovněž urč́ıme později.

Dále bud’ ψ : Rd → [0, 1] funkce tř́ıdy C∞(Rd), která je nulová na okoĺı množiny
Rd \ intQ a splňuje nerovnost

λd
(

{x ∈ Q; ψ(x) = 1}
�

≥ (1− ε/2)λd(Q). (3.1)

Defnujme funkci u pro x ∈ Q předpisem

u(x) =
ϕ
(

m〈x, a〉
�

· ψ(x)
m

.
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Jelikož je funkce ψ nulová na okoĺı ∂Q, můžeme funkci u rozš́ı̌rit nulou na
Rd \Q, přičemž tato nová funkce je tř́ıdy C∞(Rd). Značme ji rovněž u. Z defnice
funkce u vyplývá, že

bude-li m dostatečně velké, je podmı́nka (a) splněna. (3.2)

Zaměřme se nyńı na podmı́nky (b) a (c): Rutinńım výpočtem ∇u(x) snadno
ověř́ıme, že pro každé x ∈ Rd je

∇u(x) = ϕ′(m〈x, a〉) · ψ(x) · a+ ϕ(m〈x, a〉) · ∇ψ(x)
m

. (3.3)

Defnujme pro x ∈ Rd funkce v1, w1 předpisem

v1(x) = ϕ′(m〈x, a〉) · ψ(x) · a a w1(x) =
ϕ(m〈x, a〉) · ∇ψ(x)

m
,

tedy ∇u(x) = v1(x) + w1(x).
Z vlastnost́ı ‖ϕ′‖∞ ≤ 1 a ‖ψ‖∞ ≤ 1 vyplývá, že {v1(x); x ∈ Rd} ⊂ [−a; a].

Dále je zřejmé, že

pro dostatečně velké m je ‖w1‖∞ < ε/2. (3.4)

Nyńı již můžeme č́ıslom zafxovat – a to tak, aby byla splněna jak podmı́nka (3.2),
tak (3.4).

Z vlastnost́ı funkce ϕ plyne, že množinu {x ∈ Q; ϕ′(m〈x, a〉) = 0} lze pokrýt
konečně mnoha úsečkami. Označme jejich sjednoceńı P . Množina P je kompaktńı,
nebot’ je konečným sjednoceńım kompaktńıch množin (úseček), a plat́ı λd(P ) = 0.
Dı́ky regularitě mı́ry λd nalezneme otevřenou množinu G ⊂ Rd splňuj́ıćı P ⊂ G
a λd(G) < λd(Q) · ε/2.

Množina Rd \ G je uzavřená. Jej́ı vzdálenost od kompaktńı množiny P ⊂ G
je tud́ıž kladná, označme ji δ. Nyńı již můžeme zvolit α, a to tak, aby 0 < α < δ.

Sledujme řetězec inkluźı

{x ∈ Q; |ϕ′(m〈x, a〉)| < 1} ⊂ {x ∈ Q; dist(x, P ) < α}
⊂ {x ∈ Q; dist(x, P ) < δ} ⊂ G,

z nějž vyplývaj́ı nerovnosti

λd
(

{x ∈ Q; |ϕ′(m〈x, a〉)| < 1}
�

≤ λd(G) < λd(Q) · ε/2,

a tedy plat́ı

λd
(

{x ∈ Q; |ϕ′(m〈x, a〉)| = 1}
�

≥ (1− ε/2)λd(Q). (3.5)

Z nerovnost́ı (3.1) a (3.5) vyplývá nerovnost

λd
(

{x ∈ Q; ψ(x) = 1 a |ϕ′(m〈x, a〉)| = 1}
�

≥ (1− ε)λd(Q),

ze které je již platnost podmı́nky (b) patrná – stač́ı si připomenout předpis funkce
∇u – viz (3.3) – a uvědomit si, že∇ψ(x) = 0, kdykoliv ψ(x) nabývá své maximálńı
hodnoty 1.
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Zbývá defnovat funkce v a w a ověřit podmı́nku (c). Funkce v1 je tř́ıdy
C∞(Rd), tud́ıž je spojitá na kompaktńı množině Q a jako taková je na Q i stej-
noměrně spojitá. Mimo množinu Q je funkce v1 nulová, tedy je možné zvolit
takové p ∈ N, aby platilo

osc(v1,
√
d · 2−p) < ε/2. (3.6)

Označme
Q =

�

r + 2−p(Q− rQ); r ∈ 2−p Zd ∩Q
	

,

což je zjevně krychlové rozděleńı krychle Q, a defnujme funkci v : Rd → R

předpisem

v(x) =

(

v1(rQ′), pokud existuje nějaké Q′ ∈ Q, pro které je x ∈ Q′,

0, x ∈ Rd \SQ.

Jelikož systém Q sestává – jako každé krychlové rozděleńı – z konečně mnoha po
dvou disjunktńıch krychĺı a krychli Q pokrývá, je zřejmé, že předchoźı defnice je
korektńı, funkce v je konstantńı na každé krychli Q′ ∈ Q a je nulová na množině
Rd \Q. Tedy podmı́nka (c3) je splněna.

Pro každou krychli Q′ ∈ Q plat́ı diamQ′ =
√
d·2−p, což spolu s (3.6) a defnićı

funkce v1 dává nerovnost
‖v1 − v‖∞ < ε/2. (3.7)

Stejně jako pro funkci v1 plat́ı i pro funkci v inkluze {v(x); x ∈ Q} ⊂ [−a; a],
tud́ıž podmı́nka (c2) je též splněna.

Na závěr položme

w(x) = w1(x) + v1(x)− v(x) pro x ∈ Rd.

Potom pro všechna x ∈ Rd plat́ı∇u(x) = v(x)+w(x). Z trojúhelńıkové nerovnosti
a z odhad̊u (3.4) a (3.7) vyplývá posledńı chyběj́ıćı vlastnost – (c1), nebot’

‖w‖∞ ≤ ‖w1‖∞ + ‖v1 − v‖∞ < ε.

T́ım jsou všechny podmı́nky splněny a lemma je dokázáno.

Lemma 4 (O krychlovém děleńı). Pro každé ε > 0, pro každé z ∈ Zd a pro

každou množinu F ⊂ Rd uzavřenou v množině Cz = [0,1)d + z existuje krychlové

děleńı Q množiny Cz \ F takové, že

λd

�

Cz \
�

F ∪
[

Q
��

< ε. (3.8)

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že z = 0, nebot’ pro z 6= 0
můžeme vše převést na př́ıpad z = 0 pouhou translaćı všech zúčastněných množin
o −z a následuj́ıćı konstrukce je translačně invariantńı. Mějme tedy z = 0.

V př́ıpadě, že F = [0,1)d, je podmı́nka (3.8) splněna pro Q = ∅. V př́ıpadě,
že F ∩ [0,1)d = ∅, položme Q =

�

[0,1)d
	

, č́ımž je d̊ukaz rovněž hotov. Nadále
předpokládejme, že F ∩ [0,1)d 6= ∅ a F ( [0,1)d.
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Pro každé n ∈ N0 označme

Dn =

(

1

2n
[0,1)d + p; p ∈

�

0,
1

2n
,
2

2n
, . . . ,

2n − 1

2n

�d
)

,

tedy Dn je krychlovým rozděleńım [0,1)d a pro každéQ ∈ Dn je diamQ =
√
d·2−n.

Induktivně zkonstruujeme systémy krychĺı Qn, n ∈ N0. Pro začátek položme

Q0 = ∅.

Známe-li již Qj pro j ∈ {0, 1, . . . , n}, položme

Qn+1 =

(

Q ∈ Dn+1; Q ∩ F = ∅ a zároveň Q ∩
n
[

j=0

[

Qj = ∅
)

.

Označme Qn =
Sn

j=0 Qj, n ∈ N0. Z konstrukce vyplývá, že systém Qn je

krychlovým děleńım množiny [0,1)d \ F a plat́ı
SQn ⊂ SQn+1, n ∈ N0.

Z uzavřenosti množiny F v [0,1)d vyplývá, že

∞
[

n=0

[

Qn = [0,1)d \ F,

nebot’ pro každé x ∈ [0,1)d \ F je možné nalézt r > 0 takové, že B(x, r) ∩ F = ∅,
a nejpozději pro nejmenš́ı přirozené č́ıslo m vyhovuj́ıćı nerovnosti

√
d · 2−m < r

plat́ı x ∈ SQm. Opačná inkluze je zřejmá.

Nyńı si stač́ı uvědomit, že z obecných vlastnost́ı mı́ry pro každou rostoućı
posloupnost množin (

SQn) plat́ı

λd

 

∞
[

n=0

[

Qn

!

= lim
n→∞

λd

�

[

Qn
�

,

d́ıky čemuž již lehce nalezneme takové m ∈ N, aby platilo

λd

�

[0,1)d \
�

F ∪
[

Qm
��

< ε,

a systém Qm je tedy hledaným krychlovým děleńım.

Lemma 5 (Konvergence). Bud’ U ⊂ Rd otevřená omezená množina a bud’ B =
B(0, R) ⊂ Rd koule splňuj́ıćı U ⊂ B. Potom existuje zobrazeńı t : B → Rd maj́ıćı

následuj́ıćı vlastnost: Je-li (sn) posloupnost prvk̊u U , (σn) posloupnost prvk̊u B,

posloupnost (sn−σn) konverguje a pro každé n ∈ N plat́ı, že



t(σn), σn+1−σn
�

= 0,

potom konverguje rovněž posloupnost (sn) k nějakému s ∈ U .

D̊ukaz. Viz Lemma 4.5 článku [6].
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Lemma 6 (Konvergence v mı́̌re). Bud’ µ borelovská mı́ra a M ⊂ Rd µ-měřitelná

množina taková, že µ(M) < ∞. Bud’ (fn)
∞
n=1 bodově konvergentńı posloupnost

spojitých funkćı z Rd do Rd. Potom pro každé ε > 0 plat́ı, že

lim
n→∞

µ
�

�

x ∈M ; ‖fn+1(x)− fn(x)‖ ≥ ε
	

�

= 0.

D̊ukaz. Spojitá funkce je pro borelovskou mı́ru µ měřitelná a skoro všude koneč-
ná. Lemma tud́ıž př́ımo vyplývá z toho, že pro konečné mı́ry konvergence skoro
všude implikuje konvergenci v mı́̌re. Viz např́ıklad [7, kapitola 2.3.8].

Lemma 7 (Diferencovatelnost). Necht’ (un)
∞
n=1 je posloupnost funkćı z Rd do R

tř́ıdy C1(Rd) splňuj́ıćı, že

(a)D řada
P∞

n=1 ∇un bodově konverguje,

(b)D (∇un)∞n=1 konverguje stejnoměrně k 0,

(c)D lim
n→∞

‖un+1‖∞
‖un‖∞

= 0,

(d)D lim
n→∞

osc
(
Pn

k=1 ∇uk, ‖un+1‖∞
�

= 0.

Potom řada
P∞

n=1 un konverguje stejnoměrně, funkce f =
P∞

n=1 un je diferenco-

vatelná a pro každé x ∈ Rd je ∇f(x) = P∞
n=1 ∇un(x).

D̊ukaz. Viz [6], Lemma 4.3.
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Kapitola 4

Hlavńı výsledek

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu hlavńı věty celé práce.

Věta 8. Pro každé přirozené d ≥ 2, pro každou otevřenou omezenou množinu

U ⊂ Rd obsahuj́ıćı počátek a pro každou množinu F ⊂ Rd typu Fσ existuje všude

diferencovatelná omezená funkce u : Rd → R taková, že

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ Rd,

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ F,

∇u(x) ∈ ∂U pro λd-skoro všechna x ∈ Rd \ F.

D̊ukaz. Zvolme pevně dimenzi d ≥ 2, otevřenou omezenou množinu U ⊂ Rd

obsahuj́ıćı počátek a množinu F ⊂ Rd typu Fσ. Pro F = Rd je triviálně řešeńım
funkce u(x) = 0, x ∈ Rd. Předpokládejme nadále, že F ( Rd.

Necht’ F =
S∞

k=1 Fk, kde Fk ⊂ Rd jsou uzavřené množiny. Bez újmy na obec-
nosti můžeme předpokládat, že pro každé k ∈ N plat́ı Fk ⊂ Fk+1. Položme F0 := ∅,
tedy F lze psát i jako

S∞
k=0 Fk.

Označme

∂εU = {x ∈ U ; dist(x, ∂U) < ε} pro ε > 0,

R = sup{‖s‖; s ∈ U},
Cz = [0,1)d + z pro z ∈ Zd.

Dále označme pro h ∈
n√

d · 1
2n
; n ∈ N0

o

a pro z ∈ Zd symbolem D(h)z

takové krychlové rozděleńı krychle Cz, jehož jemnost i hrubost je rovna h, čili
pro každou krychli D ∈ D(h)z je diamD = h.

Zvolme klesaj́ıćı posloupnost reálných č́ısel εk takovou, že

lim
k→∞

εk = 0 a 0 < εk < 1 pro každé k ∈ N0. (4.1)

Z formálńıch d̊uvod̊u budeme pro splněńı podmı́nky (xv)n – viz dále – pro malá
přirozená n potřebovat i ε−1, položme jej rovno jedné.

Načrtněme předem základńı schéma celého d̊ukazu: Konstrukci funkce u pro-
vedeme lokálně na každé množině Cz zvlášt’. Pro každé z ∈ Zd a n ∈ N0 zkon-
struujeme funkci uzn : R

d → R tř́ıdy C∞(Rd), pro niž bude platit

uzn(x) = 0 pro každé x ∈ Rd \ Cz,
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přičemž pro každé z ∈ Zd bude řada
P∞

n=0 u
z
n konvergentńı. Funkce uz =

P∞
n=0 u

z
n

již budou lokálně splňovat vlastnosti hledané funkce a výsledná funkce u bude
(až na konstantu) jejich součtem. Pust’me se tedy do konstrukce.

Zvolme pevně z ∈ Zd, č́ımž zafxujeme množinu Cz. Pro př́ıpad, že Cz ⊂ F ,
položme uz(x) = 0, x ∈ Rd, č́ımž máme pro toto konkrétńı z konstrukci hotovou a
můžeme přej́ıt až k pasáži Úplný závěr na konci d̊ukazu. Nadále předpokládejme,
že Cz \ F 6= ∅.

V konstrukci funkce uzn budeme pro přehlednost index z vynechávat, a to nejen
u funkce uzn (nyńı již un), ale rovněž u všech ostatńıch konstruovaných objekt̊u,
které sice samozřejmě na z závisej́ı, ale daľśı index by značeńı jen znepřehlednil.
Mimo jiné tedy i krychli Cz budeme až do odvoláńı značit pouze C.

Na vektorovou funkci ∇un bude výhodné pohĺıžet jako na součet dvou vekto-
rových funkćı vn a wn, z nichž každá bude splňovat jisté požadavky, jež upřesńıme
později.

Označme pro každé n ∈ N0

sn =
n

X

k=0

∇uk,

σn =
n

X

k=0

vk.

Během d̊ukazu zkonstruujeme také neklesaj́ıćı posloupnost
(

k(n)
�∞

n=0
nezápor-

ných celých č́ısel, jež bude zobrazovat na N0. V neposledńı řadě zkonstruujeme
pro každé n ∈ N0 množinu Zn ⊂ C a krychlové děleńı Qn množiny C \ Fk(n)

takové, že

(i)n množiny Zn,
SQn, Fk(n) ∩ C jsou po dvou disjunktńı a C je jejich sjedno-

ceńım, nav́ıc je
SQn 6= ∅,

(ii)n λd(Zn) ≤ min
�

2−k(n)−1, 2−1λd(C \ Fk(n))
	

,

(iii)n j(Qn) = h(Qn) ≤ j(Qn−1),

(iv)n je-li k(n) = k(n− 1), potom Zn = Zn−1,

(v)n je-li k(n) = k(n− 1), potom je Qn zjemněńım Qn−1.

Pro začátek zvolme libovolnou nenulovou konstantu c0 a položme

u0(x) := c0 pro každé x ∈ Rd,

v0(x) := 0 pro každé x ∈ Rd,

w0(x) := 0 pro každé x ∈ Rd,

k(0) := 0,

Z0 := ∅,
Q0 := {C}.

Funkce u0 je tedy tř́ıdy C∞(Rd) a pro každé x ∈ Rd plat́ı ∇u0(x) = v0(x)+w0(x),
s0(x) = 0 a σ0(x) = 0. Dále plat́ı Fk(0) = F0 = ∅ a množiny Z0,

SQ0 = C a Fk(0)

jsou po dvou disjunktńı a pokrývaj́ı množinu C.
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Při konstrukci dále požadujeme, aby pro každé n ∈ N bylo splněno, že

(vi)n un je nenulová a tř́ıdy C∞(Rd), ∇un(x) = vn(x) +wn(x) pro každé x ∈ Rd,

(vii)n vn je konstantńı na každé krychli Q ∈ D(h(Qn)) a vn = 0 na Rd \ C,

(viii)n ‖wn‖∞ ≤ 2−n,

(ix)n sn(x) ∈ U pro každé x ∈ Rd,

(x)n ‖σn(x)‖ < R + 1 pro každé x ∈ Rd,

(xi)n



t(σn−1(x)), σn(x) − σn−1(x)
�

= 0 pro každé x ∈ Rd, kde t je zobrazeńı
z Lemmatu 5 (Konvergence) pro B = {x ∈ Rd; ‖x‖ < R + 1},

(xii)n ‖un‖∞ ≤ 2−n+1‖un−1‖∞,

(xiii)n osc(sn−1,‖un‖∞) < εn−1/4,

(xiv)n un je konstantńı na okoĺı ∂C,

(xv)n ‖vn‖∞ ≤ εk(n)−1/4,

(xvi)n je-li k(n) > k(n− 1), potom

λd

�n

x ∈
[

Qn−1; sn−1(x) /∈ ∂εk(n−1)
U
o�

≤ 2−k(n−1)−1.

Pro př́ıpad n = 0 jsou podmı́nky (i)0, (ii)0, (vi)0–(x)0, (xiv)0 a (xv)0 zjevně
splněny úvodńı volbou. Podmı́nky (iii)n–(v)n, (xi)n–(xiii)n a (xvi)n v sobě obsahuj́ı
odkaz na n− 1 a jako takové jsou pro n = 0 považovány za splněné. Prvńı krok
matematické indukce tedy můžeme prohlásit za hotový.

1) Indukčńı krok: Necht’ pro n ∈ N0 již známe pro všechna m ∈ {0, 1, . . . , n}
požadované funkce um, vm, wm, odpov́ıdaj́ıćı množiny Zm, systémy Qm, jakož i
č́ısla k(m).

Z bod̊u (vii)0–(vii)n a (iii)1–(iii)n plyne, že funkce σn je konstantńı na každé
krychli Q ∈ Qn. Označme tuto hodnotu σn(rQ) a zvolme vektor a = aQ ∈ Rd

takový, že
‖a‖ = εk(n)/4 a zároveň




t(σn(rQ)), a
�

= 0, (4.2)

přičemž takový vektor je možné nalézt d́ıky předpokladu d ≥ 2. Nav́ıc je vektor
a nenulový.

Jelikož funkce sn je spojitá na R
d a množina C je kompaktńı, je sn stejnoměrně

spojitá na C. Dı́ky tomu je možné nalézt krychlové děleńı Q′
n množiny C, které

je zjemněńım Qn a zároveň pro něj plat́ı, že

oscilace sn na každé krychli Q′ ∈ Q′
n je menš́ı než εk(n)/4. (4.3)

Jelikož funkce sn je stejnoměrně spojitá na kompaktu C a mimo něj je nulová,
podař́ı se nám nalézt takové δ > 0, aby platilo

osc(sn, δ) < εn/4. (4.4)
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Ještě než budeme pokračovat, připomeňme, že funkce un je z předpokladu
(vi)n nenulová, tedy ‖un‖∞ > 0.

Použit́ım Lemmatu 3 (Duny) pro krychli Q′ ∈ Q′
n, vektor a = aQ, kde Q je

jednoznačně určená krychle z Qn obsahuj́ıćı Q′, a

ε = min
�

2−n‖un‖∞, 2−k(n), εk(n)2
−n−2, δ/2

	

nalezneme takovou funkci uQ′ : Rd → R tř́ıdy C∞(Rd) a takové QQ′ krychlové
rozděleńı Q′, pro něž plat́ı, že

(a’) ‖uQ′‖∞ < ε ≤ 2−n‖un‖∞, funkce uQ′ je nulová na okoĺı ∂Q′,

(b’) λd
(

{x ∈ Q′; ∇uQ′(x) = −aQ nebo ∇uQ′(x) = aQ}
�

≥ (1− 2−k(n))λd(Q
′),

(c’) lze psát ∇uQ′(x) = vQ′(x) + wQ′(x) pro každé x ∈ Rd, přičemž

(c1’) ‖wQ′‖∞ < εk(n)2
−n−2,

(c2’) vQ′(Q′) ⊂ [−aQ; aQ],
(c3’) funkce vQ′ je konstantńı na každé krychli krychlového děleńı QQ′ .

Z volby ε vyplývá rovněž odhad 2‖uQ′‖∞ < δ, a tedy spolu s využit́ım (4.4) plat́ı,
že

osc(sn, 2‖uQ′‖∞) < εn/4. (4.5)

Označme Q′′
n systém všech krychĺı, které jsou obsaženy v některém QQ′ pro

nějaké Q′ ∈ Q′
n. Z konstrukce plyne, že

Q′′
n je nejen krychlovým děleńım C \ Fk(n), nýbrž i zjemněńım Qn. (4.6)

Defnujme funkci ũ : Rd → R předpisem

ũ(x) :=

(

uQ′(x), pokud existuje nějaké Q′ ∈ Q′
n, pro které je x ∈ Q′,

0, x ∈ Rd \SQ′
n.

Analogicky defnujme funkce ṽ : Rd → R a w̃ : Rd → R.
Jelikož je Q′

n disjunktńı systém krychĺı, existuje pro každé x ∈ SQ′
n právě

jedno Q′ ∈ Q′
n, pro něž je x ∈ Q′, a tud́ıž jsou předchoźı defnice korektńı.

Z konečnosti a disjunktnosti systému Q′
n, z faktu uQ′ ∈ C∞(Rd) pro všechna

Q′ ∈ Q′
n a předevš́ım z vlastnosti (a’) vyplývá, že ũ ∈ C∞(Rd).

Dále plat́ı, že

(a”) ‖ũ‖∞ < 2−n‖un‖∞,

(c”) ∇ũ(x) = ṽ(x) + w̃(x), x ∈ Rd,

(c1”) ‖w̃‖∞ < εk(n)2
−n−2,

(c2”) ṽ(Q′) ⊂ [−aQ; aQ], kde Q je jednoznačně určená krychle z Qn obsahu-
j́ıćı Q′ ∈ Q′

n,

(c3”) ṽ je konstantńı na každé krychli krychlového děleńı Q′′
n.
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Z indukčńıho předpokladu (i)n vyplývá, že systémQn je neprázdný, a jelikož je
SQn =

SQ′
n, existuje alespoň jedno Q′ ∈ Q′

n. Z vlastnosti (b’) plyne, že pro toto
Q′ je funkce uQ′ nenulová, tud́ıž i funkce ũ je nenulová. Dı́ky (a”) se nám podař́ı
nalézt cn+1 ∈ R+ splňuj́ıćı cn+1 < ‖ũ‖∞ a zároveň ‖ũ‖∞ + cn+1 ≤ 2−n‖un‖∞.

1a) Defnice funkćı un+1, vn+1 a wn+1:

Pro x ∈ Rd \SQ′
n položme

un+1(x) := cn+1,

vn+1(x) := 0,

wn+1(x) := 0.

Pro x ∈ SQ′
n nalezněme jednoznačně určené Q′ ∈ Q′

n, pro něž x ∈ Q′.
Pokud sn(rQ′) ∈ ∂3εk(n)/4U , položme

un+1(x) := cn+1,

vn+1(x) := 0,

wn+1(x) := 0.

Naopak pokud sn(rQ′) /∈ ∂3εk(n)/4U , položme

un+1(x) := ũ+ cn+1,

vn+1(x) := ṽ,

wn+1(x) := w̃,

přičemž v takovém př́ıpadě d́ıky (b’) a (4.2) plat́ı

λd
(�

x ∈ Q′; ‖∇un+1(x)‖ = εk(n)/4
	�

≥
(

1− 2−k(n)
�

λd(Q
′). (4.7)

1b) Ověřeńı podmı́nek (vi)n+1–(xvi)n+1:

• Podmı́nka (vi)n+1: Vzhledem k defnici funkćı un+1, vn+1, wn+1, vlastnosti (a’)
a lokálńı konečnosti systému Q′

n je un+1 ∈ C∞(Rd) a pro každé x ∈ Rd plat́ı
∇un+1(x) = vn+1(x) +wn+1(x). Volba konstanty cn+1 zajǐst’uje, že funkce un+1 je
nenulová.

• Podmı́nku (vii)n+1 zat́ım nemůžeme ověřit, nebot’ jsme doposud nedefnovali
systém Qn+1.

• Podmı́nka (viii)n+1 je splněna d́ıky (4.1) a (c1’), resp. (c1”).

• Podmı́nka (ix)n+1: Pokud ∇un+1(x) = 0, je sn+1(x) = sn(x), přičemž sn(x) je
prvkem U z indukčńıho předpokladu (ix)n.

V př́ıpadě, že ∇un+1(x) 6= 0, nalezneme právě jedno Q′ ∈ Q′
n, pro něž je

x ∈ Q′. V takovém př́ıpadě plat́ı sn(rQ′) /∈ ∂3εk(n)/4U . Jelikož oscQ′ sn < εk(n)/4
(viz (4.3)), plat́ı nerovnost

dist(sn(x), ∂U) ≥ 3εk(n)/4− ‖sn(x)− sn(rQ′)‖ ≥ εk(n)/2,

a tedy sn(x) /∈ ∂εk(n)/2U .
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Z vlastnosti (c2’), resp. (c2”) a z (4.2) lze vyvodit odhad ‖vn+1(x)‖ ≤ εk(n)/4.
Z vlastnosti (c1’), resp. (c1”) vyplývá, že ‖wn+1(x)‖ < εk(n)2

−n−2. Anžto plat́ı rov-
nost sn+1(x) = sn(x)+∇un+1(x), dostáváme s použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti
odhad

‖∇un+1(x)‖ ≤ ‖vn+1(x)‖+ ‖wn+1(x)‖ < εk(n)/4 + εk(n)2
−n−2 ≤ εk(n)/2,

d́ıky němuž můžeme uzavř́ıt, že vskutku sn+1(x) ∈ U .

• Podmı́nka (x)n+1: Plat́ı sn+1 − σn+1 =
Pn+1

k=0 wk =
Pn+1

k=1 wk, tedy s využit́ım
vlastnost́ı (viii)1–(viii)n+1 můžeme provést odhad

‖sn+1 − σn+1‖ ≤
n+1
X

k=1

‖wk‖ ≤
n+1
X

k=1

2−k < 1,

což spolu s již splněnou podmı́nkou (ix)n+1 a defnićı R dává (x)n+1.

• Podmı́nka (xi)n+1: V př́ıpadě, že vn+1(x) = 0, je rovněž σn+1(x)− σn(x) = 0,
a tedy rovnost




t(σn(x)), σn+1(x)− σn(x)
�

= 0 zjevně plat́ı.

Pokud naopak vn+1(x) 6= 0, pak existuje právě jedno Q ∈ Qn, pro které
je x ∈ Q. V takovém př́ıpadě plyne z (4.2) jednak rovnost σn(rQ) = σn(x),
jednak




t(σn(rQ)), aQ
�

= 0, tedy i



t(σn(x)), aQ
�

= 0. Z defnice vn+1 je vn+1(x)
nenulovým násobkem vektoru aQ – viz bod (c2’), resp. (c2”). Odtud již plyne
požadovaná rovnost




t(σn(x)), σn+1(x)− σn(x)
�

= 0.

• Podmı́nka (xii)n+1 plyne z volby cn+1 a z defnice un+1.

• Podmı́nka (xiii)n+1: Z defnice cn+1 je ‖ũ+ cn+1‖∞ < 2‖ũ‖∞, tud́ıž z defnice
un+1 plyne ‖un+1‖∞ < 2‖ũ‖∞. Jelikož d́ıky konečnosti systému Q′

n je

‖ũ‖∞ = max
Q′∈Q′

n

{‖uQ′‖∞},

vyplývá platnost (xiii)n jednoduše z (4.5).

• Podmı́nka (xiv)n+1 je splněna d́ıky vlastnosti (a’) a konečnosti systému Q′
n.

• Podmı́nku (xv)n+1 zat́ım nemůžeme ověřit, nebot’ jsme doposud nedefnovali
č́ıslo k(n+ 1), nicméně z vlastnosti (c2”) a z (4.2) dostáváme alespoň odhad

‖vn+1‖∞ ≤ εk(n)/4. (4.8)

• Podmı́nka (xvi)n+1: V tuto chv́ıli je naš́ım ćılem mimo jiné defnovat k(n+1),
a to tak, aby výsledná posloupnost

(

k(n)
�∞

n=0
jednak byla neklesaj́ıćı, jednak

rostla nade všechny meze.
Pokud plat́ı

λd

�n

x ∈
[

Qn; sn(x) /∈ ∂εk(n)
U
o�

≤ 2−k(n)−1,

položme k(n + 1) := k(n) + 1. V opačném př́ıpadě budiž k(n + 1) := k(n). T́ım
jsme podmı́nku (xvi)n+1 ověřili.

Povšimněme si ještě, že takto defnovaná posloupnost
(

k(n)
�

je neklesaj́ıćı.
Fakt, že roste nade všechny meze, ověř́ıme po dokončeńı indukčńıho kroku.
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1c) Ověřeńı zbývaj́ıćıch podmı́nek: Nyńı zbývá defnovat systémQn+1 a vy-
pořádat se s podmı́nkami (i)n+1–(v)n+1, (vii)n+1 a (xv)n+1.

1. varianta: Pokud k(n+1) = k(n), pak – s využit́ım Lemmatu 2 – nalezněme
krychlové děleńı S množiny C \ Fk(n+1), které je jednak zjemněńım Q′′

n, jednak
pro něj plat́ı

j(S) = h(S) ≤ j(Q′′
n).

Dı́ky tomu, že Q′′
n je zjemněńım Qn, plat́ı i nerovnost h(S) ≤ j(Qn) (viz

Lemma 1).
Nyńı stač́ı položit

Qn+1 := S,
Zn+1 := Zn,

č́ımž jsou – v kombinaci s (4.6) – podmı́nky (i)n+1 až (v)n+1 splněny. Podmı́nka
(vii)n+1 plyne rovněž př́ımo z defnice Qn+1 a z (c3”). Pro ověřeńı podmı́nky
(xv)n+1 stač́ı vźıt v úvahu nerovnost (4.8) a uvědomit si, že posloupnost (εk) je
klesaj́ıćı.

2. varianta: Pokud ovšem k(n + 1) > k(n), připomeňme nejprve úvodńı
předpoklad, že F ( C, z nějž plyne Fk(n+1) ( C. Jelikož Fk(n+1) je uzavřená
množina a množina C je krychle, je již nutně λd

(

C \ Fk(n+1)

�

> 0.
Nalezněme pomoćı Lemmatu 4 (O krychlovém děleńı) aplikovaného na mno-

žiny C, F = Fk(n+1) a na ε = min{2−k(n+1), 2−1λd(C \Fk(n+1))} takové krychlové
děleńı Q množiny C \ Fk(n+1), aby platilo

λd

�

C \
�

Fk(n+1) ∪
[

Q
��

< ε.

Dále nalezněme – s využit́ım Lemmatu 2 – krychlové děleńı S množiny C\Fk(n+1),
které je jednak zjemněńım krychlového děleńı Q, jednak pro něj plat́ı

j(S) = h(S) ≤ min{j(Q), j(Q′′
n)}.

Položme

Zn+1 := C \
�

Fk(n+1) ∪
[

Q
�

,

Qn+1 := S

a ověřme podmı́nky (i)n+1–(v)n+1, (vii)n+1, (xv)n+1 i pro tento př́ıpad.

• Podmı́nky (i)n+1–(iii)n+1 vyplývaj́ı př́ımo z předchoźıch defnic.

• Podmı́nky (iv)n+1, (v)n+1 jsou v tomto př́ıpadě prázdné.

• Podmı́nka (vii)n+1: Zvolme Q ∈ D(h(Qn+1)). Existuje-li krychle Q
′′ ∈ Q′′

n

s vlastnost́ı Q′′∩Q 6= ∅, pak z defnice krychlového děleńı Qn+1 je Q ⊏ Q′′ a d́ıky
(c3”) je funkce vn+1 konstantńı na Q. Pokud naopak Q∩SQ′′

n = ∅, je funkce vn+1

na množině Q konstantně rovna nule.
Rovnost vn+1(x) = 0 pro x ∈ Rd \ C je zřejmá.

• Podmı́nka (xv)n+1 vyplývá z rovnosti k(n+1) = k(n)+1 a z nerovnosti (4.8).

T́ım je indukčńı krok dokončen.
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2) Posloupnost
(

k(n)
�

roste nade všechny meze: Dokážeme, že pro každé
n ∈ N0 existuje m ∈ N, m > n, pro něž je k(m) > k(n).

Předpokládejme pro spor, že tomu tak neńı, čili že existuje n ∈ N0 takové,
že pro všechna m > n, m ∈ N, je k(m) = k(n). Z tohoto faktu a z vlastnost́ı
(v)n–(v)m plyne

[

Qn =
[

Qm =
[

Q′
m pro m ≥ n,

čehož budeme nadále využ́ıvat.

Dı́ky předpokladu k(m) = k(n), m > n, můžeme na k(m) pohĺıžet jako na
konstantu a pro zjednodušeńı psát pouze k.

Z defnice k(m+ 1) – viz ověřeńı podmı́nky (xvi)m+1 – plyne

λd

�n

x ∈
[

Qn; sm(x) /∈ ∂εkU
o�

> 2−k−1, m ≥ n. (4.9)

Označme

A(m) =
n

x ∈
[

Qn; sm(x) /∈ ∂εkU
o

, m ≥ n.

Je-li Q′ ∈ Q′
m krychle prot́ınaj́ıćı množinu A(m), potom sm(rQ′) /∈ ∂3εk/4U ,

nebot’ d́ıky (4.3) je oscilace sm na Q′ menš́ı než εk/4.
Z (4.7) plyne, že pro každé takové Q′ je

λd
(

{y ∈ Q′; ‖sm+1(y)− sm(y)‖ ≥ εk/4}
�

≥
(

1− 2−k
�

λd(Q
′).

Z nerovnosti (4.9) plyne, že mı́ra krychĺı Q′ ∈ Q′
m prot́ınaj́ıćıch množinu A(m)

je alespoň 2−k−1, tud́ıž

λd

�n

y ∈
[

Qn; ‖sm+1(y)− sm(y)‖ ≥ εk/4
o�

≥
(

1− 2−k
�

· 2−k−1,

což je ve sporu s Lemmatem 6 (Konvergence v mı́̌re), pokud se nám podař́ı
dokázat, že posloupnost (sm) je bodově konvergentńı.

Plat́ı, že pro každé x ∈ Rd posloupnost (sm(x)) konverguje: Z (viii)ℓ pro
všechna ℓ ∈ N0 plyne, že posloupnost sm(x) − σm(x) =

Pm
ℓ=0wℓ(x) konverguje

pro každé x ∈ Rd. Spolu s vlastnostmi (ix)ℓ, (x)ℓ pro všechna ℓ ∈ N0 a (xi)ℓ pro
všechna ℓ ∈ N dostáváme pomoćı Lemmatu 5 (Konvergence) požadované.

Tud́ıž nutně existuje přirozené č́ıslo m∗ > n splňuj́ıćı

λd

�n

x ∈
[

Qn; sm∗−1(x) /∈ ∂εk(n)
U
o�

≤ 2−k(n)−1,

což je spor s (4.9) a ve výsledku tedy spor s k(m) = k(n) pro všechna m > n.
Pro posloupnost

(

k(n)
�

tedy plat́ı

lim
n→∞

k(n) = ∞. (4.10)

Nav́ıc spolu s defnićı k(n) – viz ověřeńı podmı́nky (xvi)n – dostáváme, že po-
sloupnost

(

k(n)
�

zobrazuje N0 na N0.
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3) Závěr konstrukce pro pevné z ∈ Zd: Dı́ky vlastnosti (xii)n pro všechna
n ∈ N a odhad̊um pro konstanty cn je řada

P∞
n=0 cn konvergentńı a řada

P∞
n=0 un

dokonce stejnoměrně konvergentńı, takže můžeme defnovat funkci u : Rd → R

předpisem

u(x) := −
∞
X

n=0

cn +
∞
X

n=0

un(x) pro x ∈ Rd.

Připomeňme značeńı sn(x) =
Pn

k=0∇un(x), x ∈ Rd, a ověřme podmı́nky
Lemmatu 7 (Diferencovatelnost) pro posloupnost funkćı (un)

∞
n=0:

• Podmı́nka (a)D: Z rovnosti sn(x) − σn(x) =
Pn

k=0wk a z podmı́nky (viii)n,
n ∈ N0, vyplývá pro každé x ∈ Rd konvergence posloupnosti (sn(x) − σn(x)).
Dı́ky vlastnostem (ix)n, (x)n pro všechna n ∈ N0 a (xi)n pro všechna n ∈ N jsou
splněny i zbývaj́ıćı podmı́nky Lemmatu 5 (Konvergence), tud́ıž posloupnost (sn)
je bodově konvergentńı.

• Podmı́nka (b)D: Mimo množinu C je funkce ∇un (jakož i funkce un) nulová.
Stač́ı tedy dokázat, že posloupnost (∇un) konverguje stejnoměrně na C. Složeńım
limit (4.1) a (4.10) dostáváme, že

lim
n→∞

εk(n) = 0.

Pro každé n ∈ N0 vyplývá z vlastnost́ı (viii)n a (xv)n nerovnost

‖∇un‖∞ ≤ ‖vn‖∞ + ‖wn‖∞ < εk(n)−1/4 + 2−n,

ze které je již stejnoměrná konvergence (∇un) zřejmá.

• Podmı́nka (c)D plyne př́ımo z (xii)n, n ∈ N.

• Podmı́nka (d)D plyne př́ımo z (xiii)n, n ∈ N.

Z Lemmatu 7 (Diferencovatelnost) tedy vyplývá, že funkce u je (všude) dife-
rencovatelná a že funkce ∇u je bodovou limitou posloupnosti (sn). Z vlastnosti
(ix)n pro všechna n ∈ N0 nav́ıc plyne, že ∇u(x) ∈ U pro každé x ∈ Rd.

Pro lepš́ı přehlednost defnujme ještě pomocnou posloupnost nezáporných
celých č́ısel (Nk)

∞
k=0. O posloupnosti

(

k(n)
�

v́ıme, že je nejen neklesaj́ıćı, ale
nav́ıc i na N0. Pro každé k ∈ N0 tud́ıž existuje právě jedno n ∈ N0 splňuj́ıćı
k(n+1) > k(n) a zároveň k(n) = k; a právě pro toto n defnujeme Nk := n. Plat́ı
tedy k(Nℓ) = ℓ pro každé ℓ ∈ N0. Dále plat́ı

lim
k→∞

Nk = ∞. (4.11)

Podmı́nku (xvi)n, n ∈ N, nyńı můžeme přeformulovat takto: Pro každé k ∈ N0

plat́ı

λd

�

�

x ∈
[

QNk
; sNk

(x) /∈ ∂εkU
	

�

≤ 2−k−1. (4.12)

Ukažme, že plat́ı (∇u)(F ) ⊂ U . Pro libovolné x ∈ F je bud’ x ∈ Rd \ C, a
tedy ∇u(x) = 0 ∈ U , nebo nalezneme nějaké k ∈ N (např́ıklad nejmenš́ı takové),
pro které x ∈ Fk ∩ C. Potom pro všechna n > Nk je ∇un(x) = 0 a z rovnosti
∇u(x) = sNk

(x) a podmı́nky (ix)Nk
vyplývá žádané.
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Pro každé k, ℓ ∈ N, k ≤ ℓ, plat́ı

�

x ∈ C \ F ; sNℓ
(x) /∈ ∂εkU

	

⊂
�

x ∈ C \ Fℓ; sNℓ
(x) /∈ ∂εℓU

	

⊂ ZNℓ
∪
n

x ∈
[

QNℓ
; sNℓ

(x) /∈ ∂εℓU
o

,

pročež s využit́ım (ii)Nℓ
a (4.12) dostáváme

λd
(

{x ∈ C \ F ; sNℓ
(x) /∈ ∂εkU}

�

≤ 2−ℓ−1 + 2−ℓ−1 = 2−ℓ.

Dı́ky (4.11) plat́ı limℓ→∞ sNℓ
(x) = ∇u(x) pro každé x ∈ Rd, z čehož vyplývá

inkluze

�

x ∈ C \ F ; ∇u(x) /∈ ∂εkU
	

⊂
∞
[

ℓ=k

∞
\

j=ℓ

�

x ∈ C \ F ; sNj
(x) /∈ ∂εkU

	

.

Posloupnost množin
�

T∞
j=ℓ

�

x ∈ C \ F ; sNj
(x) /∈ ∂εkU

	

�∞

ℓ=k
je rostoućı, tud́ıž pro

každé k ∈ N je

λd
(�

x ∈ C \ F ; ∇u(x) /∈ ∂εkU
	�

≤ lim
ℓ→∞

λd

 

∞
\

j=ℓ

�

x ∈ C \ F ; sNj
(x) /∈ ∂εkU

	

!

≤ lim
ℓ→∞

λd
(

{x ∈ C \ F ; sNℓ
(x) /∈ ∂εkU}

�

≤ lim
ℓ→∞

2−ℓ = 0.

Limitńım přechodem k → ∞ dostáváme z rovnosti

λd
(�

x ∈ C \ F ; ∇u(x) /∈ ∂εkU
	�

= 0

kýžené
λd
(

{x ∈ C \ F ; ∇u(x) /∈ ∂U}
�

= 0.

4) Úplný závěr: Výše popsanou konstrukćı se nám podařilo pro pevné z ∈ Zd

zkonstruovat diferencovatelnou funkci uz : Rd → R (vrat’me se nyńı zpátky k plné-
mu značeńı s indexem z, aby nedošlo k mýlce), pro niž je

uz(x) = 0 a ∇uz(x) = 0 pro každé x ∈ Rd \ Cz (4.13)

a která odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem splňuje požadavky dokazované věty, jmenovitě

∇uz(x) ∈ U pro všechna x ∈ Rd,

∇uz(x) ∈ U pro všechna x ∈ F,

∇uz(x) ∈ ∂U pro λd-skoro všechna x ∈ Cz \ F,

přičemž v prvńıch dvou bodech využ́ıváme pro x ∈ Rd \ Cz toho, že množina U
obsahuje počátek.

Defnujme funkci u : Rd → R předpisem

u(x) :=
X

z∈Zd

uz(x), x ∈ Rd,
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přičemž korektnost defnice vyplývá z disjunktnosti krychĺı Cz1 , Cz2 pro z1 6= z2,
z1, z2 ∈ Zd, a z vlastnosti (4.13) funkćı uz. Jelikož je systém krychĺı

�

Cz; z ∈ Zd
	

lokálně konečný, je – opět s použit́ım (4.13) – funkce u diferencovatelná a pro
každé x ∈ Rd plat́ı rovnost

∇u(x) =
X

z∈Zd

∇uz(x).

Pro pořádek ještě dodejme, že ze σ-aditivity mı́ry λd vyplývá ∇u(x) ∈ ∂U
pro λd-skoro všechna x ∈ Rd \ F .

Ted’ již nic nebráńı konstatováńı, že funkce u je hledaným řešeńım.

Uved’me ještě jednoduché zobecněńı předchoźı věty – množina U nemuśı ob-
sahovat počátek.

Věta 9. Pro každé přirozené d ≥ 2, pro každou neprázdnou otevřenou omeze-

nou množinu U ⊂ Rd a pro každou množinu F ⊂ Rd typu Fσ existuje všude

diferencovatelná funkce u : Rd → R taková, že

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ Rd,

∇u(x) ∈ U pro všechna x ∈ F,

∇u(x) ∈ ∂U pro λd-skoro všechna x ∈ Rd \ F.

D̊ukaz. Bud’ x libovolný bod množiny U . Aplikujme Větu 8 na otevřenou omeze-
nou množinu U ′ = {x− x; x ∈ U} obsahuj́ıćı počátek a na množinu F . Źıskáme
funkci u s odpov́ıdaj́ımi vlastnostmi.

Defnujme pro každé x ∈ Rd funkci u : Rd → R předpisem u(x) = u(x)+



x, x
�

.
Potom plat́ı

∇u(x) = ∇u(x) + x, x ∈ Rd,

d́ıky čemuž můžeme uzavř́ıt, že funkce u splňuje všechny požadavky.
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