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Seznam pouzitych zkratek a symbolu

N  pfirozend ¢isla neobsahujici nulu
Ny pfirozend Cisla obsahujici nulu
T  tropické polotéleso
R redlna Cisla
C  komplexni ¢isla
RT redlné tropické hypertéleso
CT (komplexni) tropické hypertéleso
1 komplexni tropické sCitini
B mnohoznacna bindrni operace scitani
©  bindrni operace ndsobeni v hypertélese



Uvod

Cilem tohoto textu je Ctenafe sezndmit s pojmem hypertélesa a zamotivovat jeho
uziti. Hypertéleso je algebraickou strukturou zobecnujici klasické algebraické téleso,
ovSem s tim rozdilem, Ze operace sCitdni v hypertélese je mnohoznacnd, tzn. soucet
dvou prvki neni jednoznaény, nybrz jeho vysledkem je celd mnoZina prvkd. Na prvni
pohled nestandardni pojem ma vSak své praktické uziti. V prvni kapitole definujeme
hypertéleso jakoZto pfimé zobecnéni algebraického télesa, kde soucet je mnohoznacna
bindrni operace. UkdZeme priklady hypertéles, které pozdéji vyuZijeme k aplikaci ve
dvou riznych matematickych disciplinach, t.j. tropické geometrii a teorii matroida.

V druhé kapitole pribliZime tropickou geometrii, odnoz algebraické geometrie. Ta
se zabyva podobnymi otdzkami jako klasickd algebraickd geometrie, ov§em nad jinou
algebraickou strukturou, tzv. tropickym polotélesem. Tropické polotéleso tvori redlna
Cisla spolecné s —oo, kde operaci s¢itdni nahradi operace brani maxima realnych ¢isel
a operaci nasobeni prevezme klasické sc¢itani redlnych ¢isel. Nezdpornd redlna Cisla s
klasickym scitinim a ndsobenim miZeme pomoci tzv. Litvinoy-Maslovy dekvantizace
deformovat pravé na tropické polotéleso. Zkusime-li rozsifit tuto dekvantizaci na Cisla
komplexni, narazime na problém s vyslednou dekvantizovanou operaci s¢itdni. Pravé
zde ndm pomohou hypertélesa, kdy dekvantizovand komplexni ¢isla miZeme popsat
pomoci tzv. komplexniho tropického hypertélesa.

Ve tieti kapitole rozebereme zdkladni pojmy v teorii matroidd. Matroid je alge-
braickd struktura zobeciiujici pojem linedrni nezdvislosti z linedrni algebry. Matroid
muiZeme definovat mnoha riznymi zpiisoby, uvedeme tii z nich a ukdzeme dikazy je-
jich ekvivalence, vcetné elementdrnich piikladi. Mdme-li matroid, ktery lze reprezen-
tovat jako systém linedrné nezdvislych mnozin vektorii ve vektorovém prostoru nad ar-
chimédovskym télesem, 1ze ho zobecnit do pojmu orientovaného matroidu. Mtizeme-li
matroid reprezentovat nad nearchimédovskym télesem, Ize jej zobecnit do pojmu va-
luovaného matroidu. Vsechny tyto definice mizeme sloucit do jednotného pojmu, tzv.
F-matroidu, kde F zastavd hypertéleso. Pro konkrétni volby hypertéles pak dostdvame
prislusné typy matroidd.



1. Hypertélesa

Hypertélesa jsou pfimym zobecnénim standardnich algebraickych téles, rozsitend
je zde definice télesového s¢itani. Nebudeme naddle pozadovat, aby vysledkem sc¢itani
byl jeden konkrétni prvek, vysledkem souctu bude rovnou celd mnozina prvki.

1.1 Definice hypertélesa

K definici hypertélesa potfebujeme bindrni operaci, jejiz vysledkem neni pouze je-
den prvek, ale mnozina prvku, tzn. podmnoZina nosice, na kterém operaci definujeme.

PoslouZi ndm k tomu definice mnohozna¢ného zobrazeni a mnohoznacné bindrni ope-
race, viz (Viro, 2011, Sekce 2.1 a 2.2).

Definice 1.1.1 (Mnohoznacné zobrazeni). Necht’ X, Y jsou mnoZiny. Zobrazeni
f: X — 2Y nazveme mnohoznaénym zobrazenim z X do Y, znacime f : X —o Y.

Pokud identifikujeme f(a) s { f(a)}, 1ze 1 klasické zobrazeni povazovat za zobrazeni
mnohoznacné.

Definice 1.1.2 (Mnohoznacna binarni operace). Necht’ X je mnoZina. Mnohoznacnou
bindrni operaci na mnoZiné X rozumime mnohoznacné zobrazeni f : XxX — 2X\{0}.
Znacime f : X X X — X.

Znaceni. Pro libovolnou mnohoznac¢nou bindrni operaci g na mnoZiné X a libovolné
mnoziny A, B C X vyrazem g(A, B) rozumime

gA.B)= | ] gab)
acA,beB

Pomoci tohoto zjednoduSeného znaceni nazveme f : X X X — X asociativni,
jestliZze pro vSechna a, b, c € X plati f(a, f(b,c)) = f(f(a,b),c). VSimnéme si, Ze rov-
nosti pro tyto zakony nejsou jiZ rovnosti prvki, ale celych mnoZin.

Pfirozené definujeme i komutativitu, tzn. mnohozna¢na bindrni operace
[ X XX — X je komutativni, pokud f(a,b) = f(b,a) pro vSechna a, b € X.

Mame-li mnohoznac¢nou bindrni operaci, miZzeme paralelné ke standardnim alge-
braickym strukturdm definovat (hyper)struktury s mnohoznacnou bindrni operaci, viz

(Virol 2011}, Sekce 2.3).

Definice 1.1.3 (Hypergrupa). MnoZinu X spolecné s mnohoznacnou (bindrni) operacit
B: XXX —oX (a,b) » amb C X nazveme komutativni hypergrupa, pokud

1. operace B je asociativni a komutativni,
2. existuje neutrdlni prvek 0 € X tak, Ze O 8 a = a pro v§echna a € X,
3. pro kazdé a € X existuje pravé jedno —a € X, Ze 0 € a B (—a).

Druhy bod definice by striktné vzato mél byt tvaru OBa = {a}. Pro jednoduchost za-
pisu zde identifikujeme jednoprvkové mnoziny s jejich jedinym prvkem. I kdyz existuji
1 nekomutativni hypergrupy, pro nase potfeby si vystacime s hypergrupami komutativ-
nimi.

Pomoci hypergrupy miZeme konecné definovat hypertéleso dle Viro (2011, Sek-
ce 2.9).



Definice 1.1.4 (Hypertéleso). MnoZinu X spolecné s mnohoznacnou bindrni operaci
s¢itdni B a (standardnim) ndsobenim - nazveme hypertéleso, pokud

1. X je komutativni hypergrupou vzhledem k B,

2. X\ {0} je komutativni grupou vzhledem k -, kde O je neutrdlni prvek vzhledem
ke sc¢itdni m,

3. provsechna x,y,z € X plati distributivni zdkon

x-(yEZ))=x-yHX-Z.

Distributivni zdkon opét interpretujeme dle znaceni zavedeného v Sekci [I.1]

1.2 Priklady hypertéles

Pro pfibliZeni posledni definice uved’'me par piikladi hypertéles, které budeme
v textu nadale pouzivat. Uvadime je z Baker a Bowler (2017, Sekce 1.1).

Priklad 1.2.1 (Kazdé téleso je hypertéleso). Ze standardniho télesového scitani kon-
struujeme mnohoznacné sCitani trivialné: pokud a + b = ¢ v klasickém t€lese, definu-
jeme a B b := {c}. Hypertéleso je tedy zobecnénim klasického télesa.

Pozndmka. Symbol B v tomto textu pouzivime obecné pro mnohoznacnou operaci.
Jeho vyznam by vZdy mél plynout z kontextu. Symboly konkrétnich mnohoznacnych
operaci, které plati mimo kontext, budou vzdy explicitné zdiraznény.

Priklad 1.2.2 (Krasnerovo hypertéleso). Nejjednodussim piikladem hypertélesa, které
neni téleso, je Krasnerovo hypertéleso K. Na dvouprvkové mnoziné {0, 1} definujeme
komutativni mnohoznac¢nou operaci B ndsledovné: 0B0 =0,0B1 =1al®m1 = {0, 1}.
VSimnéme si, Ze prvni dvé rovnosti jiZ plynou z definice hypertélesa. Zaroven K neni
télesem, jelikoZ soucet 1 @ 1 neni jednoznacny.

Priklad 1.2.3 (Hypertéleso znamének). Na mnoziné¢ § = {-1,0, 1} definujeme mno-
hozna¢nou bindrni operaci B po prvcich: —-18-1=-1,1B81=1a

—1®1={-1,0, 1}, ostatni moznosti plynou z axiomt. Hypertélesem znamének pak
nazveme trojici S = (§, B, -), tedy mnozinu S spolecné s mnohoznaCnym scitdinim H a
klasickym ndsobenim redlnych Cisel. S 1ze chapat jako mozné vysledky sCitani klad-
nych a zdpornych redlnych Cisel. Soucet dvou zdpornych redlnych cisel je vidy za-
porny, soucet dvou kladnych je kladny, ovSem soucet kladného a zdporného redlného
¢isla maZe byt jak kladny, tak nulovy ¢i zdporny v zavislosti na konkrétnich hodnotach.

Priklad 1.2.4 (Redlné tropické hypertéleso). Oznaéme RT := R U {—oo} a na RT pii-
rozené rozsitime relaci <. Pro a,b € RT definujeme ndsobeni a © b := a + b. S¢itani
definujeme a B b := max(a, b), jestlize a # b, jinak a® a = {c € RT : ¢ < a}. MnoZina
RT spolecné se s¢itdnim B\ a ndsobenim O tvoii hypertéleso zvané redlné tropické hy-
pertéleso, naddle jej budeme znacit RT. V nésledujicim lemmatu ukdZeme, Ze redlné
tropické hypertéleso je skutecné hypertéleso.



Lemma 1.2.1. Redlné tropické hypertéleso RT je hypertéleso.

Diikaz. Ovéfme definici hypertélesa (Definice [I.1.4)). Tropické s¢itani @ je zjevné ko-
mutativni. Ovéfime asociativitu, tedy pro a, b, c € RT ukdZeme, Ze
a®B (bBc)=(am®b)HE c. Rozebereme pripady. Pfedpoklddejme nejdiive, Zze b > c. Pak

a=(amb)dc a>b,
aB(bBc)=aBb={[-00,a] ={c}U[-o0,c]U(c,al =(aBb)Bc a=bh,
b=amb=(amb)AC a<b.

Piipad b < c se fesi analogicky. Pokud b = ¢, pak

a=(amb)@mc a>b,
aB(bBc)=amB[-c0,b] ={[-oc0,b]=(amBb)BC a=b,
{b} U[—00,a] U (a,b] =[—oc0,b] =(aBb)BCc a<b.

Tim jsme ukdzali asociativitu B. Neutrdlni prvek vzhledem k B je —oo, jelikoz

pro kazdé a € RT plati max{a, —co} = a. Opacny prvek k a je samotné a, nebot’
—o0 € aBa = [—00,a]. RT je tedy komutativni hypergrupou vzhledem k m.
RT \ {—co} = R je evidentné komutativni grupou vzhledem k ndsobeni ©® v RT, tzn.
Ze R je komutativni grupou vzhledem ke klasickému sc¢itani redlnych ¢isel. Nakonec
dokaZeme distributivni zakon, tzn. Ze plati a © (b B c¢) = a © b B a O ¢ pro vSechna
a,b,c € RT. Nejdiive pokud a = —oo, pak rovnost zjevné plati, nebot’ v RT plati
Vx € RT : —c0o® x = —c0 + x = —o0. Pfedpoklddejme, Ze a € R. Z komutativity B staci
uvazit b > ¢ nebo b = c. Pokud b > ¢, pak

aO(bBc)=a0b=a+b=max{a+b,a+c}=a0bmadc.
Pokud b = ¢, pak

aO(bBc)=a+[-c0,b] =[-0,a+b]=(a+b)B(a+b)=a0CbBaOC.
Redlné tropické hypertéleso RT je tedy skutecné hypertéleso. O

Diulezitym hypertélesem pro aplikaci v tropické geometrii bude tzv. (komplexni)
tropické hypertéleso, definujme jej explicitné dle |Viro| (2010, Definice 6.1.).

Definice 1.2.1 (Komplexni tropické hypertéleso). Pro dvé komplexni cisla a,b € C
definujeme mnohoznacnou bindrni operaci (komplexni) tropické scitani 1 ndsledovné:

{a} la| > |b],
atbh:={ae” :la—¢l+lp—PBl=la-p} a=lale™,b=lale”,|B-al<n,
{ceC:]c|l <al} a+b=0.

Trojici CT := (C, 1, ), tedy komplexni Cisla spolecné s tropickym scitdnim a klasic-
kym ndsobenim komplexnich ¢isel, nazveme (komplexni) tropické hypertéleso.



Nadale budeme nazyvat komplexni tropické hypertéleso pouze tropickym hyperté-
lesem, komplexni tropické s¢itdni budeme téZ nazyvat pouze tropické scitdani.

V druhém bodé definice komplexniho tropického sCitani, tzn. kdyz |a| = |b|,a # b,
je vysledkem tropického souctu nejkratsi oblouk spojujici a a b na kruznici v§ech kom-
plexnich ¢isel s absolutni hodnotou |al.

Pro ilustraci viz Obrézek [I.1] V prvnim pfipadé je la;| > |bl, proto a; 1 by = ay.
V druhém ptipadé maji stejnou absolutni hodnotu a a, # —b, tedy a, 1 b, je mnoZina
vSech komplexnich ¢isel na krat§im oblouku mezi nimi. V poslednim pfipadé€ a; = —b;
a proto as 1 bs tvofi viechna komplexni ¢isla s mensi nebo rovnou absolutni hodnotou
nez as.

!

a3
Obrézek 1.1: Komplexni tropické s¢itani

Véta 1.2.2. Tropické hypertéleso CT je hypertéleso.

Diitkaz. Komutativita tropického séitani 1 je zjevnd, asociativita plyne napf. z [Viro
(2010, Dodatek 1, Véta 6.A.). Neutrdlni prvek vzhledem ke sc¢itani je 0, jelikoZ pro
kazdé 0 # a € CT plati |a| > 0, tedy a 1 0 = @ anavic 0 1 0 = 0. Opacnym prvkem
ka e CT je —a,nebot 0 € a 1 —a.

Nésobeni v CT je klasické ndsobeni komplexnich &isel, tudiz CT \ {0} jisté tvori
komutativni grupu vzhledem k ndsobeni. Zbyva distributivita. Tedy chceme ukézat,
Zec-(a1b)=c-a7c-bprovsechna a,b,c € CT. Je-li ¢ = 0, pak distributivita
zjevné plati, nebot’ 0 1 0 = 0. Ddle rozebereme piipady dle Definice Necht’
a,b € CT ac € CT \ {0} libovolné. V prvnim ptipadé plati |a| > |b|, pak jisté |c - a| >
|c - b| a distributivita plati. Pokud |a| = |b|,a # —b, necht a = arg(a),B = arg(b),
vy = arg(c),—m < a, B,y < m, pak

c-atb)=c-{al-e”a<p<B={cl-lal-e” :a+y<@e<B +yl=c-atc-b.

Nakonec pokud a = —b, pak

c-lar—a)=c-{xeC:|x|<lal}={xeC:|x|<]|c-al}=—-c-atc-a.

Tedy tropické hypertéleso CT skutecné tvoii hypertéleso. O



2. Tropicka geometrie

Tropicka geometrie je odnoZz algebraické geometrie, jeZ se zabyva obdobnymi pro-
blémy jako klasickd algebraickd geometrie, ovSem nad jinou algebraickou strukturou
nezli nad télesem, hovofime o tzv. tropickém polotélese. Stile pracujeme nad redl-
nymi Cisly, pozménéné budou operace. S¢itani nahradime branim maxima redlnych
Cisel a ndsobeni nahradime klasickym scitdnim. Tropickd geometrie diky své kombi-
natorické povaze nachdzi mnoho praktickych aplikaci, viz. (Mikhalkin, 2006, Kapi-
tola 7). Na prvni pohled vzdalené svéty algebraické geometrie a tropické geometrie je
mozné spojit pomoci tzv. Litvinovy-Maslovy dekvantizace, kdy reédlna cisla ,,dekvan-
tizujeme"na tropické polotéleso. Chceme-li podobné dekvantizovat komplexni Cisla,
narazime na problémy, které elegantné vyfesi pravé hypertélesa.

2.1 Tropické polotéleso

Zacnéme s algebraickou strukturou, nad kterou se tropickd geometrie odehrava.
Pro dplnost uved’ me definici polotélesa ve smyslu [Viro (2010, Sekce 7.5).

Definice 2.1.1 (Polotéleso). MnoZina X spolecné s bindrnimi operacemi sc¢itdni + a
ndsobeni - tvori polotéleso, jestlize existuji rizné prvky 0,1 € X a plati

o (X, +,0) tvori komutativni monoid (komutativni grupa bez nutnosti existence in-
verznich prvkii),

e (X \{0},-, 1) tvori komutativni grupu,
e plati distributivni zdkon
a-b+c)y=a-b+a-c Va,b,ceX.
Tedy polotéleso a klasické t€leso se 1isi pouze existenci opacnych prvkl vzhle-

dem ke s¢itani. Nyni mizeme definovat avizované tropické polotéleso ve smyslu Viro
(2011}, Sekce 1.1).

Definice 2.1.2 (Tropické polotéleso). MnoZinu T := R U {—oo} spolecné s operacemi
max : RXR — R, (a, b) — max{a, b} v roli polotélesového scitdni a standardnim sci-
tanim redlnych Cisel v roli polotélesového ndsobeni nazveme tropické polotéleso.

Ze tropické polotéleso je ve skuteCnosti polotéleso ukazuje nésledujici lemma.
V jeho dikazu si Ctenai mize pribliZit praci v tropickém polotélese.

Lemma 2.1.1. Tropické polotéleso s operaci max (v roli polotélesového scitdni) a
s klasickym scitanim redlnych cisel (v roli polotélesového ndsobeni) tvori polotéleso.

Diikaz. Nejdiive ukazme, Ze (R, max, —oo) tvofi komutativni monoid. Zjevné je max
komutativni. Asociativita je rovnéz trividlni: pro a, b, ¢ € R plati
max{a, max{b, c}} = max{a, b, c} = max{max{a, b}, c}.

Roli identity vzhledem k max hraje —co (proto ho pro definici tropického polotélesa
T musime k R pfidat). Pro vSechna a € R totiZ plati max{—co,a} = a.



Ze (R, +,0) tvoii komutativni grupu ponechme jako zndmy fakt. Navic jisté —co a
0 jsou riizné prvky.
Nakonec ndm zbyva distributivni zdkon. Ten je pouze jednoduchou rovnosti

a + max{b, c} = max{a + b, a + c}

ktera zjevné plati pro v§echna a, b, c € T. O

Vsimnéme si, Ze vzhledem k max nemohou k nenulovym prvkiim existovat prvky
opacné: pro libovolné a € R nenajdeme b € T takové, Ze max{a, b} = —oo. K télesu
nam tedy chybi pouze existence opacnych prvkd, proto pracujeme nad polotélesem.
Naopak zde mame idempotenci vSech prvki: pro kazdé a € T plati max{a, a} = a.

2.2 Tropické polynomy, tropické variety

Tropicka geometrie se zabyva zcela obdobnymi problémy jako klasicka algebrai-
cka geometrie. Paralelné definujeme tropické polynomy, s nimiZ feSime soustavy rov-
nic. Mnoziny vysledkt studujeme geometricky a definujeme tropickou amébu, ktera
je uzce spojena (ne vSak prfimo) s algebraickou varietou. Uved’me nejdiive definici
tropické variety ve smyslu |Viro (2011, Sekce 1.2) a jeji konkrétni priklad. R+ zde
znadi tropické polotéleso, pouze bez nulového prvku —co.

Definice 2.2.1 (Tropicky polynom, tropickd varieta). Definujeme tropicky polynom p
nad R+ v n proménnych

p(x1,...,x,) = max f{a;+kix;+---+kyx,}
k=(

Loeees n

kde a;, € R, k; € Ny. Tropickou varietu tropického polynomu p definujeme jako
mnoZinu bodii z R", ve kterych se hodnota p rovnd alespori dvéma jeho linedrnim cle-
nim.

Pojem tropického polynomu tak odpovidd standardni definici polynomu, nahradi-
me-li s¢itdni branim maxima a nidsobeni klasickym s¢itdnim.

Ptikladem jednoduchého tropického polynomu v Rﬁmx’ , je napf.
p(x,y,z) = max{2x + 3y,2y + z, 1 + z}. Tropickd varieta V,, polynomu p se bude skla-
dat z t&ch bodi (x,y,7) € R3, pro které alesponi dva ze tff linedrnich ¢lenli p nabyvaji
maxima. Pro pifklady grafii tropickych variet v R? viz Obrazek

Ackoliv se definice tropické variety nemusi zdat na prvni pohled pfirozend, inter-
pretujme ji v redlném tropickém hypertélese RT z Piikladu [T.2.4] Definice tak pouze
iikd, Ze mame-li bod (x,y,z) v tropické varieté V,, pak nulovy prvek —oo lezi v mno-
Zind x> 0y’my’ozE1 0z E] dle pravidel s¢itani v RT, coz je témér klasickd definice
nulové mnoZiny klasického polynomu, neboli algebraické variety.

2.3 Dekvantizace realnych cisel

Ackoliv to neni zjevné, tropické polotéleso a polotéleso nezdpornych redlnych Cisel
R se standardnim sCitdnim a ndsobenim jsou tzce propojeny pomoci tzv. Litvinovy—
Maslovy dekvantizace. Najdeme vhodnou izomorfni kopii polotélesa R, tu poté spo-
jité deformujeme na tropické polotéleso T. Spojitou deformaci ilustrujeme pomoci tzv.

"Mocninny vyraz typu x? je pouze zkracenym zépisem vyrazu x © x, tzn. x> = xO x = X + x = 2.
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Obrazek 2.1: Tropicka varieta poly- Obrazek 2.2: Tropicka varieta poly-
nomu max{2x + 3y, 2y, 1} nomu max{x,y, —1}

améby (Obrazek[2.3)), kterd se deformuje pravé na tropickou varietu. Dekvantizaci uva-
dime ve smyslu Viro (2011}, Sekce 1.3). Grafy améb byly vytvofeny za pomoci algo-
ritmu [Wang.

Litvinovu—Maslovu dekvantizaci realnych ¢isel formalné definujeme jako sys-
tém polotéles {T7}yef0.00)- Pro kazdé h € [0, o0), nosi¢em polotélesa T), je R U {—oo}.
Operace @y, a ©y definujeme v zavislosti na parametru 4 ndsledovné:

a®, b= h-log(e + e%) h>0,
max{a, b} h=0.

aGpb=a+b

Kde dodefinujeme e := 0. V§Simnéme si, Ze nyni —co hraje v T, roli neutrdlniho
prvku vzhledem ke s¢itani. Déle definujme zobrazeni D), : Ry — T},

{h -logx x>0,
Dh =
—00 x=0.

Zjevné pro h > 0 je D;, izomorfismus polotéles (Rxo, +, ) a (T}, @y, Op), tedy pro
kazdé kladné h je T, pouze izomorfni kopii polotélesa R.,. Ty pak odpovida definici
tropického polotélesa T. V ndsledujicim lemmatu ukdZeme, Ze operace @, je spojita
vzhledem k parametru A. Tedy T}, se spojité deformuje na tropické polotéleso T.

Lemma 2.3.1. Operace @y, je spojitda vhledem k parametru h. Specidlné je spojitd
v h =0 zprava.

Diikaz. Pro h > 0 je @, zjevné spojita diky spojitosti exponencidlni funkce a spojitosti
logaritmu. DokadZeme spojitost v & = 0 zprava. Nejdfive pro piipad a @y, a, a € R. Plati

}}Lrgaeaha = hll)r(r)1+ h-log(2-et) = hll)r(r)1+ h-log 2+hlg(r)1+ h-log(e®) = a = max{a, a} = a®ya.

Nyni méjme a, b € R a bez thonu na obecnosti predpokladejme, Ze a > b. Pak
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. . a b . a b—a . b-a
}}Lr(%aeahb = hll)rgh-log(eh +eh) = }L%h~log(eh(l +eh )= a+hli%1+h~log(1 +en)

a jelikoz predpokladame, ze b — a < 0, plati
a+ hlirgh -log(1 + eb/;la) =a =max{a,b} = a® b.
]

Podivejme se nyni na pojem tzv. améby definované ve smyslu Litvinov| (2005, Ka-
pitola 11). Ta je tizce spojena s klasickym pojmem algebraické variety z algebraické
geometrie.

Definice 2.3.1. Necht’ p € R[xy,..., x,] je redlny polynom a V := {x € C" : p(x) = 0}
jeho komplexni algebraickd varieta. Pro kladny parametr h > 0 definujme zobrazeni

h-Log:(C\0)' = R":(z1,....,2,) = (h-loglzil, ..., h-log|z,|)

Pro hodnotu parametru h = 1 nazveme Amébou (ang. amoeba) obraz V p¥i zobrazeni
Log.

Obrazek [2.3] vhodné ilustruje, jak se pro zmensujici se hodnotu parametru 4 graf
améby postupné deformuje na graf tropické variety.

4

Obrazek 2.3: Améba deformujici se na tropickou varietu

Obrézek [2.4|ukazuje grafy linedrnich funkci y = 1@y, x v polotélesech T}, pro rizné
kladné hodnoty /4 a jak se pfi limitnim pfechodu 2 — 0 postupné deformuji na po ¢4s-
tech linedrni graf y = 1 &, x v tropickém polotélese T. Pro 4 kladné po rozepsani plati
y=1&,x=h- log(e% +e#). Na Obrazku jsou grafy pro hodnoty 2 = 0.8 ah = 0.5.
Limitné pro 4 = 0 pak plati y = 1 @y x = max{l, x}.

2.4 Subtropicka deformace komplexnich cisel

Litvinova—Maslova dekvantizace nam dava dilezity vztah mezi tropickou geomet-
rif a klasickou algebraickou geometrii. Deformovali jsme vSak pouze nezdporna redlna
Cisla Ryo. Budeme-li chtit dekvantizaci rozsifit na komplexni Cisla, narazime na pro-
blémy, jez vyfesi pravé hypertélesa. Subtropickou deformaci komplexnich ¢isel uva-
dime ve smyslu|Viro| (2011}, Sekce 3.1)
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Obrazek 2.4: Grafy y = 1 &, x deformujici se na graf y = 1 @ x.

Definujme tedy podobné jako v redlném piipad€ izomorfismus S, zdvisly na klad-
ném parametru 2 > 0. Formalné definujeme S, : C — C predpisem

1
s z#0,
o= {18 21

S je zjevné prosté 1 na a vzhledem k ndsobeni je to homomorfismus:
Sulab) = S,(a) - Sp(b). Vzhledem ke sCitani ovSem homomorfismus neni, na definic-
nim oboru §;, tak musime s¢itani predefinovat

ad,b:=58;"(Sya)+Sub))

a S, tak bude izomorfismem S, : C, — C, kde C;, znaci téleso C; = (C, gy, -)
s komplexnimi Cisly jako nosi¢em, nové definovanym s¢itdnim B, a klasickym nasobe-
nim komplexnich ¢isel. Podobné jako v redlném piipadé€ se nyni podivejme na limitni
chovani operace B, pro i — 0. Na prvni pohled se definice S, nemusi zdat podobna
definici polotélesového izomorfismu D), z Litvinovy—Maslovy dekvantizace. Uvidime
vSak, ze po limitnim pfechodu vysledna struktura obsahuje tropické polotéleso T.

Lemma 2.4.1. Pro a,b € C oznacme a 8y b := lim,_ya 8, b limitu operace 8;, pro
h — 0 a nezvéme ji limitou souctu subtropické deformace. Operace By md pak ndsle-
dujici bodové limity:

a lal > 1],
adb=1lal- &% lal =bl,a # -b,
0 a=-b.

Diikaz. Snadno se ovéri, ze S ;1(a) = |a|hﬁ. Soucet @), definujeme jako

1 a i b h |a|%ﬁ+|b|%ﬁ
ad,b =S, Sy@) +Syb) = la = + b —| - ——>
lal b ‘|a|%|%| ¥ |b|%ﬁ
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pro a,b € C. Nyni je-li |a| > |b|, pak ai roste asymptoticky rychleji nez bi pro h — 0,

tedy a By b = a. Je-li la] = |b| a a # —b, pak po dosazeni a vytknuti dostavame
adyb =la|- IZ::Z. Je-lia = —b, zjevné —b By b = 0. O

Dostavame tak strukturu C, := (C, |y, -). Pro ilustraci Lemmatu [2.4.1| viz Obra-
zek 2,51

a1=sl

b

S2

Obrézek 2.5: Limita souctu subtropické deformace

Nez rozebereme podrobnéjsi vlastnosti By, podivejme se na samotné C,. UkdZeme,
ze C, obsahuje tropické polotéleso T. Definujme zobrazeni f : R,o c Cy — T

oo {log(x) x i 0,
—00 x=0.

Funkce log je bijekci R.g na R, tedy f je bijektivni. Pfi limitni deformaci se zménil
pouze soucet, nikoliv ndsobeni. Diky vlastnostem logaritmu tak je f homomorfismem
vzhledem k ndsobeni. V limité souctu subtropické deformace z Lemmatu [2.4.Tjmohou
diky omezeni na nezdporna redlnd ¢isla R, nastat pouze prvni dva piipady. Pokud
a,b € R,y aa > b, potom z prvniho pripadu a By b = a, tedy

fla® b) = f(a) = max{f(a), (D)} = fa) ® f(b),

kde @, odpovida s¢itani v tropickém polotélese T. Pfirozené jsme zde rozsifili relaci
> na R U {—oo}. Pokud a = b, z druhého pifipadu Lemmatu [2.4.1] plati a &8 a = a, tzn.
flamya) = f(a) ® f(a). Navic f(1) = 0 a f(0) = —co. Funkce f je tedy polotéle-
sovym izomorfismem mezi (Rs, By, ) C Coy a tropickym polotélesem T, neboli £~
vnofuje T do C,. Subtropickd deformace komplexnich ¢isel je tak ptfirozenym rozsite-
nim Litvinovy—Maslovy dekvantizace redlnych Cisel.

Rozeberme nyni podrobnéji vlastnosti limity souctu subtropické deformace Hy. Je
komutativni, dokonce vzhledem k nésobenti je distributivni. Obé vlastnosti ithned ply-
nou z Lemmatu [2.4.1] 0 funguje jako neutrdlni prvek, pro a € C je —a opaénym prv-
kem. Operace B, ma vSak silné nedostatky, jako funkce proménnych a, b neni spojita
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a dokonce neni ani asociativni. Protipfiklad asociativity je trividlni, vezméme Cisla
1,_—1,1' € C. Potom (-1 my 1) Byl =0myi = i, ale —1 & (1myi) = -1 m@y 6% =
e Protipiiklad spojitosti je také zjevny. Vezméme Cisla 1,i a oznaCme jejich soucet
s = e% = 1 |y i. Z definice spojitosti nyni ma pro kazdé e > 0 existovat § > 0, Ze
(1,0 — (x,y)l <6 = |(xByy) — s| < € pro kazdé x,y € C. OvSem pro libovolné
mald ¢ > O plati (1 + {)Byi =1+ { apro naprt. € = % tak spojitost nemutiZe platit.
Tyto nedostatky mohou vyfesit hypertélesa. V§Simnéme si podobnosti obrdzku li-
mity souctu subtropické deformace (Obrazek [2.5) a obrazku komplexniho tropického
s¢itani 1 v tropickém hypertélese CT (Obrazek [I.1). Ihned vidime, Ze |8, je obsaZené
uvniti komplexniho tropického s¢itani . Z Véty [1.2.2] jiz vime, Ze komplexni tro-

z M7

pické s¢itani 1 tvori na komplexnich Eislech hypertéleso, specidlné je tedy asociativni.
Komplexni tropické s¢itani je dokonce spojité, ovSem kvili mnohoznacnosti operace
T budeme potiebovat nestandardni topologii, vzhledem k niZ je 1 spojité jako funkce.
Nakonec ukdZeme, Ze tropické hypertéleso mizeme dostat jako limitu subtropické de-

formace.

2.5 Topologie mnohoznac¢nych zobrazeni

Abychom mohli fici, Ze tropické s¢itani je spojité, musime védét, k jaké topologii
se vztahujeme. Komplexni tropické s¢itani je mnohozna¢nd bindrni operace
1 : C*> — 2. Pro spojitost T tak potfebujeme zavést topologii na potenéni mnoZiné
komplexnich &isel 2€. Pro libovolny topologicky prostor X existuje na potenéni mno-
z7in& 2% vice pfirozenych topologif, ndm k tomu poslouZi tzv. horni Vietoriho topologie,
viz (Viro, 2011} Sekce 4.1). Horni Vietoriho topologie pro topologicky prostor X je
topologie na prostoru 2X konstruovdna ndsledovné: je-li U C X oteviend mnoZina
v X, potom definujeme 2Y c 2% jako otevienou mnoZzinu v 2. Systém t€chto otevie-
nych mnoZin pak generuje horni Vietoriho topologii. Tato topologie ma ovSem 1 své
nedostatky, napf. neni ani Hausdorffova: jsou-li U, V C X oteviené mnoZiny v X s ne-
prazdnym priinikem, pak U, V jako body v 2* nemohou mit disjunktni okoli. Pro bliz§{

diskuzi viz (Viro, 2011}, Sekce 4.1). Pouze zde uved’me pro nds dilezity vysledek.

Véta 2.5.1. Komplexni tropické s¢itdani jako funkce 1 : C* — 2 je spojité vzhledem
k horni Vietoriho topologii na 2 a standardni topologii na C>.

Diikaz. Dokaze se pfimo z definice horni Vietoriho topologie a rozebranim piipadd
v definici tropického séitani 1, viz (Viro, 2011} Véta 4.B.). m|

2.6 Vztah komplexni subtropické deformace a tropic-
kého hypertélesa

Ackoliv jsme v Sekci [2.4] ukdzali, Ze vyslednd limita subtropické deformace neni
asociativni ani spojitd, tropické hypertéleso tyto nedostatky nemd, viz Véta [1.2.2] a
Véta Nasledujici véta ukazuje, Ze tropické hypertéleso miZeme dostat jako vy-
slednou limitu subtropické deformace komplexnich cisel. Podivejme se na operace &,
v télesech T}, jez jsme diskutovali v Sekci jako na grafy funkci @, : C> — C.
Méme tedy mnoZinu graf v prostoru C? zdvislou na parametru 4 > 0. Nynf nds zajima,
co se limitné déje pro 4 — 0. Zajima nds tedy chovani mnoZiny
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T ={(a,b,as,b,h) € C*xRsg:a,beC,h>0}

u nadroviny C* x {0}. Nésledujici v&ta ndm piesné dava do souvislosti prinik této
nadroviny a mnoziny grafii " s tropickym hypertélesem CT.

Véta 2.6.1 (Viro (2010) Véta 9.A.). Necht' T = {(a,b,a B, b,h) € C* X Ry : a,b €
C, h > 0} je mnoZina grafii operaci s¢itdni B, pro v§echna kladnd h. Poté priinik C>x{0}
s uzdvérem 1" je mnoZina I' . X {0}, kde I'. = {(a,b,a 1 b) € C?® : a,b € C} je graf
tropického scitdni 1 v tropickém hypertélese CT.

Za cenu mnohoznacnosti tak jako vysledek komplexni subtropické deformace do-

stdvdme spojitou operaci T splilujici spolecné s ndsobenim komplexnich cisel definici
hypertélesa.
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3. Matroidy

Dalsi praktické vyuziti naleznou hypertélesa v teorii matroidii. V kombinatorice
a prilehlych oblastech jsou matroidy uZiteCnou algebraickou strukturou zobeciujici
pojem linedrni nezdvislosti z linedrni algebry. Matroidy maji mnoho ekvivalentnich
(tzv. kryptomorfickych) definic. V tomto textu vyuZijeme tfi z nich, definici pomoci
nezdavislych mnoZin, pomoci systému obvodit (ang. circuits) a pomoci systému bdzi.
Ekvivalence dokdZeme a predstavime uZite¢né piiklady.

Cilem této Casti textu je zminit rizné druhy matroidl a zobecnit je do pojmu
F-matroidu, kde F zastupuje hypertéleso. Pro konkrétni volbu hypertélesa dostaneme
pfisluSny matroid. UkdZeme ndasledujici vztahy:

e K-matroid s Krasnerovym hypertélesem odpovida klasickému matroidu,
e S-matroid s hypertélesem znamének odpovida orientovanému matroidu,

e RT-matroid s redlnym tropickym hypertélesem odpovida valuovanému matro-
idu.

3.1 Definice matroidu

Pro zakladni definice a ekvivalentni diikazy Lemmatu a Lemmatu od-
kazujeme Ctenare na |Welsh| (1976, Kapitola 1).

Definice 3.1.1 (Matroid). Matroid M je dvojice (E, 1), kde E je konecnd mnoZina (tzv.
nosic) a 1 je systém podmnoZin E (prvky nazyvdme nezdvislé mnoZiny) splitujici:

o (I1)D e 1,

o (I2)Je-lily el al,CI, potoml, € 1,

e (I13) Jsou-li 1,1, € I, Ze |I| < |I,|, potom existujei € I, \ I, Ze I, U {i} € 1.
Velikost nejvétsi nezdvislé mnoZiny nazveme hodnost matroidu M.

Definice matroidu pomoci nezavislych mnoZin skute¢né odpovid4 zobecnéni po-
jmu linedrné nezdvislé mnoziny ve vektorovém prostoru konecné dimenze, viz Pii-

klad[3.2.2]

Definice 3.1.2 (Systém bazi). Necht’ E je konecnd mnoZina a B je systém podmnozin
E. B nazveme systémem badzi, jestliZe splituje:

e (B1) B je neprdzdny,

e (B2) [Pravidlo pro zaménu bdzi] Pro kaZdé A,B € B a kaZdé a € A \ B existuje
be B\ A, Ze(A\ {a}) U {b} € B.

Prvek z B nazveme bdzi.

Vlastnost (B2) prirozené plati pro baze vektorovych prostori kone¢né dimenze,
opét viz Priklad [3.2.2]
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Lemma 3.1.1. Necht’ B je systém bdzi. Potom existuje n € N takové, Ze pro kaZdou
bdzi B € B plati |B| = n.

Diikaz. Thned plyne z pravidla pro vyménu bazi. O

Lemma 3.1.2. Je-li E konecnd mnoZina a B systém bdzi nad E, pak systém podmnoZin
I :={I C B: B € B} tvori spolecné¢ s E matroid M = (E, I). Naopak, méjme matroid
N = (F,J) a oznacme n = maxeqlJ|. Poté mnoZinovy systéem D ={J € J : |J| = n}
tvori systéem bdzi.

Duikaz. Necht B je systém bazi a vezméme 7 := {I C B : B € 8B}. Ukazeme, Ze I spl-
fuje zdkony (I1) - (I3) systému nezavislych mnozZin. (I1) je evidentné splnéno, (I12)
také. Pro (I3) méjme dvé mnozZiny I,,1, € 1, ze |I;| < |I;|. Pak existuji dvé baze
A,Be B,7el, C A, I, C B. Vybereme a; € A\, z pravidla pro vyménu bazi pak musi
existovat by € B,7ze A := (A\{a,})U{b,}je baze. Pokud b, € I, C B, potom I;U{b;} C A
atedy 1, U {b,} je dle naSi konstrukce nezavisld mnozina. Pokud b, ¢ I,, postupujeme
induktivné. Mame-li vybrané prvky by,...,b, € B\ I, amnoZinu A,,, Ze I} C A,, a
bi,...,b, € A, N B, vybereme a,,,; € A,, \ (I; U {by,...,b,}). Opét dle pravidla pro
vyménu bazi musi existovat b,,.1 € B, Ze A,41 = (A \ {@pme1) U {bpyi1}} je baze. Prvek
b,+1 musi byt rizny od prvki by,...,b, € B, nebot vSechny baze maji diky Lem-
matu stejnou velikost. Odebranim prvku a,,,; z A,, a pfiddnim néjakého b;, které
jiz do A,, naleZi, bychom velikost A,, zmensSili. Dale pokud b,,,; € I, C B, podobné
jako vyse je pak I, U {b,,,} nezdvisla mnozina. Plati |I;| < || = |A\ L| > |B\ L,
ponévadZ baze maji stejnou velikost z Lemmatu [3.1.1] Tedy prvky b;, které nejsou z
mnoziny I, diive nebo pozdéji musime vycCerpat a najdeme by, které nutné do I, patii.
Tedy 7 spliiuje zakony systému nezavislych mnoZin.

Naopak mame-li matroid N = (F, J) a mnoZinovy systtm D = {J € J : |J| = n},
kde n je hodnost matroidu N, pak D spliiuje zakony systému bazi (B1) a (B2). (B1) je
zjevné, nebot’ D je neprazdné. Pro (B2) méjme nezdvislé mnoZiny A, B € D a zvolme
libovolné a € A. Pak A \ {a} je nezdvisla mnoZina a plati |A \ {a}| < |B|. Tedy existuje
prvek b € B\ (A \ {a}) takovy, Ze X = (A \ {a}) U {b} je nezdvisld mnoZina. Jelikoz
b ¢ A\ {a}, nutné plati |X| = n, tudiz X € D. O

Pravé uvedené lemma ukazuje, Ze systém bdazi je ekvivalentni definici matroidu.
Velikost libovolné baze pak odpovid4 hodnosti matroidu.
Nyni se podivejme na posledni ekvivalentni definici matroidu.

Definice 3.1.3 (Systém obvodt). Necht’ E je konecnd mnoZina a C je systém podmno-
Zin E. C nazveme systémem obvodu, jestliZe spliiuje:

e (Cl)Je-li C € C, pak C # 0 a pro kaZdé C,,C, € C, Ze C1 C C,, plati C| = C,,

e (C2) [Pravidlo pro eliminaci obvodit] Pro kazdé C,,C, € C,x € C; N C,,
ye Cy\C;existuje C3€ C,Zeye C3 C(C;UCy) \ {x}.

Prvky C nazveme obvody (ang. circuits).

V konec¢né dimenzionalnim vektorovém prostoru obvod odpovidd minimalni line-
arné zavislé mnoziné, tedy takové mnozing, kterd se stane linedrné nezavislou odebra-
nim libovolného prvku. Pro interpretaci v rovinnych grafech viz Priklad [3.2.3]

Obdobné jako systém bazi, systém obvodil je ekvivalentni definici matroidu.
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Lemma 3.1.3. Je-li E konecnd mnozina a C systém obvodii, mnoZinovy systém

I ={ICE:CeC = C ¢I}twori matroid M = (E, I'). Naopak, mdme-li matroid
N =({F9), system D ={DCF :D¢9,de D = D\{d} € J} tvofi systém
obvodii.

Diikaz. Méjme konecnou mnoZinu E, C systém obvodili a mnoZinovy systém

I ={ICE:CeC = C ¢I}. UkdZzeme, Ze mnozina B nejvétsich prvkl z I tvori
systém bazi, tedy dle Lemmatu (E, 7) tvofi matroid. B je neprazdnd, jelikoz 1
je neprazdnd. Pravidlo pro zdménu bazi dokdZeme sporem. Necht' existuji mnoZiny
A, B € B, pro které toto pravidlo neplati, tzn. existuje a € A, Ze pro vSechna b € B
plati (A \ {a}) U {b} ¢ B. Tedy (A \ {a}) U {b} neni nezdvisld mnoZina, tudiZ obsahuje
néjaky obvod C, € C. Pfidejme nyni prvek a k mnoziné B. Jelikoz B je maximadlni,
pak B U {a} nemiZe byt nezavisld mnoZina a nutné¢ obsahuje obvod a € D C B U {a},
D € C. Pridejme tento obvod k mnoZiné A. Tedy mnoZina A U D obsahuje obvod D.
Pro libovolné d; € D\ A existuje obvod Cy,, ktery neobsahuje prvek a. Z pravidla pro
eliminaci obvodt existuje obvod Dy € D U Cy, \ {d,}, ktery obsahuje a. Zkonstruovali
jsme obvod, pro ktery |D; \ A| < |D\ A|, pokracujme takto induktivné. V kazdém kroku
vzdy odebereme alespon jeden prvek d;. Nakonec musime dostat obvod Dy, pro ktery
D\ Al =0, tzn. D;, C A, coZ je spor s tim,Zze A € 1.

Naopak méjme matroid N = (F, ) a oznaCme

D={DCF:D¢9J,de D = D\ {d} €T}

systém vSech C-minimdlné zavislych podmnozin nosi¢e F. Bod (C1) je zjevny.
Dokézeme pouze slabsi znéni bodu (C2), tzv. slabé pravidlo pro eliminaci obvodii,
t.J. pro libovolné C;,C, € D ax € C; N C, existuje C3 € D,C3 € C; Uy \ {x}).
Diikaz, ze slabé pravidlo pro eliminaci obvodl implikuje siln€jsi znéni (C2) lze najit
napt. v |Welsh| (1976, Kapitola 9, Véta 2). Nejprve ukazme, Ze kdykoliv mnoZina X
neobsahuje prvek z D, tzn. neexistuje D € D takové, Zze D C X, pak uz nutné plati
X € 9. Sporem vezméme nejmensi mnozinu X, pro kterou toto neplati. Jelikoz X ¢ 7,
|X] > 1. Pak bud’ plati, Ze prokazdéd € X — X\{d} € J nebo Ze existuje d € X, pro
které X \ {d} ¢ J. V prvnim by platilo, ze X € D, coz je spor. V druhém piipadé mame
mnozinu X \ {d} ¢ J, |X \ {d}| < |X|, kterd stejné jako mnoZina X neobsahuje Zadné
prvky D, nebot’ X \ {d} C X, spor s minimalitou X. Nyni mizeme ukdzat elementarn{
dikaz slabého pravidla pro eliminaci obvodd, viz napf. (Pangrac, Lemma 1.1). Sporem
necht’ mnoZina Y := C; U C; \ {x} neobsahuje Zddné prvky z D. Pak nutné Y € 7 dle
vySe uvedeného. JelikoZ C; a C; jsou disjunktni mnoZziny, existuje prvek a € C; \ C,
aplati Cy \ {a} € J. Vezméme nejvétsi nezdvislou mnozinu I € C; U C, obsahujici
C \ {a}. Ztejmé I neobsahuje zZadny prvek z D, nebot’ kazdd podmnoZina nezdvislé
mnoziny je nezavislad. Tudiz C, ¢ I a existuje b € C; \ I. Prvky a a b jsou rizné, nebot’
a€ Ci\C,. Tedy |I| £ |CyUC,|—2anavic |Y]| = |C;UC,|— 1. Mame tedy dvé nezavislé
mnoZziny, z nichZ je jedna vétsi. Tedy musi existovat prvek ¢ € Y\ I takovy, Zze I U{c} je
nezavisld mnoZina, pro kterou navic plati C; \ {a} € I U {c}. Spor s maximalitou /. O
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3.2 Priklady matroidu

Podivejme se nyni na konkrétni priklady matroidi a prislusné interpretace praveé
zavedenych pojmil.

Priklad 3.2.1. Necht E je kone¢nd mnoZina. Trividlnim pfikladem matroidu je mno-
Zina E spolecné se svoji potenéni mnoZinou. Tento matroid nazyvame volny matroid.

Priklad 3.2.2 (Vektorovy matroid). Méjme konecné dimenziondlni vektorovy prostor
V a kone¢nou mnozinu vektort £ C V. Systém vSech linedrn€ nezdvislych podmnozin
E tvori vektorovy matroid. Skute¢né, mame-li linedrné nezavislou mnoZinu vektort,
pak jeji libovolnd podmnoZzina bude stile linearné nezédvisld. Mame-li dvé linedrné
nezavislé mnoziny vektord /1,1, C E, kde |I;| < |I,|, potom span(l,) € span(l,) a
nutn€ musi existovat vektor x € I \ I, Ze I; U {x} je linedrn¢ nezdvisla.

Systém podmnoZin E sloZeny z bazi podprostoru span(E) tvofi systém bazi
ve smyslu Definice [3.1.2] Pravidlo (B2) plati podobné: méme-li biaze A, B podprostoru
span(E), potom pro a € A plati span(B) € span(A \ {a}) a nutné musi existovat b € B,
ze (A '\ {a}) U {b} je opét baze span(E).

Systém vSech minimdlnich (vzhledem k inkluzi) linedrné zavislych podmnozZin E
tvori systém obvodi.

Vezmeme-li na Obrézku 3.1] v§echny linedrné nezavislé mnoZziny vektora definujici
matroid M, pak libovolna dvojice tvofi bazi M a libovoln4 trojice obvod v M.

Obrazek 3.1: Kone¢na mnoZina vektord v R2

Priklad 3.2.3 (Grafovy matroid). Necht G = (V, E) je konecny, rovinny, neoriento-
vany, souvisly graf. Grafovou kruznici (ddle jen kruznici) myslime podgraf G s vrcholy
stupné pouze 2. MnoZinu hran z E nazveme nezdvislou mnoZinou, jestliZe neobsa-
huje kruznici. Systém vSech takovych mnozin definuje grafovy matroid M. Libovolna
kostra G bude bazi matroidu M a libovolnd kruZnice (tzn. jeden cyklus) bude obvodem
matroidu M. V grafovych matroidech ma pravidlo pro eliminaci obvodl piimou inter-
pretaci: vezmeme-li dvé kruznice C, C;, jeZ maji spole€nou hranu a € C; NC, a pevné
zafixujeme hranu b € C; \ C,, pak musi existovat kruznice C3 uvnitt (C; U C,) \ {a}
takovd, Ze b € Cs, viz Obrazek [3.2] kde horni kruZnice C obsahuje vrcholy A, B, C,
dolni kruZznice C, obsahuje vrcholy A, B, D a vysledna kruznice C; obsahujici vrcholy
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A, C, B, D rovnéz obsahuje fixovanou hranu b € C; \ C, a neobsahuje vybranou hranu
aeC;NCQC,.

C
o
@ 1°]
<
b
B
a
A
C
c, 3
<) ®

Obrazek 3.2: Rovinny neorientovany graf se zvyraznénou kruznici

3.3 Definice orientovaného matroidu

Orientovany matroid definujeme ve smyslu |Bland a Las Vergnas (1978, Véta 2.1).
Pojem matroidu zobectiuje pojem linedrni nezdvislosti z linedrni algebry. MnoZinu
vektord nazveme linedrné zavislou, jestlize nulu miZeme vyjadfit pomoci netrividln{
linearni kombinace danych vektord. V klasickém matroidu nés zajima otdzka pouze
linedrni nezdvislosti, t.j. kdy se konkrétni vektor v této linearni kombinaci vyskytuje.
V orientovaném matroidu nds navic bude zajimat, s jakym znaménkem se v této kom-
binaci vyskytuje.

Pro ptiklad uvazme grafovy matroid, jen namisto neorientovaného grafu pouzijme
orientovany graf. Nyni bychom chtéli v matroidu zachovat informaci o orientaci hran.
Podivejme se na jeho kruZnice a zafixujme si kladny smér rotaceﬂ Dana kruznice stéle
odpovida obvodu v matroidu, jen nyni kazdé jeji hrané pfiradime informaci, zda jde
ve sméru rotace, €1 nikoli. Poslouzi ndm k tomu pojem orientované mnoZiny.

Definice 3.3.1 (Orientovand mnoZina). Dvojici X = (X, sgx), kde X je mnoZina (tzv.
nosic) a sgx : X — {—1, 1} nazveme orientovanou mnoZinou (ang. signed set).

X" = {x € X: sgx(x) = 1} nazveme mnoZinou kladnych prvkua X, obdobné definujeme
mnoZinu zdpornych prvku X~. Opacénou orientovanou mnoZinou k X rozumime —X
takovou, Ze (-X)" = X" a (-X)” = X*.

Tedy X chdpeme jako obycejnou (neorientovanou) mnoZinu. X je pak orientovand
mnoZina, kterd kazdému prvku z X pfifadi znaménko + nebo —.

Nyni definujeme orientovany matroid pomoci obvodi jakoZto orientovanych mno-
Zin.

'Kladnym smérem rotace vZdy myslime rotaci proti sméru hodinovych ru¢icek.
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Definice 3.3.2 (Orientovany matroid). Dvojice M = (E, C) tvoii orientovany matroid,
jestlize E je konecnd mnoZina (tzv. nosic M) a C je systém orientovanych mnoZin
(prvky nazveme orientované obvody), Ze pro C € Cplati CC E a

e (CO)D¢C,
e (Cl) Pro kazdé C € C plati —C € C,
e (C2) Pro C,D € C takové, Ze C C D, plati C = =D,

e (C3)ProC,De(C,C#—-DaeecC'ND existuje F € C, Ze F* C (C*UD")\{e}
aF~Cc(C UD)\ e}

Tedy plati podobné zdkony jako v definici systému obvodt (Definice [3.1.3)). Po-
divejme se na priklad grafového orientovaného matroidu, kde 1ze definici vhodné ilu-
strovat.

Priklad 3.3.1 (Grafovy orientovany matroid). Méjme orientovany rovinny graf

G = (V, E). Chceme zkonstruovat orientovany obvod C. Za nosi¢ C vybereme libovol-
nou neorientovanou kruZnici a pro ni zafixujme kladny ¢i zdporny smér rotace v roving.
Pokud hrana e € C jde ve sméru fixované rotace, priradime sgc(e) = 1. Jde-li hrana
e proti sméru fixované rotace, pfifadime sgc(e) = —1. Na Obrazku [3.3] jsme vybrali
jedinou moZznou kruZznici a fixovali kladny smér rotace.

Obrazek 3.3: Rovinny orientovany graf se zvyraznénou neorientovanou kruZnici

Z bodu (C1) vyplyva, Ze nezélezi na vybéru sméru rotace, nebot’ do orientovaného
matroidu musi patfit ob€ moZznosti. (C2) ndm dav4 podobnou C-minimalitu jako bod
(C1) v definici systému obvodt (Definice [3.1.3)) a (C3) je podobné pravidlo jako pravi-
dlo pro eliminaci obvodi (C2) z definice systému obvodd (Definice [3.1.3)), navic jesté
zachovavajici orientaci obvod.

K orientovanym matroidiim je$té poznamenejme, Ze opét existuje vice ekvivalent-
nich definic, podobné jako pro klasické matroidy. V tomto textu si vystacime s uvede-
nou definici.
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3.4 Definice valuovaného matroidu

Na okraj zmifime jeSté pojem valuovaného matroidu. Jako orientované matroidy
zobecnuji pojem matroidu reprezentovatelného nad archimédovskym télesenﬂ valuo-
vané matroidy zobeciiuji pojem matroidu reprezentovatelného nad nearchimédovskym
télesem. Valuovany matroid definujeme ve smyslu Dress a Wenzel (1992, Definice
1.1).

Definice 3.4.1. Necht’ E je mnoZina, m e Nal = ([, <) je linedrné usporddand abe-
lovskd grupa, t.j. (I', <) je neostré linedrni uspordaddni a navic pro vsechna a,,y € I'
plati, Ze « < B = 7y -a < y-f. Definujme T' := T U {0}, kde prvek O spliiuje
@-0=0-a=0provSechnaa €T a0 < a provSechna a € I'. Zobrazeni f : E" — T
definuje valuovany (ang. valuated) matroid M, = (E, f) na E hodnosti m s hodnotami
v T, jestlize f splituje ndsledujici viastnosti:

e (VO0) f neni identicky nulové,

e (V1) hodnota f se neméni permutaci prvkii, t.j. pro libovolnou permutaci o € S,
a libovolné prvky ey, ..., e, € E plati

f(ela e ,em) = f(o-(e]), s ,O-(em))-

a navic f je nenulové pouze na m-ticich riiznych prvkii, t.j. pokud existuje i # J,
lee; =ej pak f(ey,...,ey,) =0,

e (V2) pro libovolné e, . .., e,, f>,..., fm € E existuje i,1 < i < m takové, Ze

f(el"--»em)'f(eO»fZ’-'-’fm) Sf(eOa-'-’éi»em)'f(ei’f2a'--’fm)

Zobrazeni f spliiujici (VO) - (V2) nazveme valuacti valuovaného matroidu M.

O dvou valuacich f,g : E™ — T fekneme, Ze definuji stejny valuovany matroid
M, pokud spliiuji M; = M,, tj. jestlize existuje prvek @ € I takovy, Ze f = a - g.
Valuace f, g pak nazveme ekvivalentni. Ze jde o relaci ekvivalence je zfejmé.

3.5 F-matroidy

Vrat'me se nyni k hypertélesim. (Silny) F-matroid definujeme ve smyslu Baker a
Bowler (2017, Definice 3.7). Podame zde prirozené;jsi, ackoliv méné praktickou ekvi-
valentni formulaci, viz|Baker a Bowler (2017, Véta 3.8).

Pro mnoZinu E a hypertéleso F znatime F£ mnoZinu viech funkci z E do F. Je-li
X € FE, nosi¢ X C E zna¢i mnoZinu viech e € E, pro které je X(e) nenulové. Nosi¢em
C C FF oznatime mnozinu supp(C) = {X : X € C}. Ddle ozna¢ime F* mnoZinu
vSech nenulovych prvki hypertélesa F'.

Pro definici F-matroidu si jesté zaved’ me pojem fundamentdlniho obvodu.

Lemma 3.5.1. Necht’ M = (E, I) je matroid. Z I konstruujeme dle Lemmatu [3.1.2]
systém bdzi B a dle Lemmatu [3.1.3| systém obvodii C. Pak pro libovolnou bdzi B € B
a libovolny prvek e € E \ B existuje pravé jeden obvod C € C, pro ktery C C B U {e}.
Tento obvod nazveme fundamentdlnim obvodem.

2 Archimédovskym t&lesem T rozumime uspoiddané téleso T s Archimédovou vlastnosti, t.j. pro
kazdé a,B8 € T, a,B > 0 existuje k € N takové, Zze k - a > .
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Diikaz. Necht' B je libovolna baze matroidu M. B jisté neobsahuje Zadny obvod. Pfi-
danim libovolného prvku e € E \ B k bazi B nemuzeme dostat dalsi bazi, jelikoz
dle lemmatu [3.1.1 maji vSechny béze stejnou velikost. Tedy musi existovat obvod
C € BU {e} anutné e € C. Pokud by takové obvody existovaly dva, feknéme C; a
C,, pak maji neprazdny prinik e € C; N C, a z pravidla pro eliminaci obvodu existuje
obvod C; € (C; U () \ {e}. To znamenad, Ze obvod C3 C B, coZ je spor. O

Nyni jiZ mizeme formulovat definici F-matroidu. Poznamenejme, Ze Baker a Bow-
ler (2017, Definice 3.4 a Definice 3.7) definuji slaby a silny F-matroid, kde slaby zo-
becniuje silny. V tomto textu si vystac¢ime pouze se silnym F-matroidem, ktery budeme
nadéle nazyvat pouze F-matroid.

Definice 3.5.1 (F-matroid). Necht’ E je neprdzdnd, konecnd mnoZina a F je hyperté-
leso. PodmnoZinu C C FE nazveme systém F-obvodii F-matroidu M na E, jestlize C
spliiuje:

e (CO)0¢C,
e (Cl)PokudCeCaacF* paka-C e,
e (C2) Pokud C,D € C a C C D, potom existuje nenulové @ € F*, Ze C = a - D,

e (C3) Nosi¢ C tvori systéem obvodii matroidu M’ a pro kaZdy prvek C € C a
kaZdou bdzi B € M’, C je v linedrnim obalu prvkii Cg, pro e € E \ B, kde
Cp,. znaci jednoznacné urceny prvek z C, pro ktery Cp.(e) = 1 a jehoZ nosic je
fundamentdlni obvod v M'.

Dvojici M = (E,C) nazveme F-matroid nad E. Hodnost F-matroidu M definu-
Jeme jako hodnost matroidu M’ z bodu (C3).

MiuZeme si v§imnout, Ze body (C1) a (C2) jsou pfimym zobecnénim bodi (C1)
a (C2) v definici orientovaného matroidu (Definice [3.3.2). Pro volbu znaménkového
hypertélesa S by tyto dva body pfimo splyvaly. Rozved’me bod (C3). Ten ndm fik4, Ze
pro kazdy F-obvod C € C je jeho nosi¢ C = {e € E : C(e) # 0} obvodem né&jakého
matroidu M’. Systém vSech takto vzniklych obvodi {C : C € C} definuje tento matroid
M. Vyberme libovolnou bazi B matroidu M’. Pro libovolny prvek e € E\ B (M a M’
maji stejny nosi¢ E) najdeme dle Lemmatu [3.5.1] fundamentélni obvod Xz,. F-obvod
Cp. € C je nenulovy pravé na téch prvcich, které tvofi fundamentélni obvod Xp,, t.].
pro vSechna f € E plati Cp.(f) # 0 & f € Xp,.. Navic pozadujeme, aby Cjp, byl
normovany vzhledem k e, tzn. musi platit Cp.(e) = 1. Linedrni kombinaci téchto prvka
jsme nyni schopni vyjadrit libovolny F-obvod z C. Vezméme tedy F-obvod C € C. Pak
existuje n € N,n > 1 takové, Ze pro kazdé 0 < i < n existuje skaldr a; € F, baze B;
matroidu M’ a prvek e¢; € E nosi¢e matroidu M’, Ze F-obvod C je v linedrni obalu
prvkli Cp, € M, tedy

Ce a; © CBi,ei
i=0

kde s¢itani prvki z FE a jejich ndsobeni skaldry z F definujeme po prvcich, tzn.
ekvivalentné
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vieE:C(f) e FH @ o Cs.. ().

i=0

Pro dalsi préaci s F-matroidy budeme potrebovat ekvivalentni definici F-matroidu
pomoci tzv. Grassmannovych—Pliickerovych funkci. Ackoliv na prvni pohled neni
definice pfirozend, uvedeme konkrétni piiklad a dokdZeme pomoci ni ekvivalenci K-
matroidu s Krasnerovym hypertélesem K a klasického matroidu.

Definice 3.5.2 (Grassmannova—Pliickerova funkce). Necht’ E je neprdzdnd, konecnd
mnoZina, F je hypertéleso a r je prirozené Cislo. (Silnd) Grassmannova—Pliickerova
(zkr. GP) funkce hodnosti r nad E v F je funkce ¢ : E" — F, pro kterou plati:

e (GPI) ¢ neni identicky nula,

e (GP2) ¢ je alternujici, tzn.

X1y e s Xiy oo s Xjye 3 X)) = = QX5 ey Xy ooy Xiy ooy Xp)
a navic ¢(x1, ..., x,) = 0 pokud x; = x; pro néjakda i # j.
e (GP3) [Grassmannuv—-Pliickeruv vztah] Pro libovolné podmnoZiny
{xi,.... b s vt} € E plati

r+1

0 € (_l)k‘p(xl" . 9)6\/(’ oo axr+1) : gp(xkayla .. ’yr—l)
k=1

kde Xy znaci vynechdni prvku x;.

Podivejme se na piiklad funkce, kterd spliiuje definici GP funkce.

Priklad 3.5.1. Vezméme kone¢nou mnozinu vektori E C R’ velikosti n a pfirozené
¢islo r < n tak, Ze matice typu r X n se sloupci odpovidajicimi vektortim z E je hod-
nosti r. Definujeme funkci ¢4 : E” — R pfifazujici r-tici vektord z E odpovidajici
determinant » X r minoru matice A. Potom ¢4 spliiuje definici GP funkce. Body (GP1)
a (GP2) jsou zfejmé z pravidel pro determinanty, pro treti bod se odkdZeme na Baker
a Bowler| (2017, Definice 3.11).

Dvé GP funkce ¢; a ¢, nazveme ekvivalentni, jestliZe existuje nenulové a € F*
takové, Ze ¢ = a-p,. Pfirozené takto dostavame relaci ekvivalence a miizeme uvazovat
tiidy ekvivalence na mnoZziné {¢ : ¢ : E” — F je GP funkce hodnosti r}.

Lemma 3.5.2 (Baker a Bowler (2017) Véta 3.13). Necht’ E je neprdzdnd, konecnd
mnoZina, F je hypertéleso a r je prirozené cislo. Pak existuje prirozend bijekce mezi
tridami ekvivalence Grassmannovych—Pliickerovych funkci hodnosti r nad Ev F a F-
matroidy nad E hodnosti r.

Tedy jednim ze zptisobii, jak definovat F-matroid nad E hodnosti r, je ztotoZnit tyto
matroidy se tfidami ekvivalence GP-funkci hodnosti rnad E v F.
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3.6 Vztah mezi F-matroidy a konkrétnimi matroidy

Pomoci praveé uvedené definice F-matroidu ukdZzeme, Ze matroid (Definice [3.1.1)
je ekvivalentni K-matroidu, kde K je Krasnerovo hypertéleso z Pfikladu[I.2.2] podobné
S-matroid, kde S je hypertéleso znamének z Piikladu [I.2.3]je ekvivalentni orientova-
nému matroidu a RT-matroid, kde RT je redlné tropické hypertéleso z Piikladu[I.2.4]
je ekvivalentni valuovanému matroidu (Definice [3.4.1).

K dikazu prvni véty budeme potiebovat jedno lemma o systému bazi.

Lemma 3.6.1 (Woodall (1974)). Necht’ B je systém badzi. Potom dvé libovolné bdze

Bi, B, € B spliiuji silnéjsi, tzv. symetrické pravidlo pro zdménu bazi, t.j. pro kazdé
b, € B existuje b, € B, takové, Ze (B1 \ {bi) U{by} € Bi (B, \{b,)U{b} € B

Véta 3.6.2. Existuje jednoznacnd korespondence mezi K-matroidy hodnosti r a matro-
idy hodnosti r.

Diikaz. Nejprve uvazme, ze mame K-matroid N nad kone¢nou mnoZzinou E. Dle Lem-
matu existuje tfida GP funkci odpovidajici N, vezméme z ni libovolnou funkci
o. Tedy o je GP funkce hodnosti r € N nad E v K. JelikoZ pracujeme nad hyperté-
lesem K, ve kterém jediny nenulovy prvek je 1, o je uréené jednoznacné. Pomoci o
zkonstruujeme systém bazi, coZ je dle Lemmatu [3.1.2] ekvivalentni definici matroidu.
Definujme

B={{x,....x} CE:o0(x1,...,x,) =1}

B je dobfe definovand, jelikoZ prvky xi, ..., x, miZeme diky (GP2) libovolné per-
mutovat:

O(X1s ey Xiy oo Xjy oo, X)) = —0(X15 ey Xy ooy Xiy ooy X)) =

=0(X15 ey Xjyev ey Xiy ey Xp)

Pro libovolna 1 < i, j < r,i # j, jelikoz v K plati —1 = 1. 8 je neprazdna, jelikoz
z (GP1) o neni identicky nula. Kazdy prvek D € 8 je stejné velikosti r, jelikozZ vSechny
prvky D musi byt riizné. Nyni sta¢i dokdzat, Ze v B plati pravidlo pro ziménu bazi.
Pro A,B € 8,a € A\ B chceme najit b € B\ A takové, Ze (A \ {a}) U {b} € B. Oznalme
by =a,A={by1,a1,...,a,.1}aB=1{by,...,b}. Z (GP3) plati

r+1

A

0 € (_1)kQ(bl’ .. ~’bk’ .. ~’br,br+l) 'Q(bkaal’ .. "ar—l) =

A

= Q(bl’ . ~’bka s ,br,br+l) 'Q(bk’ala .. ~aar—1)'

Jelikoz o(by,...,b,) - o(bys1,ay,...,a,-1) = 1, coZ plyne z pfedpokladu pro A a B,
suma dle pravidel s¢itani v K obsahuje alesponi dva rizné prvky rovné 1, tzn. existuje
alespon jedno i rizné od r + 1 takové, Ze

A

Oby,....bis ..., by, b)) - 0(biyay, ... apy) = 1

25



Z toho plyne, ze o(b;, ay, . ..,a,-1) = 1, tzn. (A \ {b,+1}) U {b;} € B.

Naopak m&jme matroid M = (E, 7) hodnosti r. Dle Lemmatu[3.1.2]existuje systém
bazi B ekvivalentné popisujici M. Kazda baze B € B je velikosti r. Zkonstruujeme
funkci ¢ : E" — K spliiujici definici GP funkce. Definujme

( ) 1 {x,....,x} €8,
Xlseuos Xp) = .
P 0 jinak.

@ Jisté spliuje (GP1), jelikoZ B je neprazdnd. Vlastnost (GP2) se v K redukuje na

X1, ey Xy ooy Xjyoo 3 X)) = QX1 Xy ey Xiy ooy X)

a evidentné

xXi,oooxi o xj, L x e€B={x, . X, X, X €EB
Vlastnost (GP3) dokdZeme sporem. Tedy necht’ existuji podmnoZiny
{x1,...., x40} {1, .., y-1} C E takové, Ze

r+1

0¢ OX1, s Xy e X 1) (X, Y1 e Yro1)
k=1

Opét (=1)* = 1, jelikoZ pracujeme v K. Z pravidel s¢itani v K existuje pravé jedno
1 <i<r+1takové, ze

OXts s Xy ooy X)) - @K Y155 Y1) = 1 (3.1
a vSechny ostatni ¢leny musi byt rovné nule. Z definice ¢ tedy plati, Ze

B = {)Cl,...,)’C\,',...,XHl}EB
A= {xi’)’b---’)’r—l} €B

Ovsem ze symetrického pravidla pro zdiménu bdzi z Lemmatu [3.6.1] plyne, Ze pro
x; € A musi existovat x; € B, Ze (A \ {x;}) U {x;} € Bazdroven (B\ {x;}) U{x;} € B. To
znamena, ze

e(x1s s K Xpet) - (X Y1 V) = 1
JelikoZ x; € B a x; ¢ B, vidime, Ze x; # x;, ¢imZ dostdvame spor s tim, Ze existuje
pravé jedno i, pro které plati (3.1). Tedy ¢ spliluje axiomy Grassmannovy—Pliickerovy
funkce hodnosti r nad E v K.
Z. druhé Casti diikazu vidime, Ze mame-li matroid M = (E, I) hodnosti r, umime
z n¢j zkonstruovat jednoznacné ur¢enou GP funkci ¢ : E” — K hodnosti r. Jelikoz
pracujeme nad hypertélesem K, které ma jediny nenulovy prvek, tfidy ekvivalence GP
funkci hodnosti » nad E v K jsou jednoprvkové, kazdou tfidu ekvivalence tak ma-
Zeme ztotoZnit s jejim jedinym prvkem. Kazda takovd GP funkce pak jednoznacné
odpovidd né&jakému K-matroidu dle Lemmatu [3.5.2] Zarovenn mame-li libovolny K-
matroid M = (E,C) hodnosti r, existuje k nému jednoznacné uréend GP funkce ¢
hodnosti r nad E v K a dle prvni ¢asti dikazu vidime, Ze ¢ jednoznacné urcuje mat-
roid M’ = (E, I") hodnosti r. Existuje tedy jednozna¢nd korespondence mezi matroidy
hodnosti r a K-matroidy hodnosti r.
O
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Uved’me podobny vysledek pro orientované matroidy za pomoci hypertélesa zna-
mének S z Prikladu ovSem nyni bez dikazu.

Véta 3.6.3 (Bjorner a kol.| (1993) Véta 3.5.5 a Véta 3.6.2). Existuje jednoznacnd kore-
spondence mezi S-matroidy a orientovanymi matroidy.

Citujme jesté piiklad Baker a Bowler (2017, Priklad 3.28) davajici do souvislosti
valuované matroidy (Definice [3.4.1)) a RT-matroidy, kde RT je redlné tropické hyper-
t&leso z Pifkladu [[.2.4]

Véta 3.6.4. Existuje jednoznacnd korespondence mezi RT-matroidy a valuovanymi
matroidy.

Diikaz. Viz (Murota a Tamural 2001, Vé&ta 3.2) a diskuze na strance 202 v uvedeném
dile. O
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