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Abstrakt: V této bakalarské praci vyresime stary problém, pojmenovany po kou-
zelnikovi a matematikovi Alexi Elmsleym, spocivajici ve vyneseni libovolné karty
navrch balicku uzitim tzv. ,faro shuffle®. Dale odhalime strukturu timto micha-
nim generované permutacni grupy pro libovolné veliky balicek karet. A ve treti
kapitole faro shuffle zobecnime, nacez dojdeme ke slibné domnénce popisujici jeho
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Uvod

Umeéni kazdého kouzelnika s kartami je kontrola nad tim, kde v balicku se
dulezité karty nachazeji. Kouzlo casto spociva v tom, ze michani karet pripadaji
divakovi zcela ndhodné a nekontrolovatelna. Nejlepsim prikladem je tzv. faro
shuffle, kdy se bali¢ek rozdéli na dvé poloviny, ty se k sobé prilozi kratsi hranou
témeér rovnobézné a tlakem a opatrnou manipulaci se nechaji prolnout v jednu
hromadku. V idedlnim pripadé budou karty alternovat. O nesnadnosti tohoto
michani psal kouzelnik Alex Elmsley, doporucoval obrousit hrany karet, aby se
nezadrhavaly, a radil, jak rychle opravit Spatné zamichani — tézké je uz rozdé-
lit balicek presné naptl. Také diky nému se ustalily nazvy ,out shuffle® a ,in
shuffle”. [Min94]

Cilem této prace je vyzkoumat vlastnosti téchto zamichani a jimi generovanych
grup; jak jimi premistovat karty na libovolné pozice za pouziti co nejmensiho po-
¢tu zamichani, ¢emu jsou presné grupy izomorfni a nakonec jak se tyto vlastnosti
zmeéni pro zobecnéné faro shuffle.



1. Prvni karta

1.1 Definice zamichani

V celé kapitole znac¢i 2n velikost balicku karet a ty cislujeme od 0 (vrchni
karta) po 2n — 1 (spodni karta). Permutace se sklddaji zleva doprava.

=W~ O

Obrazek 1.1: Balicek Sesti karet, 2n = 6.

Meéjme balicek s 2n kartami. Rozdélime jej na vrchni a spodni polovinu. Nyni
bereme karty stridavé zespod téchto balickil a pokladame je na vyslednou hro-
madku, dokud balicky nevyprazdnime. Takovéto zamichani nazyvame perfektni.
Pokud jsme prvni kartu odebrali ze spodniho balicku, jedna se o out shuffle,
v opac¢ném pripadé o in shuffle. Tim zptsobem se bezpecné vykona ,faro shuf-
fle.

DEFINICE 1. Pro balicek o 2n kartach definujeme permutace out shuffle, resp. in
shuffle ndsledovne:

(i) = 2i (mod 2n — 1), Q§i<2n—1,
2n —1, 1=2n—1,
I(1)=2i+1 (mod 2n+1), 0<:<2n-—1.

Ndzgvame je perfektni zamichani a pro jimi generovanou grupu (O, 1) miZeme
uZivat ndzev grupa perfektnich zamichani. Vizte obr. all.3.

0 5 0 5

1 6

2 6 1 7

3 7 2 8
8 3

4 9
9 4

Obrézek 1.2: Out shuffle Obrézek 1.3: In shuffle

Prvni matematicka otazka by mohla znit: Po kolika zamichanich se bali¢ek
vrati do puvodniho poradi? Napr. v balicku o deseti kartach staci Sest out shuffle,
pro 16 karet jen ¢tyii out shuffle a pro 26 karet je tieba 20 out shuffle. Cislo
neroste nutné s velikosti balicku, vSimnéme si, ze po k zamichanich se karta
i < 2n — 1 pfesune na pozici 2, hledané é&islo je tedy fad 2 (mod 2n — 1).
Ten je sice omezen diky Eulerové véte, 292"~V =1 (mod 2n — 1), coz znamens
v nejhorsim pripadé 2n — 2. Zda ale toto nastane pro libovolné velké n, je otédzka
stale oteviend, jmenovité Artinova domnénka o primitivnich kofenech. [Dia06|
Pomineme-li vrchni a spodni kartu, permutace odpovida in shuffle v mensim
balicku, tudiz ma in shuffle fad jako out shuffle v balicku o dvé karty vétsim.
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1.2 Elmsleyho problém

Elmsley se vénoval kartdm uz od détstvi, ale také vystudoval matematiku na
Cambridge University. Neuniklo by mu, ze pokud chce premistit vrchni kartu na
pozici p, staci p vyjadrit ve dvojkové soustavé a, ¢teno zleva doprava, za nulu
aplikovat out shuffle a za jednicku in shuffle, vse nezavisle na velikosti balicku.
Tedy napt. p = 11 = 10115, zamichdme karty — in shuffle, out, in a in — a ptivodné
vrchni karta skonéi na pozici 11.

TVRZENI 1. Permutace vznikld zdménou nul a jednicek za O a I v bindrnim
zapisu cisla p < 2n presune vrchni kartu na pozici p.

Diikaz. Necht p = % p;2°. Jedna se o Hornerovo schéma pro pievod do desit-
kové soustavy:

p=2(2(-.2(2(2- 0+ pr) + pr-1)) - -~ + p1) + po.
]

Prirozené vyvstala otazka: Jak naopak presunout kartu p na vrch balicku?
Elmsley v ¢ervnu roku 1957 pise do britského kouzelnického ¢asopisu Pentagram:
»Zatim se mi nepodarilo objevit relativné jednoduchy zptisob, jak vynést kartu na
vrch balicku, ktery by mél jiny pocet karet nez 2%. Jediny zpiisob, ktery jsem nasel,
je prilis komplikovany pro praktické pouziti.“ Tento problém se proslavil jako
Elmsleyho problém a v uplynulych 50 letech se jim zabyvali kouzelnici i rekreacni
matematici. Byly vydavany specialni tabulky, které uvadély nejkratsi sekvence
pro ruzné velikosti balickti. Dokonce se prodavaly pocitacové programy, které
tuto ulohu resily. Persi Diaconis a Ron Graham se pfi sepisovani zde citovaného
reseni v roce 2006 dozvédéli o Elmsleyové smrti a ¢lanek vénovali jeho pamétce.
[DGO7]

Demonstrujme feseni: opét se pouziva dvojkova soustava, tentokrat je ale po-
tieba mezivypocet. Pro balicek 2n karet definujme r tak, Ze 27! < 2n < 27,
Napriklad pro 2n = 52 mame r = 6 a zvolme tieba p = 12. Spocitame dvé cisla,
prevedeme je do dvojkové soustavy a doplnime nuly na délku r:

b= [p2"/2n] = [12-64/52] = 15 = 001111,
x = 2nb — 2"p = 780 — 768 = 12 = 001100,.

Na né aplikujeme bitovy XOR, 011115 & 001100, = 0000115, a toto ¢islo (zleva
doprava) uz udéva hledanou sekvenci, neboli pPOOOOII = 0.

1.2.1 Konstrukce reseni

Tentokrat by bylo nemozné pracovat s moduly, klicové je prevedeni problému
na premisténi karty 0 na pozici p pomoci inverznich permutaci. Jejich predpis se
da odpozorovat nejlépe z obrazkt pod definici permutaci, a[L.3 a lze ovérit
vipoctem OOt a I171.

0-1(i) = l1/2], je-li 7 sudé,
1i/2] +n,  je-li i liché.
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1) |i/2] +n, je-li 7 sudé,
1) =
li/2], je-li ¢ liché.

LEMMA 2. |[2]/2] = |2/2].

Diikaz. = = |x| 4+ € pro néjaké € € [0,1). Dale |x|/2 se budto rovna m nebo
m + 1/2 pro néjaké m € Z, tudiz v obou piipadech mame
] _ =] lz] 1

x
< === — 4+ = < 1.
5 = 3 5 < + < m+

L€
2 2 2

]

Permutaci O~! nebo ™! muzeme diky jejich podobnosti zobrazit |[z| na
||z]/2] +bn = |x/2+bn| pro b € {0, 1} libovolné, pokud zname paritu |z].

Pro nasSe tucely zkonstruujeme binarni strom 7" hloubky r, obr. , kde 2771 <
2n < 2". Hodnotou jeho kotene je ¢islo 0 a kazdy vrchol, majici hodnotu x, tsti
ve dva potomky: hodnota levého odpovida obrazu x s volbou b = 0 a u pravého
obrazu z s volbou b = 1. Pro hloubku k znac¢ime dané volby by.

0 hloubka 0
e
0 2n hloubka 1
b1=0 b1=1 b1:0L 2 J bi=1 ou &
/\
0 || |2 ] | %] hloubka 2
bQ:o/Nm:l ba=0 bo=1 bQ:wyzﬂ bzf/\ygfl
0 1) B 12 12 hlowbkas
B hloubka k
bp=0—" ~lg=1
[Zms] |l hloubka k+1

Obrazek 1.4: Strom T

Zvolme cestu od korene dolti az do hloubky r, cesta odpovida volbam by, by, . . .,
b._1, a oznaéme b(k) = Y01 ;2" a b= 31— b;2'. Dale

2] e s[5

1<k i>k

pro néjaké M € Z, tudiZ parita tohoto vyrazu je stejnd jako parita |2nb(k)/2%].
Zapiseme-li jesté 2nb ve dvojkové soustavé 2nb = (..., x1, o), vidime, zZe parita
vyrazu je také rovna wy. Je-li |2nb(k)/2%| sudé, odpovidd krok by = 0
permutaci O~! a b, = 1 permutaci 17!, je-li liché, obracené.



Nyni je nasim tkolem najit cestu do pozice p, neboli takovou, aby |2nb/2"| = p,
neboli

2nb
p§?<p+1

or 1)2r
p <(p+ )

< 1.2
2n b 2n (1.2)

Diky vybéru r plati 1 < 2"/2n < 2, a tak existuje jedno az dvé celd disla b
splitujici nerovnost. PoloZme b = [p27/2n]. Nakonec pomoci parity |2nb(k) /2|
urcime finalni posloupnost permutaci. 0 < 2nb—2"p < 2", a tak x = 2nb—2"p =
(T,_1,...,21,%). Toto z koriguje, aby nula odpovidala O~! a jednicka I~!, nebot
xj, odpovidéd parité hodnoty daného uzlu v hloubce k. Pro b = (b,_1,...,b1,bp)
posloupnost by+x¢ (mod 2), by +z1 (mod 2),...,b,_;+z,_; (mod 2) udava inverz
hledané permutace.

VETA 3. m Meéjme balicek velikosti 2n, pozici p, 0 < p < 2n, a cislo r takové, Ze
2r=t < 2n < 27, ddle oznacme b = [p2"/2n] a x = 2nb — 2"p. Potom permutace
ziskand z (b)e @ (x)2 doplnénim nul na r cifer a prepsanim nul na permutaci O
a jednicek na permutaci I premistuje kartu p na pozici 0.

PozNAMKA. Timto jsme dokézali, Ze premistit kartu na vrch balicku vyzaduje
nanejvys r zamichani a méné pravé v pripadé, kdy vypocitana sekvence konci
nulami, ty lze umazat, protoze out shuffle vrchni kartu nechava na misté. Navic
ziskavame nejmensi nutny pocet zamichani pro konkrétni p; pokud pripadné dveé
b splnuji v dikazu, je nutné porovnat sekvence pro obé moznosti, tedy
b= [p2"/2n] a b= [p2"/2n] + 1. Napiiklad pii 2n = 26, p = 8 se nabizi b = 10
nebo b = 11, kterd vedou k sekvencim OI1I a IOIOI.

PozZNAMKA. Algoritmus lze upravit k nalezeni sekvence zamichani pro presun
karty z pozice ¢ na p. Postaci strom sestavit s korenem o hodnoté ¢, vypocty jsou

analogické, b = (%ﬂfﬂ ax=2nb+q—2"p.

tOproti zdroji byla opravena chyba v ditkazu vedouci k jinému vysledku, pro pi¥iklad v tvodu
problému by véta neplatila.



2. Rad grupy zamichani

Persiho Diaconise nemtizeme povazovat jen za uznavaného profesora, ktery na
chvili zavadil o magii. Zacal s ni od brzkého véku: v péti letech cetl svou prvni
knihu o kouzlech a ty razem predvadél. Ve 13 letech narazil na Alexe Elmsleyho
v kouzelnickém obchodé, ktery mu ukazal, jak osm perfektnich zamichani vrati
balicek do pivodniho usporddani a jak premistit vrchni kartu na libovolnou po-
zici. O rok pozdéji byl Diaconis pozvan iluzionistou Dai Vernonem do Delwaru,
aby s nim konal kouzelnicka vystoupeni. Nakonec to znamenalo, ze Diaconis utekl
z domova a stravil deset let Zivota na cestach. [Hof11]

Podobné Ron Graham se vénoval Zonglovani a s nim spojené matematice,
oboje na profesiondlni tirovni. V roce 1972 byl zvolen prezidentem v International
Jugglers’ Association. [Cai99] Tito dva matematici spolecné napsali napt. Magical
Mathematics: The Mathematical Ideas That Animate Great Magic Tricks [DG12],
kde odhadovali, Ze méné nez sto lidi na svété zvladne provést osm bezchybnych
perfektnich zamichani za minutu. [CW23]

V této kapitole vytesime otazku: Do kolika konfiguraci lze balicek perfekt-
nimi zamichanimi dostat? kterd nds nuti vyzkoumat strukturu grupy (7, O) jako
takové. Toto FeSeni objevili Diaconis, Graham a Kantor [DGKS83|.

VETA 4. Oznacme D,, Cozeterovu grupu znaménkovijch permutacnich matic radu n
(bude zadefinovdna pozdéji).
(a) Pokud n =6, je (I,O) izomorfni semidirektnimu soucinu S5 a Z5,

(b) pokud n = 12, je (I,0) izomorfni semidirektnimu soucinu Mathiovy Mo
a Z3' a md rdad 95040 - 21

(c) pokud 2n = 2%, je (I,0) izomorfni semidirektnimu soucinu Z;, a 7.

A v ostatnich pripadech:

(d) Pokud n =0 (mod 4), je (I,0) izomorfni podgrupé matic D,, takovijch, ze
jejich prislusné permutace jsou sudé a soucin znamének roven 1, a ma rad
nl2n=2,

(e) Pokud n =1 (mod 4), je (I,0) izomorfni podgrupé matic D,, takovych, Ze
jejich prislusné permutace jsou sudé, a md rdad n!2" 1.

(f) Pokud n =2 (mod 4), je (I,0) izomorfni D,, 7ddu n!2".

(g) Pokud n = 3 (mod 4), je (I,0) izomorfni podgrupé matic D,, s determi-
nantem rovngm 1 a md rad n!2" 1.

LEMMA 5. Rdd grupy (I) je roven fddu prvku 2 (mod 2n + 1) a 7dd (O) roven
rddu prvku 2 (mod 2n — 1).

Diikaz. Vizte komentar pod definici [I} O

LEMMA 6. Rdd grupy (I,0) je alespori 2n x 7dd 2 (mod 2n — 1).



Diikaz. Oznacme 7, permutaci, kterda presune vrchni kartu na pozici k. Potom
OPry. # O%7;, pokud p # ¢ jsou nanejvys tad O a k # [, jelikoz (OPm)(0) =k a
(O%m;)(0) = [. Pfredpokladejme, ze OPmr, = O, potom OP~7 = id, spor. ]

LEMMA 7. Necht 2n = 2F. Potom je (I,O) izomorfni semidirektnimu soucinu
7% a 7y, kde generdtor grupy Zy pisobi na k-tici x € 75 jako cyklicky posun
T = (xk_l, C ,.CE()) — (.Q?k_g, ..., X, xkz—l)-

Diikaz. Pozice karet zapiseme pomoci bindrniho éisla, x = (zy_1,. .., 2o). Potom
muzeme O, [ zapsat nasledovneé:

O : (Ik—la s 7$0) = (:L‘k—Qa S 7$0,I’k_1),

I: (;Ekfl, - ,$0) — (.17]@,2, .. ,.To,fkfl), kde T; = 1-— Zzj,
coz vyplyva z vypoctu

20 =Y 2Ma;+ 2%, = Y 27a; + 2 (mod 2n — 1),

i<k—1 i<k—1
204+ 1= Y 2Mg +2F  +1= Y 22, +1— a5 (mod 2n + 1).
i<k—1 i<k—1
Vsimnéme si, ze B; = O/~ 107 posild prvek (zy_1,...,2;,...,70) na
(Tk—1,.-.,Tj,...,Xo), takze je B = (By, ..., By_1) komutativni a také izomorfni

grupé Zk.

Nyni ovéfime podminky pro semidirektni rozklad. Soucin (O)B obsahuje I =
OBy, ze zapisu vidime (O)B = (I,0) a prunik B a (O) je zfejmé trividlni. Pro
libovolné B; platf O~'B,;0 = Bj,1, to znamend normalitu B < (I, 0). Celkem
(I,0) = Bx(0) = Zkx7,. O

DEFINICE 2. Pro nezapornd celd ¢isla a < b definujeme diskrétni interval |a,b) =
{n € Z| a < n < b}. O permutaci g € Ss,, Tekneme, Ze je stredové soumeérnd,
pokud g(i) + g(2n — 1 —14) = 2n — 1 pro kazdé i € [0,n). Podgrupu vsech stredové
soumeérnych permutact znacime C,,. Pro popis takové permutace staci jeji chovdni
na procich 0 < i < n, oznacme tedy permutované objekty 0,1,... . n—1,(n—1),
., 1,00 =2n—1 a takto znacme sdruzeny pir T = {x,x'}. Bavime-li se o prvku
T bez urceni x, myslime tim zapis s volbou mensiho x. Potom pro g € C,, sdruZeni

indukuje permutaci g, g(i1) = g(i), kterd permutuje sdruzené pdry mezi sebou.

POZNAMKA. Zobrazeni g — g je homomorfismus z C,, do S, a jeho jadro
((00),(11),...,(n—1,(n—1)")) je izomorfni Z3.
Tyty pojmy zavadime, abychom vyuzili centrélni symetrie permutaci O a I,
nebot pro kazdé i € [0,n) plati
O@H)+02n—-1—1i)=2i+22n—1—14i)—(2n—1) =2n — 1,
IO +I2n—1—i)=2i+1422n—1—i)+1—(2n+1) =2n—1,

a tak (I,0) < C,, potom déale definované grupy usnadni vypocet fadu (I, O).

DEFINICE 3. Pro zobrazeni g +— g z G = (I,0) do S, znacime jeho homomorfni
obraz G a jddro homomorfismu K. Ddle pro znaménko permutace sgn znacime

sgn(g) = sgn(g).



C,, je ve skutecnosti izomorfni Coxeterové grupé typu D,, = C,,, pro nase tucely
se jedna o grupu permutacnich matic s navic pfidanym znaménkem, tedy

<{(aj,k) | @z =1 pro0 <i<nameS,, jinak aj, = O}>

Izomorfismus ¢ je nasledujici: Necht 7 € C),, pro ™ uvazujme ptislusnou permu-
tacni matici (a;y) velikosti n x n, ale pokud m(i) > n, i < n, nahradime prvek
(i), za —1.
LEMMA 8. Méjme sgn,sgn : Sa, — {—1,1}. Potom

(a) pokud n =0 (mod 4), pak je G obsaZeno v jddru sgn i Sgn,

(b) pokud n =1 (mod 4), pak je G obsaZeno v jadru sgm,

(c) pokud n =3 (mod 4), pak je G obsaZeno v jadru sgn - Sgn.
Navic pro g € G odpovidd sgn(g) soucinu znamének matice 0(g).

Diikaz. Nejprve dokézeme, ze znaménko permutace ma stejnou paritu jako pocet
inverzi, tj. usporadanych dvojic (z,y) takovych, ze © < y a xm > ym, pro 7w €

Sp. Uvazujme Vandermondtv polynom V' (zy,...,z,) = [l;<;(z; — ;). Potom se
v V(xym, ..., x,m) o znaménko lis{ pravé cleny, které jsou inverze w. Takto tedy
vyjadiime paritu poc¢tu permutaci
V(zym, ..., z,m)
/ ) ) n
sgn'(m) =
() V(zy, ... x,)

Pritom funkce sgn’ je multiplikativni, tedy permutaci muzeme rozlozit na trans-
pozice, pricemz transpozice se zobrazi na —1. Tim je rovnost dokazana.

V(zymp, ..., x,mp)

AT s 7 e

_ Vixmp, ..., xqmp) V(ow,...,o,m) ) ,
T Vi, .z V(... ) = sgn'(m) - sgn’(p)

Lemma, postac¢i dokazat pro O, nebot I ma stejnou paritu jako O pron’ = n+
1. Mé&jme (z,y), x < y. Dle definice plati bud 2O = 2z, nebo xO = 2z — (2n—1),
tedy xO > yO nastane pravé tehdy, kdyz 2z > 2y — (2n — 1) > 0axz <n <y,
celkem z € [0,n), y € [n,z + n). Zvolme x € [0,n), pro néj madme x moznosti,
jak zvolit y, pocet inverzi je tedy Y."—¢ x = n(n — 1)5 = (Z)
Obdobné postupujeme pro (Z,7), T < . Budto se zO rovnd 2z nebo (2n — 1 — 2z).
Nerovnost 2O > yO je splnéna pouze ve dvou piipadech, pisme pro jednoduchost
x,y <n — 1 namisto T, y:
(i) x,y >n/2, kdy 10 =2n — 1 — 2z > 2n — 1 — 2y = yO, neboli z < y,
(ii) * <n/2 <y, kdy O = 22 > 2n — 1 — 2y = yO, neboli z +y > n.

Ozna¢me m = [n/2]. V prvnim ptipadé vybirdme obé ¢isla z [m, n), dvojic je tedy
(”;m) V druhém pripadé obdobné jako predchozim odstavei vybirdme z € [0, m)

ay € ln—a.n), toje Yr5l e = m(m— 1)1 = (

o= (7)1 (3)-

m

2) moznosti. Celkem

), je-li m sudé,

(n—1)%  je-li n liché.



Dopocteme konkrétni hodnoty (mod 2) v zavislosti na volbé n (mod 4), vizte

tabulku 2.1
n (mod 4) 0 2 3
@] 1 1 1 1 -1 1 -1 -1
I 1 1 -1 1 -1 -1 1 1

Tabulka 2.1: Hodnoty sgn a sgn

Pocet zapornych znamének v 6(g) odpovida poctu = € [0,n), jejichz obraz pfi
g je alespon n. Rozebereme ptipady, poc¢ty se shoduji s pravé zminénou tabulkou:

(i) n =4k
0 = 2x > 4k
4k > x > 2k
sudy #x
(ii) n=4k+1

20 =2x > 4k + 1
Ak +1> 2> 2k+1/2
sudy #x

(iii) n = 4k + 2

20 =2x > 4k + 2
dk+2>x>2k+1
lichy #x

(iv) n =4k +3

20 =2x > 4k + 3
4k +3 > x> 2k +3/2
lichy #x

xl =2x+1> 4k
4k > x > 2k —1/2
sudy #x

zl =2x+1>4k+1
4k +1 >z > 2k
lichy #x

vl =2x+1> 4k + 2
4k +2 > x> 2k +1
lichy #x

zl =2x+1>4k+ 3
4k +3>2>2k+1
sudy #ux

Zvolme m,p € C,. V maticich §(m) = (a;x) a (p) = (bjx) odpovidaji nenulové
prvky pravé a;z; a b, takze vynasobeni znamének soucinu 6(p) - 6(m) odpovida
[1: (bimp.im - aizwi) = (I1; bip.i) (I1; @iz,i), soucin znamének je multiplikativni, a protoze
jsme praveé vypocitali, ze se shoduje se sgn pro O a I, nastavd rovnost na celé
(1,0). O

V ditkazu nésledujicich lemmat znacime 7% konjugaci, 77 = o~ '7o.
LEMMA 9. Necht n > 3. Mejme graf, jehoZ vrcholy tvori trojcykly z A,. Mezi
vrcholy se nachdzi hrana pravé tehdy, kdyz existuje i € [0,n), které neni pevngm
bodem ani jednim z nich. Jinak rveceno, i se vyskytuje v zdpisu obou permutaci.
Pokud H je souvisly podgraf takovy, Ze se v zdpisech vrcholu objevi vsechny 1 €
[0,n), potom H generuje A,.
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Diikaz. Méjme dvé permutace spojené hranou. To znamenad, ze sdili v zapisu
bud jeden, nebo dva prvky z [0,n). Ukazeme, ze tato dvojice permutaci generuje
vSechny trojcykly slozené z jejich prvkai.

(i) m={(abc), p=(cde) € H.
(abd) = 7P, (abe) = 7°", (acd) = (7)™, (ace) = (7)™,

(ade) = p,  (bed) =p™ ", (bde) = p™, (cbe) = p™ 7.

(i) 7= (abc), p=(bed) € H. (abd) = (x2)**, (acd) = 7*.

Zvolme libovolny trojcyklus (abc) € A,,. Nalezneme sled o4, ...,0k,...,000 vV H
takovy, ze o, obsahuje a, o obsahuje b a o,,; obsahuje c. Oznac¢me H; =
(01,...,04). Necht H; ; obsahuje vSechny trojcykly permutujici prvky ze zépisu
o1,...,0;_1, zvolme dva z téchto prvka, z a y, a trojcyklus m, ktery je obsa-
huje. Potom dle predchoziho rozboru pripada H; = (H;_1,0;) obsahuje vsechny
trojcykly permutujici x,y a prvky ze o;. Takze dle indukce Hy; obsahuje (abc).
Jelikoz potom H obsahuje vSechny trojcykly, lze slozit libovolnou dvojici trans-
pozic (ab)(cd) = (acb)(bdc). O

DEFINICE 4. G* znaci mnoZinu prvki g € G takovijch, Ze g([0,n)) = [0,n).
Permutace z € Ss, necht prohazuje sdruzené prvky, tj. z : x +— x' pro kazdé
x € [0,n). V 7eci karet mluvime o prevrdicent balicku.

LEMMA 10. Pokud G* 2 A,, potom |K| > 2"7' a K obsahuje viechny moZiné
sudé permutace.

Diikaz. Podle tabulky. je vzdy alespori jedna z permutaci {I,0} suda. Zvolme
U € {I,0} tak, ze U je suda. Podle predpokladu existuje prvek g € G* takovy,
7e g = U. Definujeme k = ¢g~'U, ziejmé k = id a k € K \ {z}. Dle definic
perfektnich zamichdni je OU bud 0 nebo 1, stejné tak 0'U = 0’ nebo 1’, v obou
pripadech k fixuje prvky 0,0/, ale existuji pary které budou prohozeny, protoze
U # g. Oznatme je (x1,2)), (2,25), ..., (zm,x),). Necht m > 3, zvolme h =
(0 z1)(xe x3) € G* a plati

= (0)(0")(z12)) (222) - - - (7,

= (21)(27)(00") (w25 - - (wmwy,),

= (00) (w121).

Konjugaci posledni uvedené permutace prvky z G* dostaneme libovolné (aa’)(bt'),
skladanim pak libovolny sudy pocet disjunktnich transpozic.

n n—1 n—1
w2 2 ()= 2 () () -2
0<m<n/2 2m 0<m<n/2 2m —1 2m

-1 -1
polozime-li <n > = (n ) =0.
—1 n

Pokud m < 3, sta¢i vyse pouzit primo k. O

Lemmata [9] [L0] postaci pro dokdzani findlni véty pro n liché. Také se neustéle
budeme vracet do tabulky [2.1]
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LEMMA 11. Véta[] plati pro n liché.

Diikaz. Zacneme sérii vypocti. Permutace
IO ' 22 +n (mod 2n)

prohazuje dolni a horni polovinu balicku karet, coz lze nejlépe vypozorovat z ob-
razki[1.2]a[1.3] Alternativné piSme z — (n—1—=z)’, x € [0, n). Podobné nahléd-

neme, ze 11O prohazuje prvky v ramci po sobé jdoucich dvojic,
170 : 20 & 22 + 1,
a diky predpokladu, ze n je liché, specidlné n — 1 <+ (n — 1)’. Déle

2r—2x+14+n (mod 2n),

I'0-1071:
2c+ 1 2x+n (mod 2n),

a=(I"'OI07")?:

20— 2x 4 2 (mod 2n),
20 +1+2x —1 (mod 2n).

a=(0,24,....n—1,(n—2),(n—3),...,3,1)(0,2,4,...,3,1),
b=a®"' =(0,1,2,...,n—1)(0,1,2,... (n—1)),
(0,2,4,...,n—1,1,3,...,n—2)(0,2.,4, ... (n—2)),
B0 =(1,3,5,....n—2,(n—1),0,2,...,n—3)(1",3,...,(n—3)),
(
(
(

T =(n—-1Yn-20)m-1,(n

);
=(mn-1n-31)((n—-1), :

( . 2)/7 0/
(n—3),1)
Thned vidime, Ze b i d nalezi do G*. Omezime-li se na [0,n), konjugaci prvku d
mocninami b dostaneme trojcykly potfebné pro lemma[9] z ¢ehoz okamzité plyne
predpoklad lemmatu , G* D A, a tak plati spodni odhad |K| > 2",

Nejprve necht n =1 (mod 4). Pouzijeme lemma ; G ma viechna znaménka
sud4, G = A,. Nalezneme sudé g € G* takové, ze g = I, I je liché podle tabulky.
Takze K obsahuje liché g1, a tak je nejvétsi mozné, |K| = 2". Potom |G| =
n!2"~1. Podle lemmatu |§ pak pro kazdé g € G plati det|d(g)| = sgn(g) = 1,
a tudiz je G izomorfni podgrupé matic Coxeterovy D,, takovych, Ze jejich prislusna
permutace je suda.

Déle necht n = 3 (mod 4). G 2 A,, obsahuje lichou permutaci O, takze nutné
G = S,. ProtoZe z je liché, neni prvkem G (lemma , plati K C Z% az na
izomorfismus. Dohromady opét |G| = n!2"~1. Obdobné jako vyse pro g € G, A =
d(g) plati det A = det|A| - (soucin znamének A) = sgn(g) - sgn(g) = 1, a G je
izomorfni podgrupé matic Coxeterovy D,, s determinantem rovnym 1. ]

Pokrac¢ujme v ditkazu véty pro sudé n, ozna¢me 2n = 2*v. Nasledujici lem-
mata ukazuji, jak operovat s kartami v balicku po vrstvach. V prvnim z nich,
lemmatu (12, se naucime prevracet karty v ramci vrstev o 2" kartach a pak v
lemmatu (13| prevracime poradi samotnych vrstev velikosti 2n/2".
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LEMMA 12. Necht r € [0,k]. Mé&me nezdpornd p < 2°"v = 2n/2" a s < 27
Potom plati

2'u+s) 07" =2"u+(2"-1-5s) a
2"u+8)O7I"=2"u+ (2" —1—19)).

Dikaz. Pro r = 0 tvrzeni ziejmé plati. Budeme postupovat indukci. Predpokla-

dejme, zZe tvrzeni plati pro r — 1 > 0, v indukénim kroku rozlisime ptipady pro s
sudé a liché. Je-li sudé, s = 2t, plati

(QTM + S)O—lO—r-i-l[r—lI — (2r—1lu + t)O—r-i-l[r—lI

=@ tu+ @t —1-)I
=22 '+ (27 —1-1)+1
=2"u+2"—-1-s.

Obdobné, pokud s = 2t — 1,

2" —1
(2TM+S>O 10 7“—‘,—1]7‘ 1]_ ( /“L+S n) O—T+IIT—1]
( 27’ 1M+t 1)O—T+1]7"—1I
=Mm+2""u+2 =1

=2"u+2"—-1-s.

]

LEMMA 13. Nechtr € [1,k], 0 <i < 2! ax € [i(n/2771), (i +

no.. !
xI"O™" = <—m -1+ F@Z + 1)) :

+1)(n/2771)), pak

n .
ZBIITO_T = —T — 1 + ﬁ(QZ + 1)

Dikaz. Opét postupujeme indukci. Piipad r = 1 uz zname
IO '=x+n=Mn-1-x), x€l0,n),

Z predpokladi plyne, ze x je vzdy mensi nez n, dale rozdélime indukéni krok
r > 1 na dvé moznosti: Méjme napied = € [0,n/2), pak I <n a

vl =2z +1¢€[i(n/2772),(i +1)(n/277%)), a tak

IO O — (_(2:c +1) -1+ %(% + 1)) o

< 20+ 1))’

Pro z € [n/2,n) plati 2'] = 2n — 2z — 2,

. n
Z2r—1 < <Z+1)2'r 1

2n—2—i%2.:1:'122n—2x—2>2n—2—(i+1)222’
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ale diky tomu, Ze je x'I sudé, lze posunout spodni hranici, tudiz z'I € [(2"~1 —
i—1)n/2772 (21 —i)n/2""% — 1) a mizeme pouzit indukéni predpoklad.

x/[]—r+10r—10—1
o

_ (—(2n—2x—2)—1+ =

(202" —i— 1)+ 1)>’01

n . !
- <—n+$+2r_1(2r—22—1)+n>
n .
n .

]

LEMMA 14. Permutace o = (I"O~*I1710)~2 na intervalech [i2v, (i + 1)2v) indu-
kuje permutaci

(120,120 + 2,820 + 4, ..., (i + 1)20 — 2)
(+1)2v—1,(i+1)2v —3,...,i2v + 3,i2v + 1),

specidlné pak (0,2,4,...,2v —2)(2v —1,2v —3,...,3,1) na [0, 2v).

Diikaz. Po&itejme za pomoci piedchozfho lemmatu, v = n/2*1 r = k. Oznac¢me
A=T*O7*I710 a zvolme z € [iv, (i + 1)v).

A= (-2 —1+v(2i+1)['0

B {(;<_$ —1+v(2i+ 1)+ n) O=—2+v(2i+1), jeliz sudé,

(%(—x — 2+ v(2i+ 1))) O=—-2—-2+v(2+1), jeliz liché.

Kromé volby sudého « = iv nebo lichého x = (i + 1)v nélezi 2’ A opét do [iv, (i +

D).
TAA =

liché

—
(—z+v(2i+ 1))'A = —(—z4v(2i+1)—24vQ2i+1) =2 -2, jeli z sudé,

sudé

(mz—2+v@2i+1) A= (-2 -2+ +1) +v(2i+1) =z +2, z liché.

Pro sudé x = iv mame ’A =v(i+ 1) € [(i + 1)v, (i + 2)v) liché, tedy zAA =
(vi+1))A = —v(ii+1) —2+v2i+1)+1) = v(i +2) —2. A obdobné,
je-li x = v(i+ 1) — 1 liché, musi 2’A = vi — 1 € [(i — 1)v,iv) byt sudé a
TtAA=—wi—1)+v2@i-1)+1)=v(i—-1)+1. O

LEMMA 15. 8 = a° " na intervalech [iv, (i + 1)v) indukuje permutace (iv,v +
Lv+2,...,(i+ 1)v). Specidalné (0,1,...,v—1) na [0,v).

14



Dukaz.

o = ((12v)07, (20 +2)071, L (20 4+ 20 — 2)07Y) ..
= (iv,iv+1,...,iv+v—1)....

DEFINICE 5. Oznacime

Y(r)=0""1" (z lemmatu[13)
H(1) = {a, 5,7(1))
H(r) = (H(r —1),7(r)).

Zkombinovani lemmat [12] [14] a [15] ziskdvame nésledujici vlastnosti.

LEMMA 16. Necht r € [1,k). Pro kazdé h € H(r) plati h([0,2"v)) = [0,2"v) a
h(x +2"v) = h(x) + 2"v, jestlize x,x + 2"v € [0,n).

LEMMA 17. Necht v > 3, pak H(1) na [0,2v) indukuje S, .

Diikaz. Omezme nasledujici prvky na mnozinu [0, 2v),

(0,2,4,....2v —2)(2v — 1,...,3,1),

0,1,2,...,v =1 (r,v+1,...,2v — 1),

v(1) = ( 1)23)...(v —1v)...2v —4,2v - 3)(2v — 2,2v — 1).
Déle pocitame, snazime se izolovat jednotlivy trojcyklus. Protoze je v alespon 5,

maji nasledujici vyrazy smysl jako permutace intervalu [0, 2v); pouze nastane-li
rovnost v = 5, objevi se ve vypocétu nula misto v + 5, vysledek se nezméni.

Y

o
B
v

AP =23)45) ... (v=1,00(Lv+2)(v+3,v+4)... (20 —2,2v - 1)(v,v + 1),
dzyyﬂQ =0,v+2,v)(l,v—1,v+1),
d® = (1,v+3,v+1)(2,0,v + 2),
e=d”’ =w+2,2,v)v+3,v-11),
f=e=w4v—-2)(r+5rv+12v-1),
ef =w+2,2,4)(v+3,v-1,1),
e tel = (v+2,1,4).
Tento cyklus po konjugaci mocninami «a a § obsahuje libovolnou dvojici ¢isel z

[0, 2v) 0 2 vzdélenych a tfeti prvek ve trojici je opacné parity. Tudiz jsou propojena
vSechna sudé ¢sla s lichymi a lze pouzit lemma 9 [

LEMMA 18. Necht r € [1,k). Potom jestlize H(r) indukuje Agr, na [0,27v), tak i
H(r + 1) indukuje Agri1, na [0,2710).
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Diikaz. Predpokladejme, ze H(r) indukuje A, na [0,2"v). Omezme vSechny
permutace na [0,2""'v). (0 1 2) nalezi do H(r), a diky lemmatu [16| ndlezi do
H(r+1)ig:

=(012)(2'v,2'v+1,2"v +2).
g <’“+1> = (2t — 1,27 =2 27t _3) (2" — 1,2"w — 2,27y — 3),

1

_ . 1
nebot 27y = 21X "2 or 2L g P T2 Y+ 1o (@) =2y -1

h= (2" — 1,27 0) € H(r),

g'y(T+1)h — (2T+1’ 27’+1 27‘+1 ( U — 1’ oy — 2’ Ny — 3)’

3)
g'y(r+1)h<g'y(r+l)>fl _ (2r+1’ or+l _ 2r+1 3)

Obdobné jako v predchozim dikazu generujeme trojcykly. Konjugace s a a 3
dovoluji libovolné posuny v ramci intervalu [i2v, (i+1)2v) a ty lze propojit pomoci
v(1),...,y(r + 1), nacez jsou splnény predpoklady pro lemma [9] ]

LEMMA 19. Véta[] plati pro n sudé.

Dikaz.  Jako pro liché n nejprve ukazeme, ze G* O A,. Pokud je v alespon
3, vyplyva to pfimo z predchozich dvou lemmat. Nastane-li rovnost v = 3, neni
mozné pouzit podobny postup, v ditkazu lemmatu 17/ nema [0, 2v/) dostatek prvku
na izolovani jednoho trojcyklu a ve skuteénosti jsou H(1) i H(2) prilis mald. Az
H(3) je izomorfni Asy, coz bylo ovéreno v GAPu [22], jako generatory poslouzily
a, f ay(3).

Necht n # 6,12. Analogicky jako v dikazu lemmatu [II} Opét plati odhad
|K| > 2" z lemmatu . Pron = 0 (mod 4), obsahuji G i G jen sudé permutace,
G = A,, a sou¢in znamének prislusnych matic je roven 1, |K| = 2"7!. Pro
n = 2 (mod 4) je podle tabulky [2.1] T liché, a tak G = S,,, O je sudé zatimco O
liché. Potom g € G* spliiujici g = O je také sudé ale gO~! € K liché. |K| = 2".

Posledni dva specialni pripady jsou podrobné&ji vysvétleny v [DGKS83]|. Jestlize
n = 6, je G izomorfni S5 a | K| = 2°. Nejpfekvapivéjsi situace nastane pti n = 12,
kdy je G izomorfni Mathiové M, to diky tomu, Ze je jedind dvojité tranzitivni
svého fadu, a |K| = 2.

O
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3. Zobecnéni

3.1 Lichy pocet karet

Jak ukazuji [DGKS83| s [Gol61], pokud definujeme faro shuffle na lichém poctu
karet, je situace mnohem jednodussi. Obé zamichani operuji pod (mod 2n — 1),
jsou symetrické. To zapri¢ini, ze vypocet velikosti jimi generované grupy je témér
analogicky lemmatu [6] A také diky podobnosti s minulou definici plati tvrzeni
beze zmény.

DEFINICE 6. Pro balicek o 2n—1 kartdich definujeme permutace out shuffle, resp.
in shuffle nasledovné:

O(i) = 2i (mod 2n — 1),
I(i) =20+ 1 (mod 2n — 1).

9 S :
6 1
2 6
3 7 2 7
8 3
4 8
Obrazek 3.1: Out shuffle Obrazek 3.2: In shuffle

VETA 20. Pro balicek velikosti 2n — 1 md (I,0) 71ad roven (2n — 1) x 7ad
2 (mod 2n —1).

Diikaz. Zadefinujme permutaci C', ktera presune spodni kartu navrch balicku,

C(i) =i+ 1 (mod 2n — 1). Zfejmé plati I = OC, tudiz (O, C) = (I, O).

LEMMA 21. Necht G je grupa, a,b € G jsou prvky 7ddi m,n a plati ba = ab”,
kde k # 0 (mod n). Potom md grupa (a,b) 7dd nanejuys mn a rovnost nastdvd,
pokud a® = bY nemd netrividlni reseni pro x,y.

Diikaz. Vsechny prvky grupy (a, b) jsou tvaru a’d’, nebot a’ lze upravit:
Va' = (aba " Ya' = ab*a' " = a(abFa Y ra T = - = albV

Pokud jsou vSechny zapisy a’l’ a a®b¥ navzdjem riizné, coZ nastava, pravé kdyz

a’~® = b¥=J, m4 grupa piesné mn prvki. O
P¥imo aplikujeme toto lemma na O a C. R4d O je roven fadu 2 (mod 2n — 1)
jako v ivodu prvni kapitoly, nebot zapis permutace O je stejny, a fad C' je ziejmé
2n — 1 a plati CO = OC? : i + 2i + 2. Rovnice O* = CY nem4 netrivialni feSeni,
protoze pouze O fixuje prvni kartu. ]
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3.2 Zobecnéné faro shuflle

Klasické faro shuffle je prakticky zpusob michani karet, v této kapitole jej
zobecnime tak, ze uz jeho efektni provedeni bohuzel nebude mozné. Vezméme si
33 karet a rozdélme je do hromadek po 11, zvolme si poradi téchto hroméadek
libovolné. Postupné z kazdé tahame zespodu po jedné karté a karty skladame
na vyslednou hromadku, dokud nedojdou. Tato varianta ma tedy dvé slozky:
naptred se permutuji hromadky v ramci balicku a potom se prolnou dohromady.
K zavéram kapitoly dospéli Medvedoff a Morrison [MMS87].

DEFINICE 7. Méjme balicek kn karet (stdle cislujeme 0 aZ kn —1) a m € Sk.
Symbolem p, oznacme permutaci prohazujici poradi hromddek velikosti n podle
predpisu 7, jingmi slovy

pali+jn) =i+7(j)-n, proie[0,n), € 0,k)
Prolnuti hromddek lze zapsat timto zpusobem:

(2) kx (mod kn — 1), prox <kn—1,
s(x) =

kn —1, pokud x = kn — 1.
s(i+jn)=ki+j

Ddle znacime s, = prs. Grupu generovanou permutacemi S, pro ™ € Sy z2apisu-
jeme Gy p.-

0 2
1 3
2 4
3 5
4 0
5 1
piq = id PG 2 1)
0 2
2 4
4 0
1 3
3 5
5 1
§ = Sid 53 21)

Obrazek 3.3: Ilustrace definic pro k = 3, n = 2.

PozZNAMKA. VSimnéme si, ze pokud zapiSeme ¢isla karet do k fadkt a n sloupct,
lze permutaci s interpretovat jako transponovani tohoto schématu.

=N O
ot W =
f
i)
W N
(G2
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Vidime, Ze G2, odpovida (I, O) z minulé kapitoly. Definice 7| ndm neumoz-
nuje jednoduse vyjadrit slozeni s, a s,. Pro p, ale mame jednoduchy vztah
PxDo = Pro & Navic pr € Gy iy pro libovolné m, protoze s, = prs = prsiq. Protoze
ale vime, ze Sy lze generovat dvéma prvky (napt. (0 1) a (0 1 ...k — 1)), lze
G kn generovat tfemi; necht 7, o generuji Sy, potom pr, p,, s staci pro generovani
Gl fen-

Prvnim krokem bude zjistit, zda je Gk, podgrupou Ag,,.

LEMMA 22. Permutace p, je lichd, pravé tehdy kdyZ n je liché a zdroven m je
lichd.

Dikaz. p, je rovna slozeni n disjunktnich permutaci se stejnou strukturou jako
. O]

LEMMA 23. Permutace s je sudd, pravé tehdy kdyzZ je k nebo n kongruentni 0
nebo 1 (mod 4).

Dikaz. Spocteme pocet transpozic nutnych pro vraceni balicku nazpét po permu-
taci s. Budeme po sloupcich na obrazku nize vracet prvky na piivodni misto trans-
pozicemi sousedicich prvki, jde o jakysi bubble sort. Prvek 0 je na svém misté, 1
se musi posunout o k— 1 pozic, 2 0 2k—2, tedy m < n je nutno posunout m(k—1)
transpozicemi a prvni cely sloupec, karty 0 azn — 1, t; = (n — 1)(n/2)(k — 1)
transpozicemi. Obdobné ¢; = (n — 1)(n/2)(k — j) pro j-ty sloupec.

0 n - (k—=1n 0l...n—-1 n - (k=1)n
s 1 n + 1 t1 transpozic n + 1
. . N
n—12n—1 -+ kn-—1 2n—1 -+ kn—1
to transpozic. . tk transpozic 01 ... k”l’L 1
n(n—1 nn—1)k(k—1
Zty:(2)((k—1)+(k—2)+---+1+0)= (2 ) <2 )

Zkombinovanim lemmat dostavame prvni vétu této kapitoly.
VETA 24. G je obsaZena v Ay, pravé tehdy kdyz

(a) n=0 (mod 4),
(b) nebo kdyz je n sudé a k kongruentni 0 nebo 1 (mod 4).

A neni slozité zobecnit lemma [7l.

DEFINICE 8. Necht A a G jsou grupy. Pak definujeme véncovy soucin AVG jako
semidirektni soucin A% x4 G, kde ¢,((an)hec) = (agn)nec pro (an)hec € AY a
g€eqG.
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VETA 25. Grupa Gy gm je izomorfni véncovému soucinu Sy Ly, kde generdtor
grupy Ly, pusobi na m-tici T € (Sk)™ jako cyklicky posun T = (Ty_1,...,T0) >
(T2, -+ +70, Tm_1). Rdd grupy je roven m(k!)™.

Diikaz. Zvolme x € [0,k™). Mame x = i + jk™ ! pro i € [0,k™ 1) a j €
0, k), permutace piisobi takto p.(x) = i + 7(5)k™ ! a (prs)(z) = ki + ().
A zapiSeme-li z do soustavy o zakladu k, neboli z = (x,,_1,...,20), vypada
pusobeni nasledovné:

(l’m,b R ,Io) p—ﬂ> (W(:Cm,l), ce ,.CC()) — (Q?mfg, ..., Zo, W(Q?m,1>>.
Potom pro m, ..., Tm_1,0 € S mame
(x)sﬂ'mfl ©rSm = <7Tm71<xm*1)7 s ,71'0(:1}0)),
(€)85 Sy 800 = (07 1) (20), Tn—2(Tnr ), - -, o (21)),
<x>5;187rm71 ©SmeSe = (ﬂ-m—2<xm—1)7 s vﬂﬂ(xl)a TrZ@—1<x0))'

Takze mnozina prvk tvaru s, _, --- Sy, je uzaviena na skladani a tvori normalni
podgrupu, pojmenujme ji N < Gy, i, jez je izomorfni (Si)™. Z vypocti vyse je N
invariantni vii¢i nasobeni libovolnou s, nebo p,, a tak Ize libovolny prvek zapsat
jako Sy, - 8q, - 7, 2 € Z, protoze s uz pusobi jen jako cyklicky posun. Tudiz
N (s) = Grn & Grgn/N je izomorfni (s) = Z,, a mdme semidirektni rozklad,
presnéji véncovy soucin Sk ! Zyy,. [

Nyni si prohlédnéme jakym grupam je Gk, izomorfni, vizte tabulku Vy-
pocitanou pomoci GAPu [22].

Lze usuzovat, ze ve vétsiné pripadi je Gy g, rovna Sk, nebo Ay, podle hodnot
k,n (mod 4), jak vlastné naznacuje véta Tak i uvddi Medvedoff a Morrison
[MMS7] jako domnénku; nejspiSe pro k& = 3 mohou nastat pouze tii moZznosti
San, Asp, nebo Sz Z,,, jedind moznost, kterou se podarilo dokézat (véta [25]).
Na rozdil od permutaci 2n karet zde nelze vyuzit centralni symetrie, i s ni ne-
byl vypocet naprosto primocary. Ukazeme si mozny postup dikazu pro k = 3
s pevnym n. Nejprve je tfeba zobecnéni tvrzeni [I]

TVRZENI 26. Pro presunuti vrchni karty na pozici x € [0,kn) zapisme x do
soustavy o zdkladu k, © = (Ty, Tym_1,...,%0). Oznacme o; libovolnou permutaci
z Sk, kterd zobrazi nulu na x;. Potom je s,, -5y, hledand permutace.

Driikaz. Indukei podle m. Necht m = 0, neboli x € [0, k). Pak s,,(0) = k(0+an) =
z (mod kn — 1). Nyni predpokladejme, ze permutace s,, ---S,, presune nulu na
y = xpk™ ' + - 4+ x1. Protoze x < kn, je y mensi nez n, a tak s,,(y) =
k(y + zon) = ky + o (mod kn — 1). O

Necht treba n = 10. Spocitame

a = pa 2 = (10 20)(11 21)(12 22)(13 23)(14 24)(15 25)(16 26)(17 27)(18 28)(19 29),

B=po12 =(01020)(1 11 21)(2 12 22)(3 13 23)(4 14 24)(5 15 25)
(6 16 26)(7 17 27)(8 18 28)(9 19 29).
s=(13927231141272151516 1928262026 182517 22 8 24 14 13 10).
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n G3,3n G4,4n G5,5n G6,6n
2|1 S (Z,)*xPSL(3,2) A S
31 S351Zs S S S
4 A IRV A A
5 S S S5 1 Lo S
6 S A A Se 1 Lo
7 S S S S
8| A (Z)"xPSL(5,2) A A
9| S31Zs S S S
10 S A A S
11 S S S S
12 A A A A
13 S S S S
14 S A A S
15 S S S S
16 A Sy 173 A A
17 S S S S
18 S A A S
19 S S S S
20 A A A A

Tabulka 3.1: Hodnoty G y. Zapisujeme S = Sk, A = Agy.

Dokazeme, ze (' 30 je dvojité tranzitivni. V zépisu s, v jediném cyklu, chybi pouze
0 a 29. Ziejmé (a, s) pusobi tranzitivné na {1,...,29} a zdroven fixuje nulu. Dale
za o; ve tvrzeni [26| lze pouzit (0 1 2) a (0 1 2)? a tak 7, presouvajici nulu na
x nalezi do (S, s). Chceme-li presunout dvojici (z,y), * < y, na (a,b), postaci
(m2) " Lpma, kde p € (a, s) zobrazuje (m,) " (y) na (m,) " (b).

DEFINICE 9. Necht G < S, a A C {0,...,n} je neprdzdnd mnozina. Jestlize
g(A) = A nebo g(AN) N A = @ pro kazdé g € G, nazveme mnoZinu A blokem.
Jsou-li jediné bloky grupy trividlni bloky, to jest jednoprvkové nebo celd mnozina,
rikame, Ze je G primitivni grupa.

Dvojité tranzitivita ihned implikuje primitivitu. Zvolme A C {0,...,29},
potom muzeme ¢, j € A libovolné zobrazit jedno do A a druhé mimo A.

sPa=(11714)(21518 12529 1910 9 21 26 6 27 4 11 7 25 8 23 22 24 20 28)(3 13).

Permutace s3a mé nejdelsi cyklus délky 23, takZe jejim umocnénim na 23 - 3

ziskame transpozici a lze uzit nasledujici vétu.

VETA 27 (Jordanova). [Isa08] Necht je G < S,, primitivni grupa a obsahuje cyklus
délky p, kde p je prvocislo mensi nez n — 2. Potom je G rovna A, nebo S,.

Protoze G339 obsahuje transpozici, je rovna celé Ssy. Obecny postup je tedy
dokazat, ze <p(1 2)s s> je tranzitivni na {1,...,kn — 1}, a nalézt cyklus délky p
a pripadné lichou permutaci.

DOMNENKA. (a) Je-li 3n = 3™, pak G33, = S50 Zn,.
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(b) Je-lin =0 (mod 4), pak G335, = Agp.
(c) Jinak G335, = Skn.
DOMNENKA. Pro k = 4 pribude jeden specidlni pripad.
(a) Je-li 4n = 4™, pak Gyan = S50 Zy,.
(b) Je-li 4n = 2%, b liché, pak Gy, == (Zs)? x PSL(b, 2).
)
)

(c
(d) Je-li n liché, G4 4y, = San.

Je-li n sudé a ne mocnina dvojky, Gy 4, = Agy.

Medvedoff a Morrison |[MMS87] pisi o Williamu Kantorovi tvrdicim, ze se mu
podafilo ovéfit rovnost Gy, = Agn, nebo Sk, v piipadé & > 4, kdy k nedéli
n. Dikaz ale nebylo mozné dohledat. Pomoci GAPu se mi ale podarilo proveérit
vsechny pripady az do kn < 200.

DOMNENKA. Necht k& > 5.

1. Je-li kn = k™, pak Gin = Sk Ly,

2. Je-li n = 0 (mod 4), nebo je-li n sudé a k = 0 nebo 1 (mod 4), pak
Gk,kn = Akn

3. Jinak Gk,kn = Slcn-
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Z.aver

Po vice nez 50 letech byl Elmsleyho problém vytesen a zde opraven. Zatimco
(I,0) pro klasické faro je zcela popsdna a zndma, nardzime zde na Mathiovu
grupu a Coxeterovy grupy. Naopak zobecnéné faro shuffle prislibuje nanejvys
CtyTi rizné typy grup, ale jeho otdzka doposud nebyla vyfesena, prestoze puvodni
¢lanek je sepsdn v roce 1987 a dnes lze vyuzit mnohem vice vypocetni sily.

Kromé doplnéni chybéjicich dikazt bylo ve druhé kapitole nutno oproti zdroji
opravit par dikazu a tvrzeni.
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