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(EGB) teorii gravitace libovolné dimenze. Nejprve zavadime Kundtovu t¥idu pro-
storocasi, ktera je geometricky definovana pomoci kongruence neexpandujicich
svételnych paprski (bez twistu a shearu), a shrnujeme hlavni vysledky z Einstei-
novy teorie gravitace v obecné dimenzi. Nasledné systematicky odvozujeme polni
rovnice EGB teorie, analyzujeme jejich hlavni vlastnosti a indentifikujeme ¢tyti
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Kundt class, defined geometricaly by admitting a non-expanding, twist-free, shear-
free null geodesic congruence, and summarise the main results from Einstein’s
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Uvod

Cilem této prace je studovat konkrétni presnd reseni polnich rovnic v ramci
Einsteinovy teorie gravitace a jejich zobecnéni v takzvané Einsteinove—Gaussové—
Bonnetové teorii. Konkrétné ptjde o Kundtovu tridu prostorocast reprezentujici
rizné kosmologické modely a také presné gravitacni viny.

P1i hledani novych feseni rovnic gravitacniho pole je tfeba postupovat opa-
trné, nebot Einsteinova teorie gravitace je kovariantni a dany prostorocas tak lze
(lokélné) vyjadrit v libovolném systému souradnic. Mezi dvéma riznymi systémy
je mozné prejit vhodnou (hladkou) transformaci tak, aby fyzikdlni vyznam feSeni
zustal zachovam. V dtisledku tohoto principu neni obecné jasné, zda je nové na-
lezené feseni Einsteinovych rovnic skuteéné nové, ¢i zda se jedna pouze o znamé
reseni vyjadfené v novych soutadnicich. Je tedy nezbytné analyzovat strukturu
Riemannova tenzoru kiivosti, identifikovat symetrie, optické vlastnosti, urcit al-
gebraickou strukturu Weylova tenzoru a tak dal.

Nejcastéji se studuji vakuové rovnice bez pritomné hmoty, ale pripousti se
i kosmologicka konstanta A ¢i elektromagnetické pole nebo dokonaléd tekutina.
Mezi hlavni ttidy presnych Teseni patii Minkowského, de Sitteriv ¢i anti-de Sit-
teriv kosmologicky prostorocas s maximalnimi pocty symetrii, Friedmanniv—
Lamaitretiv—Robertsoniv-Walkeriv (FLRW) vesmir, nebo velmi znamé Schwarz-
schildovo ¢i Kerrovo ¢ernodérové feseni. Pro tuto praci je dulezitda Kundtova a
Robinsonova—Trautmanova ttida obsahujici presné gravitacni viny, které jsou ge-
ometricky definovany pomoci optickych skalar.

Einsteinova teorie gravitace je klasickd polni teorie a nelze ji primo aplikovat
na pripady, kdy zac¢inaji dominovat kvantové efekty, tedy v oblastech s extrémneé
vysokou energii (napt. na okoli kfivostnich singularit v ¢ernych dirdch a nebo
velkém tresku). VSeobecné se ocekava, ze tyto efekty se projevuji na skalach
Planckovy délky.

Jeden z moznych kandidatti na zobecnéni Einsteinovy obecné teorie relativity
je tzv. Einsteinova—Gaussova—Bonnetova (EGB) teorie, kterd patii mezi nejjed-
nodussi zastupce rozsahlé tridy tzv. kvadratickych gravitaci. Tyto teorie pridavaji
do polnich rovnic kvadratické opravné ¢leny, které se nejvice projevi pravé v ob-
lastech s extrémni nehomogenitou a extrémnim zaktivenim. Pro lepsi pochopeni
efektli souvisejicich s kvantovanim gravitace je tedy klicové zkoumat pfesné pro-
storocasy v téchto rozsifenych teoriich, a porovnat je s klasickymi vysledky z
obecné relativity.

7 tohoto hlediska je velmi zajimava pravé Kundtova tfida prostorocasti, ktera
patfi mezi nejzakladnéjsi znama teseni v obecné relativité. V. EGB teorii byla
specialni ptipad g,; = 0, tedy bez tzv. gyratonového ¢lenu. V tomto textu se proto
pokusime analyzovat zcela obecnou Kundtovu tridu prostorocasi v EGB teorii i s
gyratonnym c¢lenem g,; # 0. Nasim cilem je spocitat vsechny slozky prislusného
Riemannova tenzoru, jeho kontrakei a relevantnich kvadrati. Pak sestavime polni
rovnice, pokusime se je fesit a také analyzovat jejich hlavni vlastnosti.



1. Einsteinova obecna teorie
relativity

Jiz okolo roku 1905, kdy se zrodila specialni teorie relativity, zacalo byt jasné,
ze Newtonova teorie gravitace ma nedostatky, diky kterym neni kompatibilni jak s
Einsteinovou specialni relativitou, tak s Maxwellovym elektromagnetismem. P1i-
vodni newtonovska teorie nebyla schopna vysvétlit nékteré jevy jako napt. staceni
perihelia Merkuru, avsak jejim hlavnim koncepénim nedostatkem bylo okamzité
ptisobeni na délku. Nastaval tedy problém, jak zahrnout teorii gravitace do no-
vého kontextu specidlni teorie relativity a jak tuto teorii zobecnit i na neinercialni
vztazné systémy.

Klicovou odpovéd na tuto otdzku dal jednoduchy myslenkovy experiment,
ktery Einstein nazval nejstastnéjsi myslenkou svého zivota. V roce 1907, kdyz
pozoroval pokryvace stfech ze své kancelafe na patentovém uradu v Bernu, si
predstavil, co by se stalo, kdyby se stfecha s pokryvac¢em utrhla. Uvédomil si,
ze pokud by pokryvac¢ upustil béhem volného padu své kladivo, z jeho pohledu
by se jiz nepohybovalo s zadnym zrychlenim a na kratky okamzik by byl tento
piipad zcela nerozlisitelny od ptipadu, kdy by plul prazdnym vesmirem. Jde o
tzv princip ekvivalence, zékladni postulat obecné teorie relativity, ktery rika, ze
gravitacni pole je ekvivalentni s polem ,setrvacnych sil“. Gravitacni pole je tedy
mozné lokdlné odtransformovat prechodem k volné padajicim lokalnim inercial-
nim systémum (LIS), kde plati stejné fyzikalni zakony jako ve specialni relativité.

Inercidlni soustavy se vici vztaznym systémum, které se nachazi v gravitacnim
poli, nepohybuji rovnomérné piimocare, nybrz po zaktivenych trajektoriich, tzv.
geodetikach. Pokud bychom se neomezili na dostatecné malé okoli volné padaji-
ciho systému, zacal by se v disledku nehomogenity pole tvar geodetik v riznych
bodech ménit. Pozorovali bychom proto slapové jevy. Je tedy vhodné popisovat
gravitacni pole nikoli jako silu, ale jako zakriveni prostorocasu.

To ovSsem matematicky znamend, ze musime prejit od plochého Minkowského
prostorocasu k obecnym pseudo-Riemmanovym varietam, tedy hladkym diferen-
covatelnym varietdm s metrikou g,,, kterda v Zadném bodé nedegeneruje a ma
signaturu (— + ++). Kovariantni derivace je nasledné dana Levi-Civitovou afinni
konexi, tj. Christoffelovymi symboly

1 el
F)\,uzz = 59)\ (gua,u + Gua,u — g,uu,a) ) (11)

jako
VE =V 4 T8 VA, (1.2)

kde strednik znaci kovariantni derivaci podle souradnice, zatimco ¢arka obycejnou
parcialni derivaci.

Lze nahlédnout, Ze slozky afinni konexe F)‘W jsou symetrické v indexech pu, v
a navic, pokud je prostorocas plochy, zcela vymizi. Christoffelovy symboly a tim i
kovariantni derivace jsou tedy klicové pro konstrukci tenzort, které charakterizuji
zaktiveni prostorocasu.

Riemanniv tenzor kiivosti je definovan pomoci komutdtoru druhych kovari-



antnich derivaci, tak aby

Ve, =V, =RV, (1.3)
kde
RH)\;W = FH/\I/,,LL - Iw)\,u,u + Fa)\ul—wa,u - Fa)\pPHaV' (14>

Obcas je vyhodné Riemanniiv tenzor vyjadrit ve zcela kovariantni podobé

1
R;UJH)\ = 5 (gu)\,un + gun,u)\ - g,u/i,u)\ - gu)\,un) + Gap (Fa,u,)\]-—‘ﬁy;g - FBW»;FOCV)\) . (15)

Tyto objekty jsou antisymetrické v indexech pu,v a x,\, symetrické ve dvojicich
Ly, KA a navic, pro plati tzv. pruni Bianchiho identity R, ,,; = 0, kde [ . ]
oznacuje antisymetrizaci. Celkové ma tak ve zcela obecném pripadé ¢tyirozmeér-
ného prostorocasu (D = 4) Riemannuv tenzor 20 netrivialnich komponent.

Pomoci Riemannova tenzoru lze dale definovat symetricky Ricciho tenzor

R, = R’\W\V = g’\“R,\M,,, (1.6)
a Ricciho skalar
R=R',=g"R,,. (1.7)
Definujeme téz Weyliv tenzor jako bezestopou ¢ast Riemannova tenozru
1
CHAMV = Rn)\uu + 5 (R)\ugnu + Rnugku - R)xug/@u - ng/\u)
1
+ E‘R (g/cug)\u - gnugku) . (18)

Zavedenim nulové tetrady ctyt bazovych vektori
k= (t+ =), l=—(t—2),

m = (x +iy), m=—(x—iy), (1.9)

S-Sl

s normalizaci
k-1=-1, m-m=1, (1.10)

kde (¢t,x,y,z) je ortonormélni tetrdda, lze pomoci riznych projekei zavést skalarni
veli¢iny, které jednoznacné urcuji slozky tenzoru kiivosti zavedenych vyse. Zapis
v této podobé je znamy jako Newmaniv-Penrosetiv formalismus.

Pro Ricciho tenzor miizeme definovat Sest skaldrnich funkei

1 1

(I)()() :iR“yk“kl/’ (I)QQ == §Ruyl’uly,
1 1

Doy zika"m”, Py = §Rwl“m”, (1.11)
1 1

Do :ime“m”, Dy = ZR‘” (KM1” + mFm"),



kde P = Ppy jsou obecné komplexni. Podobnym zptsobem lze také zavést
skalarni funkce pro Weyltuv tenzor

Uy =Cmak"m” k" m*,

Uy =C k" 1"k m?,

Uy =C k" m"m" 1%, (1.12)
U3 =0l k" 1"m?,

Uy =Clpmrlm” 1" m?>.

Druhym zékladnim principem obecné teorie relativity je princip obecné ko-
variance neboli princip relativity, ktery zrovnopraviiuje vsechny vztazné systémy
véetné téch urychlenych. Riké, Ze je nutné fyzikalni zakony reprezentovat v takové
formé, ktera je invariantni vici souradnicové transformaci, tedy v tenzorové po-
dobé. Pokud jsou fyzikalni zakony platné ve specialni relativité, lze je na zakladé
principu. minimalni vazby zobecnit do obecné relativity prechodem od obycejné
parcialni derivace ke kovariantni a od Minkowského metriky 7, k obecné metrice
Juv-

Zaktiveni prostorocasu je provazano s hustotou energie a hybnosti prostred-
nictvim Finsteinovijch polnich rovnic

1 8rG
R;w - iRg;w + Ag;w = 7Tp,l/7 (113)

A
kde T, je tenzor energie a hybnosti, G Newtonovska gravitacni konstanta, A
kosmologicka konstanta a c rychlost svétla. Tyto rovnice objevil v roce 1915
Albert Einstein, a ve stejny mésic je nezavisle odvodil i David Hilbert pomoci
akéniho funkciondlu, ktery je dnes znamy jako Finsteinova—Hilbertova akce

S =

A
T / (R—2A)y/—g d*z. (1.14)

Vztah obecné predstavuje nesmirné slozitou soustavu 10 nelinearnich
parcidlnich diferencialnich rovnic druhého radu. Jejich reseni nazyvame prostoro-
casy (v Einsteinoveé teorii gravitace). Jednotky obvykle volime tak, aby ¢ = 1 = G.

Je pozoruhodné, Ze se Einsteinovi podatilo objevit rovnice v takovém tvaru,
ktery zaroven vyjadiuje zdkony zachovani. Skutecné, pokud bychom v rovnici
(1.13) zvedli index v a provedli v této formé kovariantni divergenci, prejdou diky
druhym Bianchiho identitdm R" "[H o) = 0 Einsteinovy rovnice do podoby T,,%,=0.

Soustava Einsteinovych rovnic klade 6 riznych omezeni na metricky tenzor g,
a zbylé 4 rovnice omezuji 7},,, aby byly splnény zdkony zachovani. Metrika tedy
neni polnimi rovnicemi plné urcena a v souladu s principem obecné kovariance
nam rovnice davaji volnost ve vybéru soutradnic.

Poznamenejme, Ze kosmologicky ¢len Ag,, Einstein dodal do svych rovnic az
o dva roky pozdéji ve snaze zachranit predstavu statického a uzavieného vesmiru.
Poté co se ale ukazalo, ze vesmir neni staticky, Einstein od tohoto ¢lenu upustil.
Dnes vsak vime, Ze mira expanze vesmiru roste, nikoli klesé, a je tak nezbytné
kosmologicky ¢len s A > 0 v rovnicich ponechat.

Einsteinova obecnd teorie relativity ucinila celou rfadu tuspésnych predpo-
védi jako napt. ohyb svétla, rudy posuv, dilataci ¢asu v gravitacnim poli, dyna-
micky vesmir (de Sittertiv prostorocas, FLRW kosmologicky model), ¢erné diry



(Schwarzschildovo, Reissnerovo-Nordstromovo, ¢i Kerrovo feseni) a predevsim
také gravitacni viny (Kundtova a Robinsonova—Trautmanova t¥ida prostorocasi),
které maji kvadrupélovy charakter, jsou pri¢né, nesou energii a Siti se rychlosti
svetla. Vsechna tato TeSeni vyvolavaji efekty, jez jsou fyzikalné méritelné a ove-
ritelné. Umoznuji testovat Einsteinovu teorii gravitace, a tato teorie vSemi testy
zatim uspésné prosla. Mizeme tedy tict, Ze obecnd relativita je dosud nelepsi
teorii gravitace.



2. Kundtovy prostorocasy v
Einsteinové teorii gravitace

V této kapitole popiseme rozsahlou tridu prostorocasu, kterou zavedl a poprvé
systematicky zkoumal Wolgang Kundt v letech 1961 [14] a 1962 [15]. Je definovdna
geometricky pomoci takzvanych optickych skaldri, které jsou v daném pripadé
vsechny nulové, a jeji podtiidy lze klasifikovat pomoci algebraickijch typ1i.

2.1 Optické skalary

Uvazujme nulovou kongruenci geodetik danou v lokalnim systému souradnic
jako z# =zt (y*s), kde y* znali jednotlivé geodetiky a s parametrizaci kazdé
z nich. Takovato kongruence generuje tecné vektorové pole

da*
ds ) ( )
které musi pro afinni parametr s splnovat rovnici
vt 0" = 0. (2.2)

Pro nulovou tetradu (|1.9)) 1ze zavést tzv. Newmanovy—Penrosovy spinové koe-
ficienty jako rozklad kovariantnich derivaci vektorti nulové tetrady

b = — (7 +3) kb — (e + @) kil + (a+ B) kymy, + (@ + B) i,
+7myk, + kmyl, — om,m, — pm,m,
+Tmuk, + kmyl, — pm,m, — om,m,,
Wy = (7 + 1) lnku + (E + E) lulu - (a + B) lumv - (6‘ + 6) lﬂmV
—vmyk, — mm,l, + Am,m, + pm,m,
— Uik, — Tl 4+ Amyam, + my,
My = — (v =) myky, — (e =€) myl, + (04 - B) mumy, + (& — ) mum,
— Uk, — 7kyl, + pkm, + Nk,
+ 7l.k, + Kl L, — pkym, — ol,m,. (2.3)
Tetradu mizeme orientovat tak, aby k* bylo v libovolném bodé kongruence tecné
t.j. kuk” = 0. Pokud navic k,,, k" = [, k" = m,., k" = 0, celd tetrada se podél
kongruence paralelné prenasi.

Zavedme nyni prostorovy vektor w, kolmy na vektory k a l tak, aby spojoval
dvé blizké geodetiky kongruence. Takovyto vektor mizeme vyjadrit jako

w = (m + (m, (2.4)

kde komplexni parametr ¢ lze interpretovat jako posunuti mezi dvéma okolnimi
prostorupodobnymi paprsky. Aby si vektor w udrzel stejny vyznam podél celé



kongruence, musi nutné w",, k" = k" ,w", tedy Lieova derivace musi byt nulova.
Odpovidajici zménu veli¢iny ¢ pak muzeme vyjadrit vztahem

D _
dsg = Guk” = muwt kY = mkw” = —p¢ — oC. (2.5)
Nyni definujeme optické skaldry 0, w, |o| a 1) pomoci vyrazu p = —60 —iw a
o = |o| e*™¥. Rovnice (2.5)) tim piejde do tvaru
D A,
Do _ 0¢ + iw¢ — |o| 2 ¢. (2.6)
ds
Odtud je vidét, ze parametr § = — Re p urc¢uje miru expanze kongruence, zatimco
w = — Im p udava rotaci nebo-li twist. Parametr o 1ze chapat jako shear (stiih)

orientovany dle tthlu v, viz obrazek 2.1}

\
0 = — Re p: expanze w = —Im p: rotace o : stiih

Obrazek 2.1: Geometrickd interpretace optickych skalaria 6, w a o (resp. kon-
trakce —6 a rotace v opa¢ném sméru —w) vykreslend v roviné m, m. Prevzato z
monografie Griffiths a Podolsky [11].

2.2 Algebraicka klasifikace

Prostorocasy je mozné rozclenit do raznych algebraickych tiid na zékladé
Petrovovy—Penrosovy klasifikace Weylova tenzoru, kterd je dana poc¢tem hlavnich
nulovych sméri. Nulovy vektor k tetrady je hlavni nulovy smér, pokud
splnuje rovnici

ki Crppul ko) kK" = 0. (2.7)

Tato podminka je ekvivalentni podmince ¥y = 0 pro Weylav skalar (1.12)).
Obecné existuji celkem Ctyti rizné takové smeéry, avsak v nékterych piipadech
mohou byt degenerované a mit tak vyssi algebraickou nasobnost. Pro existenci
takovychto degenerovanych smért s nasobnosti 1, 2, 3, 4 plati postupné nasledujici
podminky:
EipCopup ko b K" = 0 & o = 0,0, # 0,
C,{)\#[,,k‘a}k’/\k’u =0 VYy=V,=0,9, 7& 0,
Cn)\u[uko}ku =0 VY=V, =V, = 07 Wy 7é 07
Cﬁ)\wjku - O <~ \Ijo = \Ill == \112 - \Ijg - O, \114 7£ 0 (28)



V ptipadé, ze prostorocas pripousti ¢tyti rizné hlavni nulové smeéry je alge-
braicky obecny (typu ) jinak je algebraicky specidlni. Pokud existuje pravé jeden
degenerovany hlavni nulovy smér s algebraickou nasobnosti 2, 3, nebo 4, je prosto-
rocas typu II, typu III, nebo typu N. V pripadé Ze existuji dva rizné degenerované
nulové sméry s algebraickou nasobnosti 2, je prostorocas typu D. Pokud je Weylav
tenzor nulovy, je prostorocas konformeé plochy, tedy typu O.

Tyto rizné algebraické typy jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

typ I Vg v #0
typ II N Wy # 0
typ D A jen Wy # 0
typ I K7 U3 #£0
typ N 7 v, #0

Tabulka 2.1: Schéma moznych algebraickych t¥id

Algebraickou klasifikaci prostorocasi pomoci multiplicity hlavnich nulovych
sméru Weylova tenzoru lze zobecnit do D > 4, viz rozsahla prace [17], kde mimo
samotné zobecnéni byly také shrnuty jeho obecné disledky a diskutovany nékteré
tTidy prostorocast, jejiz geometricka definice nezavisi na dimenzi.

2.3 Geometricka definice Kundtovy tridy

Prostorocas libovolné dimenze D se nazyva Kundtiv, pokud pripousti nulo-
vou kongruenci geodetik, generovanou vektorovym polem k, ktera je bez twistu,
shearu a bez erpanze (tedy 6§ = 0, w = 0, ¢ = 0). Jde o velmi zajimavou a
rozsdhlou tridu obsahujici presné neexpandujici gravita¢ni viny jako jsou naprt.
pp-viny ¢i Kundtovy viny, kterda byla poprvé studovana Kundtem v letech 1961
[14] a 1962 [15] (viz. zavedeni Kundtovy tridy v [I1]), a jejich zobecnéni obsahujici
kosmologickou konstantu ¢i hmotu.

Pro popis této tridy je vhodné zavést kanonicky souradny systém, kde definu-

jeme retardovany Cas w spliujici k, = —u,, afinni parametr kongruence r, pro
ktery plati k = 0, a zbylé prostorové souradnice ponechame jako z’. Provedeme-
li jednoduchou upravu k* = ¢k, = —g"u, = —g"*, obdrzime ¢g*" = —1,

g = g“ = 0 a diky inverznim vztahiim je také g, = 0, ¢, = g,; = 0. Kovari-
antni derivace vektoru k se tak redukuje na k,,, = % 9uv,r- Pokud tedy pozadujeme,
aby byly vsechny optické skalary nulové, musi byt ryze prostorové metrické funkce
gij nezavislé na soufadnici 7. Jde o klicovou vlastnost, kterd odlisuje Kundtovu
tridu od obecnéjsi Robinsonovy-Trautmanovy tridy, kdy se navic pripousti také
nenulova expanze 6 # 0.

Zcela obecnou metriku Kundtovy tridy prostorocasu tak lze vyjadrit ve tvaru

ds® = gij (u, ) dz’ da? + 2g,; (ru,x) duda’ — 2dudr 4 gy, (ru,x) du®.  (2.9)
Nadplochy u = konst. jsou popsany (D — 2)-rozmérnou prostorovou metrikou

do? = g;;(u,r) dz’ da’. Vektorové pole k je k témto plochdm vzdy kolmé a tetné
(nebot je nulové).



V literature (napt. [I1]) se v D = 4 také zavadi 2-prostorova komplezni sou-
radnice ( = % (x + 7y) misto klasickych dvou prostorovych soufadnic x’. Metrika
pak prechazi do podoby

ds® = —2du (dr + H du+ W d¢ + W d¢) +2P~*(u,{,C), (2.10)

kterd je kanonickym Kundtovym tvarem metriky.

Lze dokézat (viz [14]), Ze pro vakuum s A a ur¢ité druhy hmoty musi byt
prostorocasy patrici do Kundtovy tridy nutné algebraicky specidlni a musi
tedy nalezet typu II, D, III, N, nebo musi byt konformé ploché.

V kanonickych souradnicich m4 hlavni nulovy smér tvar k = 9, s pfiro-
zenou nulovou tetradou

1 .
k=0, l= 59”’& — 0y + 9" 0;, Mgy = po;, (2.11)
zatimco pro metriku (2.10) je vhodné zavést spiSe tetradu
k=0, 1=0,—-H0, m=P9;— PWo,. (2.12)

2.4 Kundtovy prostorocasy v D =4

Zmamé prostorocasy Kundtovy tridy v klasické Einsteinové teorii byly shrnuty
napf. v knize [29], nebo v 18. kapitole knihy [11]. Pro vakuovd Feseni algebraického
typu III, N a O, ktera pripousti nenulovou kosmologickou konstantu A a cisté
zdrent, nabyvaji funkce metriky podoby

2T 1
W=Zrawe,  H=—(rr+ A2 B, (213)
kde funkce W°, G°, H°, P a 7 jiz nezavisi na soutadnici r. Funkce P musi déle
splnovat rovnici

1
P?(log P) ;¢ = 6A, (2.14)

ktera zajistuje konstantni gaussovské zakriveni 2-dimenzionalniho transversalniho
prostoru. Je tedy vhodné vyuzit volnosti ve vybéru souradnic a zapsat funkci P
v kanonické formé

P=1+ éA(Z. (2.15)

Odtud plyne, Ze znaménko kosmologické konstanty A musi urcovat znaménko
zaktiveni a tim i tvar vlnoploch, které mohou mit sféricky (A > 0), rovinny
(A = 0), nebo hyperboloidni (A < 0) charakter.
Diky této volbé prechazi spinovy koeficient 7 = —k,,,,m*l” pro nulovou tetrddu
do tvaru
1 1A 72
= bf ghae +gAbG” (2.16)
(1-3ACC) a+b¢ +b¢
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kde a(u) je libovolna redlna a b(u) libovolnd komplexni funkce zavisla pouze na
soutadnici u. Nasledné je vhodné definovat vyraz

1 _
kzzéAa2+b@ (2.17)

ktery byl poprvé zavedeny v [I8]. Protoze sign k je invariantni vuci transformacim
zachovavajicim metriku, je tento vyraz pouzitelny pro klasifikaci riznych podtrid
Kundtovych prostorocasti. Pokud navic vyuzijeme volnost ve vybéru souradnic,
muzeme vzdy prislusnou transformaci obdrzet jednu z nasledujicich kanonickych
forem:

o Pro nulovou kosmologickou konstantu A = 0 dostavame v pripadé k = 0
pro kanonickou volbu a = 1, b = 0 zobecnéné pp-viny, pro néz je

T=0, (2.18)
a v pripadé a =0, b =1, kdy k > 0 zobecnéné Kundtovy viny s
1
T=—-—, (2.19)
¢+¢

které jsou obecné algebraického typu III. Pripad & < 0 nemutze pro A = 0
kvuli (2.17) nastat.

o Pokud je A > 0, pro libovolné a, b je k vzdy kladné. Dostavame tak zobec-
néné pp-viny ¢i zobecnéné Kundtovy viny ve dvou ekvivalentnich formach.
Proa=1,b=0 je

1
<A
T=—3 f —, (2.20)
1 —5¢¢
zatimco pro b =1, a = 0 je
1— 1A
el (2.21)
¢+¢

o V pripadé kdy je A < 0, nastavaji 3 pripady. Pokuda=1,6=0jek <0 a
dostavame opét zobecnéné pp-viny s

1
A
T=-3 IC —, (2.22)
1 —5¢¢
aproa=0,b=1kdy k > 0 zobecnéné Kundtovy viny s
1— A
B (2.23)
¢+¢

Konec¢né pro pripad k = 0, polozime-li b = \/—%A ae? kde 6 (u) je libovolna
realnd funkce, obdrzime zobecnéné Siklosovy viny s

_ 1 1+\/—éAC6_i0 »
T A — | e, (2.24)
6 14 \/—sACe?

které zobectiuji feseni typu N popsana v [28].

Je zajimavé poznamenat, ze funkce a (u) a b(u) jsou libovolné a lze tak s
jejich pomoci sestrojit prostorocasy, které nabyvaji riznych kanonickych forem
pro rizné hodnoty wu.
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Prostorocasy typu III

Zbylé funkce W°, H® a G° ze vztahu (2.13)) lze dle polnich rovnic a soufadni-
cové volnosti volit tak, ze W° (u,() je libovolnd holomorfni funkce, H° (C C ,u) je

libovolna realna funkce, a funkce G° (( C ,u) je urcena predpisem
o 1 o —Yx/0 1 o
G* = =3P (TW° 4 7W) - 6A/W dc. (2.25)
V tomto ptripadé maji jediné netrivialni komponenty tenzort kiivosti tvar

Uy =—7 (PW°)  — ;APWO,

= |=Pr (PWe) 2 (77— 7P - ;A> (PPWe) -+ APTW| 1
+ PPHy 2P (7 + Po) Hy + 20°H — (PPW°)

+ {3PTWO + PFW® + ;A (f+ f)} (P?w°) (2.26)

+ 2P?F2WeW® + AP2W°?,

e

1
Oy =P*H; + PrH} + PTHS + 2 (TT + 3A) H°

+ Prwe (P2°) P (P*W°) o+ P77+ A WIS,
kde funkci f volime tak, aby W° = f.. Obecné tedy dostdvame prostorocasy
algebraického typu III.

Ve specialnim pripadé, kdy A = 7 = 0, musi funkce W° zaviset na souradnici
¢ a komponenty Weylova tenzoru nabyvaji ponékud jiné podoby nez . Jejich
charakter se vsak pfilis nelisi, viz [10].

Gyratony

Velice zajimava Teseni algebraického typu I1I jsou axidlné symetrické prostoro-
casy popsané 2-prostorovymi souradnicemi ( = %pe“ﬁ, které obsahuji specificky
druh rotujici nulové kapaliny. Tenzor energie a hybnosti mé v takovémto pripadé
nediagonalni ¢len.

Zajimavym prikladem takovychto prostorocasu jsou reseni s A = 0, 7 = 0,

We =——--J (u,p) e, G° =0 a H®° = 0 dand metrikou

ds* = —2dudr — 2H (u,p) du® — 2J (u,p) dudg + dp® + p? dp?, (2.27)
kde funkce J obsahuje informaci o vnitinim momentu hybnosti hmoty. Diky tomu

byvaji funkce g,; ¢asto oznacovany za tzv. gyratonové cleny viz [11].
Netrivialni komponenty tenzort kiivosti maji pro tuto metriku s prirozenou
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nulovou tetradou k = 9,,l = 0, — H + %i—;&r + p%ad, am = % ((% + (%) 8¢> tvar

1 1 i 2 J 1
0ot () 2 ()

1 1
Uy=—ro(J,—=J, |,
3 4\/§p<7pp p7p>

1 1 J 1 1
oo =— |H,,+ -H ——J,,—=J —J?
22 9 ( op T p 70) + 2p2 ( PP P ,p> + 4p2 P

1 1
Do =—---—+~—\J,,——J, . 2.28
12 4\/§p< PP p 7/)) ( )

Protoze hlavni nulovy smér k je kovariantné konstantni, jedna se o pro-
storocasy tridy pp-vin. Pokud ®,5 vymizi a soucasné i V3, tedy pokud J =
K (u) p* + A (u), kde , A jsou libovolné funkce retardovaného ¢asu u, zanikne
také moment hybnosti zdroje a prostorocas prejde v klasické pp-viny, které je
mozné transformaci r = 7 — A, ¢ = ¢ + [ kdu prevést do kanonické formy, kde
H = H+ 1r2p* + k) — A\,¢. Funkei & (u) p? je tak vidy mozné z funkce J pomoci
této transformace odstranit a vakuové rovnice redukovat na

1
Hpp+ ~H, =0, (2.29)

s obecnym TeSenim
J=A\(u), H =2u(u)logp+v(u), (2.30)

kde funkce p urcuje profil pp-viny a v je libovolna funkce bez fyzikalniho vyznamu.
V této oblasti nabyva posledni netrivialni komponenta Weylova tenzoru podoby

C2p Ay

v, =
2

(2.31)

7 tyzikalniho hlediska je uzitecné se zabyvat takovymi prostorocasy, které
koncentruji nulovou gyratonovou hmotu v néjakém cylindrickém svazku o po-
loméru a, ktery je obklopen vakuem. Jeden z takovych prostorocast predstavil
Bonnor v [1 jako

:>\33a—2p
pga:{[‘]{_lj}fﬂ : (2.32)
= M2
sa dT=N 2.33
P=C\ H=p(1+210g2). (2.33)

Diky libovolné zavislosti metrickych funkci na retardovaném case u lze uva-
zovat takovy tvar, ve kterém jsou funkce nentrivialni pouze pro néjaky konecny
casovy interval. Profilové funkce A a p by nasledné na tomto intervalu mohly byt
timérné (b* — u2)4, jak poprvé navrhl Bonnor v roce 1970, a nulové mimo néj.

Vnéjsi pole by bylo tvorené tzv. sandwichovou vinou, kterou lokalné nelze
rozlisit od sandwichové pp-viny typu N. Informace o rotujici povaze hmoty je
tedy obsazena pouze ve vnitfnim poli zdroje.
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Tyto prostorocasy byly pak podrobnéji zkoumany Frolovem a Fursaevem v
roce 2005 [9] a v nasledujicich pracich. Bylo ukdzano, ze Teseni popisuje na-
priklad kruhové polarizované zatreni, emitované lokalizovanou hmotou s energii a
vnitfnim momentem hybnosti. Prislusny zdroj nezvali gyraton. Také byl zkouméan
geodeticky pohyb ze kterého vyplynulo, ze krouzek volnych testovacich ¢éastic jejiz
sttedem prochézi svazek zdroje, se bude béhem pulsu okolo tohoto svazku stacet.

Prostorocasy typu N

Pokud polozime funkci W° =0 v , zanikne dle (2.26) komponenta W3
Weylova tenzoru a prostorocas bude typu N Provedenim transformace r= gQU
kde Q = (1—LACC) a+bC +bC, a volbou H® = ZH, G° = —1 (log@Q),, obdr-
zime tvar metriky objeveny v praci [18],

2 2 2 .
2d¢d
Q @, (@) Q)du2+ ¢dg

(2.34)

kde H gC C ,u) je libovolna funkce. Pro takovéto prostorocasy jsou jediné dvé
netrivialni komponenty Weylova a Ricciho tenzoru
1 pt
vy = 5 (PH>,gg @7
1/ 5 1 pt

Prostorocas je tedy vakuovy (®22=0), pokud lze funkci H (C C ,u) zapsat ve tvaru

(2.35)

H(CCu) = (fe+ o) — o (CF +T). (2.36)

kde f (C,u) je tentokréat libovolnd funkce holomorfni v (.
Ttida prostorocast dana metrikou ([2.34]) v sobé obsahuje nékolik dobte zna-
mych podtiid, a to zejména pp-viny (A=0, a =1, b = 0)

ds? = —2dudr — 2K (C,z,u) du® +2d¢d¢, (2.37)

Kundtovy viny s A = 0 [14], zobecnéné Kundtovy a pp-viny (A>0,a =0,b=1, s
volbou H(¢,¢,u) = (¢ + ¢)(1 + §AC)H)

2 1

:Hm[_z(“g)?dudH( (c+0)"v? )du +2dgdg] (2.38)

poprvé popsané v [6] a Siklosovy viny [28] (A<0, a =1, b = \/—%Aew) popsané
Siklosovou metrikou

1
s (—2 dudr — 6/\1’7{ du® + da® + dy2) : (2.39)

kterou lze ziskat transformaci
6 x + + iy 12

— 22 0 =—7. 2.4
¢ Az +l 5 +iy’ R (240)
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Konformné ploché prostorocasy

V piipadé, Zze ¥y = 0, bude prostorocas konformné plochy. Tato situace na-
stava dle (2.35) pravée tehdy, kdyz H (C,C,u) lze zapsat ve tvaru

A(u) + B(u)¢ + B(u)¢ + C(u)(¢

H = 2
1+ 1ACC

: (2.41)

kde A(u), B(u) a C(u) jsou libovolné redlné resp. komplexni funkce. Jedind
netrivialni komponenta tenzoru kiivosti @45 zde nabyva podoby

1 1 P3
Doy = — —AA) — 2.42
> 2<C+6 A>Q3’ (2.42)
a pro vakuové prostorocasy tak musi C = —éAA. Tato podminka odpovida ve
vztahu ([2.36)) situaci, kdy f lze zapsat jako kvadratickou funkci ¢
f=co(u)+ci(u)+cy(u) 3 (2.43)

kde ¢; (u) jsou komplexni funkce spjaté s funkcemi A (u) a B (u) a jsou izometrické
k Minkowského, de Sitterovu, Ci anti-de Sitterovu prostorocasu.

Libovolny konformné plochy prostorocas, ktery obsahuje cisté zareni, musi
navic byt dle Bianchiho identit nutné bez expanze a tedy musi patrit do Kund-
tovy tridy. Metrika s tak prekvapivé popisuje jiz zcela uplnou tiidu
konformné plochych prostorocast s ¢istym zarenim.

Jednu ze znamych metrik patiicich do této podtiidy obdrzime transformaci
(= %(w—i—iy) a dosazenim A =0,a=0ab=1 jako

2
ds®* = —2dudr + <T2 - 2H°> du? + 4~ dudz + dz? + dy?, (2.44)
x x
kde 2H° = (0 (u) + B (u) 2+ (1) y + 6 (1) (22 +37)) (c, § 7 & 6 Joou ade libo-
volné realné funkce u). Tato metrika byla prezentovana v [7], [§] a zahrnuje také
feseni objevena v [30].

Geometrie vinoploch

Na zacatku sekce 2.4 jsme zminili, ze veskerd feseni Kundtovy tiidy lze dle
klasifikace vyjadrit ve zobecnéném kanonickém tvaru pp-vin, Kundtovych
vin ¢i Siklosovych vin. Jde tedy obecné o prostorocasy, které vyzaruji gravitacni
vlny jejichz paprsky neexpanduji (rovnéz nemaji twist ani shear). Jejich vlnoplo-
chy, které jsou dany v = konst, maji konstantni kiivost zavislou na kosmologické
konstanté a diky nenulovému koeficientu 7 se vii¢i sobé navzajem staci v prosto-
rovém sméru.

Ze vztahu pro skalar 7 , ktery vystupuje v metrickych funkich ,
je ziejmé, ze prostorocasy v urcitych mistech obsahuji kiivostni singularitu, kde
komponenty Riemannova tenzoru diverguji. Tuto singularitu lze interpre-
tovat jako kaustiku tvorenou obdalkou vIinoploch a bude tedy pii jejich analyze
hrat klicovou roli.

Pro studium geometrie vinoploch je vhodné uvazovat limitu slabého pole, kdy
jsou funkce W°, G° a H° zanedbatelné malé a tim také zaniknou vSechny funkce
V. Pozadi dané metrickymi funkcemi
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27
= f/]",
1+ 5A¢¢

tak musi byt konformé ploché, tedy Minkowského (A = 0), de Sitterovo (A > 0),
¢i anti de Sitterovo (A < 0).

1
H=— <T% + 6A> ", (2.45)

Dosadime-li tyto funkce do metriky (2.34) a polozime-li { = % (x + iy), ob-
drzime napriklad pro Kundtovy viny v Minkowského pozadi (a =0,b=1,A =0
N
ST =— (C—l—() ) metriku
ds® — 42? du dv + 42*v? du® + do® + dy? (2.46)

kterou lze pretransformovat do kartézského tvaru Minkowského prostorocasu
ds? —dT? + dX? +dY?* 4+ dZ?, (2.47)
viz [11]. VInoplochy u = ug = konst jsou pfitom popsény rovnici
(1+u) T = 2uoX — (1-u3) 2, (2.48)
kterd lze substituci ug = tan § prevést do podoby
sina X +cosaZ =T. (2.49)
Singularita x = 0 na plochém pozadi tvori expandujici valec s osou Y, dany
X2+ 7% =T" (2.50)

Prislusné vinoplochy tedy musi byt dany ttidou polorovin, které jsou vzdaleny
od pocatku o T'. Jednotlivé poloroviny se vici sobé staceji takovym zptisobem,
ze vytvari obdalku ve tvaru expandujiciho cylindru. Kazda vinoplocha se nasledné
Sif{ kolmo k tec¢né jeho povrchu, viz obrazek

Z 725 774
G2
N2 2472527
\7" 7257577
N

Obrézek 2.2: Geometrie vlnoploch Kundtovych vin v Minkowského pozadi. Pre-
vzato z monografie Griffiths a Podolsky [11].

Podobnym zptisobem je také mozné vysettit vinoplochy v de Sitteroveé ¢i anti-

de Sitteroveé pozadi s tim rozdilem, Ze tato pozadi nejprve vnorime do 5 dimenzi-
onélniho plochého prostoru. V tomto ptipadé jsou pro A > 0 vlnoplochy sférické
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s konstantni plochou a singularita je tvorena expandujicim torusem, zatim co
pro A < 0 jsou vinoplochy hyperbolické a singularia se nachazi na expandujicim
hyperboloidu. Podrobnéji viz 17. a 18. kapitola monografie Griffiths a Podolsky
[11].

Prostorocasy typu D a II

Veskeré prostorocasy Kundtovy tiidy typu D je mozné obdrzet z neexpandujici
podtiidy Plebariskiho a Demianskiho metriky [20]

. 1 2
ds? = p? (—Q dt* + ) dq2> + ; (dep + 2vq dt)® + % dp? . (2.51)

transformaci
d
z=p, y=w+27/édq, u:t—/Qq, r=p’q, (2.52)

a dosazenim
2

V26 =2 + iy, T = /P2 (2)dz, P? = % (2.53)

Tak obdrzime kanonickou metriku Kundtovy tridy
ds? = —2du (dr + Hdu + Wd¢ + Wd¢) + 2P~2d¢dC, (2.54)
kterd popisuje feseni nalezené v [I3] a ddle zobecnéné v [3] a [19]. Zde je

Z2+’y2

P? = ,

— (€2 + ¢? + 272 — AyY) + 2nz + (62 — 2A72) 22 — S A4

2
g —
(z + i) P?

1 €9 2’)/2
H=>¢(*+7%) — 2 2.55

260(2 +7) [2(22+’Y2)+(zz+72)2P2 T (2.55)

kde parametr €, nabyva diskrétnich hodnot 0,£1 a parametry e, g popisuji elek-
tricky a magneticky naboj.

Znamé prostorocasy, které patii do této podtiidy jsou napt. tzv. B-metriky s
tachyonovymi zdroji, kde v = e = g = A = 0, nebo Melvinovo reseni s magnetic-
kym polem, kdyZ v = €5 = A, B2 = €2 + g% = 2n a transformaci r — r — %EQZQU.

Néktera teseni lze také vyjadrit zobecnénim metriky tak, ze funkci
k = $Aa? + bb zobecnfme na libovolnou funkei D (u). Obdrzime tak

) )
as? — —2% qudv+ <DQ21}2 @) ?)H) du? + Q‘iﬁfc,

> > - (2.56)
kde P =14 al(, Q = (1 + B¢C) e+ CC+CC (a, B a e jsou zde piislusné kon-
stanty) a funkce H je omezena (2.41]). Nenulové komponenty Weylova a Ricciho
tenzoru nabyvaji tvar

p2

1 _

U= (D +2¢8 - 2¢C) o (2.57)

R =24 — 12¢ (a+6)£+2(D+2€ﬁ—265) Ly (2.58)
Q@ Q?
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Tyto prostorocasy jsou typu D. Specidlné proa =, =1,C=0,H=0a
D = (2A — «), prechédzi metrika (2.56) v

2d¢d¢

ds? = —2dudv + 2 (A — a) v du® + ———.
(1+acC)

(2.59)

Pokud o = %A, popisuje tato metrika Nariaiho ¢i anti-Nariaitho vesmir a pro
a = 0 naopak popisuje Plebariskiho-Hacyaniv prostorocas, viz [11].

Zobecnénim metriky lze také obdrzet prostorocasy typu I, kdy je kromé
U, pritomna i komponenta ¥, = % (PH) e g—i popisujici neexpandujici gravitacni
viny, které se $ifi kosmologickym pozadim typu D [24].

2.5 Kundtovy prostorocasy v D >4

Reseni Einsteinovych-Maxwellovych rovnic obecné Kundtovy tiidy prostoro-
¢ast bylo zobecnéno do vyssich dimenzi v ¢lanku [22]. Aby mohla byt splnéna rr
komponenta polnich rovnic 7T, = 0, musi byt podobné jako v klasickém ptipadé
elektromagnetické pole nutné shodné orientované s nulovym vektorovym polem
(tedy musi platit F,, k" = Qk,, kde @ je libovolna funkce urcujici Maxwellovo
pole). Obecnd metrika Kundtovy t¥idy prostorocasu dimenze D, kterd pripousti
i nenulovou konstantu A, 1ze zapsat ve tvaru

ds® = gijda* da? + 2 (e; + f;r) duda’ — 2dudr + (ar2 +br+ c) du®, (2.60)
kde

1, lg D—4 D(F*+2Q* +4(D—-4)Q?
a= it R 2(D —2) ’

(2.61)

a funkce a(u,z), b(u,x), fi(u,x), e;(u,x) a g;;(u,x) jsou dale omezeny zbyvajicimi
polnimi rovnicemi, které jsou vsak ve zcela obecném pripadé pomérné slozité.
Prislusné elektromagnetické pole je dano vztahem

F=QdrANdu+ (rQ; +¢;)da" Adu+ §Ej dz' Ada? | (2.62)

kde @ (z,u), €; (z,u) a Fj; (z,u) jsou libovolné funkce vyhovujici Maxwellovym
rovnicim \/EFZ'T,T = — (\/§F”) a (\/§F") L= (\/§Q> g

Pro zjednoduseni funkei (2.60]) je mozné vyuzit kalibrac¢ni invarianci metriky
(2.9) vici transformacim

r=ux(Z,u), u=u(a), r=_ @ +p(Z,a), (2.63)
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kde @ je derivace u (@). Transformacni vztahy metrickych funkei jsou

Gkt = gijg;i(;;ja | o (2.64)
e = (& +.fz‘P) Ug;; - u;;k + gij g;,: 8;;7 (2.65)
fo= figg;, (2.66)
a=a, (2.67)
b= (b—|—2ap)it+2fig§+2§, (2.68)
¢=(c+bp+ap?)i? - 2u§§ + (& + fip) u%:g + gijaag%x;. (2.69)

Pro tuplnost také uvedeme transformacni vztahy funkei, které urcuji Maxwellovo
pole, a to

0-q. (2.70)
~ o0z
OF :Q,1W7 (2.71)
[ ox p or'\ . ot Ou
Ep = <€Z6ik + Q@j’k +pQ; 850’“) U+ Fj 25k 9TF’ (2.72)
- Ox® Ox’
F F, 2.
kl i 8fk 8il ( 73)

7 vyse zminénych vztaht ihned plyne, ze jak invariant elektromagnetického
pole F* = F2 tak vyraz ¢" f; fi = f'fi > 0 jsou neménné vii¢i zminénym soufad-
nicovim transformacim. Je tedy uzitecné zavést pomoci této velic¢iny klasifikaci na
podtiidy f =0 a f # 0. Rozsifime-li Newmanovy—Penrosovy spinové koeficienty
do obecné dimenze D vztahem pro 7;

Ti = kym(ylY, (2.74)
lze nahlédnout, ze
1
T = —gpfz', (2.75)

kde konstanta p je dana zobecnénim spinovych koeficientti v tak, aby platil vztah
gij = P 27iy. Je tedy zfejmé, ze kvadrat ff; v klasickém piipadé D = 4 prechdzi v
7T a vyse zminéna klasifikace tak rozsifuje rozliseni pp-vin (7 = 0) a Kundtovych
vin (7 # 0), diskutované v predchozi podkapitole, do vyssich dimenzi.

Uvedme nyni nékolik transformaci , diky kterym je mozné na zakladé
kalibra¢ni a souradnicové volnosti nékteré metrické funkce zjednodusit.

» Pokud a # 0, lze volbou p = —%, T =z a u = u funkci b odtransformovat.

» Naopak, polozime-li £ = z, & = u a p zvolime tak, aby byla splnéna dife-
rencidlni rovnice 2p ; = ap® + bp + ¢, mohli bychom se zbavit funkce a.
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o Funkci e; je téZ mozné lokdlné odstranit pomoci transformace
o (F) = — / ¢ (&) du. (2.76)

Tento vztah je vSak moZny pouzit pouze pokud je determinant Jacobidnu
J ; = g;; nenulovy. V degenerovaném ptipadé je nutné pouzit lehkou modi-
fikaci této transformace, a to

o' (Fu) = — / ' (Z,u) du + N7, (2.77)

kde M je redlny parametr riizny od vlastnich ¢isel matice J5.

o Také funkce f; je v libovolném bodé mozné vhodnou rotaci orientovat tak,
aby byla nenulova pouze i-ta komponenta. Této transformace je vsak na
okoli (nebo dokonce globédlné) mozné dosahnout pouze ve specialnich pii-
padech.

Vybrané podtridy Kundtovych prostorocast ve vyssich dimenzich

Vhodnou volbou funkei v metrice (2.60) je mozné obdrzet ruzné podtiidy
Kundtovijch prostorocasi v D > 4. Uvedme strucné nékteré z nich.

o Pokud k., = %gwj,r =0,atimi f;=0,a=0ab=0, bude vektorové pole
k kovariantné konstantni a obdrzime tak metriku pp-vin

ds® = g;jda’ da? + 2¢; duda’ — dudr + cdu?, (2.78)

které ptripousti Maxwellovo pole (2.62)) spliujici podminku
F?4+2(D—-3)Q*=2A>0. (2.79)
» Bude-li transverzalni prostor plochy tj. g;; = d;;, dostaneme tiidu prostoro-

¢ast s nulovymi skaldrnimi invarianty vSech fadu (tzv. VSI prostorocasy).
Prislusny metricky tenzor tak ma ve vyssich dimenzich tvar

ds® = 6, da’ da? +2 (e; + fir) duda’ — 2 dudr + (a r?+br+ c) du®. (2.80)

Vime, zZe veskeré VSI prostorocasy musi patfit do Kundtovy tfidy a maji
Weyliv tenzor algebraického typu III nebo vice specidlni viz [5] nebo [17].
Navic, ve specidlnim pripadé, kdy f; = 0 = a = b, prechazi tato metrika na
pp-viny s plochou prostorovou metrikou.

Poznamenejme, ze VSI prostorocasy lze zobecnit na t¥idu prostorocast s
konstantnimi polynomickymi skaldrnimi invarianty (tzv. CSI prostorocasy),
které 1ze sestrojit z Riemannova tenzoru a jeho derivaci. Jde o dalsi vyznam-
nou podiidu Kundtovy tridy.

o Vnéjsi gravitacni pole nejjednodussich gyratoni je popsano metrikou
ds? = gi; Az’ da? + 2e; duda’ — dudr + cdu?, (2.81)

kde funkce e; a ¢ splnuji vakuové rovnice, které jsou formalné ekvivalentni
rovnicim pro vektorovy a skalarni potencial elektromagnetického pole
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v D — 2 dimenzionalnim prostoru. Toto vnéjsi pole zifejmé patii do obou
vyse zminénych podtiid.

Popis vnitiniho pole zdroje je jiz ponékud komplikovanéjsi nebof, tenzor
energie a hybnosti musi mit navic nediagonalni ¢len T;,; # 0. Jediné netri-
vialni komponenty Ricciho tenzoru maji v této oblasti tvar ® = R, I*1" a
b, = Ruyl“m(”i) odpovidajici funkcim @95 a &1 v D = 4.

Vyse zminéné prostorocasy byly podrobnéji shrnuty v praci [17].

2.6 Kundtovy prostorocasy v D =3

Uvazujme zcela obecnou 3-dimenzionalni Lorentzovskou geometrii s nulovou
kongruenci geodetik generovanou nulovym vektorovym polem k a nulovou triadu

k.l m kdek-k=1-l—=m-k=m-1=0,a
k-k=-1, m-m =1 (2.82)

Vici této triadé miizeme opét rozlozit kovariantni derivaci vektorového pole k
za pomoci D = 3 ekvivalentu Newmanovych—Penroseovych spinovych koeficientt
jako

ku;y :Kllkuky + Klkkulu — Klmkuml,
— Kpumyk, — Kpmypky, + Kpmmm,, (2.83)

kde jsme vyuzili znaceni K;; = k., efey.

V tomto piipadé vsak piispévky p = K, = kum#m”, které urcuji optické
skalary, degeneruji pouze na jedinou funkci p a jak twist, dany antisymetrickou
casti optické matice, tak shear, urceny jeji bezestopou casti, musi byt nutné nu-
lové. To ale znamend, Ze libovolné prostorocasy ve trech dimenzich, které pripousti
nulovou kongruenci geodetik, automaticky patii do Robinsonovy—Trautmanovy
tfidy nebo do Kundtovy t¥idy (v pripadé, ze je také expanze nulovd).

Ukazuje se, ze ve D = 3 je nutnou a postacujici podminkou pro geodeti¢nost
vektorového pole ortogonalita nadploch. Je pozoruhodné, Ze takovou nulovou kon-
gruenci lze alespon lokélné sestrojit pro libovolnou rozumnou D = 3 Lorentzov-
skou geometrii a veskeré mozné prostorocasy ve trech dimenzich tak nutné patii
do jedné ze dvou vysSe zminénych tiid.

Tato fakta byla ukézana a podrobnéji rozebrana v préaci [23]. Nasledné pak
byly vyfeseny zcela obecné Einsteinovy polni rovnice pro Kundtovu i Robin-
sonovu—Trautmanovu tridu prostorocasiu ve 3D, které pripousti kosmologickou
konstantu, ¢isté zafeni ¢i gyratony. Tato prace byla nasledné zobecnéna v [21], kde
byl pro tyto geometrie vytreSen provazany systém Einsteinovych—Maxwellovych
rovnic (bez naboju a proudi).

Bylo ukazano, ze podobné jako v D =4 a D > 4 musiiv D = 3 byt
pro Kundtovy prostorocasy elektromagnetické pole ,zarovnané“ s geometricky
privilegovanym vektorovym polem k. Ve zcela obecném pripadé ma metrika tvar

ds* =P72d2? + 2 (e + fr)dudz — 2dudr
+ ((A+ 3P f2 = 2Q*) r* + br + ct+) du’, (2.84)
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a prislusné elektromagnetické pole je dano
F =qgdr ANdu+ (fQr —e)du Adz, (2.85)

kde funkce @ (u,z) urcuje nenulovou komponentu a ¢ (u,x) nulovou komponentu
Maxwellova pole. Jejich vztah k funkcim P, e, f, b a ¢ je explicitné dan Einstein—
Maxwellovymi rovnicemi, viz [2I]. Protoze ve tfech dimenzich ma Riemannuv i
Ricciho tenzor stejny pocet nezavislych komponent, je lokalni zakfiveni prosto-
rocasu plné urc¢eno polnimi rovnicemi.

Podobné jako v predchozich pripadech D =4 a D > 4, i zde plati relace

Tato veli¢ina je tedy invariantni vii¢i souradnicovym transformacim a je tak uzi-
tecné zavést klasifikaci na pripady f = 0 a f # 0. To je analogické rozliSovani
Kundtovych vin a pp-vin v klasickém ptipadé D = 4, nebot

1
T =k, milY = in (2.87)

Metriku (2.84]) je mozné déle zjednodusit vhodnym vybérem prostorové sou-
radnice pomoci transformace (u,x) — (u,z’) dané x = (u,z’).

« Vhodnou volbou lze napt. lokdlné odtransformovat funkci e (u,z).

o Naopak je také mozné volit = tak, ze se funkce P zjednodusi na P = 1.

Vybrané podtridy Kundtovych prostorocast ve trech dimenzich

Na zavér kratce uvedeme tvary nékolika vyznamnych podtiid Kundtovy tridy
vD=3

o Polozime-li Q = 0 = ¢, elektromagnetické pole zcela zanikne, kosmologicka
konstanta A musi byt nulova a funkce b (u) jiz nesmi zaviset na z. Obdrzime
tak Minkowského metriku ve formé

ds* = P72da* + 2edudr — dudr + (br 4 ¢) du®. (2.88)

e Pokud A =0 a k,, = %guu,r =0, tedy nutné f =0,b=0a @ = 0,
obdrzime gravita¢ni pp-vlny v Brinkmannové tvaru [2]

ds> = P72 da? + 2edudz — dudr + cdu®, (2.89)
které doprovazi elektromagneticka vina dana Maxwellovym polem

7 (u)

F= - P(ux)

du A dx, (2.90)

kde 7 (u) je libovolnd profilova funkce retardovaného ¢asu. Polni rovnice
umoznuji pouze pp-viny s klasickym cistym zarenim. Gyratonové reseni tak
ve tfech dimenzich neni mozné.

22



VSI prostorocasy maji ve 3D tvar
ds* = da® + 2 (e + f)dudr — dudr + (ar2 +br+ c) du® . (2.91)

Tuto formu lze ziskat z metriky (2.84) tak, Ze polozime P = 1aa = A+ f2.
Pokud navic f = 0a b = 0 = a, prechéazi tato VSI metrika v klasické pp-viny
s trivialni prostorovou c¢asti.

Obecnou metriku CSI prostorocast 1ze ve trech dimenzich napsat ve tvaru

ds* = da® + 2 (e + fr)dedu — 2dudr + [(0 + %fQ) 2 +br —1—0} , (2.92)
kde funkce f musi splnovat podminky

fatifP=—s, (20 — 5) f = —2a. (2.93)

Porovname-li tuto metriku s fesenim ([2.84)), je na prvni pohled ziejmé, zZe
konstanty o, s a a musi byt c = A, s =2A a a = 0.

Posledni podtridu, kterou zde zminime, lze ziskat pokud f =0, b= c =0,

Q #0ac#0 jako
ds® = dz® — 2dudr 4 2Ar* du?. (2.94)

S vyuzitim transformace U = ﬁ aV = 2“%;1 lze tuto metriku prevést do
tvaru

2dU dV
(1 — AUV)*

ds? = da® —

(2.95)

Jde o D = 3 analogii metrik (2.59)) popisujicich elektrovakuovd resent typu D
se zapornou kosmologickou konstantou.

Na zékladé znamych vysledki pro pripad D = 3, D = 4 a D > 4 shrnutych
v této kapitole lze konstatovat, ze v klasické Einsteinové teorii si jsou Kundtova
elektrovakuova reseni pro rtzné dimenze dosti podobna.

23



3. Kvadraticka gravitace a
Gaussovo—Bonnetovo rozsireni

Kratce poté, co Albert Einstein zformuloval svoji obecnou teorii relativity
v roce 1915, se fada fyziki i matematikt zacala pokouset o jeji rozsiteni a zobec-
néni. Jedna z moznych cest, kterou poprvé navrhl Hermann Weyl v roce 1919,
spoc¢iva v dodani riznych skalarnich kontrakei tenzora krivosti do akéniho funk-
cionalu

S:/i(R—QAO)\/—_g dr (3.1)

Tyto dodatecné kvadratické ¢leny se daji interpretovat jako korekce Einsteinovy
teorie gravitace, které hraji velmi diilezitou roli v oblastech s extrémné vysokou
energii napr. pobliz velkého tresku ¢i okolo prostorocasovych singularit ¢ernych
dér.

Akéni funkciondl rozsahlé tridy takzvanych kvadratickijch gravitaci v obecné
dimenzi D m&a podobu

1
s= <f<; (R—2Mo) + aR+ BR2, +v (R, — 4R, + RQ)) V=g &%z, (32)
kde

R2, .\ = R R, R, = R, R", R?=RR, (3.3)

i

a «, a7 jsou konstanty prislusnych kvadratickych teorii. Polni rovnice, které
z akéniho funkcionalu plynou, predstavuji velmi slozitou soustavu neli-
nearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, které mohou byt az cturtého radu.
V pripadé o« = f = v = 0 prejde obecna kvadraticka akce v klasickou
Einsteinovu-Hilbertovu akei (3.1)). Lze také ukdzat, Zze pro D = 4 tyto nové ¢leny
polnim rovnicim neprispivaji; jsou topologicky triviadlni a kvadratické teorie gra-
vitace tak maji smysl az pro D > 4.

Jedna z nejjednodussich a nejzajimavéjsich kvadratickych gravitaci je tzv.
FEinsteinova—Gaussova—Bonnetova teorie (EGB teorie), ktera patii do rozsahlé
tridy Lovelockovijch gravitaci [16]. Piislusné polni rovnice, které lze obdrzet z aké-
niho funkciondlu tim, Ze poloZime o = 0 = 3, obsahuji pouze derivace prov-
niho a druhého rddu. Konkrétné vakuové polni rovnice EGB teorie maji podobu

(B~ 5 Rop + hog) + 27Hu =0 (3.4
kde dodatecny ¢len H,, je
H,u = RR — 2Ruun R + R R, — 2R,.R) — i guwlcn. (3.5)
a Lap je tzv Gaussiv-Bonnetiuv clen definovany vztahem
Lep = R, —4R., + R%. (3.6)

Vy¢islime-li stopu rovnice (3.4)) dostavame ekvivalentni vyjadieni polnich EGB
rovnic v prakti¢téjsi podobé

2A Guw
R,, = T_OQgW — 2k (HW -5 2H> : (3.7)
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kde |
H=¢"H, = ~2 (D —4) Lgg,

a konstanta k je
k= k.

Einsteinova teorie gravitace tedy odpovida specidlni volbé k = 0.
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4. Kundtovy prostorocasy v EGB
teorii gravitace

V této kapitole obsahujici ptivodni vysledky bakalarské prace postupné odvo-
dime polni rovnice v Gaussovée—Bonnetové rozsiteni Einsteinovy teorie gravitace
v obecné dimenzi D > 4, které se pak pokusime vytesit. Nova feSeni porovname
jak se znamymi klasickymi vysledky, diskutovanymi v predchozi kapitole 2, tak se
specialnim pifpadem g,; = 0 v EGB teorii, ktery byl analyzovan ve ¢lanku Svarc,
Podolsky a Hruska [31] z roku 2020.

4.1 Tenzory krivosti

Vsechny komponenty Riemmanova a Ricciho tenzoru pro obecnou Kundtovu
metriku v obecné dimenzi D byly v ramci této prace spocteny na papire bez
pouziti pocitace. Jejich explicitni tvar je vSak jiz zndm (viz napft. prace [25], se
kterou byly uvedené vysledky zkontrolovany). ProtoZe tyto veli¢iny budou hrat
klicovou roli v dalsich ¢astech préace, vyjadiime je zde v plné podobé.

Kundtova metrika ve zcela obecném tvaru mé netrivialni kovariantni
komponenty

gij(urr)u gui(r7uax>7 Gru = _17 guu(r,u,x), (41)
a netrivialni kontravariantni komponenty

TU

97 9 =994, 9" =-1 9" = 979uigui — Juu, (4.2)
kde navic plati obvykly vztah pro inverzni matici
959" = 5;?. (4.3)

Prostorové slozky metriky g¢;; s 7,7 = 1,2,..,D — 2 reprezentuji transversalni
D — 2 dimenziondlni prostor se soufadnicemi 2, ktery je dale popsan pifslusnymi
prostorovymi slozkami tenzoru kiivosti SRZ-W

Christoffellovy symboly, které jsou dany prvnimi parcidlnimi derivacemi met-

riky (1.1]), spoc¢teme pfimocarym dosazenim (4.1)) a (4.2)) do (1.1f). Veskeré jejich
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netrivialni komponenty jsou

1 .. 1
I, ==g" wjYui,r — S YGuu,ry
ru 29 g ]g k] 2g )
) 1
r ri _§gui,r7
1
r STk
I ij r ij9uk — 2 ( Gu(i,j) — gij,u) )
1 . 1, . 1
Frui - igjkguk(gij,u - qu[z,]]) - 5 (g]kgzmguk - guu) Guiyr — Eguu,ia
1 .. 1, .. 1
Fruu = igwguj (29uz,u - guu,z) - 5 (g”guiguj - guu) Guu,r — §guu,uu
1 ..
Pk — 7gklguz' .
ru 9 K3
Fkij = Srkij>
I, = —59 GujGuir + 59 (Guji + Gijou — Guij) »
1, 1
Fkuu = _§g kguiguu,r + §gk (2gm,u - guu,z) 5
1
Fuui = §gui,'f‘7
u 1
r uu §guu7r7 (44)

kde SF’“U si,7,k = 1,....D—2 odpovidaji Christoffelovym symbolim ryze prostorové
metriky g;;. Kulaté zavorky (. , .) znac¢i symetrizaci indexti, zatim co hranaté [. , .|
antisymetrizaci.

Pro vypocet Riemannova tenzoru vyuzijeme jeho kovariantni vyjadteni (|1.5)),
kde navic R)xa=0, By = 0 a pro dvojice indextt Rj(u)xy)) = 0. Jednotlivé
nezavislé komponenty tak mtzeme vyjadrit jako

1 a «
Rm'rj - = (grj,i'r + gi?“,rj - grr,z'j - gij,rr) + gaﬁ (F rjrﬁir - Pﬁrrr i_j) )

— N

Reijk = 5 (Grkij + Gijork — Grjiik — Gikyrj) + Gap (FarkFﬁij - Fﬂrjraik) :

Rrivj = = (Grjiiu + Giwgrj — Gruij — Gijru) + Gas (Farjrﬁiu - Fﬁruraij> ;
Rruri = - (Griur + Gurri = Grrwi = Guizrr) + Jap (Famrﬁur - Fﬁrrram) 5
Reuru = 5 (Grur + Gurgu — Grran = Gunrr) + gag (14,07, = T7,1°,,) |
Revij = 5 (Grjui + Guirj — Griuj — Gujri) + Gap (Faerﬂui - Fﬂrirauj> ;
Rrwui = 5 (Grisuwu + Guuri — Gruwi = Guiru) + Jap (Fam-rﬂuu - Fﬂmram) )

(Gitjk + Gkt — Gikgi — Gitik) + Gap (Failrﬁjk - Pﬁikrajl) :

(Guk,ij + Gijouk — Gujik — Yikg) + Gop (Faukrﬁij - F’Bujraik) )

ﬁ
g
S
|
NN RN R RN PN RN RN~

Ruiuj =35 (guj,iu + Givuj — Guuyij — gij,uu) + Gap (Faujrﬁiu - Fﬁuuraij> . (45)
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Konkrétnim dosazenim z (4.1)), (4.2) a (4.4]) dostaneme

Rrirj = 07
Rrijk = 07
1
Rriuj = §gui,rj - Frrjruui - gklrkrurl ij?
1
Rruri = — 3 9uirr
2g )

=
|

1 . .
rury _§guu,rr‘ + gijrZ ruF]Tu’

Rruij = Gulij)r +2 Frr[iruuj]’
1 1 ) )

Rruui = §guu,ri - igui,ru - Frril—‘uuu + Frru]‘—‘uui - gu]FJ ru]‘—‘uuz - g]krjrurkuz7
1 m n n m

Riju = 5 (Girjk + Gjkit — Gikjt — Gitik) + Gmn (F al e — Tl jl) ,

Ruijk = Guigli + Gitjan + 217 5T + 29m T oL + 20l T 0

1 1 T u u r u u
Rm‘uj = Gu(iuj) — §guu,ij - igij,uu —2r u(ir uj) + 1,0 ij + Guul™ 1 uj

+ gu (207, Ty = ST, T,) + g (TR, = TR T, . (4.6)

a dale
Rrir‘j = 07
Rrijk = 07
1 1
Rm‘uj = igui,rﬂj + Zgui,rguj,m
1
Rrum’ = — 5 Yuirr
2g K
1
R - _ _

- L .
TUru QQUU,T‘T‘ + 4g guz,rgug,r‘v

Ay

ruij = Guli,g]r

Rrwui = Guluy),r + 7g]kgujguk,rgui,r - 7gjkguk’,7‘ (gij,u - Zgu[l,]]) )

4 4
Rijri = “Riju,
1
R“ijk = Giljullk] = Yulsk]lli — igi[j,uguk‘},r + Gu(i||[5) Guk],rs
1 1 1 1,
Ruiuj = Gu(i,ullj) — §guu||z] - Egij,uu + Zgij,uguu,r + Zg Jikujlu
Kl 1 1 1
+9g Guli,(K)Ii)lu —  Gui,r Juj,r Juu + 5 9uu,(19ug),r — 5 9u(il|s) Guu,r
4 2 2
1
+ gklgu[i,k]gu[j,l] - ggklgukgu(i,rgj)l,u + gklguk:gu(i,rgu[j),l]
1
+ nglguk:gulgui,rguj,ra (47)

kde “R;;x; oznacuje prostorovy Riemanntiv tenzor, ktery ndlezi prostorové metrice
9ij, a || znaéi kovariantni derivaci na transverzalnim prostoru s konexi °T*.
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V nasem pripadé tedy je

Guul)is = Guuyij — Srkijguu,ky
Guillj = Gui,j — Srkijguka
Guijik = Guigk — T i guy — °T" kGuils
9igik = Gk — T ingin = T jga.
Symetricky Ricciho tenzor je dan kontrakei Riemannova tenzoru . Pro D

dimenzionalni Kundtovu geometrii, tedy pro metriku ([2.9)), nabyvaji jeho kompo-
nenty podobu

Ry =0,

Ryi = Ryuriy

Rruw = Ryuru = 99 9uj Reiru + 99 Ry,
Ri; = 2R, (ijyu + *Ryj,

Rm‘ - _Rruui — gjkgujR'riuk — gjkguerm'k + (gjkgqmguk - guu> Rrum’ + gijujika
Ruu = (.gwguzgzm - guu) Rruru - 29ijguiRruuj + ginuiuj7 (48)

kde SR;; = ¢* Ryy; vyjadiuje Ricciho tenzor prostorové metriky g;;. Po dosazeni
komponent Riemannova tenzoru (4.7]) dostavame

R,. =0,
R, = _;gui,rra
Ry, = —;gmm + ;gij GuirGujr + ;gij GuiGujrr + ;gij Giur |
Rij = —GuGrj) — ;gm‘,rguj,r + 7Ry,
Ry = ;gm,w - ;guu,m‘ + ;gui,rrguu - ;gjkgujgukgm‘,rr + gjkgujgu[k,z‘}r
- ;gj’“gujgm,m — ;gj’“gujgumgm,r + 9 giti.ai) — 9" Guti g
+ ;gijguj,rguki - ;gjkgui,rgujnk + igijgij,ugm,m
Ry, = ;guuguu,m« - ;9” Guiyr Gujor G — ;gij GuiGujGuurr + 97 GuiGusur — 97 GuiGuurj
+ 9" Guiullj — ;gij Guulli — ;gi‘j Gijuu — ;gij Guillj Guur + igij GijuGuur
+ ;gij Guir Guuj — ;g” 9" GuiGukGujr Gutr + 297 9% GurGuir Guii
+ ;g” 9" Guk G Gui.r Gujr + igij 9" gik it + 97 9" ginuguiia
+ gijgklgu[i,k]gu[j,l]- (4.9)

Odkud je nakonec mozné spocitat Ricciho skaldr jako kontrakei (1.7]), kdy v

nasem pripadé je

R=—-2R,, + 2gijgueri + ginij, (4.10)
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takze po dosazeni (4.9) dostaneme

R = Guu,rr — 29 Jgujgui,rr - 29 Jgiu,rHj - 59 jguj,rgui,r + SR- (411>

Zde opét ° R = g% R;; znadi Ricciho skaldr prostorové metriky g;;.

4.2 Polni rovnice

Abychom sestavili polni rovnice EGB teorie , je jesté potreba spocitat
¢leny, které k teorii Einsteinovy gravitace pridava Gaussovo-Bonnetovo rozsiteni.
Tyto vypocty jsou jiz zcela puvodni, protoze oproti predchozimu clanku [31] se
zde zabyvame obecnym ptipadem, kdy g,; # 0.

Zacneme u komponent, které maji trivialni prispévek skaldru Lgp (tedy rra ri
velkého mnozstvi ¢lenti byly nasledujici zdlouhavé vypocty provedeny za pomoci
programu Mathematica s rozsitenim xAct, a to nasledujicim zptisobem. Nejprve
byly symbolicky spoc¢teny jednotlivé kontrakce a v FeCi obecnych netri-
vialnich komponent R,,, R,..x, které byly ndsledné manualné zjednoduseny za
pomoci Einsteinovy sumacni konvence a riznych substituci. V poslednim kroku

byl dosazenim novych vztaht spolu s (4.7)), (4.8), (4.10) a omezenim z polnich

rovnic do (3.5) spocten ¢len H,, . Dospéli jsme tak k nasledujicim vysledkim:

4.2.1 rr komponenta

Prislusnd komponenta Ricciho tenzoru R,, i metricka funkce g,, jsou nulové.
K polnim rovnicim (3.7)) tak mohou prispivat pouze kvadratické ¢leny. Tyto pri-
spévky maji podobu

R, R =g"R,;R,j, (4.12)
R, R" = — 29" Ry Ryyrj, (4.13)
Ry R = — 29" Rywri Rrurys (4.14)
avsak dosazenim do obdrzime jednoduchy vysledek
H,, =0. (4.15)

Je tedy vidét, ze i v pripadé zcela obecné Kundtovy metriky s g,; # 0 je
prislusna polni rovnice EGB teorie gravitace v libovolné dimenzi D > 4 trividiné
splnéna.

4.2.2 ri komponenta

Pro tuto komponentu je téz metricka funkce g,; = 0, ovSsem tentokrat je slozka
Ricciho tenzoru R,; # 0. Jednotlivé kvadratické ¢leny v (3.5)) nabyvaji podobu

RT“Ri# == By + gijinTk + gjkgueriRrk7 (416>
RT”“’R#V - RTuRTUTi + gijrerkui - gijreruik + gijgujRTkRmm (417)

RTMVHRi P = — QRTuTiRruru - 29ijmuijrk
- zgijruinrurk + 4gjkguerkam,,i, (4.18)
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a po jejich kombinaci danou obdrzime vysledek

H,, =— % °R Guirr + SRijguj,rr- (4.19)
Prislusna polni rovnice ma po dosazeni R,; = —%gm“ Z tvar

(1+ 2k R) gui pr = 4k “R,? g pr- (4.20)
To je zcela nova rovnice, protoze v difve studovaném piipadé [3I] byl ucinén

apriorni predpoklad g,; = 0, pro ktery je rovnice (4.20]) trividlné splnéna.
Pomoci malé tpravy obdrzime vztah

Gy Gujrr = 0, (4.21)

kde jsme definovali veli¢cinu G;; jako

Gij= (1+2k°R) g — 4k Ry, (4.22)
neboli
Gij = gij + 2k (*Rgi; — 2°Ry;) (4.23)
a
G =G g™, (4.24)

Jde o ,ryze prostorovou“ veli¢inu, ktera byla poprvé identifikovana v praci [31]
ve tvaru

Gy (4.25)

Je urcena pouze metrikou g;; a tedy nezdvisi na souradnici r. Jeji klicova vlast-
nost spociva ve skutecnosti, ze pro Einsteinovu teorii gravitace (k = 0) plati
jednoduchy vztah G;; = g;;. Béhem tohoto pfechodu tak ziistavd po formalni
strance tvar polnich rovnic do jisté miry zachovan.

Stopa G = ¢YG;; je ddna

G= (D—2)+2k(D—4)°R, (4.26)
a je tedy jednozna¢né uréena prostorovym Ricciho skaldrem °R a dimenzi D.
P1i dalsich vypoctech je nutné rozlisovat ctyri pripady Teseni rovnice (4.21)) :

1. Pokud Gj;; # 0 je libovolné, musi byt v obecném pripadé splnéna podminka
Guirr = 0 a funkce g,; tak musi byt nanejvys linedrni v r, tedy

Gui = fi (xu) r+e; (z,u). (4.27)

Tato situace nastava zejména v Einsteinové teorii, kdy rovnice (4.21)) pre-
chazi do tvaru

0, Gujrr = 0. (4.28)
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V ramci Einsteinovy-Gaussovy-Bonnetovy teorie do této tiidy spada také
obecny piipad pp-vin, pro které musi byt splnéna podminka g,,, = 0, ¢i
obecné VSI prostorocasy, pro které g;; = 9,5, viz sekce 4.3.

Prestoze G;; # 0, mize nastat zajimava situace, kdy stopa G = 0 zanikne.
V takovém pripadé je diky (4.26]) Ricciho skalar plné urcen konstantou

D -2
2k (D —4)
To ovsem znamenad, Ze prostorova metrika g;; méa konstantni skaldrni krivost,

pricemz z (4.22)) plyne, ze
Gl'j =

R=— (4.29)

7 vyse uvedenych vztaht je vsak zfejmé, ze tato situace nemize v Finstei-
nové teorit nastat a nema smysl ani pro D = 4.

.V ptipadé kdy naopak G;; = 0, mohou byt funkce gy; , a tim i g,; (zatim) li-
bovolné zvolené. Transverzalni (D — 2)-rozmérny prostor popsany metrikou
do? = g;j (v,u) dz’ dz? je kviili (4.22) svazany silnou podminkou
1 1
S s
Ro = (4 + 53 °R) 90 431
a jde tedy o tzv. Finsteiniv prostor. Ricciho skalar je nasledné zcela urcen

vztahem ([4.29)), takze

R 1

S

Rij = ij = — ij-
=D 2% T k-1

Obé podminky jsou tedy konzistentni a situace G;; = 0 miZe skutecné

nastat.

. Ve specialnim piipadé, kdy také g, = 0, musi spolu s (4.31)) a (4.29) platit
také (4.27)). Dochazi tak k nejjednodussi situaci, kdy soucasné nastava 1. i
2. pripad.

(4.32)

vvvvvv

zcela obecny pripad vedouci na zna¢né komplikované reseni.

4.2.3 ru komponenta

Nyni je potfeba spocitat netrividlni Gausstiv—Bonnettv ¢len (3.6]), nebot ska-
larni veli¢iny, véetné Ricciho kfivosti R a kosmologického ¢clenu Ag g, jiz pTispi-
vaji polnfm rovnicim pro ru komponentu.

Prislusné skalary, které jsou tvoreny kvadraty Riemmanova a Ricciho tenzoru
(3.3) maji tvar

LUK

RZV = 2R7"uRru - 4ginriRuj - 4gﬁRm'Rru + 4gingkR7"iRjk
+29"g" RyiRej + g7 9" R Rj + 297 g™ Ryi R, (4.33)
= 4RruruRruru + 16ginruriRruuj - 16griRruriRruru - 169ijgreruriR7“kuj
+ 16gijgreruierurj + 16grigreruriRrurj + 89ijgkeriuerluj
- 4gijgkeruierujl — SgingTRruriRrurb + SR?jkl- (434>
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Jejich kombinaci danou (3.6)), obdrzime po tpravé vztah
Lop = Lap + 2 R guurr — 4 (°R g7 = 25RY) guiny
~ (3°Rg¢" = 4°RY) guisguir — 4 (°Rg"” = 2°RY) guigujr
+ 497 g5 [ = Gufi okt Gutsrt) + Guior 3 Guk] et + Guir | Guk]
+ (QQi[j,qu] = 20uliKlli — YiljuTukl,r T 2gu(i||[j)guk},r> gul,rr} , (4.35)
kde
*Lap = °Riy — AR +°R (4.36)

znaci Gaussitv-Bonnetliv ¢len na transverzadlnim prostoru s metrikou g;;.

V pripadé ru komponenty, kdy je ptislusna metrickd funkce g,., = —1 kon-
stantni, lze diky tento skalar jednoduse kombinovat se zbylymi kvadratic-
kymi ¢leny, které jsou pro tuto komponentu dany

R R} = — RuyRey + g7 RyiRyj + g™ Ryi R, (4.37)
Ry R* =Ryy Ryuru — 97 RriRowj + 97 RuiBrarj + 9 Ryi Ry
+ 0" RewReuri + 97 + 979 Ryi Rejure + 97 9™ Ry Ry
— 999" Ry Rywrj + §" Rt Roiua — 979" Ryi Ry (4.38)
Ry R =Ry Ryiru — 69inru7‘riRruuj + 69" Ryuri R + 4gingeruriRrkuj
— 4gingkRmmijk - 29ijgklRmkij + gijgklRmikRMjl
+ 297" Ryri Ryur- (4.39)

Dosadime-li tyto veli¢iny do (3.5)) a vyuzijeme-li vztahu (4.2)), (4.7)), (4.9), (4.11])
a (4.35)), dostaneme pomérné jednoduchy vyraz

Hypy =~ ; (°Rg” = 2°R7) gui; - 411 ("Rg” =2°R) guisuio
- ; (R g7 = 2°R7) guigujrr + i *Len (4.40)

Prislusna polni rovnice (3.4) ma tedy po dosazeni (4.40)), (4.9) a (4.11]) tvar
1 ..

SR - 2A0 + k SLGB — §GU (2 gui,rHj + Gui,r Guj,r + 29uiguj,rr) 3 (441>

a s vyuwzitim (4.21)) se vztah déle zjednodusi na

1 ..

SR — 2A[) —I— k/‘ SLGB = §GU (2 guz,r”] + gui,rguj,r) . (442)
Polozime-li nyni g,; = 0, obdrzime jednoduchou podminku nalezenou v [31], tedy
R —2Ao + k°Lgp = 0. (4.43)
Ta svazuje Ricciho kiivost R transverzalniho prostoru s kosologickou konstant-
nou Ag a konstantou kvadratické teorie gravitace k. Ve zcela obecném pripadé tato

rovnice spolu s (4.20)) nesvazuje pouze transverzalni prostor, ale také gyratonové
¢leny g,;. Lze provést nasledujici diskuzi:
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1. V piipadé, ze G;j; # 0 a gy r = 0, tedy gu; = fi 7+ e; viz (4.27)), se rovnice
(4.42) zjednodusi na

. 1
R —2Ag+ k°Lgp = GY < fa + 5 fi fj) . (4.44)

Rovnice nam tedy klade omezeni na funkce f;. Pokud bychom nyni uvazovali
limitu Einsteinovy teorie £ — 0, kdy G;; — g;;, obdrzime vysledek

) 1 .
°R—2Ag = f'; + 3 f'fs, (4.45)

kde f*= g f;, ktery je zndm z predchozich praci (viz. rovnice (67) v [22]).

Je zajimavé si vSimnout, ze pro rr, ri a ru komponenty 1ze formdlnim pre-
chodem g;; — Gyj a R “R + k5Lgp piejit od Einsteinovy teorie gravi-
tace k EGB teorii. Veli¢inu G;; tak 1ze do jisté miry chapat jako ,,zobecnénou
metriku®, zatimco °R + k °L¢p 1ze chapat jako ,zobecnéni® Ricciho skaldrni
krivosta.

Pro gauss—bonnetovské pp-viny a dalsi podobné podtridy, pro které je f; =0
takze g.; = e; (z,u), se ru komponenta polnich rovnic redukuje na a
dostavame tedy stejnou podminku jako v pripadé g,; = 0 studovaném v
[31].

2. Pokud G;; = 0, jsou prispévky od gyratonovych ¢lenu g,; v rovnici (4.42)
trivialni a rovnice se opét zjednodusi na (4.43)). Funkce g,; tak stale mohou
byt libovolné, ale dostavame dalsi silné omezeni na transverzalni prostor

popsany metrikou g;;, ktery musi byt diky podminkam (4.31)) a (4.32)) Ein-

steinovym prostorem.

4.2.4 173 komponenta

Pro ij komponentu polnich rovnic nabyvaji prislusné kvadratické ¢leny tvar

Ri,uRju = - 2Rr(zRu]) + Rszjk + QRT(?,R];C Guk + grrRriRTja (446)
Ripju R* = 2Ry Re(iug) + 26" Ry Rugijy + B™ "Riyy
— 2grerer(mj) -2 SRk(i]’)l Rrk Gul, (447>

VK S Sp kim kl
Riw/ﬁRjM = 4Rrur(iRruuj) + Riklm Rj + 49 Rrk:u(iRrj)ul
- QQkIRruierujl - 4grerku(iRrurj) - 4greruk(iRrurj)
- 2gTTR7"uriRru7‘j- (448)

Metricka funkce g¢;; neni konstantni (v pfedchozi rovnici bylo g,, = —1) a

kvadratické cleny (4.46)—(4.48) tak nelze ve vztahu (3.5) jednoduchym zpiso-

bem zkombinovat s Gaussovym—-Bonnetovym skalarem (4.35)). Vyuzijeme-li vsak
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vztaht m ([1.9) a (4.11), 1ze po delsi tupravé obdrzet vysledek
s 98 S L _ oSpk
ij 5 ( Rgzg Rzy) Guu,rr — ( Ré(zé —2°R 5 )gu(k r||l)
1
(SR 5k 5l — 2°RF 55')) Guk,rGulr + 5 (SR 9ij — 2 SRij) gklguk,rgul,r

+3  (SRgy — 2Ry — Q™) (2 utuett) + 2 9uk i + Gutr Gt

+ (gklgmngzy kl5(z N T 5k 5l ) {gu[k,rm]gu[l,rn} — Guk,r||[1Gum],r|n

= Guk, ||t Yum) - Gun,r + <2gk[l,uHm] = 29utm)|k — 9k[l,uGum),r
+2.gu(k||[l)gum],r) gun,rr} ' (4.49)

Zde jsme zavedli prostorovy kvadraticky clen

1
SHi; = “R°Rij — 2 °Ripji °R™ 4+ “Ripm SRjklm — 25Ry, SRjk — 1Y *Lep,  (4.50)
a novou ,,ryze prostorovou® veli¢inu
Qiji = 2 (SRijgkl — *Riigiy + SRk(z‘j)l) ; (4.51)
jejiz castecna stopa je rovna
1
gleklij = % (GZ] — gij) =2 (SRgij — QSRZ']') . (452)

Dosazenim vztahu (4.49)), spolu s ij komponentou Ricciho tenzoru z (4.9)
a Ricciho skaldrem (4.11]), do polnich rovnic (3.4) dostaneme podminku

1
§G(zk(5]§ guk,rgul,r

1 1
+ ZGijgklguk,rgul,r + 3 (giijl — 2k Qz 'kl) (2 Gu(k,r|l) +2 GukGul,rr

"—guk,rgul,r) + 2k (gklgmngz] kl(s (i J) — 5é5§)gmn) [gu[k,rm]gu[l,rn]

1 1
s s s ksl
Ri; — 5 R gij + No gij + 2k °H;; — §Gijguu,rr - G(i 5j) Gu(k,r|ll) —

—Guk,r||[1Gum],r|n — Guk,r||[lGum],r Gun,r + (29k[l,u||m] - 29u[l,mmk = Gk[l,uGum],r
+29u(k||[1)gum],r) gun,rr:| =0, (4.53)

kterou lze vyuzitim ru komponenty polnich rovnic (4.41]) déle upravit do podoby

1
" G(Zk(sjg Guk,rGul,r

SRZ] + - SR Gij — AO 9ij + 2k SHz’j + kSLGB 9ij — G(zk(sjg gu(k,r”l) - 9

1
2
kl _mn kl l
+ 2k (.g g Gij — 61 5 T 5 5 ) [gu[k,rm}gu[l,rn] — Guk,r||[lGum],r||n

1
Gijguu,rr + iGijgklguk,rgul,r —k Qij M (2 gu(va”l) + 29“kg“lv7"7" + g“’f’rg“l:7’>

= Guk,r||[1Gum],r Jun,r + (2gk[l,u||m} - QQu[l,m]Hk — 9kll,uGum],r
+2gu(kH[l)gum},r) gun,rr} =0. (454)

Pokud bychom nyni zanedbali gyratonové ¢leny (tedy predpokladali g,; = 0),
1ze rovnici (4.54) ekvivalentné vyjadrit ve tvaru nalezeném v préci [3I], a to
konkrétné

1
*Rij + 2k *Hyj + 5k *Lap gij + Qij Guuar = 0. (4.55)
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Klic¢ova veli¢ina @);;, pomoci které byly v préci identifikovany tii hlavni podttidy,
se az na faktor —1/2 shoduje s veli¢inou G;; viz . Klasifikace pomoci obou
veli¢in jsou tedy ekvivalentni.

Stopa ij komponenty polnich rovnic je ve zcela obecné situaci dana

1 1 1 g
(D - 2) SR - (D - 4) AO + 51{; DSLGB - iG Guu,rr + EG g”gui,rguj,r

N —

+ (gij - GZ]) (2 Guir|j + 2 9uiGujrr + gmvrg“j’r)
+2k (D = 4) g7 g™ | Gutssrk) Gulsirt] = G i Gkl — Guir| Gk G
+ (29i[j7U||k] = 29ujK)lli — GiljuGuklr + 29u<ill[f>9“’f“> g"l’”] =0 (59

Rovnice (4.54) resp. (4.56|) tedy urcuji zavislost funkce g, na souradnici r,
kterou lze ziskat napr. primou integraci vztahu

uw,rr — o~ R—2 A L —g¥ wi,r Yuj,r
Juu, a a o—l-G GB+299,QJ,
_ v (7Y L . . . .
+ G (.g G ) (4 gUlﬂ"HJ + 4guzgu],r7" + quz,rgu],r)
4k (D —4)
+ G g-g {gu[i,rk}gu[j,rl] = Guir||[§Guk],r ||l — Gui,r||[j uk],r Gul,r

+ (29:051 = 29uli 0l = GitiuGubl.r + 29011 Gubl,r) Gutrr| 5 (457)

kde G je ddno vzorcem (4.26), tedy G = (D — 2) + 2k (D — 4)°R.

Jednotlivé situace podrobnéji probereme v nasledujici diskuzi:

1. Pokud G;; # 0, takze g,;, = fir +e; viz (4.27), pfechazi vztah (4.56) do
podoby

1 1
5 (D—2) SR—(D—4)AO+§kDSLGB

1 1
- §Gguu,rr + ZG fifi + (9 I — GJ) (2 fay + fifj)
+2k (D —4) g7 g" (f[i,k]f[j,l] —filg e — fi||[jfk:}fl) =0. (4.58)
Je tedy nutné déle rozlisovat pripady, kdy G =0 a G # 0.

1.1 Je-li stopa G # 0 netrividaln, 1ze z rovnice (4.58) pfimou integraci urcit
funkci gy, kterd musi byt nutné kvadraticka v r, tedy

Guuw = a (zyu) r° + b (vu) v+ c(zu), (4.59)

kde b a ¢ jsou (zatim) libovolné funkce zavislé pouze na souradnicich
x a u, zatimco funkce a je pevné urcena vztahem

" D-24. (D-4), kD, -
a(zu) = oTE R G AO+2G LGB+4ffz
ta (gj - GJ) (2 fag + fifj)
% (D —4)
+ (G)g”gkl (fuwmdin = Fagfu — fagfult). (4.60)
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Dosadime-li tuto funkci zpét do piivodni rovnice (4.54))
1
°Ri; + B SRgi; — Mo gij + 2k °Hy; + k°Lap gij =
Lok 1 k
505 (2 faan + fifi) + 5 Gy (4a = 1" fi)
+kQu™ (2 foy + fufi) — 2k (99915 —g"o7 0} — 6605 9™)
(f[k,m]fu[z,n} — feeSmn — fk||[lfm]fun> , (4.61)

obdrzime v kombinaci s (4.60]) dalsi podminku, kterd svazuje transver-
zalni prostor s gyratonovymi c¢leny.
Vztah (4.60) je mozné dale zjednodusit pomoci ru komponenty polnich
rovnic (4.41f). Tato tprava se vSak pro rizné pottidy znacné lisi a vede
na zcela odlisna vyjadreni. Je tedy vhodné ji provést pro kazdy pripad
zv1ast:
« V klasické Einsteinové teorii, pro kterou &k = 0, G;; = ¢;j a G =
D — 2, prechazi funkce a ihned do tvaru
1g D —4 1,
=—"R—— AN+ - f'f, 4.62
a(z,u) 5 Do 0+4ff (4.62)
ktery se presné shoduje s rovnici (2.61)) pro specialni ptipad bez
elektromagnetického pole (pro F'= 0 = @ z prace [22]).
Dosadime-li nyni tento vztah do rovnice (4.61))

1 1 1
°Ri; + > "R gij — Mo gij = funy + Sfifitgia— Zgijfkfka

(4.63)
obdrzime jednoduchou podminku (viz rovnice (66) v [22])
2\ 1
SRij = D—_o 9ij + fapy) + ififj; (4.64)

kterd se v pripadé f; = 0, tedy v pripadé g,; = e; nebo také
nulovych gyratont g,; = 0 redukuje na

2

SR.. = =20
Mi=p_3

Gij- (4.65)
Transverzalni prostor tedy v daném pripadé musi byt Finsteintdv
prostor.

Pripomenme, ze pro predchozi komponenty polnich rovnic bylo
mozné formalnim prechodem g;; — G;; a SR +— SR + k°Lap pre-
jit od Einsteinovy teorie zpét do EGB teorie. V pripadé ¢ kom-
ponenty je tento prechod s mirnou modifikaci mozny pouze ¢as-
tecné. Budeme-li chapat ¢len “R;; — R;; + 2k “H;; + 1k SLap
jako Gaussovo-Bonnetovo zobecnéni Ricciho tenzoru, modifiku-
jeme kvadréty gi;gm — Gijgr — 2k Qijr, a piicteme-li k rovnici
vhodnou funkei F' (g;5) H (Lag), kde v tomto konkrétnim piipadé
F (gij) = gFlg™gi; — oFLg™ — gkléiméy, lze opét z ij komponenty
Einsteinovych rovnic obdrzet priblizny tvar rovnice (4.53).
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o V situaci, kdy jsou linearni ¢leny nulové, f; = 0, tedy v pripadé
kdy g.; = e; nebo také nulovych gyratonu g,; = 0 diskutovaném v

[31], mé funkce (4.60) z (4.59) jednoduchy tvar

=———"R— A L 4.
a(z,u) 5C R e o+ 5 aB; (4.66)
ktery lze pomoci podminky k°Lap = 2A¢ — R (4.43) zjednodusit
do podoby
4No — R

T (D—2)+2k (D—4) SR’ (4.67)

Puvodni rovnice (4.61)) se tak redukuje na podminku
1 1
2G G

svazujici transverzéalni prostor. Pokud bychom nyni uvazovali Ein-
steinovu limitu (k — 0, G;; = ¢ij, G — D — 2), dostali bychom
opét vztah ; jednd se o Einsteintiv prostor.

« V pripadech, kdy jsou funkce f; a e; z (4.27)) zcela obecné, by také
mohlo byt vyhodné funkci a upravit do podoby

D-6y, (D-8). k(D—4)
g g Mt g

1, 1 . _
+ Z flfz + E (Qflui + flfl)
k(D—4) ..
+ Q(G)gwgm (f[i,k}f[j,l] = fa e — fi”[jfk}fl) . (4.69)

1.2 Pokud je stopa G = 0 nulovd, nelze z rovnice (4.58) uréit zavislost
funkce g, na souradnici 7. V tomto pripadé je ale Ricciho skalar plné
uréen konstantami D a k vztahem (4.29) a dostavame tak podminku

SRZ']‘ -+ 2k SHl'j = (G gij -2 Gl]) SR (G gij —4 GZ]) Ag, (468)

*Lap

a(zu) =

Dk*Lop =—(D—2) "R+2(D—4) Ao — 4 (g7 — 2GY)  fu; + £.1)
— 4k(D=4) g™ (fisw fi) — Fag fu — Fi fuafi), (4.70)

ktera uréuje zavislost prostorové veliciny °Lop (a tim i zévislost ska-
lara SR?]- a SR?jkl) na gyratonovych clenech a konstantach k, Ag a D.
Zduraznéme, ze tato situace nemize v Einsteinové teorii nastat, nebot
parametry k # 0 ani D — 4 > 0 nesmi byt nulové.

Ve specidlnim pripade, kdy f; = 0, tedy v pripadé g,; = e;, je Gaussuv—
Bonnetiv skaldr jiz uréen ru komponentou polnich rovnic (4.43). Po
dalsi ipravé vzorce tak dostavame pro tuto situaci jednoduchy
vztah

SR = 4A,, (4.71)

ktery ndm spolu s (4.58)) pevné svazuje vSechny tii parametry, a to

D -2

AO:_8k(D—4)'

(4.72)
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Je tedy patrné, ze kosmologicka konstanta Ag a konstanta EGB teorie
k musi mit vzajemné opacnd znaménka a zadna z nich nesmi byt nulova
(viz také [31]).

Piivodni rovnice (4.54)), které musi byt splnény pro libovolné ij, tak
v kombinaci s (]4__'6[) ¢i opét urcuji zavislost funkce g,, na sou-
radnici r, ktera musi byt v obou ptripadech kvadraticka. VSechny ryze
prostorové komponenty polnich rovnic musi jednoznacné vést na stej-

nou funkei a ze vztahu (4.59).

2. Pokud jsou funkce G;; = 0 trividlni a tim i G = 0, lze polni rovnice (4.50)

vyuzitim (4.41) upravit do tvaru
SR - 4A0 = gij (2 Guir||j + 2 GuiGuj,rr + gui,rguj,r)
+ 2k (D — 4) gijgkl [gu[i,rk]gu[j,rl} = Guir||[§Guk],r||l — Gui,r||[j Juk],r Gul r

+ (201050 = 29ul3.415 — GiguGunlr + 2005 9ukl ) Gutr] - (473)

Ptislusné kombinace gyratonovych ¢lent tak musi byt konstantni, nebof
prostorovy Ricciho skalar je dan (4.29). Tento vztah v kombinaci s ptivodni
rovnici

"Ry — ; R gij + Do gij + 2k “Hyy — Qu™ (2 guteri) + 2 GunGut.rr + GubrGut.r)
+ 2k (gklgmngij A 5@5§-)9mn) [Qu[k,rm}gu[z,m] — Guk,r|[1Gum)rn
— Guk,r||[1Gum);r Gun,r +- (QQk[z,uum} = 29ullm]llk = klluGum].r
+2.gu(k\\[l)gum},r> gun,rr} =0, (4.74)
svazuje prostorové kvadratické ¢leny H;; s konstantami a gyratonovymi
¢leny.

V situaci, kdy jsou gyratonové ¢leny g,; = e; (nebo-li f; = 0), se stopa rovnic
(4.56)) opét redukuje na (4.71]), ovsem tentokrat diky (4.32)) dostavame navic
podminku

4N\
°Rij = D5 Yii (4.75)

Rovnice (4.54), kterd mé v této situaci tvar
1
Rij + 2k °Hy; + Sk “Lap gi; = 0, (4.76)

op&t svazuje prostorové kvadratické cleny © H;; (bez skaldru Lgg) s kosmo-
logickou konstantou Ay skrze (4.75)).

3. Pokud bychom uvazovali linedrni zavislost g,; = f (x,u) r+e; na r a pokud
by zaroven byly veli¢iny G;; = 0 = G = 0 trividlni, pfechazi polni rovnice

(4.73) pomoci (4.41]) do tvaru
R — 4\, :2fi||i + ffi
+2k (D —4) g7 g" (f[i,k]f[j,l} — fai fene — fz'||[jfk]fl) . (4.77)
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zatimco rovnice (4.54)) je

1
“Rij + 2k Hyy + Sk Lon gy — Q™ (2 fon + Juht) + 2k (9™ 95
—gMogoa — 5@6%9’"") (f[k,m]f[z,n] = e Smppn — ka[lfm]fn) =0. (4.78)

Vyznam obou podminek je analogicky obecné situaci 2.

4.2.5 wi komponenta
V této fazi jiz zac¢inaji byt polni rovnice velmi slozité a vyjadiime si je tak jen
ve v§i obecnosti. Jejich iplny tvar a rozbor bude predmétem nésledujicich praci.
Kvadratické ¢leny, které prispivaji ui komponenté polnich rovnic, jsou
RuuRiM = - RurRuz - Ruuer + g]kszRuk + grjRinru
+ greriRuj + grrRriRrua (479)
Ru,uiz/RlW = RuuRrum’ + RruRruui + gijriujRuk + gijruinuk
+ ginuiuerk - gjkglijlika + gTeriueru
+ gTjRRT’uinru - greruuiRrj - 2greruriRuj
- grjgreriuerk - grjgreruinrk + grngeruriRjk
- gjkgrlRm'uijl - gjkgreruinkl - 2gjkgrlRu(jl)iRrk
— 2gTTRruriRru - gjkgTTRriuerk - gjkngRTUinTa
+ QQTTQTeruM'Rrjv (480)
Ruyzan@'wjn = 2RruruRruui + RujleRijkl + 2guerkulSR@'jkl - 2gueruleRijkl
+2 gujguerurkSRijkl + gijrjuiR’ruub —2 gijruin’ruuk
+2 gijuiuerurk +2 gjkglmRujliRukum + gjkglmRuilerukm
-2 gTerjuiRruru +2 greruinruru +2 greruriRrurj
— 2 greruuiRrurj —2 gTjgreruinrurk + 4grngerju[iRrurk]
+ 20" Ry Rk + 2 677 9" Ry jui Ryt + 2 9% 9" Ry Rrtui
+4 gjkgrlRu(ij)erurk -2 gTTRruriRruru —4 gjkgrrRr(iuj) Ry
+ 2 grjgrrRruriRrurja (481)

a jejich prislusna kombinace
1
Hui = RRUZ - 2Rum’)\R’{)\ + Run)\aRi rAQ_ 2RunRz " ZguiLGBv (482)

kde zbylé veli¢iny jsou dany vztahy (4.9), (4.11) a (4.35).
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Polni rovnice pro ui komponentu maji tvar

1 1 1 1 i
igui,ur - iguu,ri + igui,rrguu - 59 Guj Juk Gui,rr + g gujgu[k,i]r
1 . 1 . . .
= 59 QuiGuirik = 597 Gui Gukr Gui.r + 9" Giliui) = 97 Gupi ik
1, 1 1,
+ 59 I Qg Guk)i — §gjkgui,rguj||k + 19 ! G uGuir
1

ij ij 3 i
- 5 <guu,rr - 29 ]gujgui,rr - 29 ]giu,rHj - 59 ]guj,rgui,’r + SR) Gui

V klasické Einsteinové teorii (k = 0) jsou funkce g,; (4.27) a guu polyno-
mialni v r a proto musi byt rovnice (podobné i (]@) splnéna pro kazdou
mocninu zvlast. Konkrétné pro ui komponentu dostavame dvé podminky, které
davaji dalsi omezeni na funkce b, e;, f; a svazuji je s kosmologickou konstantnou
Ay (viz podrobnéji ui komponenta v praci [22]). Lze tedy ocekéavat, ze podobna
situace nastane i v EGB teorii pokud Gj; # 0 a gy, = 0. P¥islusné polni rov-
nice jiz vSak nemusi byt diky kvadratickym ¢lentim pouze linearni a mohou tedy
obsahovat dodatecné podminky, které jsou v Einsteinové teorii trivialné splnény.

Pro specidlni ptipad g,; = 0 v EGB teorii byl v praci [31] odvozen plny tvar
polnich rovnic v podobé

Q! (9unrs = 26" ) — 2k (2°R167 = *RI) gug g =0. (4.84)

Piipomenme, Ze );; = —%Gij.
Podobné jako ve zcela obecném piipadé g,; # 0, je i s nulovymi gyratony
gui = 0 nutné v diskuzi rozlisit pripad @Q;; # 0 a Q;; = 0 (viz (4.54)):

1. Pokud @;; # 0, rozpadd se rovnice (4.84]) v riiznych mocninach r na

Q/a,; =0, (4.85)

Q! (b = 2" gupin) — 2k (2°RS] = “RIY) guparn = 0. (4.86)

Prvni podminka je trivialné splnéna v disledku predchozich rovnic a Bian-
chiho identit, zatimco druh& rovnice urcuje prostorovou zavislost funkce b

2. V pripadé, ze @;; # 0, musi byt splnéna podminka

(2°RM5) — “RY) giguyy = 0. (4.87)

S dalsimi podrobnostmi se odkazujeme na predchozi préaci [31].
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4.2.6 uu komponenta

Nakonec pro nejslozitéjsi uu komponentu polnich rovnic maji prislusné kvad-
ratické cleny tvar

Ry R} == 2RyRur + 9" RyiRuj + 29" Ry Ry + " Ryu B, (4.88)
Ry B = Roy Rrr + 2 9 Rrsi Ry + 9 " Rusun Rjt + 2 6" Ryusi Ry
— 29" RruruRui + 9" 97 ReuruRij — 29" g7 Rivi R
— 29" Rewi Rk + 2 97 9™ Rujur Rrj — 2 9™ Ryuru R
— 239" RyuwiRrj + 29" §"" Rowru R, (4.89)
Ruyuwn R = = 29" Rewi Riung — 497 9" Reiun Rujur + 97 9™ 9™ Ruikm Rujin
T 49" Revyiltruru = 49" 9" Brivj Rrura — 49" 9" Rrvyi R
—24g% gklgrmRruikRumjl + 84" gklgrmRu[im}erj“l
+49"97 9™ Rysug Ryurr = 297 9™ 9" Rriun R
+ 497" " Ryt Rt + 4 97 6™ 9" Ry Ry
— 29" RrwruRrura = 497 9" RewriByas + 297 9™ 9™ Rysur R ju
— 979" 9" Rywik Roujt + 979" Rruri Rruru
— 29797 g ReuriRyur + 897 9™ g7 Rty Ry
+ 4979 9" Ryuri Rujur — 497 9" 9" Ryuri Ryjun
— 497" " Ryuri Brujre + 29797 9" Ryuri Rruj. (4.90)

Pomoci jejich kombinace

1
Huu = RR’U/L - 2RunuARn/\ + RunAaRuﬁ)\a - 2RunRuK - ZguuLGB7 (491>

a vyuzitim (4.9)), (4.11) a (4.35)), lze obdrzet uu komponentu polnich rovnic ve

tvaru

1 1 ] 1 ij ij ij
iguuguu,rr - 59 gui,rguj,rguu - 59 guigujguu,rr + g guiguj,ur —g guiguu,rj
i 1 ij 1 ij 1 ij 1 i

+ g gui,u”j - 59 guu||z] - 59 Gijuu — 59 guz’ngou‘ + Zg 9ijuGuu,r

+ =9 jgui,rguu,j — 39 ]gklguigukgungul,r + 29 ]gklguk:gui,rgu[j,l]

2 2
+ 599" GukGuGui.rGusir + 597 9" it it + 979" gir uuii
g 1 ij ij
+ 99" guiimGulsi — 2 (guu,rr = 29" 9ujGuirr — 29" Giur|j
3
_igwgujmgui,r + SR) Juu + AO Guu + 2k H““' <4.92>

V Einsteinové teorii je tato rovnice kvadratickd v r a rozpada se tak na tii
podminky, které dale omezuji funkce a, b, ¢, e;, f;, a g;; (viz uu komponenta [22]).

V EGB teorii s nulovymi gyratonovymi ¢leny g,; = 0 mé dle [31] rovnice (4.92))
tvar

1 1
Q J (guqu] + Gijuu — §guu,rgij,u - 29klgik,ugjl,u>
+2k g7 (9" g™ — 26 9™ GrttutitGminuii) = O- (4.93)
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P1i jejim TesSeni je opét potfeba rozlisovat dva pripady:
1. Pokud Q;; # 0, dostavame celkem tii podminky

Qija||ij == 0, (494)
Q7 (bjiy — agiju) =0, (4.95)

ii 1 1
QY (Cij + Gijuu — ib Giju — QQMQik,ugjl,u)

+2k g7 (6" "™ = 26™9™" ) Geitaui Gmin,) = O (4.96)

Prvni rovnice je opét trivialné splnéna, zatimco zbylé dvé funkce omezuji
profilovou funkci gravitacni viny g, prostrednictvim b a c.

2. V pifpade, Ze ();; = 0, dostavame dalsi omezeni na transverzalni prostor
97 (6" "™ = 26" 9™") Gkttt Iminii) = O- (4.97)

Zustava tedy oteviend otazka, jakym zpusobem se tyto podminky zobecnuji pro
piipad g.; # 0.

4.3 Vyznamné podtridy reseni

Na zavér se podivame na dvé velmi zajimavé a velice dilezité podtiidy Kun-
dtovy tiidy v EGB teorii. Nejprve se budeme vénovat pp-vlnam, které jsou de-
finované pomoci kovariantné konstantniho vektorového pole, a nasledné se pre-
suneme k VSI prostorocastim, jejiz transversalni prostor g;; ma nulovou kiivost,
tedy gi; = 0j.

4.3.1 Obecné EGB pp-viny

Pro nulovou tetradu (2.11) je kovariantni derivace privilegovaného vektoro-
vého pole k = 0, déna k,,, = %gw,r. Aby bylo toto pole kovariantné konstantni,
nesmi zadna metrickd funkce (2.9)) zaviset na souradnici r, tedy

Gui = €1 (,0) Guu = c(w,0). (4.98)

To ovSem znamena, ze EGB pp-viny musi byt nutné podtridou metrik ,
pro které Gy; # 0, gyur = 0, nebo metrik , kdy Gij =0 a gyirr = 0.

V predchozi sekci jsme ukazali, Ze polni rovnice pro rr, ri, ru a ij komponentu
jsou v pripadé konstantnich ¢lent g,; ekvivalentni polnim rovnicim bez gyrato-
novych ¢lenti. Rovnice pro rr ari komponentu jsou tedy trivialné
splnény, zatimco ru komponenta dava podminku .

Protoze je funkce a = 0 trividlni (viz (4.59))), dava stopa ij komponenty
polnich rovnic (4.56) jednoduchy vztah

R = 4A,. (4.99)
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Transverzalni prostor tedy musi mit konstantni Ricciho skaldrni kiivost danou
primo kosmologickou konstantou.
Po dosazeni do ptivodnich rovnic dostavame podminku

1
°Rij + 2k °Hy; + §kSLGB 9i; = 0. (4.100)

Obé tyto podminky odpovidaji specidlnimu piipadu G;; = 0 s trividlnimi gyra-

tonovymi cleny (4.71)), (4.75).
Polni rovnice pro wi komponentu (4.83)) se v kombinaci s (4.43) a (4.99) re-

dukuje na tvar
(Glg™ — 4k “RM5] — 2k °RiY) (grpuns) + i) =0. (4.101)

Dostavame tedy omezeni, které svazuje funkce e; s prostorovou metrikou g;;.
Dosadime-li veskerd vyse zminénd omezeni do uu komponenty polnich rovnic

(4.92), obdrzime podminku

1 ij kl kl Kl

ZG J (—2 Cllij — 2 Gijuu + 4€(i,u||j) + 4g €[i,k] 915,1) + 9" Giku Gjlu + 49 €li, (k] ej)l7u)
+2k g7 (6" 9™ = 26"9™) (Grwan) + €liaik) (Impnuts) + €gimm) = 0, (4.102)

ktera urcuje prostorovou zavislost profilové funkce ¢, ve které je mimo jiné obsa-
zena informace o amplitudé gravitacni viny.
Nyni kratce zminime nékolik zajimavych podptipadi:

« V Einsteinové teorii, kdy £ = 0 a G;; = g;;, jsou rovnice a
kompatibilnf prévé kdyz Ag = 0 (a tim i R = 0, R;; = 0 diky (4.100)).
Toto vsak jiz neplati v EGB teorii, kdy kosmologickda konstanta mize byt
libovolnd.

Zbylé polni rovnice v tomto pripadé davaji podminky
9" (gﬂk,u\m + e[z’,kuu) =0, (4.103)

pro ui komponentu, a diky uu komponenté také

1 ij kl
17 (=2 ¢i5 = 2 G + Aegiuty) + 49" ein epi

+0" Giteu Gt + 49" e 1 gj)l,u> = 0. (4.104)

o Jsou-li gyratonové cleny g,; = 0 trividlni, redukuji se podminky (4.101]
a (4.102)) na tvar nalezeny v [31], konkrétné

GIgM grrjuy — 2k (2°RMS] — R gegpugy) =0, (4.105)

1 ..
ZG” (_2 Clij = 2 Gijou + 9" Gt gjl,u)
+2k g7 (8" g™ — 26" 9™) Grputi) Gty = 0- (4.106)
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« V pripadé, Ze g;; = d;;, musi byt vSechny tenzory kfivosti transverzalniho
prostoru trivialni. Tato situace vsak pro pp-vlny mize nastat pouze pokud
je kosmologicka konstanta nulova, Ag = 0 (viz a ) Obdrzime
tak podtiidu VSI prostorocasii reprezentujici gravita¢ni rovinné viny, které
se Sit1 plochym prostorocasem.

Pro tuto vyznamnou podtiidu davaji wz a uwu komponenty polnich rovnic
({4.101) a (4.102) jednoduché podminky

5jk€[i7k]||j :O, (4.107)
a

1 ... g
16” (—2 lij + 4e(i,u||j)) + 2k oY (5’"”51” - 25kl5mn) i) kCLm]m = 0 (4.108)

4.3.2 Obecné EGB VSI a CSI prostorocasy

Pozadujeme-li, aby transverzalni prostor g;; mél nulovou kiivost, musi byt
splnéna podminka g;; = ¢;; a tim zaniknou vSechny skaldrni invarianty. Pro pro-
storové velic¢iny tak plati nasledujici vztahy:

SRijkl =0, SRij =0, R =0, (4.109)
“Hy; = 0, “Les =0, (4.110)
Qi =0,  Gy=05 G=D-2. (4.111)

Je tedy zfejmé, ze uplna trida VSI prostorocasu v EGB teorii je podtridou metrik

(4.117), pro které G;; # 0. Funkce g,; je tedy dana (4.27)), zatimco g, (4.59).
Polni rovnice pro ru komponentu (4.41]) nyni ddva podminku

—2Mg = ; (2 P+ fifz-) : (4.112)

odkud ihned plyne, Ze pro gyratonové ¢leny g,; = e; nezavislé na r (tedy s f; = 0,
jako napr. v pripadé EGB pp-vin diskutovaném vyse, musi byt kosmologicka
konstanta nutné nulova Ag = 0.

Funkce a (4.59) je nasledné urcéena vztahem (4.60)) ve tvaru

D -4 - 4 1.,
a(zu) = i(D-2) (2 Fi+ fzfi) + ifzfi
2k (D —4) .
15_2)5”5'61 (f[i,k]f[j,l] — Jug fern — fiH[jfk]fl) , o (4.113)

ktery spolu s ij komponentou polnich rovnic (4.54) danou

]_ 1 mn
3 (2 fay) + fif3) + 50 (2a = fl— i) — 2 (00
—8" 6707 — 6@52)9"1") (f[k,m]fu[l,n] — Sunpfmyn — ka[lfm]fun) =0, (4.114)

svazuje funkce f;.
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V klasické Einsteinové teorii (k=0) se tyto podminky zjednodusi do tvara

D- - |
a (a,u) = 4(1)—42) (2f9+ fif) + i fi, (4.115)
a
2 fal + fify + 0 (20 = A = f5 i) = 0. (4.116)

Lze tedy ucinit zavér, ze na rozdil od EGB pp-vin, které navic pripousti i ne-
nulovou kosmologickou konstantu, se EGB VSI prostorocasy od svého klasického
protéjsku v hrubych rysech prilis nelisi.
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Shrnuti a zaver

V této praci jsme studovali rozsdhlou Kundtovu t¥idu prostorocasu (kterd
pripousti nulovou kongruenci neexpandujicich geodetik bez twistu a shearu gene-
rovanou k = 0,) danou obecné metrikou . Diky ¢isté geometrické formulaci
nezavisi jeji definice na volbé dimenze D ani na konkrétni teorii gravitace. Hlavni
znamé poznatky pro pripad D = 3, D = 4 a D > 4 v Einsteinové teorii byly
shrnuty ve druhé kapitole. Je z nich patrné, Ze v libovolné dimenzi D maji po
formélni strance metrické funkce podobny tvar, a to konkrétné linearni zavislost
gui @ kvadratickou zavislost ¢,, na souradnici r, viz a (4.59)).

Nasledné jsme pro obecnou metriku Kundtovy tridy spocetli prislusné
tenzory kiivosti , a , pomoci nichz jsme postupné odvodili vSechny
vakuové polni rovnice EGB teorie pro zcela obecnou Kundtovu tiidu prostoro-
Cast, které pripousti také gyratonové cleny g,; a kosmologickou konstantu Ag.
Identifikovali jsme fundamentalni, ryze prostorovou veli¢inu G; , diky které
se Teseni déli na ctyri rizné podtridy. Nase poznatky znacné zobecnuji predchozi
préaci [31], jez predpokladala g,; = 0.

Hlavni vysledky, které jsou podrobnéji rozebrany ve ¢tvrté kapitole této prace,
lze shrnout takto:

1. V obecném piipadé, kdy G;; # 0, ma metrika tvar
ds® = gjjda’ da? —2dr du+2 (fir+e;) duda’ + (ar2+br+c) du®, (4.117)
kde funkce a, b, ¢, €;, f; a gi; jiz nezdvisi na soufadnici r. Je-li stopa

(4.20) veliciny G;; navic netrividlni, G # 0, je kvadraticky ¢len a plné

vvvvvv

rovnicemi (4.54) v kombinaci s podminkou (4.70]).

2. Pokud G;; = 0, musi byt (D — 2)-rozmérny transverzalni prostor, pro ktery
plati (4.29) a (4.32), nutné Einsteinuv prostor. Diky této silné podmince lze

metriku napsat ve formé
ds® = Gij dztdz? — 2dr du + 2 g,; dudz® + gy, du?, (4.118)

kde g, je stédle libovolna funkce vSech soutadnic, zatimco funkce g,; (r,z,u)
a gi; (z,u) jsou jednotlivé svazany podminkami (4.73) a (4.74)).

Tento pripad nemize v Einsteinove teorii nastat, nebot vztah (4.32) ma
smysl pouze pro k #0a D > 4.

3. Ve specidlni situaci, kdy G;; = 0 a zdrovern gy;,» = 0, ma metrika tvar
ds® = Gij dz'da? — 2drdu+2 (fir + e;) dudz’ 4 gy, du?. (4.119)

Veli¢iny gy, (r,x,u), e; jsou opét libovolné, ale g;; (x,u), f; (x,u) musi splio-
vat rovnice (4.77) a (4.78]).

Vv

v této situaci napsat ve zcela obecné formé

ds? = Gij dz’ dz? — 2dr du + 2 g,; duda® + gy, du?, (4.120)
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kde funkce g;; (z,u), gui (1,2,4) & Guy (r,2,u) jsou svazany polnimi rovnicemi
({.20), (4.41), (4.54) a (4.56). Pokud je navic stopa G # 0 netrividlni,
lze zavislost funkce g,, na souradnici r plné urcit primou integraci vztahu

@57).

Veliciny, které vystupuji v metrikach (4.117)—(4.120)) jsou dale omezeny podmin-
kami (£83), (92).

Na zdkladé odvozenych polnich rovnic (4.20), (4.41]) a (4.53)) lze ucinit zaji-
mavé pozorovani: Formalni zaménou g¢;; — Gij, Gijg — Gijgn — 2k Qijm (viz
451), SR — SR + kSLGB, SRij — SRU + 2k SHij + %]{ZSLGB a pfiétenim vhodné
funkce F'(9) H (Lgp), lze do znacné miry piejit od Einsteinovy teorie gravi-
tace do EGB teorie. Tento prechod je zcela presny pro rr, ri a ru komponentu,
zatimco u 77 komponenty jiz dochéazi k jistym odchylkam. Je vSak zrejmé, Ze
veli¢inu G;; lze v urc¢itém smyslu chapat jako Gaussovo-Bonnetovo zobecnéni
metriky. Podobné lze také chapat vyraz R + k°Lgp jako zobecnénou Ricciho
skalarni kfivost, zatimco c¢len SRZ-j + 2k SHZ»j + %kSLGB jako zobecnéni prostoro-
vého Ricciho tenzoru.

V zavérecné ¢asti prace jsme diskutovali specialni pripady obecnych pp-vin a
VSI prostorocast, které maji v EGB teorii nasledujici vlastnosti:

o Metriku tplné ttidy EGB pp-vin lze zapsat v Brinkmannové tvaru
ds® = gijda’ da? — 2drdu + 2 e; duda’ + cdu?, (4.121)

kde metrické funkce ¢ (z,u), e; (z,u) a g;; (z,u) jsou omezeny podminkami
, a transverzalni prostor popsany metrikou g;; musi mit navic
nutné konstantni skaldrni kiivost R = 4A4. Tato podminka, poprvé obje-
vend v [31] pro specidlni pripad bez gyratonu, otevird v EGB teorii cestu
zcela novym t¥idam feseni, nebot Einsteinova teorie vyzaduje R = 4Ay = 0,
tedy nulovou kosmologickou konstantu.

Poznamenejme, ze obecna metrika EGB pp-vin je specialni pripad metriky
(.117)) ¢i (4.119) v zavislosti na funkci G;; (4.22).

o Obecnou metriku VSI prostorocast lze napsat ve tvaru
ds® = 6 da' da? —2drdu+2 (fir+e;) duda’ + (a r? —i—br—i—c) du?, (4.122)

kde funkce a (z,u), b (z,u), c(zu), e; (x,u) a f; (r,u) jsou omezeny polnimi
rovnicemi (4.112)), (4.113)), (4.114])), (4.83]) a (4.92)). Pokud jsou navic gyrato-
nové ¢leny linearni v r nulové (f; = 0), musi byt nutné nulova i kosmologicka

konstanta Ay. Jde o specialni pripad metriky (4.117]).

Pokud bychom vzali specidlni podtridu, kdy Ay = 0 a zddna metricka funkce
nezavisi na soutradnici r, tedy a = b = f; = 0, zatimco funkce e; a ¢ splnuji
(4.107) a (4.108), obdrzime metriku

ds® = §;;da’ da? — 2drdu + 2¢; duda’ + edu?, (4.123)

ktera popisuje gravitacni rovinné pp-viny sitici se Minkowského pozadim.

Je tedy ziejmé ze se EGB VSI prostorocasy od svého klasického protéjsku

[2.80) piilis nelisi.
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Mizeme tedy zavérem konstatovat, ze obecnd Kundtova tiida prostorocasti
v EGB teorii obsahuje klasické reseni , které ma stejny tvar (4.27), (4.59)
jako v Einsteinoveé teorii, ale také tii zcela nové situace (4.118)), (4.119) a (4.120),
které v Einsteinové teorii nemohou nastat. Svazeme-li transversalni prostor s me-
trikou g;; dostatecné silnou podminkou, dostaneme vétsi libovili pti volbé funkei
Jui @ guy nez v Einsteinové teorii gravitace.
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