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prislusnej transformacie a nezavisle na tom mézeme skiimat asymptotické vlast-
nosti povodného odhadu. Nad euklidovskymi priestormi zovseobecnujeme delta
vetu pre pripad nespojitych alebo nulovych parcialnych derivacii. Nad vseobec-
nymi normovanymi linedrnymi priestormi sa najprv zaoberdme Hadamardovou
derivaciou, pricom formulujeme a dokazujeme, za akych podmienok je ekviva-
lentné s Fréchetovou derivaciou. Funkcionalnu delta vetu demonstrujeme na zna-
mych vysledkoch pre vyberové kvantily a medianovt absolttnu odchylku v pri-
pade nahodného vyberu spolu s vlastnymi vysledkami na interkvartilové rozpétie,
vyberové kvantily pri AR(d) procesoch a nepouzitelnost funkciondlnej delta vety
na momentové odhady. V poslednej casti rozoberame Hadamardovu derivaciu
copule a jej uplatnenie k odvodeniu asymptotického rozdelenia empirickej copule.
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Abstract: The goals of this thesis are various generalizations of the classical delta
theorem, in which the advantage is that we can separately investigate the analy-
tical properties of transformation of the estimate, and independently, we can deal
with asymptotic properties of the original estimate. When working with Eucli-
dean spaces, we generalize the delta theorem for the case that partial derivatives
are not continuous or they are equal to zero. When working with general normed
linear spaces, we first examine Hadamard-differentiability, while formulating and
proving equivalence with Fréchet-differentiability, under proper assumptions. We
demonstrate the functional delta theorem on known results for empirical quanti-
les and median absolute deviation in the case of a random sample, together with
our own result for the interquartile range and empirical quantiles in the case of
AR(d) sequence. We also show why the functional delta theorem is not usable for
moment estimators. In the last part, we examine the Hadamard-differentiability
of a copula functional and its application to the derivation of the asymptotic
distribution of the empirical copula.
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Uvod

Klasicka delta veta sa pouziva v situaciach, pokial méame zname asymptotické
rozdelenie pre nejaky odhad parametra a zaujima nas jeho transformacia. Napri-
klad pre ndhodny vyber Xi,...,X,, z alternativneho rozdelenia s parametrom p,
mame centralnu limitna vetu

Vi (X —p) == N(0, p(1 = p)).

Pokial by nas zaujimali asymptotické vlastnosti rozptylu, teda transformacie pa-
rametra p funkciou f(p) = p(1 — p), tak klasickd delta veta nam déva vysledok

Vi (Xa(1=X,) = p(1—p)) == f'(p)-N(0, p(1 - p)).

Pokial by vsak prislusna derivacia f’(p) bola nulové, tak delta veta implikuje, ze
asymptotické rozdelenie je degenerované v nule. Rovnako sa vo vyssich dimenziach
obvykle predpokladé spojitost parcidlnych derivacii. Ako ukazeme v prvej casti
tejto prace, delta veta sa da zovseobecnif aj na situaciu nespojitych, pripadne
nulovych parcidlnych derivacii vo vyssich dimenziach.

Kedze vyuzitie klasickej delta vety je limitované na euklidovské priestory, tak
sa v druhej Casti prace zameriame na zovSeobecnenie konvergencie v distribtcii
v normovanych linearnych priestoroch. Napriklad pre zistenie asymptotickych
vlastnosti transformécii empirickej distribu¢nej funkcie ako ndhodného procesu
na R.

Foz)==>1[X;<z],z€R,
i=1

SRS

Pre zovseobecnenie delta vety je potrebna vseobecnejsia Hadamardova deri-
vacia. Z toho dovodu v druhej kapitole zavedieme potrebné pojmy a vety. For-
mulujeme a dokédzeme vetu, ktord za urcitych podmienok dava ekvivalenciu Ha-
damardovej a beznejsej Fréchetovej derivacie.

V tretej kapitole ukazeme niekolko prikladov na pouzitie vSeobecnejsej delta
vety s podrobnejsimi dokazmi, konkrétne pouzitie na vyberovy kvantil a media-
novu absolitnu odchylku pri ndhodnom vybere, ale taktiez vlastné priklady jej
pouzitia na interkvartilové rozpatie pri ndhodnom vybere, vyberové kvantily pri
a-mixingu a proti-priklady pri strednej hodnote.

V poslednej kapitole sa zameriame na podrobné rozpracovanie dokazu Hada-
mardovej derivacie copuli a pozitie derivacie v delta vete za vseobecnych predpo-
kladov na spojitost parcialnych derivacii copuli.



1. Zakladna delta veta nad
realnymi cislami

V tejto kapitole sa oboznamime s klasickou delta vetou pre zobrazenia nad eukli-
dovskymi priestormi a jej priamymi zovSeobecneniami. Pre nas budu sluzit ako
pociatocny bod, od ktorého prejdeme k vSeobecnejsim struktiram. V Sekcii
zavedieme znacenie symbolov op a Op, ktoré zjednodusia zapisovanie a tipravy vy-
razov, predovsetkym zbytkovych clenov. Taktiez uvedieme znenie klasickej delta
vety. V Sekcii ukazeme, ze tato delta veta plati aj za slabsich predpokladov.
V Sekcii dokéazeme zovSeobecnenie delta vety pri nulovych derivaciach az do
urc¢itého radu.

V celej kapitole znac¢ime konstantné a nahodné vektory hrubsim fontom a ich
zlozky norméalnym fontom s prislusnym indexom. Napriklad vektor & € R¥ ozna-
¢ujeme ako & = (z1,2,...,21)7.

1.1 Klasicka delta veta

Najskor uvedieme znacenie symbolov op a Op vo vseobecnej podobe. Takto
ich budeme pouzivat v tejto a v nasledujicich kapitolach. Jedna sa o analdgiu
symbolov 0 a O z matematickej analyzy.

Definicia 1. (op, Op)
Nech {T;,}°, je postupnost ndhodngch vektorov v RF a {r,}% | je postupnost
kladnych konstant. Potom piseme

e T, =op (i), ak (r,T),) ﬁ) 0,
L] Tn = Op (i), ak

Ve >0, 3K <oo: sup P (r,||T,|| > K) <e,
neN

kde || - || znaci euklidovski normu.

Kalkulus pre pocitanie so symbolmi op a Op je obdobny ako so symbolmi o
a O (vid. Lemma v Apendixe).

Dalej uvadzame Jacobiho maticu u zobrazeni z R¥ do R™, pre ktoré existuji
parcidlne derivacie. Budeme ju pouzivat pri zapise asymptotickych rozdeleni, po-
mocou maticového nasobenia sa tak vyhneme komplikovanym vyrazom.

Nech g : R¥ — R™ m4 vsetky parcidlne derivacie v p, potom

Vgi(p)
Dy(p) = :
ng(u)

je m x k Jacobiho matica.



Veta 1. (Klasickd delta veta)
Nech
rn<Tn - H’) = OP(1)> pre 0< T'n n_>—oo> o0,

kde T, st k-rozmerné ndhodné vektory a pu € R*. Dalej nech g : R¥ — R™ md
spojité parcialne derivdcie na okoli . Potom plati

ra(9(T0) = 9(1)) = Do) (T, — 1) = op(1). (11)

Pokial navyse r,,(T,, — ) ﬁ) Z, kde Z je k-rozmerny ndhodny vektor, tak

ru(9(T0) — g(p)) —= Dy() Z.

n—oo

Dokaz tejto vety neuvadzame, pretoze ju dokazeme vo vseobecnejSom zneni
v Sekcii . Vysledok je v skutocnosti asymptoticka linedrna aproximacia
nového odhadu, uzitoénost nelinearnych (kvadratickych, kubickych atd.) aproxi-
macii diskutujeme v Sekcii [I.3]

Obvykly pripad asymptotického rozdelenia dava centralna limitna veta, kde

r, =+/n aT, =X, je viberovy priemer. V takom pripade plati

V(X = ) 5 Nk(04.5).

1.2 Zoslabenie predpokladov u klasickej delta
vety

V praxi sa obvykle pouziva verzia delta vety s predpokladom spojitych parci-
alnych derivacii. Ukazeme, Ze veta plati aj za slabsich predpokladov. Konkrétne
nahradime predpoklad spojitych parcialnych derivacii predpokladom existencie
totalneho diferencidlu (vid. Definicia v Apendixe) pre kazdu zlozku zobra-
zenia. Majme g : R¥ — R, pokial existuje totalny diferencial v x,, budeme ho
zapisovat ako

k
Lg(xo;t) = aga(;‘)) -t;, teR"
J

Jj=1

Reprezenticia pomocou parcidlnych derivacii plynie z vlastnosti totalneho dife-
rencidlu (vid. Lemma |A.32]). Postac¢ujicou podmienkou pre existenciu totalneho
diferencidlu je existencia spojitych parcidlnych derivacii (vid. Lemma [A.33)).

Veta 2. (Zovseobecnenie viacrozmernej delta vety)
Nech rp(T,, — p) = Op(1), r, — > 00, Iy > 0, kde T,, st k-rozmerné ndhodné

vektory a u € RF. Dalej nech g:R¥ = R™, g(x) = (gi(x),...,gm(x))T, kde
gi(z), 1€ {1,...,m} st redlne funkcie s totdlnymi diferencidalmi L, (xo,t) v &g =

.
Potom plat?

ru(9(T0) = g(1)) = D) (T — ) = 0 (1). (1.2)
Pokial navyse r, (T, — p) ﬁ Z, kde Z je k-rozmerny ndhodny vektor, tak
rn(9(T) = g(p)) —"— Dy(p) Z. (1.3)
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Dékaz. Vztah (|1.2)) ukdzeme po zlozkach, pretoze z konvergencie v pravdepodob-
nosti po zlozkach plynie konvergencia v pravdepodobnosti celého vektora. Zvolme
i€ {1,...,m}, chceme ukazat, ze

ra(0:(T0) = (1)) = V()1 (T — 1) = 0p(1). (1.4
Pre tento ucel definujme pomocntu funkciu

9i(®)—gi()— Ly, (p,x— 1)
hi(z) = { =l BT
0, T =M.

Z definicie totélneho diferencidlu (vid. Definicia |A.31]) je

lim h;(x) =0 = hi(p),

@

funkcia h; je teda spojitd v pu.
Rozpiseme prvy clen vyrazu (|1.4):

ru(0:(T0) = gi(1)) = ruha(T) || T = pal| + 7 Ly, (0T — )
= A, + B,, (1.5)

kde A, = r,h;(T,)||T, — pl|| & By, = ry Ly, (e, T, — ). Rozoberme postupne cleny
A, a B,.

Kedze r, (T, — p) = Op(1), tak T, ﬁ p (vid. Lemma |A.2| v Apendixe)
a nasledne z vety o spojitom zobrazeni (vid. Veta [A.13))

hi(T}) ﬁ hi(p) =0,

respektive h;(T,) = op(1). Z Lemmatu pre m = 1 mame, ze r, ||T,, — p|| =
Op(1).

Spojenim h;(T,) = op(1), r, | T, — p|| = Op(1) a aritmetiky op a Op (vid.
Lemma bod (ii)) ziskavame, ze

Ay = hi(To)r [| T, — pf| = 0p(1)Op(1) = op(1).
Rozpisme c¢len B,,:

k
dg:(p
B, = oLy (0, T — p) = 1 a( ). (T — 115)
T

j=1

= Vgi(p)rn (T — p) -

Dosadenim vysledkov pre A, a B, do vyrazu (1.5)) ziskame vyraz

ra(9:(T0) = gi(w)) = 0p(1) + Vai(w)ra (T, — ),

ktory je ekvivalentny s vyrazom (|1.4]). Z toho plynie, ze plati konvergencia v prav-
depodobnosti po zlozkach a teda aj celého vektora. Tym je dokézané (|1.2]).

Konvergencia v distribucii (1.3)) plynie z (1.2)) a pouzitim Cramér-Slutského
vety.



O

Vo vacsine pripadov sa predpokladaja funkcie, ktoré maja spojité parcialne
derivacie. Prikladom funkcie s totalnym diferencidlom, ale bez spojitych parcidl-
nych derivacif v pociatku je (z2+y?)cos(1/v/2% + y2). Takéto funkcie nie st velmi
uzitocné v beznej statistike, preto sa veta obvykle formuluje za predpokladu spo-
jitych parcidlnych derivacii.

Této a nasledujuce vety v prvej kapitole platia pre pre funkcie g, ktoré si defi-
nované len na nejakom otvorenom okoli p. V takom pripade je nutné dbat na to,
aby bola lava strana rovnice dobre definovana. Kedze vieme, ze T}, ﬁ I,
tak je to s pravdepodobnostou idticou k jedne;j.

1.3 Delta vety pri nulovych derivaciach

Pokial by boli vSetky parcidlne derivacie v predchadzajucich vetach nulové,
tak by asymptotické rozdelenie bolo degenerované v nule, teda

ra(9(T0) - 9(w) —= 0.

n—oo

V principe to znamena, ze g(T,,) konverguje v pravdepodobnosti k g(u) radovo
rychlejsie nez r,, k nekonecnu.

Aby sme ziskali nedegenerované asymptotické zobrazenie, pridame predpo-
klad, ze existuje m—ta parcialna derivacia, ktora uz je nenulova. Vysledok pre
jednorozmerné zobrazenie, teda z R do R, mozno najst v Serfling| (2009)) strana
118. Uvadzame ju v trochu odliSnom zneni a s podrobnejsim dékazom.

Veta 3. (Zovseobecnenie jednorozmernej delta vety)
Nech ro(T,, — ) = Op(1), 7, —— 00, Th > 0, kde T, st ndhodné veliciny

a it € R. Dalej nech g : R — R je zobrazenie, ktoré je m-krdt diferencovatelné
v p, kde m > 1. Pricom g™ (u) # 0 a g9 (u) = 0 pre j < m. Potom

rivm! (9(Ta) = g(1)) = (ra(T — )" - g™ (1) = 0p(1). (1.6)

Pokial navyse r, (T, — ) #) Z, kde Z je ndhodna veli¢ina, tak

rmmlg(Tn)—g(u) L (7

! gr(n) o
Dokaz. Definujme funkciu

g@)—g(p) _ (m)
h([[‘) _ { 1 (I*,U,)m’ g (lu)v x 7£ :uv

m!

0, T = [.

KedZe g méa konecéniit m-ti derivaciu v pu, tak plati na jeho okoli Peanov tvar

zvysku (vid. Veta [A.30):
(k

m (k)
o) = alu) = 32 L e = ol =) 2




Potom

. 9(x) —g(p)
lim h(z) = SLLZI _ o
w (@ =)™
m gk .
D ) Sl @ — )t o(jz — ™) (m)
= lim 1 m 1 = =g ()
i (=) i (T = 1)
(m) m
~ i - ”f’(m @I gm0
v (@ = )™
=¢" (1) = 9" () =0,
kde v druhej rovnosti sme vyuzili to, ze ¢ () = 0, pre k& < m a definicie
|z — p[™).

Ukézali sme, Ze h je spojitda funkcia v u. Kedze r, (T, — p) = Op(1), tak

T, ﬁ p (vid. Lemma |A.2) a vdaka vete o spojitom zobrazeni (vid. Veta |A.13

v Apendixe) plati
W(T,) —— h(p) =0, resp. h(T,,) = op(1). (1.8)
Z ro(T,, — ) = Op(1) a Lemmatu pre k = 1 plynie
(T, — )™ = Op(1). (1.9)

Naslednym pouzitim vlastnosti op a Op (vid. Lemma [A.14] bod (ii)) a pre-
doslych vysledkov (1.9)) a (1.8) mozeme pisat

h(To)ry (T — p)™ = Op(1)op(1) = op(1).
Z coho uz ziskavame (|1.6|), pretoze

rml (g(To) = g(p)) = i (Tw = )™ - g™ () = B(To)ri (T — )™ = op(1).

Vysledok pre konvergenciu v distribicii ([1.7)) potom plynie z vety o spojitom
zobrazeni, vztahu (|1.6) a naslednom pouziti Cramér-Slutského vety.
O

Predpoklad ¢ (i) # 0 v predchadzajiicej vete by sme mohli vynechat, ale
opat by sme dostali asymptotické rozdelenie degenerované v nule.

Priklad 1. Nech Xy,..., X,, je ndhodny vyber z alternativneho rozdelenia s pa-
rametrom 1/2. Potom vdaka centralnej limitnej vete (vid. Veta [A.18]) plati

Vi (X = 1/2) =2 N(0,1/4).

Funkcia g definovana ako g(z) = x(1 — z), je nekonecne velakrat diferencova-
telna. Kedze gV (z) = 1 — 2z a g (1/2) = 0, klasicka delta veta ndm dava iba
degenerované asymptotické rozdelenie:

Vi (9(X,) = 1/4) == N(0,0),

7



(rozdelenie na pravej strane je rovné nule S pravdepodobnostou rovnou 1). Ale
mozeme pouzit druht derivéciu, pretoze ¢g®(1/2) = —2. V tomto pripade 7, =
Vv/n, predpoklady Vety (3 I st splnené a plati

—n (Xn(1=X,) = 1/4) == (N(0,1/4))* = i(N(o,l))%

o0

Po uprave ziskavame

—an (X(1 = Xo) = 1/4) = ¥},

n—oo

A

Rovnako ako pre jednorozmernu verziu nas zaujima aj situacia, ked st parci-
alne derivacie prvého radu nulové. Kvoli prehladnosti sa obmedzime len na zob-
razenie z R* do R.

Veta 4. (Zovseobecnenie viacrozmernej delta vety pri nulovej derivdicii)

Nech r,(T,, — n) = Op(1), 7, —— 00, Tp > 0, kde T,, su k-rozmerné ndhodné
vektory a pu € R*. Dalej nech g : R¥ — R je redlne zobrazenie so spojitymi
parcidlnymi derivdciamsi radu m € N v okoli p, pricom vsetky parcidlne derivdcie
radu mensieho ako m si nulové v @ a aspon jedna parcidlna derivdcia radu m je
nenulovd v p. Potom

ra(9(T0) = g(w) = B (ra(To = m) = 0p(1), (1.10)

kde zobrazenie h* : R¥ — R je definované ako:

1 k k m
hoH( = ;
m! z:: z:: 8;1:11 : &sz 1:[ Yi:
Pokial navyse r,(T,, — n) —— — —— Z, kde Z = (Zy,...,Zy)" je k-rozmerny ndhodny

vektor, tak

H Zi;. (1.11)

i (9(T) — 9(w)) ——= mu Sy (‘3%.

=1 ip=1 a%m
Vsimnime si, Ze pravi stranu vyrazu (1.11)) mézeme zapisat aj ako h%*(Z).

Dokaz. Dokaz rozdelime na dva kroky, v ktorych postupne rozoberieme c¢leny
vyrazu ((1.10)).

1. Uprava funkcie h9:»

Najprv rozpisme druhy ¢len vyrazu (|1.11)):

W (rn(Ty = ) = BT — ) - 177

Prava strana tohoto vyrazu bez clena )" je v skutocnosti m-ty ¢len Taylorovho
polynému dosadeny v T,,, respektive

e = = 3 30 T

21 1 im=1 axlm] 1

8



Taktiez sa jednd sa o m—ti derivéciu, ktord sa zvycajne znaci ako ¢ (u)(x —
W, ...,x—p) (vid. znacenie v Definicii v Apendixe). Zvolme pomocnt funk-

“ (x)—g(p)—hi" (z—p)
g(x)—g(p)—hGH (x—p
0, T = .

Tato funkcia je spojita v w, pretoze pri rozpisani

lim f(z) = lim 4@ =9 = M (@ = 1)

1.12
ST el 2

Limitu (1.12)) m6zeme prepisat pomocou Taylorovho rozvoja, pretoze vsetky cleny
okrem prvého a posledného ¢lenu rozvoja su nulové. Nasledne pouzijeme Peanov

tvar zbytku (vid. Veta |[A.30)):

— T9:m
o 9(@) = Tgh (@)
i e —

=0=f(x).

Funkcia f je preto spojita v p.
2. Uprava prvého ¢&lenu (1.10)
Kedze r,(T,, — ) = Op(1), tak T, % p (vid. Lemma [A.2)) a nésledne z vety

o spojitom zobrazeni (vid. Veta |A.13) f(T,) ﬁ f(p)=0.

Analogicky, ako v dokaze Vety [2] prepiSeme prvy ¢len rovnice ((1.10) pomocou
funkcie f na dva sc¢itance, ktoré ozna¢me porade A,, a B,,:

i (9(Tn) = g(w)) = v (T, — pl|™ + b3 ( — p)

= A, + B,,.
Prvy clen

A, = " f(T)||T, — pl|™ === 0. (1.13)

n n—oo

Pretoze f(T,) n_}%> 0, respektive f(T,) = op(l) a podla Lemmatu [A.1f plati

r|| T, — p||™ = Op(1), tak spojenim tychto dvoch vysledkov a vlastnosti op
a Op (vid. Lemma [A.14] bod (ii)) ziskavame (|1.13)).
Pre druhy ¢len uplatnime dpravu funkcie A%#

B, = 1 hg (T, — p) = 3 (ra(To — ). (1.14)

Spojenim vysledkov (|1.13)), (1.14) ziskavame ({1.10]):

i (9(Tn) = g(p)) = W (ra(T = ) = A + B, — B,



Pre ukdzanie konvergencie v distribucii (1.11]) si treba uvedomit, ze h%* je po-
lyném a preto spojitd funkcia. Z vety o spojitej transformécii (vid. Veta |[A.13])
plati

hgﬁ”(rn(Tn —H ) n—00 m| Z Z

11=1 im=1

Spojenim ((1.10)), (1.15) a pouzitim Cramér-Slutského vety (vid. Veta zis-
kavame (|1.11]).

83: ) 81’ H (1.15)

O

Pre pouzitie prave dokazanej vety si mozeme predstavit situaciu, v ktorej
mame sadu k produktov, ktorych cena je normovana na jedna. Respektive, stredna
hodnota je jedna u kazdého produktu. Ceny tychto produktov na sebe nezavisia.
Nés zaujima odhad toho, ¢i niektora z tychto cien utekd k nule alebo nekonecnu.
K dispozicii mame n sad produktov spolu s cenami, za ktoré sa predal kazdy
produkt. U kazdého produktu spocitame vyberovy priemer X, ;, pre i =1,... k.
Ako testovu Statistiku pouzijeme

— 1
L il

i=1

ktora by za nulovej hypotézy mala byt blizka hodnote 2k. V priklade nizsie od-
vodzujeme jej asymptotické rozdelenie.

Priklad 2. Nech X7, ..., X, st nezavislé rovnako rozdelené k-rozmerné nahodné
vektory, ktorych zlozky st navzajom nekorelované, so strednou hodnotou 1 a roz-
ptylom 1. Potom vdaka centralnej limitnej vete (vid. Veta|A.18]|) plati

vn (Kn - 1k) THLOJ 7 ~ Ni(0,.L;).

Zaujima nas, aké bude mat asymptotické vlastnosti transforméacia vyberového
priemeru funkciou

k
1
g(x1,m9, ... k) = Z [mz + m] )
i=1 i

Pouzitie klasickej delta vety nedava vela informécii, pretoze pre vsetky i =

., k plati
0 1 o
ai (x1,x9,...,2) =1— ;3, a po dosadeni &i(l’l’ ., 1)y=0.
Preto potrebujeme druhé parcialne derivacie
0y 2 &g o,
oz, (21,29, ..., %) = il D, (21,39, ..., 2) =0, %]

a po dosadeni

d%g . d%g
62231' . -




Pre m = 2, r,, = y/n su predpoklady Vety 4] splnené. Ziskavame

- d 1 k k
n (Q(Xn) —9(1) ) e il “z: 12231 axlax] )24 2,

1

Po uprave oboch stran

kol 1
n Xnﬂ;—i-
Pap o

n,t

1—%) mZZQNXk
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2. Hadamardova derivacia

Od redlnych ¢isel sa posunieme k lubovolnym normovanym linedrnym pries-
torom. Nasim cielom je delta veta, ktora bude platit pre zobrazenia ¢ : D — E,
kde D a E st normované linearne priestory.

V 1uvode kapitoly pripomenieme pojem normovaného linedrneho priestoru
spolu s ilustrativnymi prikladmi. Dalej zavedieme zobrazenia medzi normovanymi
linearnymi priestormi spolu s uzitoénymi vlastnostami. Tie nasledne pouzijeme
pri definovani Hadamardovej derivacie. Na zaver kapitoly uvedieme zovseobec-
nenie konvergencie v distribucii, v pravdepodobnosti a uvedieme delta vetu pre
zobrazenia medzi normovanymi linedrnymi priestormi spolu s dokazom.

V nasledujicich dvoch kapitolach pracujeme s prvkami réznych normovanych
linearnych priestorov. Preto kvoli prehladnosti dalej nepouzivame hrubsi font pri
znaceni vektorov.

2.1 Normované linearne priestory

Pod pojmom normovaného linedrneho priestoru rozumieme realny vektorovy
priestor s vhodne zvolenou normou (podrobnejsie zavedenie mozno néjst v knihe
Diferencialni pocet II. |Jarnik| (1984) kapitola VI. strana 225). Najzakladnejsie
priklady st nasledovné:

Priklad 3. Redlne vektory R* s euklidovskou normou

k
lall = || S a2, = € R,
=1

Priklad 4. Priestor obmedzenych funkeii £>°(7T") na mnozine T'. KedZe sa jedna
o obmedzené funkcie, ako intuitivna norma sa poniika suprémova norma:

A

Bl = sup [A(¢)], pre h € €<(T). (2.1)
teT

A

Priklad 5. Priestor spojitych funkcii C[T7], so suprémovou normou, kde 7" C R
je uzavrety interval, pripadne st¢in uzavretych intervalov 7' C RY.

Jednd sa o podpriestor obmedzenych funkcii ¢>°(T"), h : T — R, pretoze
spojitost na uzavretom intervale zarucuje obmedzenost. Na tomto podpriestore
je definovana suprémova norma . A

Pozndmka. Niekedy sa pouziva znacenie C'(a,b), alebo C(T) pre mnozinu spoji-
tych funkcii na intervale (a,b), pripadne na vseobecnej mnozine T'. Tieto funkcie
mozu byt aj neobmedzené a prislusné suprémové normy by neboli konecné, preto
budeme obvykle uvazovat uzavreté intervaly.
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Priklad 6. Priestor cadlag funkcii D[T] so suprémovou normou, kde T C R je
interval, pripadne siéin intervalov 7' C R%.

Opét sa jedna o podpriestor obmedzenych funkcii (7)), h : T — R, ktoré su
navyse sprava spojité a maju limitu zlava. Na tomto priestore sa niekedy definuje
takzvana Skorochodova norma (pripadne Skorochodova metrika, vid. Billingsley),
1968, strana 111), my si ale vystacime s intuitivnejsou suprémovou normou (2.1)),
no za cenu zovseobecnenia konvergencie v distribucii (vid. Definicia [§).

Priklad 7. Stuéinovy normovany linearny priestor zna¢ime D x K, kde D a E sa
normované linearne priestory. Na sti¢inovom priestore uvazujeme normu

lz > yll = Vllzllp + lyllg, pre (z,y) € D x E.

A

Pomocou noriem mézeme definovat konvergenciu na normovanych linearnych
priestoroch. Okrem konvergencie postupnosti prvkov indexovanych prirodzenymi
¢islami {x,,n € N} zavedieme aj konvergenciu prvkov indexovanych intervalom
(0,¢), teda {z:,t € (0,¢)}, kde € je nejaké kladné ¢islo.

Definicia 2. Nech {z,,n € N} C D pripadne {x;,t € (0,6)} C D je postupnost
a D je normovany linedrny priestor. Povieme, Ze tdto postupnost konverguje
kx €D, pokial

|zn — x| — 0, pripadne |z: — x| o 0vR.

Takto definovani konvergenciu budeme zjednodusene znacit

r, — x, pripadne r; — x.
n—00 t—0+

Pozndmka. Casto budeme prechddzat medzi tymito dvoma konvergencimi. Mo-
zeme si vSimnut, ze pokial x; —0+> x, potom pre Tubovolni kladntu postupnost
tn —>Ojexn.—xtn — T
Naopak pokial pre kazdu kladnt postupnost ¢, — 0 plati zy, — tak
nutne ry — .
t—0+

2.1.1 Zobrazenia v normovanych linearnych priestoroch

Pre zobrazenia medzi normovanymi linearnymi priestormi zadefinujeme nie-
kolko vlastnosti, ktoré budeme pozadovat od prislusnej derivacie.

Definicia 3. Nech ¢ je zobrazenie z D do E. Povieme, Ze zobrazenie ¢ je line-
drne pokial preV a,b € D a lubovolné cy,co € R plati ¢(cra+cob) = c1é(a)+cap(D).

Definicia 4. Nech ¢ je zobrazenie z D do E. Povieme, Ze ¢ je spojité v x € D,
pokial ¢(xy,) — o(z) v E, pre kazdé x,, —— x v D.

n—o0

V pripade kone¢ne dimenziondlneho priestoru, napriklad R*, mozeme Iubo-
volné linedrne zobrazenie reprezentovat maticou a je automaticky spojité. Vseo-
becne ale linearita neimplikuje spojitost. To budeme vidiet v Prikladoch [I3]a [T4]

Pre rozsirenie delta metdédy potrebujeme vhodne definovant derivaciu pre
zobrazenia na vseobecnych normovanych linearnych priestoroch. Ako spravna sa
zda byt prave Hadamardova derivacia popisand nizsie.
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Definicia 5. (Hadamardova derivicia)

Nech D a E st normované linedrne priestory. Povieme, Ze zobrazenie ¢ : Dy C
D — E md Hadamardovu derivdciu v 6 € Dy tangentne (tangentially) k Dy C D,
ak existuje spojité linedrne zobrazenie ¢y : Dy — E splniujice

(0 4 thy) — ¢(0)

t t—0+

(D), (2.2)

pre kaZdi konvergentni h, ﬁ h, kde h € Dy, pricom 0+ th, € Dy pre kaZdé
—

dostatocne malé t.

Pozndmka. Hadamardova derivacia sa niekedy definuje pre postupnosti h, a t,
(napriklad van der Vaart a Wellner, [1996, strana 372). To je ekvivalentna formu-
lacia v zmysle poznamky za Definiciou

Vhodnost Hadamardovej derivacie uvidime pri zavedeni a dokaze delta vety
na normovanych linedrnych priestoroch v Sekcii . Specidlnym pripadom st
zobrazenia medzi euklidovskymi priestormi ¢ : R¥ — R™, kde je Hadamardova
derivacia, za urcitych podmienok, ekvivalentna s Fréchetovou derivaciou defino-
vanou nizsie.

Definicia 6. (Fréchetova derivicia)

Nech D a E st normované linedrne priestory. Povieme, Ze zobrazenie ¢ : Dy C
D — E md Fréchetovu derivdciu v 0 € Dy, ak existuje spojité linedrne zobrazenie
oy : D — E spliugice

1600 +a0) = 6(0) = dylan)l (2.3)

| t—0+

kde a; W 0 (nulovy prvok priestoru D), pricom 0 + a, € D, pre kaZdé dosta-
_)

tocne malé t.

Pokial ma funkcia ¢ : D — [E v nejakom bode x € I Fréchetovu derivaciu,
potom ma zrejme aj Hadamardovu derivaciu a rovnaju sa. Staci zvolit a; = th,
v znaceni Definicii[f]a[f]a to bez ohladu na to, o aké normované linedrne priestory
sa jedna.

Ukéazeme, ze za predpokladu urcitej kompaktnosti plati aj opa¢na implikacia.
T4 sa v literatire casto uvadza bez uvazovania tangentnej mnoziny Dy.

Veta 5. Nech ¢ : Dy C D — E md Hadamardovu deriviciu v 6 € D, tangentne
k Dq, pricom

de >0 také, ze M :={x € D; ||z|| = ¢} C Dy je kompaktnd mnoZina.  (2.4)

Potom ¢ ma v 0 aj Fréchetovu derivaciu a rovnd sa Hadamardovej derivdcii.

Dékaz. Hadamardova derivacia ¢ je spojitd a linedrna. Zostava ukézat (2.3).
Pre spor predpokladajme, ze existuje a; m 0, a; # 0 ale

[0(0 + ar) — ¢(0) — p(an)|

| Lot
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Potom existuje € > 0 a postupnost ay, — 0 spiﬁajflca
n—oo

1600 + ar,) — ¢(0) — dpaw, )|l

a,

> €. (2.5)

Zvolme

at, |
t o= "~ ah, =c .
" c " at, |

Ay

n

Pri tejto volbe plati, ze ¢/, — 0 a zaroven h, € M. Kedze M je kompaktna
mnozina, existuje podpostupnost o, — h e M C Dy.
*)

Rozpisme lavi stranu limity (2.3 - z definicie Fréchetovej derivacie

$0 -+ au,,) = 9(6) = G)(an)

(2.6)
Hat"z
Zlomok rozsirime konstantou c
1600+ a,) — 0(0) — dhlan)
c [latn, |
a pomocou linearity ¢ prevedieme at,, na hy,
1 [¢(0 + ¢, hn,) — ¢(0)
A e OO
ny
Pripoc¢itame a odpocitame clen ¢p(h)
1[0+t hy) — ¢(0) 1
e e R0 R T R AC) S cy
ny

Vdaka Hadamardovej derivacii konverguje prvy ¢len (2.7)) k nule. Druhy ¢len ([2.7))
konverguje rovnako k nule vdaka spojitosti ¢j. V kazdom pripade vyraz ([2.7))
(ekvivalentne vyraz ([2.6))) konverguje k nule, ale to je spor s (2.5)).

O

Predpoklad (2.4)) je splneny napriklad na euklidovskych priestoroch R¥, pokial
Dy obsahuje otvorené okolie pociatku. Pretoze v takom pripade musi existovat

¢ splnujuce (2.4)).

Dosledok 6. Zobrazenie ¢ : Dy C R¥ — R™ md Hadamardovu deriviciu v 6 €
Dy tangentne k Dy = R¥ prdve vtedy, ked ¢ md v 6 Fréchetovu derivdciu. V takom
pripade sa rovnaji.

Z tohto dovodu sa na R* derivicie obvykle nerozlisuji. Ekvivalencia Hadamar-
dovej a Fréchetovej derivacie za predpokladu Dy = D plati aj na inych normova-
nych linearnych priestoroch a to prave vtedy, ak je jednotkova gula kompaktna,
ekvivalentne, ak ma D kone¢nt dimenziu (vid. van der Vaart a Wellner| 1996
strana 373). Je to prave predpoklad kompaktnosti, ktory sme vyuzili v dokaze
Vety . Pokial by predpoklad ([2.4)) nebol splneny, tak moéze nastat situacia, kedy
existuje Hadamardova derivacia, ale neexistuje Fréchetova derivacia.
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Priklad 8. Majme mnozinu G = {(t, )Tt e R\{O}} C R?, jednd sa o graf

funkcie f(x) = —3 bez pociatku. Definujme funkciu ¢ : R? — R predpisom
1, zegq,
xT) =
¢(z) {0, inak.

Nech tangentnd mnozina je Dy = RT x R*. Potom mé funkcia ¢ Hadamardovu
derivaciu v pociatku tangentne k Dy, ale nema Fréchetovu derivaciu v pociatku.

Dokaz. Ukazeme, ze Hadamardova derivacia v poc¢iatku, tangentne k Dy, je rovna
nulovému zobrazeniu gzﬁ’(()’O)T (x) = 0. Pokial by existovala aj Fréchetova derivacia,
museli by sa rovnat. Prislusnd limita v definicii Fréchetovej derivéicie (vid. Defi-
nicia @ ale nebude konvergovat k nule.

Zvolme h € Dy a majme h; m h. Nutne existuje t, dostatocne malé, také

ze pre kazdé t <ty uz hy € Dy, pretoze Dy je otvorend mnozina. Taktiez th, € Dy,
pretoze vynasobenim t nezmenime znamienka prvkov h;. V kazdom pripade h;,
thy ¢ G, pretoze G obsahuje len vektory s roznym znamienkom v prvej a druhej
zlozke. 7 toho ziskavame, Zze Hadamardova derivicia je skutoc¢ne gb/(()’o)(a:) =0,
pretoze

B((0.0)7 + th) — 6((0.07) _ 0 _

0.
t t
No nie je to Fréchetova derivacia, pretoZe pre volbu a; = (¢, — t3)T
|6(0,0)7 +a) — (0,00 =0 1

\

la VE L5 0t

A

Uzitocnd vlastnost Hadamardovej derivacie je retiazkové pravidlo. To nam
umozni spocitat Hadamardovu derivaciu komplikovanych zobrazeni pomocou roz-
loZenia na viacero jednoduchsich zobrazeni. Vetu mozno najst vo [van der Vaart
(2000) ako Vetu 20.9. Uvddzame ju aj s priamociarym doékazom.

Veta 7. (Retiazkové pravidlo)

Nech ¢ :Dy CD —Ey atp:Ey, CE—=F, kde D, E a F si normované linedrne
priestory. Dalej nech ¢ md Hadamardovu derivdciu v @ € D tangentne k Dy C D
a ¥ md Hadamardovu derivdciu v bode ¢(0) tangentne k ¢'(Dy). Potom (o) :

Dy — F md Hadamardovu derivdaciv v 0 tangentne k Dy a rovnd sa w;s(e) (¢’9() )

Dékaz. Majme Tubovolnu h;, P h € Dy v D a oznacme
—

¢(0 +thy) — ¢(0)
h .

KedZze ¢ ma Hadamardovu derivaciu v 6, tak g; o op(h) € ¢'(Dy), potom

gt =

dosadenim a pouzitim Hadamardovej derivacie ¢ ziskavame

U [p(0 + the)] — ¥[e(0)] _ ¢[(0) + tge)] — v[d(0)] SN

t t t—0+

16



2.2 Konvergencie a delta veta

V tejto kapitole uvedieme vseobecnejSie konvergencie v pravdepodobnosti
a distribtcii, spolu so vseobecnejsou delta vetou.

2.2.1 Konvergencia v distribticii v normovanych linear-
nych priestoroch

Vo vsetkych normovanych linearnych priestoroch D budeme uvazovat Bore-
lovskt o-algebru generovant otvorenymi mnozinami, pricom prislusna metrika p
je indukovana normou

:0<x7y) = HSL’ - yH y LY eD.

Pri redlnych nahodnych veli¢inach a vektoroch sa konvergencia v distribucii
obvykle definuje pomocou distribu¢nych funkcii. Avsak, vo vSeobecnom normo-
vanom linearnom priestore D nemusi byt distribu¢né funkcia definovana. Vdaka
Portmanteauovemu lemmatu (vid. Lemma v Apendixe) vieme, Ze konver-
gencia v distribicii pre ndhodné vektory je ekvivalentnd s vlastnostou

E f(X.) —— E f(X), (2.8)

pre kazda spojiti obmedzentu funkciu f : D — R. Tato vlastnost dava zmysel
na lubovolnom normovanom linedrnom priestore a pre X,,, X meratelné zobra-
zenia X, : Q, — D, X : Q — D. Z tohoto dovodu definujeme konvergenciu na
normovanych linedrnych priestoroch vyrazom , (vid. Definicia .

Ukazuje sa, ze predpoklad na Borelovskti meratelnost X,,, v pripade ze X,, =
X, (t),t € T je ndhodny proces a T je nespocetnd, je prili§ silny (vid. Priklad [9]
nizsie). Preto pre ucely tejto prace potrebujeme definovat konvergenciu v distri-
bicii a v pravdepodobnosti pre akékolvek zobrazenia X, : 2, — D.

Priklad 9. Nech F),(z) je empirické distribu¢nd funkcia definované pre ndhodny
vyber X1,Xs,..., X, ako

Xn:]I[Xi <z|,zeR (2.9)

i=1

1
Fyfx) = *
Je zname (vid. [Pollard} |1984] strana 65), ze F), : 2 — D[R] nemusi byt meratelna
vzhladom k suprémovej norme.

Pre konkrétny protipriklad, nech X;,Xs,..., X, je ndhodny vyber z R[0,1]
(rovnomerného rozdelenia na intervale [0,1]). Zvolme Iubovolni mnozinu A C [0,1]
a k nej definujme mnozinu G4 v D[R] ako

Ga={f € D[R], f ma skok v A}.

Potom mnozina G4 je otvorena.

Dokaz. Zvolme f € G4 a k nemu prislusné a; € A také, ze f ma skok v ay
o velkosti §. Dalej polozme € = g. Potom otvorené okolie f o velkosti € (znacime

By(e) = {g € DIR]; || f — g|| < €}) lezi v G 4. Pretoze pre kazdu funkciu g € By(e),
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ma g nutne skok v ay a teda g € G4. Ak by g nemala skok v ay, tak g(a) = g(a—)
a Zaroven

6 =|[f(a=) = fa)| = [f(a—) — g(a—) + g(a) — f(a)|
20
g€ By(e) 3
¢o je zrejmy spor.
O
Otvorena mnozina G4 je Borelovsky meratelnd, ale ukazeme, Ze jej vzor pri zob-
razeni F,, nemusi byt meratelny. Konkrétne zvolme n = 1, potom plati rovnost
javov

{Fl S GA} = {Xl € A}

Ale A bola volend Iubovolne a nie vsetky mnoziny {X; € A} pre X; ~ R[0,1] st
meratelné, pretoze

P(X, € A) = /A ldz = A(A),

kde A znaci Lebesgueovu mieru. Teda staci zvolit Lebesgueovsky nemeratelné
mnoziny na [0,1]. Pre tieto mnoziny A je vzor meratelnej mnoziny G4 pri zobra-
zeni F7 nemeratelny. Z toho plynie, ze F7 nie je meratelné zobrazenie. A

Za ucelom zovseobecnenia konvergencie v distribtcii, definovanej cez E f,,(X)
v (2.8)), zovseobecnime E f(X) kde f: D — R. Najprv zavedieme definiciu von-
kajsej strednej hodnoty.

Definicia 7. Nech X : Q — D je lubovolné zobrazenie, a funkcia f : D — R.
Potom vonkajsiu stredni hodnotu f(X) definujeme ako

E*f(X)=inf{EU;kde U : Q — R, je meratelné, U > f(X) a EU existuje}.

Pomocou vonkajsej strednej hodnoty mézeme definovat konvergenciu v distri-
bicii pre Iubovolné zobrazenia (vid. van der Vaart,, 2000, strana 285). VSimnime
si, ze stale predpokladame meratelnost limitného zobrazenia.

Definicia 8. Nech X,, : Q2,, — D su lubovolné zobrazenia, X : ) — D je meratelné
zobrazenie. Pokial pre kazZdiu obmedzent spojiti funkciu f : 1D — R plati

E* f(X,) — E f(X).
Potom hovorime, Ze X,, konverguje v distribicii (pripadne konverguje vo
vonkajsej distribicii) k X, znacime

d*
X, —

n—o0

X.

Taktiez si mozeme vsimnit, ze ak st zobrazenia X,, meratelné, tak E* f(X,,) =
E f(X,) a jednd sa o klasicki konvergenciu v distribicii (vid. Definicia
v Apendixe). Pokial navySe D = R¥, potom vdaka Portmanteauovemu lemmatu
(vid. Lemma v Apendixe) je tédto definicia ekvivalentna so slabou konver-
genciou distribu¢nych funkecii.

Obdobne sa d& zovseobecnit konvergencia v pravdepodobnosti pomocou von-
kajsej pravdepodobnosti, ktorid budeme pouzivat pri asymptotickych zapisoch.
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Definicia 9. Nech B C () je lubovolnd mnozina. Jej vonkajsiu pravdepodob-
nost definujeme ako

P*(B) = inf{P(A); A D B, A je meratelnd}.

Definicia 10. Nech X, : Q, — D st lubovolné zobrazenia, X : 2 — D je
meratelné zobrazenie. Pokial pre [ubovolné € > 0 plati
P (X, — X|| > ) —= 0,
potom hovorime, Ze X, konverguje v pravdepodobnosti (pripadne konver-
guje vo vonkajsej pravdepodobnosti z anglického "outer probability') k X,
znacime
X, L= X.
n—oo

Opét si mozeme vsimnit, ze pre meratelné mnoziny A plati P*(A) = P(A)
a pre meratelné X,, odpoveda konvergencia beznej konvergencii v pravdepodob-
nosti. Taktiez mozeme intuitivne definovat symboly op+ a Op« pouzitim vonkajsej
pravdepodobnosti namiesto pravdepodobnosti v Definicii [I]

Medzi konvergenciami v P* a d* ku konstante plati podobny vztah ako medzi
klasickou konvergenciou v pravdepodobnosti a distribucii (vid. Veta v Apen-
dixe).

2.2.2 Delta veta

Nasledujica veta je prevzatd z van der Vaart| (2000) strana 297. V dokaze
pridavame podrobnejsi komentar jednotlivych krokov.

Veta 8. (Delta veta pre normované linedrne priestory) Nech D a E si normované
linedrne priestory. Majme zobrazenie ¢ : Dy C D — E Hadamardovsky diferenco-

vatelné v @ tangentne kDy. Zobrazenia X, : Q, — Dy spliiwjii r,,(X,,—6) LN X,

n—oo
kde r,, — 00 meratelné zobrazenie X md hodnoty v Dy. Potom plati
n—oo

ru(6(X0) = 6(8)) == (X)), (2.10)

n—oo

Pokial je navyse ¢j definované a spojité na celom D, potom
r(@(Xa) = 0(0)) = ¢ (ra(Xn = 0)) = 0p-(1). (2.11)
Doékaz. Pre kazdé n € N definujme funkcie
gu(h) = 10 (000 + 1) — 6(6))

na prislusnych defini¢nych oboroch D, = {h: 6 4+ r,'h € D4}. Podla predpokla-
dov je ¢ Hadamardovsky diferencovatelna v 6, preto

g — SO o) = 0(0)

Tn

> @y(h), pre kazdé h, — h € Dy.

n—oo
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Vdaka zovseobecnenej vete o spojitom zobrazeni (vid. Veta v Apendixe)

Gn (1 (Xn = 0)) == (X).
Tym ziskavame . Druhé tvrdenie vety ziskame aplikovanim ([2.10]) na
zobrazenie ¢ = (¢, ¢p) : D — E x E. Toto zobrazenie méa Hadamardovu derivaciu
v bode 6 a ta je rovna (¢y, ¢,), pretoze prva zlozka zobrazenia ¢ ma deriviciu
¢p- Druha zlozka je podla definicie spojité linearne zobrazenie, ktoré je samo sebe
Hadamardovou derivaciou. Vdaka definicii normy na stc¢inovom priestore (vid.
Priklad plati, Zze z konvergencie po zlozkdch méame zdruzent konvergenciu
a Hadamardova derivacia je zlozenie Hadamardovych derivacii po zlozkach.
Podla uz dokazaného plati

rn(V(Xn) = $(0)) === (h(X), h(X)).

n—o0

Opét pouzijeme zovseobecnenu vetu o spojitom zobrazenti, i ked len na jednu funk-
ciu g(z,y) = = — y, no stale potrebujeme uvazovat zovseobecnent konvergenciu
v distribucii. Pouzitim definicie g a linearity ¢j, moézeme upravit

ru(6(X) = 6(6)) — Bh(ra (X, )
= {000 = 010) ) 252 0(3)0(3)
— (%)~ é(X) =0

Konvergencia v distribtucii ku konstante, konkrétne nulovému prvku priestoru [E,
implikuje konvergenciu v pravdepodobnosti (vid. Veta v Apendixe). Z toho

mame (2.11)).
UJ
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3. Pouzitia delta vety

Téato kapitola je zameranad na priame pouzitie analytickych Hadamardovych
derivacii a funkcionalnej delta vety. V prvej casti rozoberieme pripad vybero-
vych kvantilov pri ndhodnom vybere a pri AR procesoch. Kapitola pokracuje
aplikdciou na medidnovi absolitnu odchylku a porovnanie s interkvartilovym
rozpatim. Nasledne ukazeme, Ze pouzitie zovseobecnenej delta vety na momenty
nie je mozné.

3.1 Vyberové kvantily

Ako najcastejsia sa uvadza aplikacia delta vety na vyberové kvantily. Vyberovy
p-kvantil, pre p € (0,1), je definovany ako Iubovolnd hodnota z intervalu

[sup {t: F,.(t) < p},sup{t: F,(t) < p}}, (3.1)

kde F, je vyberova distribu¢na funkcia, vid. vyraz (2.9).
Obvykle sa uvazuje najmensia hodnota z (3.1]), na ktori mozeme nahliadat
ako na zobrazenie vyberovej distribuc¢nej funkcie do redlnych cisel

o(F,) = inf{t : F,(t) > p}. (3.2)

Zobrazenie ¢ je dobre definované na mnozine D, C D|a,b] neklesajtcich cadlag
funkcii, pretoze vsetky distribucné funkcie st neklesajice a cadlag. Pripomenme,
ze priestor D|a,b] so suprémovou normou bol definovany v Priklade [6] V nasle-
dujucej vete ukazeme, ze za dalsich predpokladov na hladkost F', je funkcia ¢
Hadamardovsky diferencovatelna.

Veta 9. Nech p € R, dalej nech ab € R, a <ba¢: Dy — [ab], kde Dy C Dla,b]
je mnozina neklesajucich cadlag funkcii F', ktoré splnuji

F(o(F)=) <p < F(o(F)). (3.3)

Majme pevné zobrazenie F' € Dy diferencovatelné v bode &, = ¢(F) € (a,b)
také, zZe F(&,) = p a derivdcia F'(&,) > 0. Potom ¢ je Hadamardovsky diferen-
covatelnd v F' tangentne k Dy C Dla,b], kde Dy si vsetky funkcie z D|a,b| spojité
v &y Za tychto predpokladov je Hadamardova derivdcia rovnd

_ (&)
F'(&)

Mézeme si pov§imnit, Ze zobrazenie definované v (3.2) spliiuje vlastnost (i3.3))
pre vSetky distribucné funkcie a p € (0,1).

¢p(h) =

. (3.4)

Dékaz. Majme hy —— h v Dla,b] teda ||h; — h|| —— 0, kde funkcia h je
t—0+ t—0+

spojitd v &,, pretoze h € Dy. Oznacme & = ¢(F + thy), kde F + th, € Dy
je neklesajuca cadlag funkcia. Tento predpoklad sa v literatire casto vyslovene
neuvadza, pretoze implicitne plynie priamo z definicie Hadamardovej derivacie

(vid. Definicia [5], 0 + th, € Dy).
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Podla definicie ¢ mame

(F +the)(&pe — &) < p < (F 4 the) (&), (3-5)

pre kazdé €; > 0, &+ — € € [a,b]. Volime €; = o(t), ¢o sa ukaze ako vhodna volba
neskor.

Dalej dokaz rozdelime do styroch krokov. V prvom kroku ukédzeme, Ze pre lu-
bovolné € a dostato¢ne malé t je &, > &, —e€. V druhom kroku obdobne ukazeme,
ze pre dostatocne malé t je §x — ¢ < §, + €. Z toho uz plynie, Ze &, m) p

V tretom kroku dokézeme rychlost konvergencie &, — &, = O(t). V poslednom,
stvrtom kroku odvodime (3.4)).

1. Krok &, > &, — €

Kedze h; konverguje rovnomerne k obmedzenej funkcii h

|hs — bl = sup [h(§) — h(E)| —— 0,
£€lasb]

t—0+

je nutne tato postupnost rovnomerne obmedzena a preto plati
thi(§) = O(t) pre kazdé £ € [a,b]. (3.6)

Podla predpokladov je funkcia F striktne monoténna a spojita v §,, preto pre
[ubovolné € > 0 je ostro ohranicend od p na intervale (£, — €,£, + €). Respektive

F(& —e€) <p<F(& +e). (3.7)

7 a ziskame, Ze £, budu pre dostatocne malé ¢ vicsie ako £, — €.
Pre spor predpokladajme, ze neexistuje dostatocne malé ¢, splinujice Vt < ¢, je
§p — € < &pr. Zvolme t, — 0, pre ktoré &, < &, — €. Potom z monotoénie F
plynie, ze

F(&pr,) < F(& — ). (3.8)

Postupnymi tpravami, kde popis kazdého kroku je pod vyrazom, ziskavame

p < (F + tnhtn>(£ptn) = F(ép%) + tnhtn (gptn)

< F(& — ) + tuh, (§,) = F(& — )+ Olt), (3.9)

kde v prvej nerovnosti sme dosadili (3.5)) a rozpisali funkcie, v druhej nerov-
nosti sme pouzili (3.8). V nasledujticej rovnosti sme uplatnili symbol O(¢) na

zéklade ((3.6)).
Kedze zaroven O(ty,) —— 0, tak z (3.9) ziskavame p < F° (&, —¢€). To je ale

zrejmy spor s (3.7)).

2. Krok &,; — e, < &, + €

Rovnako bude pre dostato¢ne malé ¢ platit §,; —e; < &, +e€. To opat ukdzZeme spo-

rom. Predpokladajme, Ze méame postupnost ¢, — 0, pre ktort ,+€ < &y, —€4, -
n—oo

7, monotonie F mame

F(& +¢€) < F(&u, — €, (3.10)
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Opét postupnymi upravami, kde popis kazdého kroku je pod vyrazom, dosta-
neme

p Z (F + tnhtn)(gptn - etn) = F(gptn - th) + tnhtn (gptn - th)

2 F(gp + 6) + tnhtn(fptn — Etn) = F(fp + E) + O(tn)

V prvej nerovnosti sme pouzili vyraz (3.5)), ktory sme v nasledujicej rov-
nosti rozpisali na zlozky. Druha nerovnost plynie z (3.10]). Na poslednom riadku
sme uplatnili (3.6). Pokial posleme n do nekone¢na, tak ziskavame nerovnost

p > F(&, + ¢€), ktord je v priamom spore s (3.7)).

Zltcenim prvého kroku a druhého kroku bude pre dostatoéne malé ¢ nutne
& — € < & a zéroven &, — € < &, + €, teda spolu

gpt Sp-

—_—
t—0+

3. Krok &t — &, = O(t)
Rovnost ukdzeme v dvoch podkrokoch. Najprv ukazeme, ze €, — & < O(t)
a analogicky &,: — &, > O(t).

(i) €pt - £p S O(t)

Vdaka rovnomernej konvergencii h; a spojitosti h plati tiez

ht(ﬁpt — €) m h(ﬁp)v a zdroven ht(fpt) m h(gp)-

To mozeme zapisat nasledovne:
hi(Epr — €) = (&) + 0(1), a zdroven hy(&) = h(&p) + o(1),
z ¢oho plynie
th(§p — €) = th(&p) + o(t), a zéroven th(&y) = th(&,) + o(t). (3.11)

Pomocou Peanovho tvaru zbytku (respektive zapisanim definicie derivacie pomo-
cou symbolu malé o) rozvedieme funkciu F

F(&pr — €) = F(&) + F/<£p) (Ept — € — &) + 0(Ept — € — &), (3.12)

a zaroven

F(gpt) = F(fp) + F/<£p) (gpt - fp) + 0(€pt - 5p)' (3'13)
Postupne dosadime a do

F(&) =p > (F +thy) (e — €) = F(&pr — €) + thy(&pr — €)

F(&) + F/(gp)(fpt — e — &) T o(§pr — € — &p)

+ th(gp) + o(t), (3.14)
¢im ziskame

F(&) > F(&) + F/(gp)(gpt — € — &) +0(§pr — & — &) +th(§p) +o(t).  (3.15)
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Upravime nerovnicu ({3.15)) na

(&t — € = &) (F'(&) + 0(1)) < o(t) — th(&,) = O(1),

pre dostatocne malé t je ¢len F'(&,) + o(1) > 0, preto ho mézeme previest na
druht stranu

(&t — € = &) < 1/(F'(&) +o(1)) - Ot) = O(t).

Vieme, ze €, = o(t), preto

(&t = &) < O(1). (3.16)

(ii) & — & > O(2)
Dosadenim (3.11)) a (3.13]) do (3.5)) ziskame

F(&) =p < (F +th) (&) = F(§pr) + the(&pt)
= F(fp) + F/(fp)(fpt - fp) + 0(§pt - ép)

+th(&,) + oft). (3.17)
Z mame nerovnost
F(&) < F(&) + F'(&) (&t — &) + 0(&p — &) + th(&p) + o(t),
z ktorej po drobnych tpravach dostavame
— (& — &)(F'(&) + o(1)) < o(t) + th(g,) = O(1).

Opiét pre dostatocne malé ¢ mame

—(&pt = &) S 1/(F'(&) +0(1)) - O(t) = O(1).

A teda
— (&t = &) < 0(). (3.18)
Zlucenim tychto dvoch vysledkov a sme ukazali pozadovany vztah
&t — & = O(t) a rovnako (& — e — &) = O(1). (3.19)

4. Krok: Odvodenie ¢%(h)
Vdaka (3.19)) mo6zeme v nerovniciach (3.14) a (3.17)) nahradit o(&, — &) a o(&p —

e — &) za o(t). Jednoduchymi ipravami a pouzitim €, = o(t) ziskame

h(fp) gpt _ gp h(gp)
— 1 — . 3.20
F(e,) +o(1) < ; < (e, +o(1) (3.20)
Pricom prostredny ¢len je z definicie rovny
St — & O(F +thy) — ¢(F)
t t '
O
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Pouzitie na vyberové kvantily

Vetu [9] mozeme takmer okamzite pouzit na vyberové kvantily. Respektive pre
¢(F) =inf{t: F(t) > p}.

Priklad 10. Majme nahodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F', ktora
m4 kladni deriviciu v F~!(p), respektive v p-kvantile pre 0 < p < 1. A nejaky
odhad tejto distribuc¢nej funkcie F,, spliujuci

Vi(F, = F) === Gp, v D[F ' (p) — ¢.F ' (p) + ¢, (3.21)

pre nejaké € > 0 a Gp zna¢i F—Brownov most (vid. Definicie |A.21} [A.23] a |A.24]
v Apendixe). Jednd sa o zovseobecnenu konvergenciu v distribicii podla Defini-
cie B

Pri ndhodnom vybere plati podla Donskerovej vety (vid. Veta pre
empiricki distribu¢nti funkciu a to dokonca na celom D[R], nie len na D[F~!(p)—
6,F1(p) + €].

V znaceni Hadamardovej derivécie (vid. Definicia [5)) a delta vety (vid. Veta
médme splnené predpoklady pre funkciu ¢(H) = inf{t : H(t) > p} =: H (p),
v hodnote § = F, tangentne k Dy (cadlag funkcie spojité v &, = F~(p)), postup-
nost konstant r, = y/n a zobrazenia X,, = F,, : Q,, — Dy, s limitou X = Gp.

Kedze Gr mé spojité trajektorie, teda Specidlne aj v F~'(p), znamend to, Ze
st splnené vsetky predpoklady a plati

G ()
F'(F=H(p))
_ Gl

=~ P
3.22

Vi(E ! (p) = F7(p) — = ¢(Gr) =

kde G znaci standardny Brownov most.
Zobrazenie ¢ : h — F,(F%ll(p))h(F ~1(p)) priraduje funkcii jej konkrétnu hod-
notu F~1(p), a% na ndsobok konstantou. Preto je linedrne, spojité a definované

na celom . Z toho dovodu mame nasledovnu reprezentaciu
VRIS (p) = F'(9)] = 6 (V(Fa — F)) = 0p(1),

po tprave ¢/ ziskame

1
F'(F~(p))
Kedze zobrazenia vo vyrazoch (3.22) a (3.23) st meratelné, tak konvergencie
splyvaju s klasickymi konvergenciami v distribtcii a pravdepodobnosti, preto ne-
musime pisat d* ani op-.

Rovnicu (3.23]) mdézeme prepisat ako asymptoticki reprezentéciu vyberového
kvantilu pomocou nezavislych nahodnych veli¢in

VnlF, (p) — F(p)] + Vi lF(F7'(p) —p] =op(1).  (3.23)

FY(p) = F7'(p) = —Mi éH{XZ- < F7'(p)} —p] +op (L)

(3.24)
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Zapis (3.24]) sa niekedy oznacuje ako Bahadurova reprezentacia. O zvyskovom
¢lene op(1/4/n) sa d& ukazat, ze ma vyssi rdd konvergencie, avSak na to nestaci
delta veta (vid. [Jureckova a kol., [2012} Stvrta kapitola). A

Vysledok pre ndhodny vyber sa da ukéazat aj jednoduchsimi metédami, bez
pouzitia delta vety. Avsak delta veta sa da pouzit v situacii, ked nemame na-
hodny vyber, ale iba odhad distribu¢nej funkcie F' s odvodenym asymptotickym
rozdelenim. To ukdzeme na konkrétnom priklade AR procesu, ktory spliuje

a a-mixing (vid. Definicie a v Apendixe).

Priklad 11. Majme kauzalny AR(d) proces X,, = a1 X,,—1 + -+ + agXpn_a + €n,
kde €, st nezavislé s rovnakym spojitym rozdelenim.

Potom tento proces splnuje [-mixing s exponencialnym radom, respektive
B(n) ——> 0 exponencidlne rychlo (vid. [Fan a Yao, [2003] kapitola 2.6).

Medzi a-mixingom a S-mixingom plati nerovnost 2a(n) < f(n) (vid. Bradley,
2005, strana 109), z ktorej mame exponencialny rad konvergencie aj pre a-mixing.
Potom vdaka zovseobecnenej Donskerovej vete (vid. Veta v Apendixe)

Vn(F, — F) 25 G.

n—oo

Limitny G je centrovany Gaussovsky proces s kovariacnou funkciou

I(s, ') = E g1(s)g1(s') + D E g1(8)gn(s") + D E gn(s)g1(s),

n>2 n>2

kde g,(s) :=1[X,, < s| — F(s) st centrované identifikatory.
Dalej nech distribu¢né funkcia F prislusnd X,, ma kladnt derivaciu v hodnote
F~Y(p), respektive v p-kvantile. Tym st splnené predpoklady Vety |§|, preto

Vi(F () = F7'(p) —= ¢(G).

Po dosadeni ziskavame

Pre asymptotické rozdelenie potrebujeme spocitat rozptyl G(F~1(p)):

var[G(F~'(p)] = T[F~'(p), F~'(p)]
=Eg (F'®) o (F'0) + 2 Eg (F7'(0) 90 (F'(0)) . (3.25)

n>2

Teraz mozeme vyuzit centrovanost g, a upravit na
cov[gr (F7' () .1 (F'(p)) ] +2 3 cov 91 (F7'®) 90 (F7' () ]
=var[I[X; < F7'(p)]] + 23 cov[I[Xy < F~'(p)], I[X,, < F~'(p)]

n>2

:p<1 _p) +Tp7
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kde ¢len r, znadi:

rp =23 [P(X1 < F7'(p), Xx < F7'(p)) —p?] .

k>2

Asymptotické rozdelenie je podobné ako pri ndhodnom vybere (vid. vyraz (3.22))),
ale zavislost sa prejavi v asymptotickom rozptyle v ¢lene 7, respektive

p(l—p)+7“p>

Vn(E, (p) — F~'(p)) — 5N (07 (F'[F—1(p)])2

n—o0

3.2 Medianova absolttna odchylka

Vseobecnejsia aplikacia zovseobecnenej delta vety je vypocet asymptotického
rozdelenia pre medidnovi absolitnu odchylku (z anglického median absolute de-

viation) definovant pre ndhodny vyber X, ..., X, ako
MAD,, = med | X; — med Xj|.
1<i<n 1<j<n

Mobzeme si vs§imnut, ze MAD,, je dvakrat aplikovand kvantilova funkcia. Aby
sme mohli pouzit vysledky odvodené v Kapitole |3.1], potrebujeme pouzif retiaz-
kové pravidlo pre Hadamardovu derivaciu (vid. Veta . Medidnovt absolutnu
odchylku najprv rozlozime na tri zobrazenia

¢ = P3[da(91)], (3.26)
kde prvé je zobrazenie do medianu a identita, teda
61(F) = (F1(1/2), F). (3.27)

Druhé zobrazuje hodnotu 6 a distribu¢nu funkciu F' prislusnii nahodnej veli¢ine
X na distribuéni funkciu G prislusnt ndhodnej veli¢ine | X — 6| (vid. Lemma
v Apendixe), teda

G0, F)=FO+-)—F_(0—-) =G, (3.28)
kde F_(zx) zna¢i limitu zlava v premennej x, respektive 5h%1+F (r —9). A tretie
—
zobrazenie je opat do medianu
65(G) = G1(1/2). (3.20)

Veta 10. Majme distribucnii funkciu F' a konstanty mp, mg spliujice

a sucasne

G(m(;) = F(mp + mg) — F,(mF — mg) = 1/2
Nech funkcia F md kladni deriviciu v mp. Dalej nech je spojito diferencovatelnd
na okoli mp +mg a mp —mg, pricom aspon v jednom z bodov mp +mg a mp —
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meg md kladni derivdciu. Potom zobrazenie ¢ : Dy C D[R] — R definované
v , kde Dy st distribucné funkcie, md Hadamardovu derivdaciu v F' tangentne
k funkciam spojitym v mp a na okoli mp +mg a mg —meg. Derivdcia ¢'=(h) md
tvar
h(mg) F'(mp +mg) — F'(mp —mg)  h(mp 4+ mg) — h(mr — mg)
F'(mg) F'(mp 4+ mg) + F'(mp —mg)  F'(mp+mg)+ F'(mrp —mg)
(3.30)

Dokaz. Vdaka spojitej diferencovatelnosti F' na okoli mpr + mg a mp — mg je
G spojito diferencovatelnd na okoli mg. Taktiez vdaka predpokladu, Zze aspon
v jednom z bodov mpr + mg a mp — mg ma F kladnu derivaciu vyplyva, ze G
ma kladnt derivaciu v mg.

Hadamardovu derivaciu zobrazenia ¢ spocitame pomocou retiazkového pra-
vidla (vid. Veta [7)) pouzitého na zobrazenia ¢1, ¢o a ¢3 definované pred vetou

porade ako (3.27]), (3.28)) a (3.29).

Zobrazenie ¢, (vid. (3.27))
Mame ¢; : D[R] — R x D[R], ktoré ma dve zlozky, ale vdaka zavedeniu normy

v st¢inovom normovanom linedrnom priestore (vid. Priklad [7)) staci, aby sme
spocitali Hadamardovu derivaciu pre kazdu zlozku zvlast. Kedze ' ma kladnu
derivdciu v mp, tak prva zlozka zobrazenia ¢; je podla Vety [0] Hadamardovsky
diferencovatelna tangentne k mnozine vsetkych cadlag funkcii spojitych v mpg.
Druhé zlozka zobrazenia ¢; je identita, ktora je zaroven svoja Hadamardova de-
rivacia, pretoze pre hy o h € D[R]

G12(F +thy) — ¢ro(F)  F+thy—F
t N t T ot

Spolu ziskavame Hadamardovu derivdciu zobrazenia ¢; tangentne k Dy C D[R]
funkcii spojitych v mpg. A to v tvare

6500 = (- ot )

Zobrazenie ¢ (vid. (3.28)))

Z predpokladov je distribu¢na funkcia F' diferencovatelna na okoli bodov mp+mg
a mp — mg, preto zvolme e > 0 spliujtice, ze F' je spojito diferencovatelna na
intervaloch (mg + meg — 26, mp + mg + 2€) a (mp — ma — 26, mp — mg + 2€)
respektive, G je spojito diferencovatelnd na intervale (mg — 2¢, mg + 2¢). Vdaka
tomu moézeme definovat zobrazenie ¢y ako ¢y : R X D[R] — D[m¢g — €, mg + €.

Potom ukazeme, ze ¢, ma Hadamardovu deriviciu v (mp, F') tangentne
k (0, h), kde h je spojitd na intervaloch (mp + mg — 2¢, mp + mg + 2¢€) a (mp —
ma — 26, mp — mg + 2€).

Kedze ¢ mozno zapisat ako rozdiel

¢2(0, H) = H(0+-) — H_(0 —-),

odvodime deriviciu postupne pre oba ¢leny H (0 +-) a H_(6 — -).
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(i) Zobrazenie H (0 + -)
Oznacme ¢o(0, H) = H(0 + -) a ukdzeme, Ze Hadamardova derivicia zobrazenia
¢2 v (mF7 F) je

Zacnime z definicie Hadamardovej derivacie, nech 6, o 0ah, o h v supré-
—0+ —0+

movej norme, potom

Oal(mr, F) + (01, h)] = Gol(mr, F)] _ (F + the)lmp + 16, + ] = Flmp + ]

t t
(3.32)
Po rozpisani pravej strany ((3.32) ziskame
Flmp +1t0, + ] — Flmp + -
mp + 0+ ] = Flmr ]+ht(mp+t6’t+-). (3.33)

t

Ukazeme, zZe oba sc¢itance z konverguju k sc¢itancom z (|3.31]).

Zobrazenie hi(mpg + t0; + -) konverguje rovnomerne k h(mpg + -) pouzitim
Lemmatu[A.§v Apendixe, pre (a,b) = (mg—2¢, mg+2€), [e,d] = [mg—€, mg+el,
a; = t0; na funkcie hy(mpg + -).

Obdobne ukazeme, ze prvy scitanec konverguje k 0F'(mp + -). Predo-
vietkym najdime ¢y také, Ze pre t <ty je [t0;| < e a pracujme dalej len s t < to.
Zvolme pevné = € (mg — %e, mg + %e) pomocou vety o strednej hodnote (vid.
Veta v Apendixe), rozpisme vyraz

Flmpg +t0; + x| — Flmp + x]

t

= 0,F [mp + 7 + &(2)], kde |&(2)] < t6,
(3.34)

(kedze 6, moze byt kladné aj zaporné, tak rovnaké znamienko bude mat prislusné
& (x), v dokaze to ale nie je podstatné). Pravi stranu vyrazu (3.34]) rozsirime na

O F' mp + x4+ & ()] = (0; — O)F'[mp + x + &(2)] + 0F [mp + x + &(x)).

Mame 6, o 0. Kedze |&(x)| < [t6] < 1€ potom pre Iubovolné z € [mg —
—
e, mg+ €| je mp+z+&(x) € [mp+ma — 3¢, mp + me + 3], na tomto intervale

je F’ spojita a predovSetkym obmedzena. Nutne teda

sup (0 — 0)F'[mp + x + & ()]

TE[lmg—¢, mate]

. (3.35)

t—0+

Druhy ¢len vyrazu (3.35) je 0F'[mp + x + &(x)], ktory konverguje rovnomerne

k 0F'[mp+z] pre x € [mg—e, mg+el. A to na zdklade Lemmatu[A.6) v Apendixe,

pre (a,b) = (mg — 3¢, mg + 3¢), [e,d] = [ma — €, ma + €], &(x) = &(x) a a, = 16,
Vysledkom je, ze oba s¢itance v (3.33)) konverguji v suprémovej norme k sc¢i-

tancom vo vyraze (13.31)).

(ii) Zobrazenie H_(0 — -)
Ekvivalentnymi tpravami odvodime, Ze pre zobrazenie

¢2(0, h) = H_(6 — ),
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je Hadamardova derivacia rovna

gé,(mF, m(0,h) =0F (mp — ) + h(mpg — ). (3.36)

Opét rozpisme definiciu Hadamardovej derivacie, nech 6, ﬁ 0 a hy ﬁ h
— —

v suprémovej norme, potom

Go[(mp, F) + (6, he)] — Q;g[(mp, F)  (F+th)_[mp+t0 — ] — F_[mp — ]

t t

(3.37)

Po rozpisani pravej strany ((3.37) ziskame

F,[mp +t9t — ] — F,[mF — ]
t

+ e (mp + 0, — ), (3.38)

kde h;—(z) znadi limitu zlava funkcie h v premennej x. Ukazeme, Ze oba s¢itance
zZ konverguju k sc¢itancom z (|3.36|).

Opét zobrazenie hy_(mp + t0; — -) konverguje rovnomerne k h_(mg — ) po-
uzitim Lemmatu v Apendixe, pre (a,b) = (mg — 2¢, mg + 2¢), [c,d] =
[me — €, mg + €], a; = tO, a hy_(mp — ). Pretoze hy m h zrejme impli-

kuje hy_ oy h_ (rovnomerne). Zobrazenie h(mp — ) je spojité na intervale
—

[ma — €, mg + €] preto h_(mp — ) = h(mp — ) na [mg — €, mg + €.

Prvy scitanec opéf rozpiseme pomocou vety o strednej hodnote. Sta-
novime t, rovnako ako v predoslej casti dokazu, teda pre t < ty je [th] < ie
a uvazujme dalej len t < . Zvolme = € (mg — %e, meg + %e), pre taktuto volbu
x a t su zobrazenia F_ v prvom clene spojité a rovné F. Pouzitim vety
o strednej hodnote (vid. Veta v Apendixe), ziskavame

Flmg +t0; — x] — Flmp — x]
t

= HtF/[mF -+ gt(.f)], kde ‘gt(l’” S t|9t|
(3.39)

Rozsirme vyraz (3.39) na

O, F [mp — x4+ &(x)] = (0 — O)F'Imp — 2 + & ()] + OF [mp — x + &(x)].
(3.40)

Z predpokladov plati 6, o 0. Kedze [&(x)| < [t6;] < e, tak opét pre
ﬁ

Tubovolné = € [mg—¢€, mg+e] je mp—x+&(x) € [mp—mg— %e, mp—mg+ %e],
F” je spojita na uzavretom intervale a preto je obmedzend. To implikuje

sup 0, — ) F'lmp — x + & ()] —— 0.
z€[mag—e, mc-‘re}( ' ) [ 4 t( )] t—=0+

Druhy sc¢itanec vyrazu (3.40) je 0F'[mp — x + &(x)], ktory konverguje rovno-
merne k 0 F'[mp—zx] pre € [mg—¢, mg+e. A to opét na zédklade Lemmatu
v Apendixe, pre (a,b) = (mg—%e, mG—|—%e), [e,d] = [mg—¢€, mg+e], &(x) = &(2)
a Qy = t@t
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Ziskali sme, ze oba s¢itance v (3.38)) konverguji v suprémovej norme k séitan-

com vo vyraze (3.36]).
Spojenim vysledkov (3.31)) a (3.36) ziskavame Hadamardovu deriviciu zobra-

zenia ¢ v tvare
¢I2,(mp, F)(‘ga h) = 9<F/<mF +)— F'(mp — )) + h(mp +-) — h(mp — ),

tangentne k (6, h), kde h je spojitd na intervaloch (mpg 4+ mg — 2€, mp +mg + 2¢)
a (mp —mg — 26, mp — mg + 2€).

Zobrazenie ¢3 (vid. (3.29))

Mame ¢3 : D[mg — €,;m¢ + €] — R. KedZe zobrazenie G ma podla predpokladov
kladna derivaciu v mg, tak z Vety [9] je jeho Hadamardova derivacia rovna
h(mg)
/ h —
¢3,G( ) G/(mg)’

tangentne k zobrazeniam h € D[mg — €,m¢ + €] spojitym v mg.

Retiazkové pravidlo
Tangentnd mnozina Dy C D[R] je podla predpokladov mnozina funkeii spojitych
v mp a na okoli mp + mg a mr — mg. Preto splita predpoklady na tangentnt
mnozinu pre zobrazenie ¢, ktord pozaduje len spojitost v mpg. Mnozina ¢} (IDy)
obsahuje dvojice (A,h), kde # € R a h € IDy. Taktiez spliia predpoklady na tan-
gentni mnozinu ¢,, ktord pozaduje spojitost na okoli mpr + mg a mp — mg.
Nakoniec mnozina ¢4(¢,(IDg)) obsahuje funkcie spojité na okoli mg, teda splia
predpoklady na tangentni mnozinu ¢3. To znamena, ze predpoklady retiazkového
pravidla (vid. Veta[7)) st splnené a jeho pouzitim ziskavame (3.30).

O
Pouzitie vety ukazujeme v nasledujicom priklade pre pripad ndhodného vyberu,
kde mézeme pouzit Donskerovu vetu pre zistenie asymptotického rozdelenia.

Priklad 12. Nech Xi,...,X, je ndhodny vyber s distribu¢nou funkciou F' a me-
didnom my. Dalej zadefinujme X! = X; —mp prei = 1,...,n. Potom X/,...,X/
je ndhodny vyber z rozdelenia s distribuénou funkciou G(z) = F(mp — x) —
F_(mp — z) (vid. Lemma v Apendixe). Podobne ozna¢me medidan tohoto
rozdelenia ako mg.

Od distribucnej funkcie F' pozadujeme, aby mala kladnt derivaciu v mg a aby
bola spojito diferencovatelna na okoli bodov mpg +mg a mg — mg, pricom aspon
v jednom z tychto dvoch bodov ma kladnu derivaciu.

Dalej majme nejaky odhad distribu¢nej funkcie F, splitajici

Vi(F, = F) === Gp, v D[R],

kde Gp zna¢i F'—Brownov most (vid. Definicie |A.21] |A.23] a |A.24] v Apendixe).
Potom na zdklade Vety [10] plati, Ze

Vi(MAD, — MAD) —— ¢/(Gr), v R,
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kde MAD znaéi teoreticky med|X — med(X)| respektive mg. Clen ¢/-(Gr) ma
pomerne komplikovany tvar, konkrétne

G(1/2) F'(mp +mg) — F'(mp — mg)

F'(mp) F'(mp +mg) + F'(mp — meg)

¢p(Gr) =

_ GF(mF—i—mg) —GF(mF—mg) (3 41>
F'(mp +mg) + F'(mp —mg) ’ '

kde G znaci standardny Brownov most ziskany dosadenim

Gr(mp) = Gp(F~1(1/2)) = G(1/2).

Vyraz (3.41) sa podstatne zjednodusi pre rozdelenia symetrické okolo nuly.

V takom pripade je totiz mr = F7'(1/2) = 0, mg = G7'(1/2) = F~(3/4)

a —mg = F1(1/4). Taktiez prvy ¢len (3.41)) Giplne zmizne, pretoze F” je symet-
rickd okolo nuly. Cely vyraz sa upravi nasledovne:

G(3/4) — G(1/4)

2F'(F~(3/4))

¢p(Gr) = — (3.42)

Rozdelenie na pravej strane (3.42)) je centrované a norméalne, musime este spocitat
jeho rozptyl.

G(3/4) — G(1/4)
(‘ 2F/(F-1(3/4))

1 1

) - T (G6 — 60/9)

1 1
T A (FFL3/A))? [var(G(3/4)) + var (G(1/4)) — 2cov(G(3/4).G(1/4)) |
_1 1 3.3 _21] 1 1

A (F[F-Y(3/4)))? [16 167 716) T 16 (F'[F-1(3/4)])2"

Preto asymptotické rozdelenie je

d 1 1
AOAD, = 8AD) o (0.5 i )

Poznamka. Tento vysledok plati za prislusnych predpokladov aj pre zobrazenia
symetrické okolo Tubovolného medidnu. V takom pripade mr = F~1(1/2), mg =
G7Y1/2) = F71(3/4) — F7Y(1/2) a —mg = F71(1/4) — F71(1/2).

JAN

3.3 Interkvartilové rozpatie

Dalsim ¢asto pouzivanym odhadom polohy je interkvartilové rozpétie defino-
vané ako

IQR:=y(F)=F~ (3) = F'(1).

Pre jeho odhad sa pouzivaju vyberové kvantily a jedna sa preto o funkciu empi-
rickej distribu¢nej funkcie IQR,, := ¢(F,).
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Majme splnené podobné predpoklady ako v Priklade [12] Nech Xi,...,X,, je
ndhodny vyber s distribu¢nou funkciou F', ktord ma kladnt derivaciu v bodoch
F71(1/4) a F~1 (3/4).

Pokial rozdelime ¢(F) = 11 (F) — 1o(F), kde o1 (F) = F~' (3/4) a ¢(F) =
F~1(1/4), tak st splnené predpoklady Vety @] pre ¥; a aj pre 1,. Pouzitim linea-
rity derivacie ziskavame, ze

Yi(h) = — h(F'(3/4)) | h(F7'(1/4))
F FI(F-1(3/4)) " F((F-1(1/4))

Ak mame rovnako ako v Priklade [12| odhad distribu¢nej funkcie F,, splnujuci

Vi(F, = F) === Gp, v D[R],

kde Gr znac¢i F'—Brownov most, potom

Gr(3/4) Gr(1/4)

TEELA) T EE )

VAIQR, — IQR) —— /- (Gr) =

Po dosadeni a vypocte asymptotického rozptylu (obdobne ako v Priklade
ziskavame asymptotické rozdelenie
3 1 3 1

16 (P IA/A)R  16 (FF1(3/4)))?

0r(Gr) N[0

2 1 1
16 FY[FY(1/4)] F’[F‘1(3/4)]>'
Pokial sa opat obmedzime na symetrické rozdelenie, tak
F'IF~H(1/4)] = F'[F'(3/4)]
a vyraz sa zjednodusi na

d 1 1
A0, 108) 22 {0 i )

.....

uvedomit, ze M AD,, a IQR,, neodhaduji to isté. V normalnom rozdeleni N (0, o?)
odhaduje M AD,, parameter ®~1(3/4) - o, zatial ¢o IQR,, odhaduje dvakrat vacsi
parameter 2071(3/4)-0, kde ® znaci kvantilovii funkciu normovaného norméalneho
rozdelenia. Teda prislusne znormované verzie maju, za predpokladu normality,
rovnaké asymptotické rozdelenie.

3.4 Stredna hodnota

Teraz ukazeme, ze i ked je zovseobecnena delta veta ¢asto velmi uzitocna, tak
nie vzdy je mozné ju pouzit. Podobne ako pri kvantiloch sa mézeme na strednt
hodnotu, pripadne vyssie momenty, pozerat ako na funkciondal distribuc¢nej funk-
cie, konkrétne

EX:/RJJCZF(I).
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Pokial by néas zaujimali iné momenty, jednoducho by stacilo predefinovat nahodnu
velicinu X' := X

Prislusny odhad na zaklade ndhodného vyberu mozeme definovat ako funkciu
empirickej distribu¢nej funkcie nasledovne

fin = / vdF,(z) = =3 X..
R i=1
Vdaka centralnej limitnej vete (vid. Veta v Apendixe) mame asymptotické
rozdelenie okamzite a nepotrebujeme k tomu pouzivat delta vetu. Ako ukazeme
nizsie, jej pouzitie by ani nebolo také priamociare ako pri vyberovych kvantiloch.
Definujme zobrazenie p : D, — R, kde D, C D[R] je mnozina neklesajtcich
cadlag funkcii ako

u(F) = /[R v dF(z). (3.43)

Zrejme pre empirickd distribuéni funkciu F), plati p(F,) = fiy,.

Pre pouzitie delta vety (vid. Veta [§]) potrebujeme néjst linedrne spojité zob-
razenie, ktoré bude zaroven Hadamardovou derivaciou. Kedze ¢ je samo o sebe
linearne, javi sa ako vhodny kandidat. Problém je, Ze toto zobrazenie nemusi byt
spojité, ¢o ukdzeme v protiprikladoch nizsie.

Priklad 13. Majme X ~ Cauchy a Y, = |X|-I{|X| > n}, potom distribu¢na
funkcia Y,, ma tvar

0, x € (—00,0),
F(z) = { 2arctan(n), = € [0,n),

2 arctan(z), x € [n,00).
Pre podrobné odvodenie vid. Lemma v Apendixe. Zrejme F), — =
I[0,00) v D[R], pretoze

2
sup|F,(x) — F(z)| <1-— - arctan(n) —— 0.

Ale
00 = /R rdF,(x) = p(F,) —/= pn(F) = /[R vdF(z) = 0.
Zobrazenie p preto nie je spojité na D[R]. A

V Priklade [13] mozno namietat, Ze sme uvazovali distribucné funkcie, ktoré
nedavaji konec¢nu strednit hodnotu. Ako ukazeme v nasledujicom priklade, ani
obmedzenie sa na mnozinu D,, C D, funkcii s konecnou strednou hodnotou,
nezarucuje spojitost.

Priklad 14. Majme ndhodnt veli¢inu X ~ Exp(1) a k nej

YV, =X -I{X <nalebo X >e"+n+1}+("+n+1)- I{n < X <e"+n+1}.

34



Jednd sa o exponencidlne rozdelenia, ktoré si cenzurované na intervaloch [n,e™ +
n + 1), hodnotou €™ + n + 1 s prislusnou distribu¢nou funkciou F,, € D[R] defi-
novanou ako

0, € (—00,0),
1 _ —XT
Fy {0, w€ o),
(1—e™), z€ne*+n+1),
(=€), 2l +n+1).
Formalne odvodenie mozno najst v Apendixe ako Lemma Dalej plati

By —— FeDy,

kde FF = (1 —e™™) - [{[0,00)}, z € R je distribu¢na funkcia exponencidlneho
rozdelenia Fxp(1). Konvergencia plati, pretoze

| — F,|| =sup|F(z) — Fp(z)] <1—-(1—-e")=¢"——0.
z€R

n—o0

Taktiez zobrazenie p, definované v (3.43)), zobrazuje F,, do redlnych hodnot

H(F,) = /xdF()

_ / xdF e +n+ 1) . ((1 _ e*(e“+n+1)> . (1 . e*"))
_— zdF ()
= [—e’z(a: + 1)}2 + [—e"’”(x + 1)}:-"-71-5-1

+ (" +n+1)- (e — e (HntD)

—e " n4+ 1) +1—0+e @ L n4141)
+14+n+)e"—e "t —(n+le !

— 924 efe”fl + efenfnfl(n + 1) + ef(e"+n+1)
_ 6—6"—1 _ (7’L + 1)6—6"—71—1

=2+ exp{—€" —n—1}.

To znamena, ze pre kazdé n, F,, € D,,. V kazdom pripade limita p(F;,) nekon-
verguje k p(F'), pretoze

W) —— 241 = p(F).

n—oo

Z toho vyplyva, zZe zobrazenie p nie je spojité ani v pripade, ak sa obmedzime na
D JAN

Ko

Moznosti, ako spocitat obdobu Hadamardovej derivacie a pouzit modifikovanii
funkciondlnu delta vetu na momenty, st uvedené v |Beutner a Zahle| (2010)).
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4. Copule

V poslednej kapitole sa zameriame na asymptotické vlastnosti copuli. V prvej
casti zavedieme potrebné pojmy a ukazeme, ze sa staci zaoberat len rozdeleniami
na [0,1]¢, ktorych margindlne rozdelenia st rovnomerné na [0,1].

Nasledne rozpracovavame dokaz Hadamardovej diferencovatelnosti copuli po-
vodne publikovany v Biicher a Volgushev| (2013). Pridavame podrobnejsi komen-
tar k jednotlivym krokom. Dokaz ukazujeme pre postupnosti so spojitym indexom
h; namiesto h,, (v zmysle poznamky za Definiciou . Niektoré kroky povodného
ddkazu sme prerobili, aby boli priamociarejsie. Taktiez pridavame podrobny popis
krokov, ktoré autori vynechali, respektive sa odkazali na to, ze sa ukazu obdobne.

V tejto kapitole pracujeme len s euklidovskymi priestormi, preto pre prehlad-
nost znac¢ime vektory hrubsim fontom rovnako, ako v prvej kapitole. Kedze v celej
kapitole pracujeme len s parcialnymi derivaciami prvého radu, skratene ich bu-

deme zapisovat ako 0,C(u) := 0C(u)/du,.

4.1 Uvod k copuliam

Vo vyraze (3.2]) sme zaviedli kvantilovii funkciu, ti zovseobecnime pre hra-
ni¢né hodnoty distribuénych funkcii F'(—o0) := 0 a F(c0) := 1 nasledovne

pre u € (0,1],

F_l(u) — u}7
u}, preu=0.

{ inf{x € [~o00,00] : F(x) > (4.1)

sup{z € [—o00,00] : F(x)

Pre ndhodné vektory je zavedeny pojem copulovej funkcie, ktora charakteri-
zuje zavislosti medzi jednotlivymi zlozkami vektoru.

Definicia 11. Majme d-rozmerny ndhodny vektor s distribucnou funkciou F
s prislusnygmi spojitymi margindlnymi distribucnymi funkciami Fy, ... Fy. Potom
zobrazenie

Clu) = F(F M (u), . Fy  (ua)), pre w e [0,1]°,

kde F{*, ... ,Fd_1 st zovSeobecnené inverzné zobrazenia podla (4.1), budeme na-
zyvat copulou prislusnou distribucnej funkcii F.

Skratene budeme zapisovat C(u) = F(F~!(u)), pre u € [0,1]¢, kde
F(w) = (Fy (), o Fi (1a)).
Obdobne ako v predchadzajucich sekciach zadefinujeme zobrazenie
¢(F) =F([F")=C, (4.2)

ktoré distribu¢nej funkcii priraduje copulu. Konkrétne ¢ : D, C D[0,1]? —
£(]0,1]%), kde D, obsahuje len distribu¢né funkcie na [0,1]%. Je to z dovodu, aby
sme mohli spocitat Hadamardovu derivaciu tohoto zobrazenia.

Pre odhadnutie copule sa pouziva empiricka copula zostavena pomocou em-
pirickych distribu¢nych funkcii. Pre X, ..., X, striktne stacionarnu postupnost
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d-rozmernych ndhodnych vektorov s prislusnou copulou C', zostavime empiricka
copulu ako

Co(w) = Fo(Fyi(w),. .. Fyi(ua)), pre w € [0,1)%, (4.3)
kde F}, znaci zdruzent empirickd distribu¢nd funkciu a F,, ... ,Fy, znacia mar-
gindlne empirické distribu¢né funkcie prislusné zlozkam X, ..., X,, definované

podla (2.9).
Predovsetkym nas zaujimaji asymptotické vlastnosti empirickych copuli, kon-
krétne chovanie

Vi (Cu(w) = C(w)) = vn(o(F.)(w) — 6(F)(u)), (4.4)

ako ndhodného procesu pre u € [0,1]¢. Najskor ukdZeme, Ze staci ak budeme
skimat copule nahodnych vektorov, ktorych zlozky maji rovnomerné rozdelenia
na [0,1].

Lemma 11. Nech X1,...,X, je striktne staciondrna postupnost d-rozmernych
ndhodnyjch vektorov s distribucnou funkciou F a prislusnymi spojitymi margindl-
nymi distribucnymi funkciami Fy, ... Fy. K nej zostavme postupnost ndhodnijch
vektorov Uy, ... Uy, kde pre i € {1,...,n}, p € {1,...,d} je U, = F,(X;p) ~
RI[0,1]. Potom je tdto postupnost striktne staciondrna, s distribucnou funkciou C
na [0,1]%, a pokial oznacime

tak C,, definovand v (4.3) spliuje, Ze

Co(u) = Gu (G, (w)), pre w € [0,1]° (4.5)

n

Dokaz.  Postupnost Uy, ..., U, je striktne stacionarna, pretoze na kazdy clen
postupnosti X1, ...,X,, aplikujeme to isté zobrazenie nezavisle na sebe. Najskor
ukazeme, ze ndhodné vektory U;, kde i € {1,...,n} maji distribu¢ni funkciu C
na [0,1]%. Pre u € [0,1]¢ postupne upravme

PU, <u)=PU;1 <uy,...,.Uig <ug) =P(F1(Xi1) <uy,... . Fa(Xia) < ug).
(4.6)

Pokial sa obmedzime len na javy w z mnoziny
Q. = {w € Q: F, je rastica v X,(w), pre kazdé p=1,....d},
tak mozeme dalej upravif na
P(Xin < F{'w), o Xoa < Fyl(ua)) = F(F M (w), - Fy H(ua)) = Clu),

Preto staci, ak ukdzeme, ze doplnkovd mnozina 2y = 2\, mé nulovi pravdepo-
dobnost

37



P(Qy) =P (Ud_l{w € ) : F, je konstantna aspon z jednej strany Xp(w)})

| A

P ({w € Q: F, je konstantna aspon z jednej strany X,(w)})

S0

Prva rovnost je rozpisanie mnoziny {2y, nasledna nerovnost je o-subaditivita a rov-
nost na tretom riadku plynie z toho, ze F, nema skoky, preto moze byt konstantna
len na uzavretych intervaloch s nulovou pravdepodobnostou. Ihned tiez ziskavame,
ze pre kazdé i € {1,...n}, p e {1,....d} je U;, ~ R[0,1], pretoze

P(Uip < u) = P(Fy(Xip) <u) =P(Xi, < F, ' (u)
= F(F, () =u.
Zobrazenie G, (u) je v skutoc¢nosti empiricka distribuéna funkcia postupnosti
Ui, ...,U,. Zvolme u € [0,1]¢ a rozpiSme pravii stranu vyrazu (4.5)):
1 n
Go(G M () = ZMU<G u)]

=1

S [V < Grh (), Uia < Giius)] . (47)

n
1
n

~.
[y

Teraz pouZijeme vlastnosti empirickej kvantilovej funkcie. Napriklad G} je mo-
noténna, zlava spojitd, ma skoky v bodoch 1/n,2/n,... . n/n a nadobuda len
hodnoty Uy 1,Usy, ..., Up. Zistovat, ¢i pre u; € [0,1] je G;}l(ul) > U, 1, je rov-
naké ako zistovat, v ktorom 1/n,2/n,...,n/n ma G,} skok do hodnoty U;;
(od toho bodu dalej je vdaka monoténii uz Gn,l nutne vacsie ako U; ;). Tento
bod je préve pocet Uj; ostro menéich ako U, ; vydeleny poctom n, respektive
(#7 : Ujx < Uip)/n. Kedze G, 1 je zlava spojitd, tak hodnotu U;; nadobtida
az v limite sprava a preto pre hodnoty uy € (0,1] potrebujeme ostri nerovnost.
No kedze v nule je G;}l spojita aj sprava, tak Specidlne pre u; = 0 potrebujeme
neostri nerovnost. Vyraz preto mozeme zapisat ako

12 <[]Z (<0) <UZ (<0)

Z]Il#] Uiz ! < U, ... #] Usd d | < ud]
ni= n n

1 o Fi( X)) < Fi(X; <0
_ 72]1 #J 1( ],1) 1( ,1) (<)u1,

ni= n

< F X <0
AR J‘;) al )(<)ud]. (4.8)

Pre dalsie upravy pouzijeme rovnost javov s.j.
{Xjn < Xin} = {F1(X;1) < Fi(Xin)},

kde D plynie z monoténie F; a C plynie taktiez z monoténie Fj a toho, ze X,
a X, ; nemdzu s nenulovou pravdepodobnostou nadobudat hodnoty z intervalov,
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na ktorych je F' konstantna. To pouzijeme v dalSej iprave spolu s vlastnostami
empirickej kvantilovej funkcie. Ziskavame tpravu (4.8)) na:

1Z X1 < X, (20 2 Xig < X;q (20
Y L TEE TN SR 3 TN
ni= n n

1 B .
== ;11 [Xix < Ff(uw), . Xy < Fyi(ug)]

1 n
= Y I[X < Fw)] = Fo(Fy (W) = Cu(w)

n

-
Il
-

Respektive G, (G, ' (u)) = C, ().

Dalej potrebujeme niekolko dodatoénych podmienok.

Podmienka 1. Pre striktne staciondrnu postupnost (X;)cz
= V(G — C) === B v (([0,1]%),

kde B¢ je tesny centrovany Gaussovsky proces (vid. Definicia v Apendize)
koncentrovany na mnozine

Do = {h € C([0,1]%, h(1,...,1) =0 a h(u) = 0 pokial existuje p a u, = 0},
s kovarianciou
cov (Be(u), Be(v)) =Y cov(I[Uy < ul, I[U; < v)).
i€,
Podmienka 2. Prep € {1,...,d} parcidlna derivicia 0,C(u) existuje a je spojitd
na mnoZine {u € [0,1]%,u, € (0,1)}.

Druhd podmienka znamend, ze nepozadujeme spojitost parcidlnych derivacii
v niektorych hranach d—rozmernej kocky. To je vyhodné, pretoze spojitost na
hranach nie je splnend u vacsiny copulovych modelov (vid. Biicher a Volgushev
(2013), strana 62). Na mnozine {u € [0,1]%,u, € {0,1}} budeme z praktickych
d6vodov definovat parcidlne derivacie ako nulové, respektive d,C'(uw) = 0.

Pomocou zobrazenia ¢, definovaného v (4.2)), moézeme zapisat (4.4]) ako

Vi(Cy — ) = Vi(6(Ga) — 6(C)).

Spoc¢itanim Hadamardovej derivacie ¢, tangentne k Dy definovanom v Podmi-
enke || a pouzitim delta vety (vid. Veta [§) s Podmienkou |I] okamzite ziskame
asymptotické rozdelenie (4.4)):

d*
Asymptotické rozdelenie je centrovany Gaussovsky proces na [0,1]¢, ktory m4

trajektorie ¢ (h)(u), pricom h(wu) pre u € [0,1]¢ st trajektérie procesu Be, ktory
sme predstavili v Podmienke
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4.2 Hadamardova derivacia copuli

Veta 12. Nech je splnend Podmienka 9, potom ¢ je Hadamardovsky diferenco-
vatelné v C' tangentne k Dy definovanej v Podmienke [l Derivdcia je rovnd

do(h)(u) = h(u) — Z: 9,C (u)h(u'?)), pre h € Dy, (4.9)

kde u® = (1,....1up1,...,1) 2naci vektor, kde si vsetky zlozky okrem p-tej
nahradené jednotkou.

Dékaz. Podobne, ako v dékaze pre medidnovi absolitnu odchylku (vid. Sek-
cia [3.2)), rozdelime zobrazenie ¢ na tri zobrazenia ¢ = @3(¢pa2(¢1)), pre ktoré
spoc¢itame Hadamardovu derivaciu zvlast a pouzijeme retiazkové pravidlo. Nech
E C DJ[0,1] zna¢i mnozinu vsSetkych distribu¢nych funkcii F' na [0,1] s F/(0) = 0.
K tomu ozna¢me E~ C £°°([0,1]) obsahujicu vSetky zovseobecnené inverzné zob-
razenia F'~! pre F € E.

Prvé zobrazenie je definované z distribu¢nych funkcii na [0,1]¢ (znacime D)
do Dy, = Dy x E4 ako

¢1(H) - (H7Hlﬂ"'7Hd)7 (41())
kde H, pre p = 1,...,d zna¢i margindlne distribu¢né funkcie, teda H,(u,) =
H(1,...,1u,,1,...,1) je zobrazenie H so vSetkymi premennymi rovnymi jednej

okrem p-tej.
Zobrazenie ¢, prevadza marginalne distribucné funkcie na inverzné zobraze-
nia, teda z Dy, do Dg, = Dy x (E~)? nasledovne

a2(H,Gh,....Ga) = (HGT,... G, (4.11)

Nakoniec, tretie zobrazenie prevedie zovSeobecnené inverzné zobrazenia a dis-
tribuénti funkciu na copulu. Respektive z Dy, do £°([0,1]%), konkrétne

os(H,F, ... Fy) = H(F,, ... ,Fy). (4.12)

Spocitame postupne Hadamardove derivacie.

Zobrazenie ¢; (vid. (4.10)))
Toto zobrazenie je linearne na £°°([0,1]%). Nech H,G € (=([0,1]¢) a ¢;,co € R,
potom
d(c1H 4 c2G) = (1 H 4 coG,(c1H 4 c2G)1, ... (c1H + 2G)a)
- CI(H7H17 B 7Hd) + 02(G7G17 s 7Gd)
== Cl¢(H) + C2¢(G)7

pretoze pre lubovolné p = 1,...,d je zobrazenie do marginaly len dosadenie jed-
notiek az na p-tu premenn:

(1 H + c2G)p(up) = (a1 H + G)(1, ... 1u,1, ... 1)
=cH(,... . Luy,l,....1)+cG(1,... . Lu,l,....1)
= c1H,(up) + c2Gy(u,) pre u, € [0,1].
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Taktiez je toto zobrazenie spojité, pretoze je spojité v kazdej zlozke. Prva zlozka je
identita a ta je spojita trividlne, pre zvysné zlozky zvolme p =1,...,da H, —
H v ¢*°[0,1]%. Potom

HHn,p - HpH = Sup ‘Hn,p(u) - Hp(u)|

u€(0,1]

= sup |H,(1,...,1Lud,....1)—H(1,... 1ul,... 1)

u€(0,1]
< sup |H,(u)— H(u)| —— 0.
u€(0,1]4 n—oo

7 dovodu, zZe je zobrazenie ¢ linedrne a spojité, tak sa nutne rovna svojej
Hadamardovej derivacii, formalne zapisané

gb/l,C(h) = <h7h17 S 7hd)'

Zobrazenie ¢y (vid. (4.11))

Rovnako, ako v dokaze Vety staci spocitat derivaciu pre kazdu zlozku zobra-
zenia zvlast. Prva zlozka je identita, ktora je linearna a spojitda rovnako ako pri
zobrazeni ¢;. Zvysné zlozky zderivujeme zvlast.

Vo Vete [9 sme mali zobrazenie do kvantilovej funkcie v jednom bode. Avsak
teraz potrebujeme zobrazenie do celej kvantilovej funkcie v U € E, kde U(u) =
u, u € [0,1], pretoZze margindlne rozdelenia prislusné copuli C' st R[0,1] (vid.
Lemma . Oznacme dalej zobrazenie A : E — E~ definované ako A(F) = F~ 1.
Toto zobrazenie ma Hadamardovu derivaciu v U tangentne k mnozine

Ey = {g € C[0.1].9(0) = g(1) = 0} (4.13)

rovnd Ay (g) = —g.

To ukézeme z definicie Hadamardovej derivacie. Nech g; € £°°(]0,1]) spliujice
9t o 9 € Ey, a U +tg, € E. Musime ukézat, ze

%

AU +tg) —AU)
up | MO0y )
u€e(0,1]
tge) " (u) —
D [T MmN (4.14)
u€(0,1] t t—=0+

Postupne rozoberieme dva mozné pripady. Najprv u = 0 a nésledne u € (0,1].

(i) Pripad u =0
Pre tento ucel ukazme, ze

Ayi= (U +1g)7'(0) = sup {u € [0,1],u+tg(u) = 0} =oft),  (4.15)

u€(0,1]
potom totiz

(U +tg;)~1(0) — 0
t

+wmﬂ=0?

t—0+
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Kedze U + tg; € E a pre kazdé F € E je F(0) = 0, tak A, > 0. Pokial
existuje ¢y také, ze pre kazdé t < ty je A, = 0, tak zrejme plati, preto
predpokladajme, Ze tomu tak nie je. A; je definované ako suprémum cez neprazdnu
mnozinu, zvolme z tejto mnoziny z; € [A;/2, Ay] splnujice z; + tg(z;) = 0,
to mozeme vdaka definicii A; a vlastnosti supréma. Takto volené z; splnuju,
ze gi(xy) = —xy/t. Kedze ¢, oo 9 rovnomerne a g je obmedzend, tak pre
dostatocne malé t < ty st aj g; rovnomerne obmedzené konstantou nezavislou na
t a z toho plynie, ze x; = O(t) = o(1). Spolu s rovnomernou konvergenciou g
a spojitostou ¢ ziskavame:

— = 90(®e) = lge(we) — g(@e)] + g(@) > 0+ 9(0) =0,

teda z; = o(t). A kedze 0 < Ay < 2z, = o(t), tak aj A, = o(t).

(ii) Pripad u € (0,1]

Kedze (U +tg:)(0) = 0, tak distribu¢né funkcia U + tg; nemdze mat skok v nule.
Z toho vyplyva, zZe kvantilova funkcia (U + tg;)~*
nuly. Konkrétne mozu nastat len dve situacie

nie je nulova na pravom okoli

1. U + tg; je rastica na pravom okoli nuly.
Potom aj (U + tg;)™! je rastica a pre u > 0 je (U + tg;) "' (u) > 0.

2. U + tg; je konstantna na pravom okoli nuly.
Potom pre u > 0 je

(U+tg) ™" (u) > (U+tge) " (0) = sup{z € [~00,00] : (U+tge)(x) = 0} > 0.

V kazdom pripade, pre kazdé u € (0,1] plati &(u) = (U + tge)"*(u) € (0,1].
Volbou €;(u) = min{t?, &(u)} je e:(u) > 0 a ziskavame

(U +tg:)(&(u) — e(u)) <u < (U +tg)(&(u)) pre u € (0,1], (4.16)

kde minimum zarucuje, ze lava strana nerovnosti (4.16)) je definovana.
Rozpiseme a upravime (4.16)), dosadenim za identitu U ziskame

§i(u) = er(u) + 191 (& (u) — € (w)) <u < &(u) +1g:(&i(w)),

dalej jednoduchymi tpravami

—tgi(&(u) < &(u) —u < e (u) = 1g:i(&(u) — € (u))

a dodatonym odhadom €, (u) < ¢? ziskame

—tgr(&(u)) < &(u) —u < —tgi(€e(u) — er(u)) +¢*. (4.17)
Kedze g, o, 9 rovnomerne a g je obmedzend, tak pre dostatocéne malé t <t
—

si g; rovnomerne obmedzené. Preto dolny aj horny odhad v (4.17)) konverguje
k nule a teda & (u) T U rovnomerne v u € (0,1]. Po vydeleni (4.17)) hodnotou

t, ziskame

&i(u) —u

—ge(&(u)) < ;

< —gi(&(u) —e(u)) + 1. (4.18)
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Potrebujeme este ukazat, ze prava aj lava strana vyrazu (4.18) konverguje rov-
nomerne k g(u). Z rovnomernej konvergencie g; a spojitosti g plati bodovo

9:(&(w)) = [9:(&(w)) = g(&(W))] + 9(&i(w)) =57 0+ g(u) = g(u)  (4.19)

a zarovei

9i(&e(u) — () = [g:(&e(u) — e (u)) — g(&(u) — er(u))]

+9(&(u) —€(u)) == 0+ g(u) = g(u). (4.20)

Prvé ¢leny v a konverguju k nule rovnomerne, zostava ukazaf, ze
aj Cleny g(&(u)) a g(&(u) — €(u)) konverguju k g(u) rovnomerne. Kedze g je
spojitd na uzavretom intervale, tak je nutne aj rovnomerne spojitd, zvolme ¢ > 0,
k nemu existuje z rovnomernej spojitosti 6 > 0. Kedze & (u) m % Tovnomerne

a €;(u) < t?, tak modzeme néjst t; také, ze pre t < t; je
|&(u) —ul < § a zéroven |§(u) — €;:(u) — u| < § rovnomerne v u.
Vdaka rovnomernej spojitosti plati

lg(&(u)) — g(u)| < € a zdroven |g(&(u) — €(u)) — g(u)| < € rovnomerne v u,

preto (4.19) a (4.20) platia rovnomerne v u € (0,1]. Spojenim (4.18)), (4.19)
a (4.20) dostavame, ze

§e(u) —u
; P —g(u) rovnomerne pre u € (0,1].
Tym sme ziskali (4.14]), ktoré znamena, Ze ¢, je Hadamardovsky diferencovatelné
v (CU,...,U) tangentne k Dy x E¢ s derivaciou
O e,y (gi, - ,94) = (b, — g1, .., — ga)-

Zobrazenie ¢3 (vid. (4.12))

Kedze U~ = U, tak nakoniec ukdzeme, ze ¢5 je Hadamardovsky diferencovatelna
v ¢o(C\U, ..., U) = (C,U,...,U), tangentne k Dy x E¢ s deriviciou

D5, (I fis o fa) () Z@ C(u) f,(uy).

Majme (h¢, fi1,-- - fra) € (€°[0,1]%) x (£°]0,1])? také, ze
(htaft,la-"aftd) ( 7f1a'-'>fd)€]D0><Eg

v suprémovej norme a splitujice (C + th,U +tf;1,...,U +tfiq) € Dy x (E7)<.
Rozdelme definiciu limity v Hadamardovej derivacii na dva cCleny

63(C + thaU + tfors . thra) — ds(CU, ... U)
t
_ (C+th)(U +tfen,. .. U+tfra) =
t

C
- Ltl + Lt27 (421)
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kde prvy ¢len je

O tfon, U+ tfrg) —

a druhy clen je

Ly =h(U+tfiq,....,U+tfra).
Rozpisme najprv druhy ¢len:

Lo = [he(U + tfea,...,U+tfra) — h(U +tfia, ... tfra)
+h(U+tfia,....,U+tfra)

Kedze h; or h rovnomerne, tak
-0+

[he(U +tfea,... .U+ tfra) — (U +tfia, ... tfra)] — P — 0 (4.22)
tiez rovnomerne. Zostava h(U +tf,1,...,U+1f;q4), o ktorom ukazeme, ze konver-
guje rovnomerne k h. KedZe h je spojitd na uzavretom intervale [0,1]¢ je nutne
aj rovnomerne spojitd na [0,1]¢. Zvolme ¢ > 0 a z rovnomernej spojitosti na-
jdime 6 > 0. Vdaka tomu, Ze f;, W fp rovnomerne pre p = 1,....d a f,

—

st obmedzené, tak existuje ty také, Ze pre t < ¢y st f;, rovhomerne obmedzené
a |tfip(up)| < 8/v/d pre kazdé u, € [0,1], p=1,...,d. Potom

|G+ tfia(wn), g+ tfra(ua))” = (us, - ua)”| =

a z rovnomernej spojitosti ziskavame, ze
|h(uy + tfin(ur), ... suq +tfia(uqg)) — h(u)| < € rovnomerne v u € [0,1]%,

respektive h(U +tfy1,... .U +tfiq) Sor h. Spolu s (4.22) nutne Ly 10+ h

rovnomerne na [0,1]%.

Prvy ¢len Ly rozpiSseme najprv pre w € (0,1)¢ pomocou viacrozmernej vety
o strednej hodnote (vid. Veta v Apendixe).

Cluy +tfia(ur), ... ug+ tfra(ug)) — C(u)

Lﬂ(u) = ;
_ VO (z(w)) - t(fei(ur),. .. fralua))
t
d
= z_: 9,0 (z(w)) frp(uy) Z 0,0 (w) f p(up) + 7 (w), (4.23)

kde r(u) = Y0, [0,C(z:(w)) — 0,C(w)] frp(up) a 2z (u) € [0,1] lezf na tsecke
medzi w a (uy +tfi1(ur), ... ug+tfea(uq)).
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Ukazeme, Ze hlavny ¢len (4.23) konverguje rovnomerne k >2%_, 0,C () f,(u,).
Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti na normy, obmedzenosti copule hodnotou 1

a rovnomernou konvergenciou f;, m fp, 0 =1,....d ziskavame
d d
sup > 0,C () firp(uy) Z w) fp(up)
ue(0,1)¢ |p=1 p=1
d
= sup |3 0,C(w)(fuplup) — foluy))
ue(0,1)4 |p=1
d
<Y swp [0,0(w) (fip(u) = fo(w)]
p=1u€(0,1)¢
d
< —
> ;ues(%g)d | fep(up) — fplup)] 0t 0.

Musime este ukazat, Ze zbytkovy ¢len r,(u) o 0 rovnomerne. To je trochu
—
technickejsie, pretoze 0,C' nemusia byt spojité v krajnych bodoch w, € {0,1}.
Kedze f,, p = 1,...,d st obmedzené a f;, ﬁ fp rovnomerne, tak najdime
—
ty také, Ze pre t < ty si fi, rovhomerne obmedzené kladnou konstantou K,
respektive

sup | fip(uy)| < K. (4.24)

pe{l,....d}

u€l0,1]¢
Dalej pracujme len s t < t;. Zvolme € > 0, zo spojitosti fp, p=1,....d na
uzavretom intervale plynie rovnomernd spojitost a preto existuje § > 0 také, ze
pre kazdé z,y € [0,1] spliujice |z —y| < 0 je |f,(x) — fo(y)| < €/4 pre kazdé
p = 1,...,d. Teraz uz pracujme s pevnym p a volme y = 0 a y = 1, pretoze
z predpokladov na mnozinu Ej je f,(0) = f,(1) = 0, tak mame, ze pre x € [0,1]
spliiujtice |z| < 0, alebo |z — 1] < § je |f,(x)| < €/4. A preto pre u, € [0,1]

spliujtce u, < 9, alebo u, > 1—9 je

| fo(up)| < €/4. (4.25)
Z rovnomernej konvergencie f;, m) fp ndjdime t; , <ty také, Ze pre t <1y, je
[fep — foll <e€/4. (4.26)

Spojenim (4.25) a (4.26) ziskavame, ze pre t < t1, a u, < d, alebo u, > 1 —9 je
| fep(up)| = | frp(up) = fo(up) + fplup)|
€

< ’ft,p(up> - fp(up)| + ’fp(up)‘ < i + i = 5

Z toho vyplyva, ze p-ty s¢itanec zvyskového ¢lenu r;(u) je obmedzeny e-nom pre
u, < 0, alebo u, > 1 — 4, pretoze pouzitim obmedzenost parcidlnej derivacie
copule jednotkou (vid. Lemma v Apendixe) méme:
|10,C (20(w)) = 3,C(w)] fup(wy)| < [0,C(2e(w)) frp(uy)] +[3pC () frp(uy)|
< ‘ft,p Up ‘ ‘ft,pwp)‘
€ €

2727 °

IN
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Tento odhad plati pre 0 < u, < 4§, alebo 1 > u, > 1 — ¢, nezavisle na zvysnych
hodnotéch u, € (0,1), ¢ # p.

Aby sme ale ziskali rovnomernti konvergenciu, musime este ukazat, Zze pre
dostatoéne malé t je p-ty sCitanec mensi ako € aj pre hodnoty u, € [0,1 — ¢].

Kedze 0,C je spojita na uzavretej mnozine M, := [0,1]%\{u, < §/2 alebo u, >
1—4§/2}, tak je nutne aj rovnomerne spojita. Pre € > 0 volené vyssie najdime z rov-
nomernej spojitosti oy, > 0 také, ze pre kazdé x,y € M, splnujice ||z — y|| < 01,
je 10,C() — 9,C(y)] < ¢/K.

Néjdime t,,, < t1, také, Ze pre kazdé t < ty,, u € (0,1)¢ je

[tfip(uy)| < 6/2, azéroven |u — z(u)|| < d1,, (4.27)

to mozeme vdaka (4.24]) a definicie z;(u). Vdaka tymto volbdm pre u € (0,1)¢
splnujice u, € [0,1 — 0] a t <ty je

)
[up — 2o p(w)| < fup — [up + fip(up)l| = [Efip(up)| < 9

Inak vyjadrené, z ,(u) nemdze byt od w, dalej nez o §/2 a preto z;(u) € M,
(to je dovod, preco sme volili M, o trochu vicsiu, aby sme zarucili, ze sa don
dostaneme so z;,(u) nezavisle na volbe u).

Nésledne pre volbu & = u € (0,1)? s u, € [§,1 — ] a y = z/(u) je zrejme
u € M, a prave sme ukézali, ze aj z;(u) € M,. Taktiez vdaka plati, Ze

lu = zi(u)]| < d1p,
¢im s splnené podmienky rovnomernej spojitosti, takze
10,C'(u) — 0,C(ze(u))| < ¢/ K.
Preto p-ty s¢itanec zvyskového ¢lenu ry(u), kde u € (0,1)¢ a u, € [3,1 — 4]
splnuje

0,0 (=i(w) = 0,C (W) fip(uy)| < K9, (z:(w) = 9,C(w)] < K = €.

Tento odhad mozeme odvodit pre kazdy clen p = 1, ... ,d zvlast. Nakoniec zvolme
t3 = min{ts,, p=1,...,d}, potom pre t < t3 je

GS(léIi)d [re(w)] = :(%Ii)d Zl [8pC<Zt(u)) - GPC(’UJ)] ft,p(up)
<3 sup |9,0(z(w) = G0w)) f(uy)]
< zl{ sup |10, (21(w) — 8,C(w) fup(uy)

up€(0,6)U(1—-46,1)

+sup[19,C((w) = 9,C(w) froluy)|
u€(0,1)4
up€[d,1-4]
d
< Z{e—l—e} = 2de.
p=1

46



Tym sme ukézali rovnomernii konvergenciu Ly na (0,1)%. Ostava oSetrit hra-
ni¢né pripady, pokial sa niektora zlozka rovna 0 alebo 1. Tych je konecne vela,
preto to nenarusi rovnomerni konvergenciu L;;. Najprv sa zamerajme na hornt
hranicu 1.

Zavedme znacenie pre hodnoty na hornej hranici na urcenie, ktoré zlozky
st rovné jednej. Nech u = ug,, ) € [0,1]% kde u, = 1 pre p € {p1,...,n}
a existuje aspon jedno u, € (0,1) pre q ¢ {p1,....m}. Clen Ly (u) este rozlozme
na dva sc¢itance

Ly (u) = Clur +tfia(ur), ... ug+tfra(ua)) — C(u)

. = Ly (w) + L7 (u),
kde

1) = G+ tfia(w), - - ua + toa(ua)) o)) = €ty m)
t1 (’LL) n )

I ) =[O+ ) e+ 2ol

— C((ur +tfea(wa), - ua + tfea(ua)) oo |-

V podstate sme len pricitali a od¢itali copulu C' v hodnote (uy +tf;1(uy),. .. ug+
tfia(uq)) ale na poziciach py, . .. ,p; si dosadené jednotky. Tym sme ziskali copulu
Co(v) (vid. LemmalA.10]v Apendixe) s v € (0,1)%! a zlozky v odpovedaji porade
zlozkdm w roznym od 1. Vsetky predpoklady na zlozky v zostavaji nezmenené
a preto plati pre Lg) rovnaky vysledok ako pre L;; s d — [ zlozkami namiesto
d zloziek. Respektive mozeme pouzit nasledujiice upravy, kde podrobnejsi popis
kazdého kroku je pod vyrazom:
d—1

Ly (u >—>Za Co(v) f,(vy)

= Z 9,C () fo(ug)

q¢{p1, DU}
= Za C(u fp up)

V prvej rovnosti sme vyuzili toho, ze parcialne derivacie copule Cy a C' podla
prislusnych zloziek ¢ ¢ {p1,...,p} sa rovnaji:

CO(Ul, - Up + t, ce ,Ud_l) - CO('U)

0,Co(v) = lim

t—0 t
_ %E%O(Uh U —l—t;...,ud) — C(u) —0,0(u),

pretoze u ma na prislusnych poziciach jednotky. A v poslednej rovnosti sme do
sumy pridali aj ¢leny w, : p € {p1,...,»}, pretoze f, € Ey a to znamena, ze

f(up) = f(1) = 0.
Clen Lg) (u) mdzeme odhadnit zhora pomocou Lemmatu z Apendixu.

|L(2)( )| < Zpe{])h---@l} (1 + tft,p(l)) —1]

B t
= Y el X 1RM)I=0,

pe{p1,....01} pe{p1,....p1}
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nezavisle na volbe w. V dosadeni sme pouzili to, ze vSetky zlozky az na py,....,p
si rovnaké v oboch sc¢itancoch Lg)(u). Rozdielne zlozky na poziciach py,...,p
st rovné 1 +¢f;,(1) v prvom séitanci a 1 v druhom.

Tym sme ziskali, Ze Ly konverguje rovnomerne k ¢, 8,C(u) f,(u,) aj pre u,
ktoré ma najviac d—1 zloziek rovnych 1 a zvysné lezia v (0,1). Teraz sa zameriame
na pripad, ak je aspon jedna zlozka vektoru w rovna nule.

Majme u Tubovolné, ktorého p-ta zlozka je rovna nule, potom postupne upra-
vujme

Cluy +tfia(ur), ... oup +tfip(uy), .. ug + tfralua)) — C(u) .

Latw)l = t

(4.28)

Dalej vyuzijeme skutocnost, Ze ak je niektord zlozka copule rovna nule, tak je
celd copula nulova. Upravime (4.28) na

|C(U1 +tfia(ur), ... ,0+1tfi,(0), .. ug +tfra(ua)) ‘
t

Cluy +tfia(ur), ... .0 +tfip(0), ... uq + tfra(uq))
t

CCluy +tfia(w), .. 0, ug+ tft,d(ud))‘

t

Nésledne pouzijeme odhad z Lemmatu z Apendixu, a rovnomernti konver-
genciu fi

1O _ o)) —— 15,0 = 0.

t o t—0+

Podla Lemmatu z Apendixu je pre ¢ # p nutne 9,C(u) =0 a 9,C(u) =0
z predpokladov vety. Vzdy -7, 9,C(u) f,(u,) = 0 a preto

<

d
Ly (u) o > 8,C(u) fy(u,) rovnomerne.

Ostéva posledny pripad pokial u = (1,...,1). Odhadneme ¢len Ly (u) pouZi-
tim Lemmatu z Apendixu a nasledne pouzijeme rovnomernt konvergenciu

ftp:

C(L+tfia(1),... 1+ tfia(l)) —C(1,... 1)
t

| L (w)] =

il (1) 1
- t

d d
= ; | fro(W)] —— S| £,(1)] =0.

t—0+ =1
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Rovnako Zgzl 0,C(u) fp(u,) = 0, pretoze v kazdom ¢lene sumy je f,(1) = 0.
Teda opét

d
Ly (u) o > 8,C(u) fy(u,) rovnomerne.

Tym sme osetrili vietky mozmosti u € [0,1]¢, tychto moznosti je konecne vela
a spolu s vysledkom pre L (u) mdzeme upravit (4.21)) na

d
Ly (u) + Lip(u) o h(uw) + > 3,C(u) fy(up) rovnomerne pre u € [0,1]%.
— =1

Retiazkové pravidlo
Mnozina Dy obsahuje funkcie spojité na [0,1]¢, ktoré st rovné nule pokial st vietky
dosadené hodnoty rovné jednej, alebo pokial je aspon jedna dosadena hodnota
rovna nule. Hadamardova derivacia zobrazenia ¢; nemd ziadne predpoklady na
tangentni mnozinu, preto s trividlne splnené.

Mnozina ¢} (D) obsahuje prvky (H,Hy,...,Hy), kde H € Dy a H,(u,) =
H(1,....1u,1,...,1) st ziskané z funkcie H dosadenim jednotiek do vsSetkych
zloziek okrem p-tej. Tieto zobrazenia s spojité a plati, ze H,(1) = H,(0) =0

pre p =1,....d, tym spliuje poziadavky na tangentnii mnozinu Fy zobrazenia ¢
stanovenych v (4.13)).
Mnozina ¢4(¢} (D)) obsahuje prvky (H,— H,...,— Hy), kde H € Dy a —H,

st spojité a spliuji —H,(1) = —H,(0) = 0, tym si splnené poziadavky aj na
tangentn mnozinu zobrazenia ¢s vid. zacCiatok sekcie dokazu, kde sa derivuje
.

Je dobré povsimnut si, ze mnoziny ¢} (D) a ¢4(¢) (D)) st ostré podmnoziny
tangentnych mnozin pozadovanych v derivaciach ¢y a ¢3. Napriklad ¢} (Dg) €
Dy x (Eo)¢,pretoze v ¢y (Dy) st prvky (H,Hy,...,H), kde dosadené funkcie od-
povedaji prvej funkcii. Zatial ¢o v Dy x (Ep)? st prvky (H,Gy,...,Gq), kde G,
nemusia maf nijaky vztah s H. To ale nie je ziaden problém, pretoze Hadamar-
dova derivacia pozaduje, aby platila limita pre vSetky prvky z tangentnej
mnoziny. V takom pripade platia aj pre lubovolni jej podmnozinu. M6zeme preto
pouzit retiazkové pravidlo a ziskavame (4.9)).

O
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Zaver

V tejto préaci sme sa zaoberali zovSseobecnenim klasickej vektorovej delta vety
na pripad existencie totalneho diferencidlu bez spojitych parcialnych derivacii.
Treba podotknit, ze situacie, kedy existuje totalny diferencial, ale neexistuju
spojité parcialne derivacie, zatial nemaju velké uplatnenie v praxi. Rovnako sme
sa zaoberali situaciou nulovych parcialnych derivéacii do urc¢itého radu, pricom sme
uviedli aj konkrétny priklad uplatnenia. Pri porovnavani Hadamardovej a Fréche-
tovej derivacie sme formulovali a dokazali vetu, ktord ukazuje kedy a za akych
podmienok su prislusné derivacie ekvivalentné. K tomu sme zostrojili priklad situ-
acie, kde su predpoklady porusené. Hadamardovu derivaciu sme tspesne pouzili
v delta vete aplikovanej na vyberové kvantily a medianovt absolitnu odchylku.
Oproti predlohe z literatiry sme podrobnejsie rozpracovali jednotlivé kroky do-
kazov s pripadnymi zmenami. Okrem prikladov z literatiry sme pouzili funkcio-
nalnu delta vetu na interkvartilové rozpétie a vyberové kvantily v pripade AR(d)
procesu. Pri snahe pouzit funkcionalnu delta vetu na odhady momentov sme sa
stretli s problémom, ze prislusny funkcional nemusi byt spojity. To sme ukazali
na dvoch prikladoch.

V poslednej kapitole sme sa zamerali na pouzitie Hadamardovej derivacie vo
funkcionalnej delta vete pre copule. Odvodenie a dokaz povodne publikovali Bii-
cher a Volgushev| (2013)). V préaci sme podrobne rozpisali kazdy krok odvode-
nia, pricom niektoré sme upravili a nahradili alternativami. Do budtcna by bolo
mozné pracu rozsirit o dalsie uzitoéné odhady, pripadne sa zaoberat modifikaciou
Hadamardovej derivacie pre pouzitie na momenty.
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A. Pomocné vety a tvrdenia

Lemma A.1. Nech r (T, — p) = Op(1), pre 0 < 1, — 00, kde T, sii k-

rozmerné nahodné vektory a pu € R¥. Potom pre Ym > 0

T — ™ = Op(1).

Doékaz. Tvrdenie plynie priamo z definicie Op, zvolme € > 0 lubovolne, najdime
K < oo tak, aby

sup P (r,, |T;, — p]| > K) <€,

neN

potom staci zvolit K/ = K™ a plati

sup P ([|ry" | T — ™[ > K™) = sup P (r,, [| T, — pl| > K) <.
neN neN
O

Lemma A.2. Nechr,(T,—p) = Op(1), respektive T,,—p = Op(1/1,), pre 0 <
T'n —— 00, kde T;, st k-rozmerné ndhodné vektory a pu € R¥. Potom plati, Ze

T, — p.

n—oo

Dokaz. 7 konvergencie po zlozkach plynie konvergencia celého vektoru. Preto
staci, ak ukazeme, ze kazda zlozka vektoru T, konverguje v pravdepodobnosti
k prislusnej zlozke vektoru p.
Z definicie Op, pokial je cely vektor Op(1), potom je kazda jeho zlozka Op(1).
Zvolme j € {1,...,k}, potom

rn(Thg — 1) = Op(1).

Dalej zvolme deterministicki postupnost Y;, = 1/r,. T4 je zrejme o(1) a zaroven
op(1). Pouzitim aritmetiky pre op a Op (pozri Lemma [A.14] bod (ii)) ziskame,
ze

Y, - rn(Thj — pj) = op(1) - Op(1) = op(1).

Po dosadeni Y,, = 1/r, ziskavame

Thj = pj = op(1).
0

Lemma A.3. Nech X je nahodnd velicina s distribucnou funkciou Fx a 0 je
konstanta. Potom ndhodnd velicina Y = |X — 0| md distribucni funkciu

Fy(y) = Fx(0+y) — Fx_(0 —y), pre y € RT,

kde Fx_(z) znaci limitu zlava v premennej x.
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Doékaz. Jedna sa o priame rozpisanie definicie pre y > 0:

Fy(y) =P(Y <y) =P(|X - 0] <y)
=P(—y<X-0<y)=Pl-y<X<0+y)
=Fx(0+y)— Fx_(0 —y).

Lemma A.4. Nech X ~ Cauchy s hustotou:
1
f(l') - 7T(1 +ZE2)'
Dalej nech n € N, potom Y = |X|-T{|X| > n} md distribucni funkciu v tvare

) Yy e (—O0,0),

0
Fy(y) = { 2arctan(n), y € [0,n),

2

2a

Zarctan(y), y € [n,00).

Dokaz. Distribucna funkcia Cauchyho rozdelenia je

1 1
Fx(z) = - arctan(z) + 5y Prez € R.

Odvodme najprv distribu¢nt funkciu pre Z = | X|. Mézeme pouzit Lemma
s 0 = 0, spolu so spojitostou a neparnostou Fx ziskavame pre z > 0:
Fz(Z) = Fx<2) — FX_(—Z)
1 2

Larctan(z) + & — L arctan(—2) an(2)
—= — arctanl\z — — —arctan{—z) — — = — arctant( z).
T 2 T 2 T

Nakoniec odvodime distribu¢ni funkciu Y = |X| - I{|X| >n} = Z - I{Z > n}.
Pre y <0 je

Fy(y) =P(Y <y < 0)=P(IX| - I{|X| >n} <y <0)=0.

Pre y € [0,n) je

Pre y € [n,00) je

F(y) =PY <y)=PZ - 1{Z>n}<y)=P(Z<y) = iarctan(y).
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Lemma A.5. Nech X ~ FExp(1l) an € N, potom
Y=X I{X <nalebo X >e"+n+1}+("+n+1) - I{n< X <e"+n+1}

ma distribucni funkciu v tvare

0, y € (=00,0),

Fy(y) = (1—eY), yelln),
(1—e™), yene +n+1),
(1—eY), yele"+n+1,00).

Dékaz. Distribuéna funkcia X ~ Exp(1l) je (1 — e ®)[{z > 0}, pre z € R.
Prejdeme jednotlivo vsetky pripady.
Pre y <0 je

Fr(y) =P(Y <y<0)=P(X <y<0)=0.
Pre y € [0,n) je
Fy(y) =P(X <y)=(1-e).
Pre y € [n,e" +n+1) je
Fy(y) =P(X <n)=(1-¢").

Pre y € [e" +n + 1,00) je

Pomocné tvrdenia o rovnomernej konvergencii

Lemma A.6. Nech h : R — R je funkcia spojitd na intervale (a,b). Dalej nech
[e,d] C (ab), a pre x € (a,b) existuje &(x) a a or 0 v R pricom [&(z)| <
la;|. Potom plati h(&(z) + x) o h(z) rovnomerne pre x € |[c,d], respektive

v suprémovej norme.

Dékaz. Zvolme 0y > 0 spliujice [¢ — do,d + do] C (a,b). Vdaka spojitosti je h
rovnomerne spojitd na [c — dg,d + do], pripadne, pre kazdé e > 0 existuje 6 > 0
splnujuce
sup |h(y + x) — h(x)| < e. (A.1)
Z’E[C—éo,d-ﬁ-(sd

x+y€c—do,d+d0]
ly[<d

o4



Néjdime ¢, také, Ze pre kazdé t < to je |a;] < & a zdroven |a;| < Jp. Tym
zabezpecime, ze pre x € [c,d] a y = &(z) je x4y € [c— do,d+ o] a |y| < |a¢| < 6.
Potom (|A.1]) m6zeme prepisat na

sup |h(&(x) +x) — h(z)| < e.

z€[e,d]

OJ

Lemma A.7. Nech h : R — R je funkcia spojitd na intervale (a,b). Dalej nech
[e,d] C (a,h), a a; oy 0 v R. Potom plati h(a; + -) Tor h(-) rovnomerne na
— —

[e,d], respektive v suprémovej norme.

Dokaz. Lemma je Specidlny pripad Lemmatu pre &(z) = ay.
O

Lemma A.8. Nech h: R — R je funkcia spojitd na intervale (a,b). A hy o
N

h rovnomerne na R. Dalej nech [c,d] C (a.b), a a; o 0 v R. Potom plati

he(a; + +) o h(-) rovnomerne na [c,d], respektive v suprémovej norme.
—

Dokaz. Rozpisme
ht(at + ) = ht(at + ) - h(at + ) + h(at + )

Kedze h; W h rovnomerne, tak prvé dva c¢leny
—

[he(as + ) — h(ar + )] pendU

rovnomerne pre x € R. Posledny ¢len konverguje rovnomerne na [c,d] vdaka Lem-

matu
[l

Pomocné tvrdenia o copuliach

Nasledujice Lemma ukazuje obmedzenost parcidlnych derivacii copuli. Jeho
dokaz mozno najst v Nelsen| (2007) na strane 13.

Lemma A.9. Nech C je copula na [0,1]¢ a existuje parcidlna derivdcia podla
p-tej premennej 9,C(u) na (0,1)¢. Potom tdto parcidlna derivicia leZi v [0,1],
respektive

9,C(u) € [0,1] pre u € (0,1)%.

Dalej ukazeme niekolko technickych tvrdeni o copuliach, ktoré si uzitocné
v ddkazoch Kapitoly [
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Lemma A.10. Majme copulu C prislusni d-rozmernému nahodnému vektoru
X = (X1,...,Xq)", ktory md spojité margindlne rozdelenia.

Dalej nech st p1,....p1 @ qi,...,qq—1 indexy, ktoré tvoria disjunktny rozklad
vsetkych indexov zloZiek vektoru

{pla <ePnL 4, 7qd—l} = {17 cee 7d}

Ak zadefinujeme zobrazenie Cy : [0,1]470 — [0,1] pomocou copule C, pricom na
pozicidach pq,...,p; dosadime jednotky, tak Cy tvori copulu prislusni ndhodnému
vektoru Xo = (Xg, ., Xg, )"
Dékaz. Pre p € {1,....d} oznacme U, = F,(X,), rovnako ako v Lemmatu
v Kapitole @l Potom podla toho istého Lemmata copula C' prislusna vektoru X
je distribu¢nd funkcia nahodného vektoru U = (Uy, ... ,Uy) a copula C prislusna
nahodnému vektoru X je distribu¢nd funkcia Uy = (U,,, ... ,U,,_,). Distribu¢na
funkcia U, je marginalna distribu¢né funkcia U, ktort ziskame prave dosadenim
jednotiek do C' na prislusné pozicie. Respektive Cj = C.

O
Dokaz nasledujiiceho Lemmata mozno najst v Durante a Sempi| (2015) ako Vetu
1.5.1.

Lemma A.11. Nech C je copula na [0,1]¢, potom pre lubovolné u,v € [0,1]¢ plati
d
C(u) = C(v)| <D fup —v,l.
p=1

Lemma A.12. Nech C je copula na [0,1]¢ a ezistuje parcidlna derivicia 9,C(u)
podla premennej p € {1,...,d} na {u € [0,1]%, u, € (0,1)}. Potom pre lubovolné
v e {u€l0,1]% u, € (0,1)} také, Ze pre ¢ # p je v, = 0 plati 9,C(v) = 0.

Doékaz. Tvrdenie plynie z definicie parcialnej derivacie:

9,C(v) = th'(vl,...,Up—i—t,...,vd) — C(v) _ limO_O _o,

t—0 t t—0 ¢

pretoze copula je rovna nule, pokial je ktorakolvek zlozka z dosadeného vektoru
nulova.

O

Vety a definicie o konvergencii nahodnych velicin

Nasledujtca veta je prevzata z knihy [van der Vaart| (2000), kde ju mozno néjst
ako Vetu 2.3.

Veta A.13. (O spojitom zobrazent)
Nech X,,, X st k-rozmerné ndhodné vektory a g : R¥ — R™ je spojité na C C RF.
Dalej nech P(X € C) = 1, potom plati

. X, 1’L—>LOO> X implikuje g(X,,) TL_}LOJ 9(X),
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. X, ﬁ X implikuje g(X,,) % 9(X),

e X, ﬁ X implikuje g(X,,) ﬁ) g(X).

Nasledujiice lemma spolu so zavedenim symbolov op a Op mozno néjst v knihe
van der Vaart| (2000)) na strandch 12 a 13, pripadne sa jednd o priame zovseobec-
nenia.

Lemma A.14. (Aritmetika op a Op)
Pre symboly op a Op platia nasledujice vztahy.

(i) op(1) + op(1) = op(1)

(i) op(1)Op(1) = o0p(1)

(iii) op(1) + Op(1) = Op(1)

(iv) op(1) + o(1) = op(1)

(v) Op(1)+O(1) = Op(1).
Definicia A.15. (Konvergencia v distribicii na normovanych linedrnych pries-
toroch)
Nech X,, : Q, — D su meratelné zobrazenia, X : € — D je meratelné zobraze-

nie, kde D je normovany linedrny priestor. Pokial pre kaZdid obmedzeni spojiti
funkciu f : D — R plati

E f(Xn) — E f(X).
Potom hovorime, Ze X,, konverguje v distribicii k X, znacime

X, —4. X

n—oo

Vetu[A.16] ktord ukazuje vztah konvergencie v pravdepodobnosti a distribicii,
mozno najst vo vseobecnejsej podobe v knihe van der Vaart| (2000) ako Vetu 18.10.

Vetu pouzivame na normované linearne priestory s metrikou indukovanou normou
(pozri zaciatok Sekcie [2.2.1)).

Veta A.16. (Rozsirend veta o vztahu konvergencii)
Majme D metricky priestor a zobrazenia X, : Q, — D. Dalej nech ¢ € D je
konstanta. Potom

d* . , P*
X, —— ¢ prave vtedy, ked X,, — c.
n—oo n—oo

Nasledujuicu vetu, o spojitom zobrazeni, mozno néjst vo van der Vaart (2000)
ako Vetu 18.11, v zneni sa pouziva zovseobecnena definicia konvergencie v distri-
biicii na normovanych linedrnych priestoroch (vid. Definicia . Jedna sa o zovse-
obecnenie vety o spojitom zobrazeni.

Veta A.17. (Rozsirend veta o spojitom zobrazent)
Majme D a E metrické priestory, nech D, C D a g, : D, — E spliuju, Ze pokial
Ty —— 1, kde x, € D, pre kazdé n a x € Dy C D, tak g,(z,) — g(x),

n

kde g : Dy — E. Dalej nech X,, si zobrazenia s hodnotami v D, X je meratelné
zobrazenie s hodnotami v Dy a g(X) je meratelné zobrazenie s hodnotami v E.
Potom )

X, ni—*ocf X implikuje g,(X,) ni—oo> g9(X).
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Dalej uvadzame Centralnu limitnt vetu. Znenie aj s ddkazom vety mozno
najst v knihe Dudley (2003) na strane 306.

Veta A.18. (Centrdlna limitnd veta)
Nech X1, ... X, je nahodny viyber k-rozmerngch vektorov so strednou hodnotou p
a konecnou rozptylovou maticou . Potom plati

V(X — ) ﬁ Nk (05, 2).

Nasledujuca veta je prevzata z knihy van der Vaart| (2000)), kde ju mozno najst
ako Slutského Lemma 2.8 spolu s komentarom za lemmatom.

Veta A.19. (Cramér-Slutsky)
Nech X, ﬁ X, kde X,,, a X st k-rozmerné ndahodné vektory. Rouvnako

Y, ﬁ K, kde Y, su k-rozmerné ndahodné vektory a K je vektor konstant.

Dalej nech Z,, ﬁ 7., kde Z,, si m X k rozmerné nahodné matice a Z je kon-
stantnd matica. Potom plati

. 7.X, -4 7X,

n—oo
. Xn+Yn$>X+K.

Portmanteauovo lemma, uvedené nizsie, mozno najst vovan der Vaart| (2000),
vo vSeobecnejsom zneni oznacené ako Lemma 2.2.

Lemma A.20. (Portmanteau)
Pre nahodné vektory X, X,, st nasledujiice podmienky ekvivalentné

o Fu(x) — F(x), vo vsetkijch bodoch spojitosti F(x), kde F,(x) a F(x)
znacia porade distribucné funkcie X, a X.

« Ef(X,) — E f(X) pre vsetky obmedzené spojité funkcie f.

Zavedenie Brownovho mostu, ktoré uvadzame v nasledujicich troch definici-
ach, mozno néjst v knihe Dudley| (2003) na stranach 445 a 446.

Definicia A.21. (Gaussovsky proces)
Nech T je mnoZina indexov. Potom povieme, Ze nahodny proces G := {G(t) : t €

T} je Gaussovsky proces, pokial pre kaZdi konecni mnoZinu indexov ty, ... tq 2T
plati, Ze ndhodny vektor (G(t1),...,G(ty))" md viacrozmerné normdlne rozdele-
nie.

Definicia A.22. (Centrovany proces)
Nech T je mnoZina indexov, potom povieme, Ze ndhodny proces G := {G(t) : t €
T} je centrovany, pokial je strednd hodnota E G(t) konstantne nulovd.

Definicia A.23. (Standardny Brownov most)
Centrovany Gaussovsky proces G(t) st € [0,1], ktory md spojité trajektorie, ko-
variacni funkciu

COV{G(S),G@)} =s(1—t)pre0<s<t<1,

a G(0) = G(1) = 0 s.j. nazveme Standardny Brownov most.
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Analégia s mostom vznika kvoli hodnotdm v krajnych bodoch G(0) = G(1) = 0.

Definicia A.24. (F-Brownov most)
Nech G(t), t € [0,1] je standardny Brownov most a F : R — [0,1] je distribucnd
funkcia, potom F-Brownov most je definovany ako

Gp(z) := G(F(z)), z € R.

Dalej uvddzame za akych podmienok spliiaji ndhodné procesy a-mixing a (-
mixing.

Definicia A.25. (a-mizing)
Magjme postupnost { Xy, k € N} ndhodnijch velic¢in, povieme, Ze tdto postupnost
je a-mizing (spliia a-mixing) pokial

a(n) i=sup {|P(AN B) = PAP(B)| : A€ Fl, B e F, k> 1) — 0,

kde F° znaci o-algebru generovani ndhodnymi velicinami X,, ..., X,.

Definicia A.26. (5-mizing)
Majme postupnost { Xy, k € N} ndhodnijch velic¢in, povieme, Ze tato postupnost
je B-mixing (splia f-mizing) pokial

B(n) := Esup {|P(B|F}) — P(B)|: B€ F3,, k> 1} —— 0,

n—oo
kde F° znaci o-algebru generovani ndhodngmi velicinami X,, ..., X.

Vlastnost a-mixing sa tiez nazyva silny mixing (strong mizing). Mozeme si
vsimnut, ze pokial by boli X} nezavislé, tak P(AN B) = P(A)P(B) a a(n) =0
pre kazdé n.

Vlastnost S-mixing sa tiez nazyva absolitna regularnost (absolutely regular).
Podobne ak by boli X} nezdvislé, tak P(B|F}) = P(B) a 8(n) = 0 pre kazdé n.

Poznamka Definicie mixing-ov st zavedené aj pre striktne stacionarne procesy
na 7, respektive pre {Zy, k € Z}. Ekvivalentne staci, aby prislusna kladna ¢ast
{Z, k € N} splitala nejaki definiciu mixing-u (Definicie @ a IA._26b, potom
nutne cely proces spliia prislusni podmienku mixing-u (vid. [Fan a Yao, 2003,
strana 70, poznamka vii).

Donskerovu vetu v nasledujicom vseobecnom zneni mozno najst vo van der
Vaart, (2000) ako Vetu 19.3.

Veta A.27. (Donskerova veta)

Nech Xi,...X, je ndhodny vyber s distribucnou funkciou F. Potom postupnost
empirickych procesov \/n(F, — F) konverguje v distribicii v priestore D[R] so
suprémovou, normou k ndhodnému procesu Gr, kde Gg oznacuje F-Brownov
most.

Vseobecnejsiu verziu Donskerovej vety pre a-mixing mozno najst v | Dehling a
Philipp| (2002)) strana 40.
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Veta A.28. (zovseobecnend Donskerova veta)
Nech Xi,...X, je striktne staciondrna postupnost s distribucnou funkciou F,
ktord spliia a-mizing s radom o(n) < n~¢ pre nejaké 0 < e < 1.

Oznacme g,(s) :=1[X,, < s] — F(s), potom kovariacnd funkcia

(s, 8') = E g1(s)g1(s') + D_ E 91(5)gn(s") + D_ E gu(s)g1(s")

n>2 n>2

je dobre definovand pre kazdé s,s' € R. Navyse pre empiricki distribucni funkciu
F, plat?

Vn(F, — F) -5 G,

n—o0
kde G je centrovany Gaussovsky proces na R s kovariacnou funkciou I'(s, s).

Pokial v predoslej vete uvazujeme nahodny vyber, potom st jej predpoklady
na rad konvergencie splnené, pretoze a(n) = 0 pre kazdé n. Kovariacnd funkcia
sa podstatne zjednodusi, pretoze po rozpisani jej ¢lenov pre s < s’ je

E gi(s)or(s') = EI[X; < s]I[X; < §'] — EI[X; < s]F(s)
—EI[X, <S'|F(s)+ F(s)F(s)
= F(s) = F(s)F(s') = F(s)F(s') + F(s)F(s') = F(s)(1 — F(s'))

a sucasne pre ¢ # j pouzijeme centrovanost g, a nezavislost X; a X;:
E gi(s)g;(s") = cov(I[X; < s].I[X; < §']) = 0.

Spolu ziskavame, ze I'(s, s') = F(s) (1 — F(s')) a to znamend, ze pre ndhodny
vyber je proces G priamo F-Brownov most rovnako ako v obycajnej Donskerove;j
vete.

Vety a definicie z matematickej analyzy

Vety s dokazmi tejto sekcie mozno najst v knihe Diferencialni pocet II. |Jarnik
(1984) kapitola VII.

Definicia A.29. (Taylorov rozvoj)

Majme funkciu f : R* — R, o € R a f®)(xy) (derivdcia funkcie f rddu k)

existuje. Potom Taylorov polynom stupna k funkcie f v @y definujeme ako
T,f’mo(:c) = f(xo) + Z ﬁf(”(:c — &g, .., & — Xy).

J=1

Veta A.30. (Peanov tvar zbytku)
Nech f: R" = R, &y € R™ a f ma spojité parcidlne derivacie radu k na okoli
xy. Potom plati

fla) = TP (@) = of|@ — mo||"), & — o,
kde T,f*“o (x) je Taylorov polynom funkcie f v xqy stuprna k.
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Veta je uvedend ako cvicenie v Jarnik| (1984) na strane 417.

Definicia A.31. (Totdlny diferencial)
Nech f : R" — R, xy € R" a existuje linedrne zobrazenie L¢(xo; -) : R* — R
splnugice
f(xo +1t) — f(wo) — Ly(wo; t)
2] -0

\ O’
potom zobrazenie Li(xo; - ) nazjvame totdlnym diferencidlom funkcie f v xy.

Lemma A.32. Nech f : R" = R, ¢y € R" a funkcia f md v xy totdlny diferencidl
L, potom existuji parcidlne derivdcie funkcie f v @y a plati, Ze

Lemma A.33. Nech f :R" — R md v bode xq € R" spojité parcidlne derivacie,
potom md f v xqy totdlny diferencidal.

Nasledujtcu vetu preberame z Diferencidlni pocet I.|Jarnik| (1974) kapitola IX,
Veta 133.

Veta A.34. (Veta o strednej hodnote)
Nech funkcia f je spojitd na intervale [a,b] a md derivdciu na (a,b) potom existuje
aspon jedno ¢ € (a,b) spliujice

f(b) = fa) = f'(e)(b - a).

Potrebujeme aj vSeobecnejsiu verziu vety o strednej hodnote, ktori mozno
najst v|Jarnik (1984) kapitola VII, Veta 182.

Veta A.35. (Viacrozmernd veta o strednej hodnote)

Nech funkcia f : M C RY — R, kde M je otvorend mnoZina, md parcidlne
derivdcie na M. Dalej nech isecka (a,b) leZi celd v M. Potom existuje c € (a,b)
splnugice:

f(b) = f(a) =V f(c)- (b—a).
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