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Abstrakt: V této praci se zabyvame log-optimalnim pristupem pii sazeni. Ci-
lem je maximalizovat sazkaituv kapital, a to v dlouhodobém horizontu. Béhem
prace se propracujeme od zakladnich pripadii az k problému zcela obecnému, pri-
¢emz tkolem je vzdy ziskani log-optimélni strategie sdzeni. Pro nejjednodussi pti-
pady k tomu vyuzijeme propojeni s teorii informace, pro dalsi pak zformulujeme
a dokazeme verzi Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek vhodnou pravé k log-
optimalnimu pristupu pri sazeni. V préaci se zamérime predevsim na stromové
schéma sazek a odvodime algoritmus pro ziskani log-optimalni strategie libovolné
sazkové prilezitosti pravé ze stromového schématu sazek, které pokryva mnoz-
stvi nejruznéjsich sazkovych prilezitosti. Tento algoritmus néasledné vyuzijeme
k naprogramovani aplikace v jazyce Python, kterd uzivateli vypise log-optimalni
strategii zadané sazkové prilezitosti. Na zavér ovérime, ze obdrzené vysledky od-
povidaji Kellyho kritériu a ukazeme nékolik prikladi vyuziti této prace.

Klicova slova: Log-optimalni pristup pii sdzeni, slozené jevy

Title: Log-optimal approach in betting, compound events
Author: Tomas Macek
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: Mgr. Michal Kupsa, Department of Probability and Mathematical
Statistics

Abstract: In this Thesis we deal with the log-optimal betting approach. The goal
is to maximize the gambler’s wealth in the long term. In the course of the Thesis,
we will work our way from the basic cases to a completely general problem, while
the task is always to obtain a log-optimal betting strategy. For the simplest cases,
we use the connection to information theory, and for others we will formulate and
prove a version of the Karush-Kuhn-Tucker conditions suitable precisely for the
log-optimal betting aproach. In this work, we focus primarily on the tree betting
scheme and we will derive the algorithm for obtaining the log-optimal strategy
of any betting opportunity from the tree betting scheme, which covers a large
variety of betting opportunities. We will then use this algorithm to program an
application in Python, which will print out the log-optimal strategy of a given
betting opportunity to the user. Finally, we will verify that the obtained results
correspond to the Kelly criterion and we will show several examples of the use of
the Thesis.
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat kurzovym sazenim. Jelikoz je cilem maximali-
zovat sazkartuv kapital v dlouhodobém horizontu, budeme vyuzivat log-optimalni
pristup, jedna se totiz z dlouhodobého hlediska o nejlepsi moznou strategii. Vyho-
dou log-optimalniho pristupu je také fakt, ze sdzkar, pokud neni nucen na danou
sazkovou prilezitost vsadit cely svij kapitdl, nikdy nemize zbankrotovat.

V prvni kapitole ¢tenare seznamime s log-optimalnim pristupem. Vychazime
predevsim z prace |Cover a Thomas| (2006a)), odkud ¢erpame také zavedené zna-
¢eni, které budeme vyuzivat v celé praci. Oproti této knize vSak navic ve vété
dokézeme konvergenci skoro jisté a také zformulujeme a dokézeme vétu [2] kterd
tvrdi, ze vynos po dostateéné mnoha opakovanich sdzkové prilezitosti pti vyuziti
log-optimalni strategie bude s pravdépodobnosti jedna vyssi, nez pri vyuziti jaké-
koli jiné nez log-optimélni strategie. Dale jsme také oproti uvedené knize ve vypo-
¢tech uvazovali marzi bookmakera. Znaceni pak poprvé vyuzijeme na zakladnim
pripadu disjunktnich sdzkovych moznosti za nutnosti prosazeni celého kapitalu.
Na tomto prikladu ukazeme propojeni s teorii informace a ziskame prislusnou
log-optimalni strategii, u které pak na zavér kapitoly ukédzeme, zZe je vyhodnéjsi
oproti strategii maximalizovani stfedni hodnoty.
analyzy, a to verzi Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek, zformulovanou na za-
catku druhé kapitoly prave k log-optimalnimu pristupu pfi sazeni. Jako v manualu
reseni citované prace (viz|Cover a Thomas| (2006b))) uvedeme pripad disjunktnich
sazkovych moznosti bez nutnosti vsadit cely kapital, avsak oproti uvedenému ma-
terialu za pomoci KKT podminek sami odvodime a budeme interpretovat i vypo-
cet log-optimalni strategie. Tuto strategii poté porovname se strategii obdrzenou
v predeslé kapitole a také se strategii maximalizace jistého zisku, ptricemz z obou
porovnani vyjde ziskand log-optimalni strategie jako vyhodnéjsi.

Déle jiz v praci nevyuzivame zadné zdroje, odvozujeme totiz nové vysledky
a zavadime také vlastni znaceni. Ve tieti kapitole zavedeme schéma sazek a prede-
vsim stromové schéma sazek, které je pro tuto praci stézejni, nebot lze s jeho po-
moci vyjadrit mnozstvi nejriznéjsich sazkovych prilezitosti, ale zaroven je mozné
souhrnné vyjadrit potirebné stfedni hodnoty z KKT podminek pro libovolnou ta-
kovou sazkovou prilezitost. V této kapitole také zjistime log-optimalni strategii
pro pripad, kdy sdzkova prilezitost svym schématem odpovida bindrnimu stromu.

Hlavnim vysledkem této prace je odvozeni algoritmu pro ziskani log-optimélni
strategie libovolné sazkové prilezitosti splnujici podminky stromového schématu
sazek a také naprogramovana aplikace, ktera tento algoritmus aplikuje na za-
danou sézkovou prilezitost a uzivateli vypise log-optimélni strategii. Vypoctim
k tomu vedoucim se vénujeme v dalsi ¢asti treti kapitoly, byt uz predchozi vypocty
k tomuto vysledku postupné smérovaly. Abychom se neomezovali pouze na stro-
mové schéma sazek, navrhneme také moznost, jak jakoukoli sazkovou prilezitost
ofezavanim méné vyhodnych moznosti prevést pravé do stromového schématu.

V zavérecné kapitole pak predstavime aplikaci, kterou jsme naprogramovali
v jazyce Python. Poté porovname obdrzené zavéry prace s Kellyho kritériem
a na zaver ukazeme teseni nékolika praktickych problémt, na kterych predvedeme
vyuziti postupti ziskanych v této praci i naprogramované aplikace.



1. Seznameni s log-optimalnim
pristupem

V této praci se budeme zabyvat log-optimalnim pristupem pri sazeni. Nejprve
popiseme princip log-optimalniho pristupu a porovname jej s pristupem maxi-
malizovani stfedni hodnoty kapitalu. Je tfeba také zminit predpoklady, které
u log-optimalniho pristupu musime uvazovat, pricemz rozebereme, jak je ktery
predpoklad problematicky vzhledem k aplikovani poznatki z této prace do reality.

Zékladni situace je nasledujici. Jsou dané jevy €, i« < k, s ptislusnymi prav-
dépodobnostmi p;, na které je mozné sazet s danym kurzem o; > 0. Pri sazeni
je dulezité dobtfe odhadnout pravdépodobnosti p; a tomu pak prizptsobit svou
strategii. Miizeme si tedy problém rozdeélit na dvé faze, urceni pravdépodobnosti
p; (statisticky odhad) a rozhodnuti na zékladé téchto hodnot. Ackoliv prvni ¢ast
problému je neméné podstatna, predmétem této prace bude pouze rozhodovaci
cast problému. Ukazeme, zZe i pri apriorni znalosti skute¢nych pravdépodobnosti,
je samotné rozhodnuti netrividlnim problémem, pro jehoz feseni lze pouzit mnoho
ruznych pristupii. My se soustiedime na log-optiméalni pristup, tedy maximalizaci
stfedni hodnoty log-vymnosu.

Na prvni pohled se miize nabizet jako logicka strategie maximalizovani stfedni
hodnoty vynosu, nikoliv log-vynosu, to ale v praxi znamena vsazeni celého kapi-
talu na moznost s nejvyssim (relativnim) oc¢ekavanym vynosem, tedy na moznost
¢ maximalizujici p;0;. PTi tomto pristupu je vsak problémem hrozba bankrotu.
Log-optimalni pristup vyuzijeme pro dlouhodobou strategii sazeni. Jak uvidime
pozdéji u Véty [2], jednd se z dlouhodobého hlediska o nejlepsi strategii v tom
smyslu, ze vynos (i log-vynos) pri jeji opakované aplikaci pii nezavislé stejné
rozdélené sekvenci zavodi predci s pravdépodobnosti 1 vynos z jakékoliv jiné
opakované strategie. V tomto kompetitivnim dlouhodobém kritériu tak predci
i strategii, kterd maximalizuje ocekavany vynos v kazdém jednotlivém zavodeé.
To vse za predpokladu, ze jediny kapital, ktery muze sdzkar v budoucnu pouzit,
je ten, ktery ziskal z predchozich sazek.

Pro budovani teorie log-optimalniho pristupu budeme predpokladat, Ze je saz-
kartav kapital nekonecné délitelny a zaroven ze je mozné sézet libovolnou ¢astku.
V praxi samoziejmé tyto predpoklady nejsou plné splnény, v Ceské republice je
obvykle mozné vsadit sdzku v minimalni hodnoté 5 ¢i 10 korun a nejmensi jed-
notkou jsou halére. Presto je vSsak mozné log-optimalni ptistup pfi sazeni vyuzit,
nebot jednotky mensi nez halére jsou zanedbatelné a sazky za méné nez minimalni
povolené c¢astky je mozné také zanedbat ¢i pripadné vsadit pravé za povolena mi-
nima. Rozdily oproti teoretickym vypoctiim tak i v praxi byvaji nepatrné. Bylo
by také mozné tyto odlisnosti zahrnout primo do podminek optimalizace. V préci
od toho budeme abstrahovat, a to predevsim protoze se nejednd o vyraznéjsi
komplikace pro pouziti v praxi a zbytecné by to komplikovalo vysvétleni i pouziti
teoretickych postupii.



1.1 Zavedeni pojmu a znaceni, zakladni pripad

Jak uz jsme zminili v tvodu, uvazujeme dané jevy €;, 1 < i < k (obcas
pripustime také index i = 0), s prislusSnymi pravdépodobnostmi p;, na které je
mozné sazet s danym kurzem o; > 0. To jsou nase sazkové moznosti. Variantu
¢ = 0 budeme pripoustét tehdy, muze-li si sazkar cast kapitalu ponechat, coz
odpovida vsazeni této Casti na jev jisty (€2p) s kurzem og = 1.

Néhodné veli¢iny
kde T je charakteristicka funkce daného jevu, reprezentuji relativni vynosy z ka-
pitdlu vsazeného na moznost i (jev €);). Sdzkai mé ovSem moznost rozdélit svij
kapital a vsadit na vice jevii soucasné, tedy kapital A > 0 rozlozi na ¢asti A; > 0,
i < k. Sazkaiiv absolutni vynos pak bude mit podobu 3, A; X;. Relativni vynos
bude ]

S(b,X) = 1 SAX =) bX;,

i<k i<k

kde b; = %, 1 < k, jsou relativni podily poc¢atecniho kapitalu. Dale uz budeme
od absolutnich hodnot abstrahovat. Bude nas tedy zajimat, jak se chova S(b,X)

v zavislosti na vybéru (relativniho) rozlozeni sazek b = (b;);<x z mnoziny

B={b=(b)f, b €Rb; >0,y b =1}

i<k

Prvktim z B budeme také jednoduse tikat rozlozeni sézek ¢i strategie.

Tento matematicky model pak pokryva moznosti sazeni na dostihové zavody,
fotbalové zapasy, ruletu ¢i treba prezidentské volby. Sazkové prilezitosti nevylu-
cuji ani takovy moment, kdy naptiklad nejsou jesté znami vSichni prezidentsti
kandidati nebo se z jiného diuvodu na néktery z jevi neda vsadit.

Pro prehlednost definujme dva zakladni pojmy.

Definice 1. Ndhodnou velicinu S(b,X) = 3, b:X;, tedy kapital sazkare po re-
alizaci ndhodné veliciny X = (X,)i<k, nazgvame vynosem strategie b. Ndhodnou
velicinu log S(b,X) pak budeme nazgvat logaritmicky vinos ¢i log-vgnos.

Prirozené budeme optimalizovat pres mnozinu B, tedy vybirat vhodnou stra-
tegii dle optimalizac¢nich kritérii.

1.1.1 Ocekavany logaritmicky vynos

Hlavnim kritériem pro nas bude maximalizace ocekdvaného logaritmického
vynosu.

Definice 2. Ocekdvany logaritmicky vgnos (ocekdvany log-vinos) strategie b de-
finujeme jako
W(b) = Elog S(b,X)

Takova strategie je vyhodna z dlouhodobého hlediska. Reknéme, ze jsou €
odvozeny z néjaké sportovni udélosti, kterda se opakuje kazdy rok a mozné vy-
sledky v dalsich opakovanich jsou stale stejné rozdélené, ovsem nezavislé na vy-
sledcich v jinych letech. Mame tedy ndhodné jevy Q;;, 7 < k, j € N, a veli¢iny
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Xi; = 0;I{€;}. Ndhodné vektory X0) = (Xij)i<k, J € N pak tvofi nezavislou
stejné rozdélenou posloupnost. Tedy X jsou vzdjemné nezdvislé kopie rozdélent
X. Predstavme si nyni, ze v kazdém roce sazkar rozlozi sviij kapital, ktery tvori
vyhry z predchozich let, stejnym zptusobem. Vybere tedy strategii b € B a tento
postup opakované aplikuje. Vynos S, (b) po n-tém roce tak bude spliiovat rovnici

=3 b5, 1(b)X

i<k

Pri predpokladu jednotkového vstupniho kapitalu Sy = 1 dostavame

= [ >_b:Xi;.
j=1i<k
Neboli S,,(b) je soucinem velicin s;(b) = 3,1, 0;X;;, j < n. Z predpokladi
ovsem plyne, Ze jsou tyto veli¢iny vzajemné nezavislé. Kazda z nich ma stejné
rozdéleni jako S(b,X). Podobné plati, ze log s;(b), j < n, jsou vzajemné nezavislé
a stejné rozdélené, s rozdélenim stejnym jako log S(b,X), navic

log S, ( Z log s;(b

Ze silného zakona velkych ¢isel pak plyne néasledujici véta.

Véta 1. Pro strategii b € B plati
1
—log S, (b) — Elog S(b,X) skoro jiste.
n

Pro uplnost je tieba dodat, ze oc¢ekdvany log-vynos E log S(b,X) muze byt
nekonecny, konkrétné mize nabyvat hodnoty —oo. V tu chvili nemtzeme apliko-
vat klasicky zdkon velkych ¢isel. Ovsem takovy pripad nastane jen tehdy, pokud
S(b,X) bude rovno nule s nenulovou pravdépodobnosti. V takovém pripadé ovsem
s pravdépodobnosti 1 bude s;(b) = 0 pro néjaké j a hodnota —oo se objevi také
v ¢asové fade log S, (b). Véta tedy plati i v tomto pripadé, ktery odpovida situaci,
ze ma sdzkar v kazdém roce nenulovou (stale stejnou) pravdépodobnost bankrotu
q. Vzhledem k nezavislosti udalosti v jednotlivych letech je pravdépodobnost ban-
krotu nejpozdéji v roce n rovna 1 — (1 — ¢)", coz konverguje k jedné. Pii takové
situaci tedy sazkar jisté diive ¢i pozdéji zbankrotuje.

Véta 2. Necht b,b' € B jsou sdzky takové, Ze W (b) > W(b'). Pak

Sn(b

Sn((b/)) — 00 skoro jisté,
tedy pro kazdé K > 0,

5;(b)
P | inf K 1.
(3“n SICIN ) -
Diikaz. Budeme dokazovat log S"((b)) — 00 8.j., coz je ekvivalentni zavéru véty.
Plati S (b . .
log S:(<b’)) =n (n log S,.(b) — - log Sn(b')) — 00 8.,
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nebot z Véty [l] a z predpokladil véty vime, ze
1 1
( log S, (b) — ~ log Sn(b’)> S (W(b) = W(B) >0 s,
n n

¢imz jsme dokdazali tvrzeni véty.

]

Pravée dokazana véta ukazuje zajimavou véc, a to ze v pripadé nezavislych
stejné rozdélenych sazkovych prilezitosti pri opakovani jedné dané strategie, bude
jednotlivé sazky. V takovém pripadé bude i jeho vynos samotny dlouhodobé vyssi
nez vynos pri jiné fixni strategii, a to s pravdépodobnosti rostouci k jedné. Skoro
jisté bude pomér vynosu vétsi nez libovolné velka konstanta. Jedna se tedy o kom-
petitivni vyhodu. S pravdépodobnosti 1 na tom od jisté chvile bude sazkar lépe
nez jeho konkurent, ktery zvolil jinou strategii. To vse ale za predpokladu, ze
zvolenou strategii sazkar neméni. V pripadé proménné strategie muze byt situace
jina. I tam je ovSem mnoho pripadii, kdy bude popsana kompetitivni vyhoda

7 naseho pohledu je tedy maximalizace dlouhodobého vynosu ekvivalentni
uloze maximalizace ocekavaného log-vynosu. Nase motivace k optimalizaci log-
vynosu tedy neni dana specifickou funkci uzitku z vynosu, ale komparativni vy-
hodnosti takové strategie vzhledem k vynosu samotnému. V tomto sméru argu-
mentujeme stejné jako Kelly v ¢lanku Kelly (1956). Zaroven optimalizace log-
vynosu explicitné nepracuje s omezenim volatility vynosu néjakou predem danou
mezi, ktera by byla odvozena ad hoc od preferenci sazkare, presto se ukazuje, ze
urcita averze k riziku je inherentné pritomna sama od sebe.

V dal$im textu se tedy budeme vénovat maximalizaci o¢ekdvaného log-vynosu.
Opét uvedme pro prehlednost definici.

Definice 3. Mazimdlni hodnota W (b) pres vsechny mozné sizky b € B se na-
zyva optimalni ocekdvany log-vynos : W* = max W (b). Strategii b mazximalizujict

W(b) nazgvame log-optimdlni strategii a znacime ji b*.

1.1.2 Log-optimalni strategie zakladniho modelu

Nez se budeme vénovat komplexnéjsim sazkovym prilezitostem, zacneme se
zakladnim pripadem, kdy uvazujeme k disjunktnich jevi, €2;, ¢ < k, jejichz sjed-
nocenti je jev jisty. Na tyto jevy je sazkar nucen vsadit cely sviij kapital. V takovém
pripadé lze ulohu prelozit do informacné teoretického ramce, kde dostaneme ekvi-
valentni ilohu na minimalizaci KL divergence. Tato tloha je popsana v |Cover a
Thomas| (2006a).

Popisovat a analyzovat jej budeme, vzhledem k vysadnimu postaveni v historii
sazeni, na prikladu konskych dostihti, kdy uvazujeme k koni na startu dostihu,
pricemz zavedené znaceni a nazvoslovi budeme dale v praci pouzivat analogicky.

Mé¢jme tedy sazkovou prilezitost, kdy je mozné vsadit na vitéze dostihu, na
jehoz startu je k koni. Castku (podil kapitalu) vsazenou na vitézstvi koné i zna-
¢ime b;, pricemz kun ¢ zvitézi s pravdépodobnosti p; a kurz na jeho vitézstvi je
0;. Jev, ze zvitézi kin ¢, oznacujeme €);. Jevy jsou vzajemné disjunktni a jejich
sjednoceni je jev jisty. Vynos a log-vynos mé jednoduché rozdéleni, konkrétné
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bude roven b;0;, respektive log b;0;, pokud nastane jev €2;. Ocekavany log-vynos
je dan vzorcem
k
W(b) =3 p;logbo;.
i=1
Pokusime se nyni zjistit log-optimalni strategii sazeni, tedy b maximalizujici
oc¢ekavany log-vynos za uvazovanych podminek pomoci teorie informace.
Necht X je diskrétni ndhodna velicina s hodnotami v konecné mnoziné A
s pravdépodobnostnim rozdélenim uréenym vektorem p = (p.)zeca, tedy p, =
P(X =x),z € A. Zde i dale v préaci bude log z znacit prirozeny logaritmus.

Definice 4. Entropie diskrétni nahodné veliciny X s hodnotami v konecné mno-
zZineé A s pravdepodobnostnim rozdélenim danym vektorem p je definovdna jako

1
H(X)=H(p) = Elog—=—Elogp=—3 p;logpi.
p i€A
Jelikoz slozky vektoru p spliuji 0 < p; < 1 a tedy také logp; < 0, plati
H(X)>0.

Na vektor (¢i matici) z Def. 4{ nahlizime jako na pravdépodobnostni rozdélent,
coz ospravedlnuje zapis — E log p.

V préaci budeme vyuzivat standardni konvenci algebraickych operaci z rozsi-
rené realné osy R* vyuzivané v teorii miry. Pfipomenme predevsim vztah

0-00=0-(—00) =0,

ktery budeme casto vyuzivat v pripadé 0 - log0 = 0. Navic budeme vyuzivat
konvenci

log0 = —o0, log%:oo, a >0, O-log%:O, a>0.

Nyni zavedeme pojem KL divergence (neboli Kullback-Leibnerovy divergence
¢i relativni entropie), kterd predstavuje miru odlisnosti mezi dvéma rozdélenimi.
Tato mira odlisnosti je vzdy nezadpornd (ovsem neni symetrickd).

Definice 5. KL divergence (Kullback-Leibnerova divergence, relativni entropie)
mezi dvema pravdépodobnostnimi rozdélenimi ndhodné veliciny X s hodnotamsi
v A dangmi vektory p, q je definovdna jako

D Di
D(p|lq) = E,log= = > p;log=—.
icA q;

Pripomenme zakladni vlastnost KL divergence formou véty. Ditkaz lze najit
v (Cover a Thomas| (2006a).

Véta 3 (Véta 2.6.3 v |Cover a Thomas (2006a))). Méjme dvé pravdépodobnostni
rozdéleni diskrétni nahodné veliciny X nad A dand vektory p, q. Pak

D(pl||q) > 0,
pricemz
D(pllgg =0 p=q
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Souvislost téchto pojmil s optimalizaci o¢ekavaného log-vynosu ukazuje na-
sledujici vypocet.

W(b) =3 pilog(bio;) =

i=1

=Y pilog(oipi—) =
>_ pilog( o)

i=1 i

= _pilogo; + > pilogp; — 3 _pi logb—f =
=1 1

i=1 i=1

= > pilogo; — H(p) — D(p|[b)) < (1.1)

i=1

k
< ZPilOgOz‘ — H(p).

=1

Z Véty 3 vime, ze D(p|[b) > 0, pfiemz rovnost nastavé pri p = b. Rovnost v[L.]]
a tedy také max W (b), nebot ostatni ¢leny jiz nezavisi na b, nastane pii b = p,

neboli Vi € {1,... k} : b; = p;. Tim jsme dokézali nasledujici vétu.

Véta 4 (O proporénim sazeni). Pokud jsou jevy Q;, i < k, na které sdzkar
sdazi, navzdjem disjunktni a jejich sjednoceni je jev jisty a zdroven sdzkar musi
prosdzet cely svij kapitdl, pak optimdlni ocekdvany log-vynos nastane prave tehdy,
kdyz b= p. Plati

W*(b) =W(p) = Epz‘ logo; — H(p).

Diikaz. Vétu jsme dokézali v odstavci pred jejim zformulovanim.

[]

Rozlozeni sazky, které kopiruje rozlozeni pravdépodobnosti nazyvame pro-
porénim sazenim. Véta tedy 1ika, ze za danych predpokladi je log-optimélni
sazeni totozné s proporcénim.

Zavedme nyni jesté znaceni
1 o M

0;

_ o 04
M=Z—7, "= 1

i=1 o, i=1 o;

To znamenad, ze r; zna¢i bookmakertuv odhad realné pravdépodobnosti p;, tedy
vektor r je bookmakertiv odhad vektoru p, ktery urcuje rozdéleni nahodné ve-
liciny X, zatimco M znac¢i bookmakerovu marzi. Pro M < 1 nazyvame kurzy
subfair a da se predpokladat bookmakertv zisk. Pro M > 1 fikdme, zZe jsou
kurzy superfair, s takovymi kurzy se ale ve skutec¢nosti prilis nesetkdme, nebot se
v tomto pripadé da ocekavat zisk sazkare. Spravedlivou variantou pak je pripad
M =1, tedy kdyz jsou kurzy fair.

Nyni se pokusime vyjadrit ocekavany log-vynos za vyuziti zavedeného znacent:



W(b) = Zpi log(b;0;) =

i=1

k
b; pi
=" pilog( P ) =
i—1 p

i T
k . k .
= Zpilog& — Zpilog& +logM =
i=1 i i1 bs
= D(p|[r) — D(p|[b)) + log M

7 tohoto vypoctu ziskavame novy nahled na ocekavany log-vynos, a to ze
jej muzeme interpretovat také jako rozdil mezi nepfesnostmi v odhadu realnych
pravdépodobnosti mezi bookmakerem (D(pl|r)) a sazkafem (D(p||b)), pficemz
musime vzit v potaz také log M. Ulohou sézkafe je, jak jiz vime, maximalizovani
o¢ekavaného log-vynosu, i odsud tedy snadno vidime (za pouziti Véty , ze
nejlepsi mozné strategie sazeni z hlediska log-optimality je b = p.

Aby sézkatr z dlouhodobého hlediska vydélaval, neboli (S, > 1), musi podle
Véty (1] platit W (b) > 0. Zjednodusené feceno to znamend, ze sazkar svym odha-
dem realné pravdépodobnosti musi byt lepsi nez bookmaker o vice nez logaritmus
jeho marze.

1.2 Srovnani s maximalizaci stredni hodnoty

Nyni se jesté jednou zamérime na porovnani log-optimalniho pristupu oproti
strategii maximalizovani stfedni hodnoty. Z Véty 2] plyne, Ze jakakoli jina strategie
je dlouhodobé horsi oproti log-optimélnimu sédzeni. Vysvétlime tedy nyni, proé¢
tomu tak je i u pristupu maximalizace stfedni hodnoty.

Vzhledem k linearité stiedni hodnoty lze rychle nahlédnout, ze v pripadé ma-
ximalizace stfedni hodnoty sazkar sazi veskery sviij kapital na moznosti €2;, které
maji maximalni ocekavany vynos p;o;. Téchto moznosti muze byt vice, v takovém
pripadé je z pohledu této strategie jedno, jak mezi nimi sazkar distribuuje kapital.
Oznac¢me takovou strategii b’. Ve vech piipadech dosdhne stejného ocekavaného
vynosu

ES(b) = Max o;p;.

Predpokladejme nyni nasledujici podminky:

1. Sjednoceni vsech jevii, na které lze sazet a které maji nenulovy kurz, je jev
jisty.

2. Sjednoceni vSech jevli s maximalnim p;0; neni jev jisty.

V tomto vcelku éastém ptipadé lze snadno nahlédnout, Ze log-optimalni stra-
tegie bude dlouhodobé dominovat nad tou, ktera maximalizuje stfedni hodnotu.
Dominanci myslime vétsi dlouhodoby vynos, viz predchozi kapitola.

V opakovanych vzajemné nezavislych sazkovych prilezitostech povede opako-
vani maximalizace stfedni hodnoty ke dvéma efektiim: stfedni hodnota vynosu
S,(b’) v ¢ase n bude maximalni moznd, bohuzel se ale zdrovern bude zvySovat



pravdépodobnost bankrotu. Tato pravdépodobnost ptijde exponencialné rychle
k jedné. To zarucuje druhd podminka zminéna vyse.

Prvni podminka zarucuje, Ze existuje strategie b takovd, ze S,(b) je skoro jisté
nenulovy, kladny (napriklad b; = ¢, i < k). Tedy log-vynos je diskrétni velicina
skoro vSude kone¢na, W(b) > —oo. Pro log-optimélni strategii tedy plyne, Ze
W* =W (b") > 0.

Dle Véty [2| bude log-optimalni strategie skoro jisté zarucovat vyrazné vyssi
vynos nez strategie primé maximalizace ocekavaného vynosu, ackoliv o¢ekavany
vynos po libovolné mnoha zavodech bude mit druhd strategie maximalni. Je to
ovSem za cenu velkého rizika bankrotu. V realné situaci bychom ziejmeé preferovali
spise prvni, méné rizikovy pristup.

Vyssi dlouhodoby vynos budeme pozorovat dokonce i v pripadé, ze bude W*
zaporné. V takové chvili pijde vynos S,(b*) exponencialné rychle k nule, ovsem
skoro jisté to nikdy nebude nula. OvSem S,(b") bude s ¢im dal vétsi pravdépo-
dobnosti rovno presné nule.
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2. KKT podminky log-optimality

Zatimco jsme se vénovali zakladnimu pripadu, veskeré znaceni, definice a véty
jsme zformulovali tak, aby bylo platné bez ohledu na uvazované podminky sazeni.
Proto vse mtzeme bez problému vyuzit v dalsich, komplikovanéjsich, pripadech.

Ziejmeé nejvetsi nevyhoda zakladniho pripadu je nutnost prosazet cely kapitdl.
Sazkar se tedy nemuze rozhodnout nesazet, pokud kurzy nejsou vyhodné, a v né-
kterych pripadech se tedy vlastné snazi pouze minimalizovat svoji ztratu. Proto
se nyni zaméfime na podobny pripad, kde pfidame navic pouze moznost nechat
si ¢ast kapitalu stranou. Jedna se o velmi podstatny rozdil, nebot se z ¢isté teore-
tického problému dostavame do realné situace, kdy si sazkar mtze zvolit, zda na
sazkovou prilezitost bude viibec sazet, nevsazenou c¢ast kapitalu budeme v této
kapitole znacit b.

Jak jsme dfive zminili, log-optimalni pristup je vyhodny z hlediska dlouho-
dobého sazeni v obecném pripadé. Diky moznosti nevsadit veskery kapitdl pak
z Vét (1] a [2] plyne dalsi velmi dilezitd vlastnost log-optimalni strategie, a to ze
pri jejim vyuziti sdzkar nikdy nemiuze zbankrotovat.

2.1 KKT podminky pro log-optimalni sazeni

V prvni kapitole jsme ukazali jak najit log-optimalni strategii ve specifickém
pripadé, kdy sazkar sazi na vzajemné disjunktni jevy. V obecném ptipadé ovSem
neumime prevést problém na minimalizaci KL divergence a musime vyuzit obvyk-
1¢ho néastroje konvexni analyzy, konkrétné Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek
zformulovanych v nasledujici vété. Véta je primou aplikaci Véty 16.2.1 z Cover a;
Thomas| (2006a)) na soubor jednoduchych ndhodnych veli¢in X; = o,I{;}, i <k,
proto ji uvadime bez dikazu.

Véta 5. Strategie b € B je log-optimdlni prdvé tehdy, kdyz spliuje ndsledujici
podminky:
X,
E—-=1, b >0
S(b") o ’
Xi
E ~ <1, b =0.
(%)

s}
S

2.2 Pripad s moznosti nesazet cely kapital

Zékladnim pripadem opét rozumime sidzku na vitéze dostihu, tedy vzajemné
disjunktni jevy, ovSsem nyni ma sazkar k dispozici jeSté moznost ponechat si ¢ast
kapitalu stranou. Uvazujeme tedy jesté jisty jev €2y s kurzem oy = 1.

Nasi dlohou je najit v zadaném problému log-optiméalni strategii. U zaklad-
niho pripadu jsme pomeérné snadno vyjadrili o¢ekavany log-vynos pomoci zna-
¢eni z teorie informace. Pouze pridani moznosti ponechat si ¢ast kapitalu stranou
vsak tento pristup znemozni, nebot jako argument logaritmu dostaneme soucet
bo a b;o;, coz dalsi tipravy nedovoli: W(b) = E log S(b) = ¥, p;log(by + bs0;).
Moznosti, jak se zbavit souctu v logaritmu, by bylo stale uvazovat vektory b, p, o,
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jen o dimenzi k41, pokud bychom zadefinovali py = 1,09 = 1 (ddle bude uvazovat
tyto rozsitené vektory). K ziskani log-optimalni strategie by ndm to vsak nepo-
mohlo, protoze by p jiz neuréovalo pravdépodobnostni rozdéleni, %  p; # 1.

Proto k urceni log-optimalni strategie budeme vyuzivat pravé Karush-Kuhn-
Tuckerovy podminky zformulované ve Vété 5l Jedna se o velmi uzitecny prostie-
dek, nebot jsou tyto podminky nutné i postacujici. Na druhou stranu se nejedna
o nastroj pro snadny primy vypocet, protoze jsou podminky rozdélené podle toho,
zda na moznost ¢ sazkar sazi nebo ne. Proto kazdé drobné zkomplikovani feseného
problému velmi vyrazné zkomplikuje vypocet log-optimélni strategie.

2.2.1 Vypocet vyse sazky v pripadé vsazeni

Zacneme tim, ze vyjadiime potfebné stiedni hodnoty:

Xo - Di Xi Di0;
E 1wy L E —
S(b¥) 123 bo + bio;’ S(b*) by + bjo;’

=1

i=1,...,k

Nyni muzeme zacit rozebirat jednotlivé pripady pro urceni log-optimalni stra-
tegie. Vidime, ze komplikovanéjsi formu ma stredni hodnota u Xy, nebot obsahuje
sumu k podil. Proto se nejprve zamérime na X;, konkrétné na ptipad, kdy na
moznost ¢ sazkal nevsadi.

Pozn.: Pokud nebude uvedeno jinak (napf. u indexovani sumy), indexem
¢ je dale v této kapitole myslena moznost, na kterou je mozné vsadit, tedy
i € {1,...,k}. Moznost ponechani ¢asti kapitalu stranou budeme znacit primo
indexem 0 (pripadné pozdéji A).

Ziskali jsme tedy podminku pro pripad, kdy sédzkar na nékterou variantu saz-
kar nevsadi nic, resp. pravidlo, na které moznosti nic nevsadit. Soucin p;0; se ve
vypoctech objevuje velmi ¢asto, nebof se jedné o o¢ekdavany vynos pii sazce celého
kapitalu na variantu ¢. Podobné jako v pripadé maximalizace stfedni hodnoty je
prave tento soucin klicovy, proto budeme dale uvazovat, ze jsou moznosti 1, ...,k
sefazeny tak, aby platilo

P101 2 P202 =+ 2 PyOk-
Déle nas zajima, kolik ma sazkar vsadit na moznost ¢, pokud na ni bude sazet:

04 b
b = & pioi=by+bo; & bi:pi_i-

by >0 = — =1
bo-{-bioi 0;

Definice 6. Vyraz by + bjo; za predpokladu, Ze b; > 0 a spliuje poZadovanou
rovnost z KKT podminek, budeme ddle nazjvat potencidlnim vynosem moznosti
i € L a budeme jej oznacovat r(i).

V pripadé disjunktnich sazkovych moznosti plati by + b;o; = p;0;. To zna-
mena, ze ziskanou podminku vyse pak lze interpretovat tak, ze vynos ze sazky
na moznost ¢ v pripadé vyhry by byl zaporny ¢i nejvys nulovy.

Uvedme nyni variantu by = 0, ¢imz se vlastné dostaneme zpét k zakladnimu
modelu. Z vySe uvedenych podminek pro b; dostaneme, ze v takovém pripadé
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by mél sazkar vsadit na vSechny moznosti ¢ = 1,...,k, a to podle ocekavani
proporc¢né: b; = p;. Dostali jsme tedy stejny vysledek jako v minulé kapitole.
Situace vsak neni totozna, nebot sazkat nyni vSe vsadit nemusel. Aby byla tato
strategie log-optimalni, musi jesté platit podminka, kterou opét ziskdme z KKT
podminek:

k s k
=0 = 2o sl e X

To znamena, ze sazkar vsadi cely kapital pouze v pripadé, Ze se jedna o su-
perfair (pfipadné fair) kurzy. To je v souladu s logickou predstavou, nebot, jak
jsme zminili v prvni kapitole, superfair kurzy jsou vyhodné pro sazkare, a proto
témér neni mozné se s nimi v realité setkat. V pripadé fair kurzi je pak otaz-
kou volby, jestli na sazkovou prilezitost nevsadit viibec, prosazet veskery kapital
propor¢né (tedy strategii b; = p;) ¢i zvolit jakoukoli konvexni kombinaci téchto
dvou moznosti. Vysledek bude vzdy stejny, a to ze se sazkaituv kapital nezméni.
U subfair kurzl, které tvori drtivou vétsinu sazkovych prilezitosti ve skutecnosti,
si tedy sazkar vzdy necha alespon cast kapitalu stranou.

01 <1 (2.1)

2.2.2 Urceni sazenych moznosti, vypocet nesazené castky

Nyni vyuzijeme posledni rovnici z KKT podminek ve Vété ol a pomoci ekvi-
valentnich tprav dopocitame hodnotu by:

y2i
bp >0 = — =1
0 ;bo—FbiOZ
¢ k
Di Di
P — =1 2.2
izzlb0+pi0i_b0 i§1b0+0'0i (22)
L1 & p
—+ > =1
Do Siabo
k t 1
sz:b[]'(l_z;>
i=t+1 =1
b_l_zgzlpz
0_1 t 1
2=l

Pro upraveni do rovnice [2.2)jsme vyuzili rozdéleni na moznosti, na které sazkar
vsadi a na které sazet nebude, pak jsme mohli dosadit hodnoty b;. K tomu jsme
vyuzili sefazeni moznosti ¢ podle potencialniho vynosu p;0;. Vime totiz, ze sazkar
vsadi pravé na moznosti ¢ : p;0; > by. Index t tak znaci posledni moznost, na
kterou sazkar jesté vsadi.

Poslednim krokem je urceni hranice ¢t. K tomu zavedeme velicinu Cj, a to
podle vysledné hodnoty by tak, aby platilo by = C;. Polozme tedy

J
o =20 1D
J j 17
1 i=1 o,

Pak sazkar vsadi na moznosti ¢ : p;o; > C; a tedy

t= max{z' L Pio; > Cifl; O} = mlH{Z P Pi+10541 < O,L, k}
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Hodnota Cy = 1, ktera vychazi z definice C}, odpovida tomu, Ze na sdzkovou
prilezitost sdzkar viibec nebude sazet v pripadé, ze pro zadnou moznost ¢ neni po-
tencialni vynos p;0; > 1 (ekvivalentné, plati pjo; < 1), neboli kdyz vynos nebude
vyssi nez 1 pri vsazeni odpovidajici ¢astky b; pro zadny vysledek ¢ sazkové prile-
zitosti. Pak logicky neni diivod na zadnou ptilezitost sazet, protoze to jednoduse
pro sazkate neni vyhodné. Naopak, pokud méa néktera z moznosti potencialni vy-
nos vétsi nez 1, pochopitelné na ni sazkar vsadi. Navic, jak dokdzeme ve Vété [0
nize, hodnota C; se tim snizi a tedy sdzkar poté z hlediska log-optimality muze
chtit vsadit i na moznost, ktera ma ocekdvany vynos mensi nez 1. Dohromady
se vsazenim vyhodnéjsi varianty tim totiz zvysuje ocekavany log-vynos a tedy
stabilizuje zisk.

Véta 6. Necht jsou moznostii serazeny sestupne podle potencidlniho vynosu, tedy
P101 > D203 >+ -+ > prog. Pak proj =1,...,t plati 0 < C; < Cj_4.

Diikaz. Postupujme pomoci matematické indukce. Ovérme nejprve pripad Cf <
Co = 1. Jelikoz plati pjo; > 1 = Cy, odkud p; > i, dostaneme

1 —
Cy = 1 I? <1 :ZC%.

01

Pro induké¢ni krok pak oznacme

Jj—1 Jj—1 1 1
r=1=%p, y=1-> —, r=p a ¢=—,
i=1 i=1 % %
pricemz predpokladame, ze plati x > 0,y > x. Pak je
x x—r
Cii=-— a Cj=—-.
Yy Yy—4q
Protoze na moznost j sdzkar sazi (j < t), musi platit
r T
pjo; =—->—=0C;_1, atedy qx—ry<0.
q Yy

Pocitejme
00—t T_awmry
y—qa vy yly—q
nebof y > 0 z indukéniho predpokladu a plati

J
y—q>w—yr2x—r=1—2pi20,
€ i=1
kde jsme vyuzili platnost y > z a ¢ < r. Platnost
rT—r
CE - 210
Yy—4q

je pak zirejma, nebof jsme ukézali, ze y —q¢ >z —r > 0.

]

Ziskali jsme tedy log-optimalni strategii pro model s byg. Pro zprehlednéni se
pokusime shrnout v nékolika krocich, jak by mél sazkar postupovat, aby u sazkové
prilezitosti ziskal log-optimalni strategii.
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2.2.3 Algoritmus pro ziskani log-optimalni strategie

1. Seradit moznosti ¢ sazkové prilezitosti sestupné podle potencialniho vynosu,
tedy tak, aby platilo

D101 = P202 2 -+ 2 DiOk.

2. Vypocitat hodnoty

1->1 . pi
Cjzlzz‘_lpw 73=0,...,1, t = max{i : p;o; < C;_1;0}.
T 2i=1,,

3. Log-optimalni strategie je b* = (b;)i—0... k, kde

Ct7 'L:Oa
bi: pi—;i, izl,...,t,
0, i=t+1,....k

Pozn.: Také bychom mohli b;,7 = 1, ... k definovat spole¢né jako

bo
b; = max{p; — —;0}.
0;
Vysledna strategie b* vypadd pomérné komplikované a na prvni pohled neni
zrejmé, zda se opravdu jedna o strategii sazeni, tedy zda plati Zf:o b; = 1, proto
to radéji dokazeme:

k t bO
sz:bo—i_Z(l_*):
i=0 i=1 0i
t t 1
i—1 i—1 9i
t t
_22_ pZ 1
N e (e
=1 1=1 o, i=1 Yt

Je tfeba si uvédomit, ze nemusi existovat jedina log-optimalni strategie. Jak
jsme uvedli v pribéhu kapitoly, pokud se jedna o fair kurzy, je log-optimalni
strategii libovolna konvexni kombinace strategii nevsadit nic a vsadit cely kapital
proporéné. Vysledek je vzdy stejny bez ohledu na vysledek sazkové prilezitosti,
a to ze se kapital sazkare nezméni. V celé praci ve vsech postupech a algoritmech
volime tu strategii, ktera dava prednost nadrazené moznosti, tedy v tomto pripadé
viibec nevsadit. Poznamenejme vsak, ze volba ze vSech log-optimalnich strategii
sazkaruv kapital nijak neovlivni.
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2.2.4 Srovnani se zakladnim pripadem bez b

Nyni pro ziskanou log-optimalni strategii b* vypocitame ocekdavany log-vynos
(tedy optimdlni oc¢ekévany log-vynos pripadu s moznosti nesazet cely kapital)
a porovhame jej s optimalnim oc¢ekavanym log-vynosem zakladniho pripadu bez
by, jenz pro tento ucel oznacime W .

k
W(b*) =W*(b) = max E log S(b) = max Zpi log(bg + b;0;) =
i=1

t k
= Zpi log(bo + pio; — bo) + Z pilog(by +0-0;) =

i=1 i=t+1
t k
= Zpi log p;io; + Z pilogby =
i=1 i=t+1

k k
= Zpi log p;0; + Z pi(log by — log p;0;) =

i=1 i=t+41

k k
b
:ZPiIOgOi—H@)‘i‘ Z p; log 0' =
i—1

i=t+1 Dio;

k
b
=W+ 3 pilog — > W (2.3)

i=t+1 Dio;

Ziskany zaver je naprosto v souladu s logickou predstavou. Sazkar ziskal novou
moznost pro volbu své strategie (ponechéni libovolné ¢asti penéz stranou), kterou
muze, ale nemusi vyuzit. Proto se ocekavany log-vynos nemtze snizit. Je treba
jesté dovysvétlit, pro¢ plati nerovnost 2.3] Suma je pouze pfes moznosti, na které
sazkal nesazi. Pro takové prilezitosti, jak jsme dtive ukazali, plati by > p;0;, ¢cimz
dostaneme nezapornost kazdého séitance a tedy i celé sumy. Vidime, Ze rovnost
% nastane v pripadé, kdy sdzkar vsadi na vSechny moznosti (tj. pti by = 0)
¢i pri fair kurzech, dohromady tedy pokud kurzy nejsou subfair, coz v realité
nastane jen velmi zridka. V praxi tedy sdzkar témér nikdy neprosazi cely kapital.

Ziskali jsme vsak také pfimo informaci, o kolik se o¢ekavany log-vynos zvysi
oproti zakladnimu pripadu. Zvysi se logicky pravé o ocekavany rozdil log-vynost
pri nevsazeni ¢astky by oproti vsazeni i na moznosti s nizkym oc¢ekavanym vyno-
Semnl (pzoz S bo)

2.2.5 Srovnani s maximalizaci jistého zisku

V pribéhu vypocétu log-optimélni strategie jsme také zjistili, ze je nékdy vy-
hodné vsadit i na moznosti s ocekdavanym vynosem mensim nez 1. Dobrym pri-
kladem tomu jsou superfair kurzy, byt se v realité vyskytuji jen velmi zridka.
V takovém pripadé se totiz jedna o arbitraz.

Definice 7. Arbitrdzi nazveme sdzkovou c¢i investicni prileZitost, pri které md
sazkar pri vhodném rozloZeni sdzek (portfolia) nulovou pravdépodobnost ztrdty
a kladnou pravdepodobnost zisku. To jest, sdzkovou prileZitost X nazveme arbit-
razi, pokud existuje strategie b tak, Ze plati

P(S()<1)=0 A P(S(b)>1)>0.
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Pripomenme znaceni a terminologii z prvni kapitoly

1
1 o M
M=z— "= 1=
Zz:l 0; Zzzl 0; 7

piicemz kurzy nazveme superfair, pokud M > 1, ekvivalentné 3%, oi < 1.
Pokud ma sazkar k dispozici takové kurzy, staci mu vyuzit strategii b; = 7;,
diky které ziska bez ohledu na vysledek sazkové prilezitosti X konstantni vynos

0;
Takova strategie tedy garantuje sazkafi jisty predem dany zisk.

Log-optimalni strategie v pripadé superfair kurzia bude b; = p;, nebot z vlast-
nosti S8, O% < 1 plyne p;o; > C;;, 1 =1,... k. To odpovida predstavé, ze pri
velmi vyhodnych kurzech nemé sédzkatr divod nevsadit vse a diky tomu, ze vsadi
na vsechny moznosti, nemuze zbankrotovat, prestoze prosazi cely kapital. Pres-
toze z Véty [ vime, Ze log-optimalni strategie je z dlouhodobého hlediska nejlepsi
moznou strategii, porovnejme nyni obé strategie pomoci oc¢ekavaného log-vynosu,
které pro tento ucel oznacime W, pro strategii vyuzivajici arbitraz, resp. W* pro
log-optimalni strategii:

W*—W,=W(p)—W(r) = Zpi log(p;0i) — Zpi log(7;0:)

i=1 =1
k k
Di0; Di
- ;1 - ; log 2
= D(pl|r) > 0,

z Véty [3], pficemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz p = r, tedy kdyZ bookma-
ker odhadl redlnou pravdépodobnost naprosto presné a obé strategie splynou.
Doplnime jesté hodnoty ocekavanych log-vynosii:

k k
W, =W(r)= Zpi log(r;0;) = Zpi log M =log M > 0,

i=1 i=1
k
W*=W(p) =) pilogo; — H(p) > W, =log M > 0.
i=1
Ovérili jsme tedy i primym vypoctem, ze byt log-optimélni strategie nemusi

nutné sazkari garantovat jisty zisk, je z dlouhodobého hlediska jesté vyhodné;jsi
nez strategie maximalizace jistého zisku.
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3. Stromové schéma sazek

Doposud jsme se zabyvali sazkovymi prilezitostmi, u kterych byly vypsané
kurzy pouze na k elementarnich jevii. Ve druhé kapitole pak byla navic moznost
nevsadit libovolnou ¢ast kapitalu. V dalsi sekci se budeme vénovat opét kompli-
kovanéjsimu problému. Zavedme nejprve schéma sazek a stromové schéma sazek.

3.1 Zavedeni schématu sazek

U sazkové prilezitosti mohou byt vypsané kurzy na mnoho riznych moznosti.
Budeme se nyni zabyvat specidlni situaci, kdy tyto moznosti sazkové prilezitosti
tvori stromovou strukturu. Nejprve vsak zavedme obecné schéma sazek.

Jednotlivé moznosti sazkové prilezitosti budeme indexovat konec¢nou posloup-
nosti prvkla z néjaké konecné mnoziny Y. Témto posloupnostem rikame slova
a mnoziné X abeceda. Mnozinu vsech slov zna¢ime ¥* a zahrnujeme do ni i po-
sloupnost délky nula, neboli prazdné slovo, pro které pouzivame symbol \. Moz-
nosti sazkové prilezitosti jsou pak reprezentovany jazykem L, tedy konec¢nou mno-
zinou L C X*.

Na mnoziné ¥* budeme uvazovat ¢astecné usporadani, piseme u < v, pokud
je u prefixem slova v (v je prodlouzenim slova u), tedy pokud Jw € L : v = uw.

Definice 8. Sdzkové schéma je situace, kdy s kazdym slovem w € L je asoci-
ovdn ndahodny jev ., kurz o, > 0, ndhodnd veli¢ina X,, = o0, - [{Q} a jeho
pravdépodobnost p, = P(Qy,) € [0,1] spliugjici

Q, CQ,, YuweLu=<v.
Pokud navic plati
Q,NQ, =0, YuveLudAvAvAu,
nazveme takové schéma sdzek stromovym schématem sazek.

Rozdil mezi obecnym a stromovym schématem sazek tedy spociva v tom, ze
obecné pochopitelné nemusi splnovat podminku stromového schématu, a tedy
(z hlediska stromového schématu) alespon jeden uzel mé vice otci, ¢imz je prave
porusena druha podminka.

Se zavedenym znacenim tedy plati E (X)) = p,o,, w € L. Déle budeme ¢asto
vyuzivat ndhodny vektor X = (X, )yer. Definujme také mnozinu vSech listu
v této stromové struktute:

Li={we L :Aup e Liupw#X\ tak,ze u=wv}.

Daéle, predpokladame, ze

przl

weL;
Pripad 3 ,cr, P < 1 nenastane, nebot do stromu zahrnujeme vsechny mozné
vysledky sazkové prilezitosti, tedy i takové, na které neni vypsan kurz.
Podstatnou roli budou hrat sdzkové moznosti s nenulovym kurzem, pricemz
jako moznosti s nulovym kurzem mtzeme uvazovat napriklad sazky, na které
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nejsou vypsané kurzy. Strategii, ¢i rozlozenim sazek pak rozumime rozklad jed-

notky b = (by)wer € B, kde
B ={b = (by)wer spliujici Yw € L:b, >0A Z by = 1}.

weL
Jako vysledek sazkové prilezitosti miizeme uvazovat realizaci nahodné veli¢iny
Y s diskrétnim rozdélenim na mnoziné L;. Vynos sazky b pak mizeme vyjadrit

nasledovné
S(b) = Z b0 = Z buwXy.

weLwY weL
Pripomenme, ze potencialnim vynosem moznosti w € L myslime hodnotu

r(w) = by + by0u,

kde jako b,, uvazujeme odpovidajici hodnotu pro splnéni KKT podminek v pri-
padé b, > 0, coz v pripadé disjunktnich jevi odpovida py,0..
nou slovné. Kofen stromu odpovidd moznosti nevsadit libovolnou ¢ast kapitalu,
coz odpovida pravdépodobnosti i kurzu rovnému jedné. Jednd se tedy vlastné
o bezrizikovou sédzku, mohli bychom proto také (jako bezrizikovy investiéni pro-
stfedek) uvazovat napiiklad statni dluhopis s konstantnim vynosem a porovnavat
vyhodnost sazeni na danou sazkovou prilezitost oproti tomu. V uzlech jsou jed-
notlivé moznosti sazkové prilezitosti s prislusnym kurzem a pravdépodobnosti.
Klicovou roli pak sehravaji listy, nebof se jedna o elementarni jevy, z nichz na-
stane pravé jeden (nejednd se o nutny predpoklad, budovana teorie by fungovala
analogicky v pripadé teorie portfolia, avsak uvadime jej pro priklad kurzového
sdzeni, kterému se vénujeme). Jev odpovidajici uzlu nastane pravé tehdy, pokud
nastane jev odpovidajici nékterému z jeho syni, nebot predpokladame, ze pro
uzel odpovidajici slovu w € L plati

Puw = Z Du,

ueL

tedy pocitame se vSemi moznymi vysledky sazkové prilezitosti, i pokud na nékte-
rou moznost neni vypsany kurz.

Pomoci stromové struktury muzeme interpretovat velké mnozstvi sazkovych
moznosti. Priklady jsou sazky na vitéze dostihu, prezidentskych voleb, vitéze
fotbalového zapasu i rtizné kombinace sazek v ramci jedné sazkové prilezitosti,
napiiklad soucasné na vitéze zapasu, brankovy rozdil, pocet vstrelenych goli,
rohovych kopti, zlutych karet a sazku, zda dany hrac¢ vstreli gél. S moznosti ne-
vsazeni ¢asti kapitdlu i bez ni. Pro vyuziti stromové struktury navic neni problém,
pokud na nékterou moznost sazkové prilezitosti neni mozné vsadit, jako v pripadé
prezidentskych voleb, kdy jesté mohou pribyt dalsi kandidati.

Vsechny pripady, kterymi jsme se doposud v praci zabyvali, je tedy mozné
interpretovat jako stromy. Konkrétné odpovidaly stromu hloubky 1 s & listy. Moz-
nost nevsadit ¢ast kapitalu pak byla zahrnuta v koreni stromu.

3.2 Binarni strom hloubky dva

Uvazujme nyni finale fotbalové Ligy mistri, kde se vitézem stane praveé jeden
z obou finalist1i, utkani nemuze skoncit remizou. Jsou vsak dva zpiisoby, jak vitéz-
stvi dosdhnout, a to v zdkladni hraci dobé nebo po prodlouzeni. Kurzy jsou tedy
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vypsany na vsechny ¢tyti elementarni jevy (vitézstvi obou tymu v zékladni hraci
dobé, oznacme: 11,22, i po prodlouzeni: 10, 20), pouze na vitéze (tedy moznosti
sdruzujici vitézstvi daného tymu v zdkladni hraci dobé i po prodlouzeni: 1,2)
a sazkar ma stale také moznost nevsadit libovolnou ¢ast kapitalu: A. Pouzivame
tedy jazyk L = {11,10,20,22,1,2,\}, pFicemz na vSechny tyto moznosti je vypsan
kurz (o) = 1). Vyuzivame zde standardni znaceni z kurzového sazeni, kde byva
doméci tym znacen jako 1, hostujici jako 2 a remiza v zédkladni hraci dobé jako
0. Slova z L jsou tedy odvozena intuitivné a zaroven tak, aby odpovidala pravi-
dlim stromové struktury zavedené vyse. Pokud nebude uvedeno jinak, indexy i,j
budeme myslet pouze jednotlivé znaky ¢i slova délky 1, ale pouze takové, které
davaji smysl vzhledem k zavedenému znaceni, tedy i,ij € L, pro prehlednost tento
ziejmy predpoklad nebudeme vzdy uvadét. Pokud budeme mluvit o slovech z L,
kdy nebude nutné rozliSovat jednotlivé znaky ¢i délku slova (a tedy hloubku od-
povidajiciho uzlu), budeme obvykle vyuzivat symboly w,v,w ¢i pozdéji z. Uvedme
pro uplnost nékteré zakladni vztahy:

ijeL €L jijeL weL
3.2.1 Vypocet vyse sazky v pripadé vsazeni

Ulohou je opét najit log-optimalni strategii zadaného problému. Budeme tedy
postupovat analogicky jako v minulé kapitole za pouziti KKT podminek z Véty
Bl Vyjadieme nejprve potiebné stfedni hodnoty:

X
E /\* _ P11 i P1o X
S(b*)  bx+bio1 +briorr by + biog + bigoo
i P20 4 P22 o
by + ba0g + bagoag by 4 0202 + b220922
_ Z Dij
ijel b)\ + b,’Oi —+ bz‘joij
E X _ Dii0; T Pio0i B
S(b*) " by + bjo; + bioy; by + bjo; + bigog
Dij0i )
— , 1€L
j:%E:L b)\ -+ biOi + bijoij
E—* Pij% ijeL

S(b*) - b)\ + b,'OZ' + bijoij7

Podobné jako v minulé kapitole zacneme s rovnicemi, které nalezi k elemen-
tarnim jeviim, nebof piislusné hodnoty b;; je mozné snadno z rovnic vyjadrit.
Nejprve vypocitejme, kolik ma sizkai vsadit na moznost b;;, pokud se takova
sazka vyplati.

35015 b b;o;
Dij0ij TN bij:pij_ A+ 0.

bi' > () =
’ bx + bio; + bijoi; Oij

Daéle tedy budeme za pfedpokladu b;; > 0 vyuzivat vypocitanou hodnotu.
Zamérme se nyni na vypocet b;. Jelikoz je prislusna stredni hodnota soucet dvou
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zlomku, které odpovidaji vitézstvi tymu ¢ v zdkladni hraci dobé (i), resp. po
prodlouzeni (i0), pro vyjadireni do co nejjednodussiho tvaru vypocet b; rozdélime
na pripady podle toho, zda sazkar sazi také na b, resp. by :

Dijo;
b >0 = =1,
j:igZEL by + b;o; + b;;045

Dii0; Pio0;
’ by +bioi by + bio;
pio;
b)\ + bioi N
b
bi=pi — 7/\7
Pii0; Pio0q
bii >0,bjp=0 = =
0 b)\ + biOi + b“Ou b)\ + biOi
0; Pio0i
0y by+bio;
Oii b
bi = pio - -
Oii — 0 0
0i0 bx o
bii=0,bjp >0 = b; = pi;i - — =, dle vypoctu vyse.

Oio —0i 04

Opét jako v piipadé b;; budeme ziskanou hodnotu v dalsich vypoctech casto
vyuzivat. Posledni pripad b; > 0,b;p > 0 pfi soucasném uvazovani b; > 0 neni
tfeba rozebirat, nebotf nikdy nenastane. Jedna se o analogickou situaci, jaka na-
stala v minulé kapitole pri fair kurzech, kdy sazkar muze nevsadit nic, vsadit
odpovidajici obnosy na vsechny moznosti ¢i zvolit konvexni kombinaci téchto
dvou moznosti. PTi samotném vypoctu pomoci C}, diky kterému sédzkar dosdhne
log-optimalni strategie vsak vyuzivame volbu varianty nevsadit nic, coz nyni od-
pOVidé bij =0a bl > 0.

K vypoctim samoziejmé také ndalezi podminky pro danou variantu, které
ziskdme z KK'T podminek od kazdé moznosti, na kterou sazkar nevsadi. Témi se
vsak z diivodu mensi prehlednosti vypoc¢t nebudeme zabyvat nyni, ale shrneme
je az na zaver.

3.2.2 Urceni sazenych moznosti, vypocet nesazené castky

Zbyva nam vyuzit posledni rovnici z KKT podminek, pomoci které zjistime
hodnotu by, za predpokladu by > 0:

Dij
by>0 = =1.
ZJXG:L b)\ —+ biOi -+ bijoij

Rozdélme nyni tuto sumu podle pripadii, které miizou nastat, ozna¢me:
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; Dij
(1) = ,
ijEL:bizzjo,bij:() by + bio; + bijoij
(i) = > ,
i§EL:bi=0,b;;>0 by + bio; + bijoi;

(i) = 3 L

b
iicnm>0 Oa + bioi + bijoi

pak plati (i) 4 (i) + (i7i) = 1. Rozeberme nyni jednotlivé ptipady:

. pzy pl]
M= > gt o= >
i€ L:b;=0,b;;=0 A 1Ui (/] ij€L:b;=0,b;;=0 A

= Y P oy P oy L

i§EL:b;=0,b;;>0 bx + bio; + bijos; i§ELbi=0,b;;>0 bx + bijoy; ij€L:bi=0,b;;>0 i

(le) _ Z Dij _

b)\ + bioi + bijoij

ijEL:b;>0
i + Di i + Di
_ Z p DPio + Z p DPio
i€ Lib; >0,b31=0,bio=0 bx + bio; + bij0i; € Libi>0,b33=0,b;0>0 bx + bio; + bijos;
i T Di i + Di
4 Z p Pio i Z b DPio

1€ L:b;>0,b45>0,b;0=0 bx + bio; + bijoz‘j by + bio; + bijoij

_ Z Dii + Pio n Z (OiO — 0; i 1) +

1€ L:b;>0,b;;=0,b;0=0 Dio; 1€L:0;>0,b;;=0,b;0>0 0i00; 0i0

n T (1+0ii_0i):

1€L:b;>0,b;;>0,b;0=0 i 0ii0;

1€L:b;>0,b;;>0,b;0>0

S T T

1€ L:b;>0,b;;=0,b;0=0 0i 1€ L:b;>0,b;;=0,b;0>0 0i 1€ L:b;>0,b;;>0,b;0=0 0i
1
- > 2
1€L:b;>0 0;
pricemz jak jsme popsali vysSe, varianta b; > 0, b; > 0, b;g > 0 nemuize nastat.
Dohromady dostaneme:

1= (4) + (i1) + (i73),
ii 1 1
i§EL:b;=0,b;;=0 "X ijEL:b;=0,b;;>0 ' '

Zz‘jeL:bi:O,bU:O Dij

by =

1 1 -
L= 2 licra>0 5, = ZijeLni=0,,;>0 5

Vypocitali jsme tedy kolik méa sazkar vsadit na jakou moznost, v pripadeé, ze
na ni bude sazet. Zbyva nam tedy urcit, na kterou moznost se vsadit vyplati.
Nejprve vyuzijeme KKT podminky pro pripady, kdy sazkaf na jednotlivé moz-
nosti nevsadi, ¢imz dostaneme pozadovana omezeni. Pfipomenme klicové stredni
hodnoty a vztahy, které musi spliovat:
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X\ Dij
bh=0 = E = ! <1
A S(b*) zng b>\ + biOZ‘ + bijoz'j -
bi=0 = E L= 2 <1, i€l
S(b") j;L by + bio; + byoy —
Xij DijOij

bij:() = E <1, Z]GL

S(b*) N b,\ + biOi + bijOij

Vyhodou nyni je, Ze nemusime provadét dalsi komplikované vypocty, KKT
podminky se totiz u pripadu b,, = 0 oproti b,, > 0,w € L lisi pouze v tom, Ze se
jednda o nerovnost namisto rovnosti. Za kazdou rovnost b,, = 0, w € L dostaneme
jedno omezeni, pro b, > 0,w € L pak vyuzijeme dfive vypocitanou hodnotu.
Rozebereme tedy jednotlivé pripady:

b =0,b;; =0,bip=0 = pio; < by,  Diioii < by, Dipoio < by,
bl:O,b“>0,bZOZO = (1pr01)

Dii
(; _ ;)
05 040

b >0,b;; =0,bjp=0 = Dii0Oii < Pi0;,  Pio0io < P;i0;,

< by, DPio0io < by,

bi =0,b;; =0, >0 = < bx, Ppiioi < by,

Zamysleme se nyni nad ziskanymi podminkami. Nejprve se budeme vénovat
pripadiim, kdy sazkar vsadi nejvyse na jednu z moznosti. Aby nechtél vsadit
na dalsi moznost, znamena to, ze takova sidzka neni vyhodna, a to za predpo-
kladu soucasného vsazeni zamyslenych sazek, podle toho totiz musime uvazovat
pripadnou hodnotu prislusné sazky tak, aby odpovidalo situaci. Obdrzené pod-
minky u prvnich trech pripadti pak presné odpovidaji tomu, ze vynos pripadné
sazky na odpovidajici moznost, pri sou¢asném uvazovani predpokladanych sazek,
je zaporny ¢i nejvyse nulovy, coz logicky ospravedlnuje sazkarovu volbu na ta-
kovou moznost nevsadit. V poslednim pripadé pak vidime, Ze sazkar nevsadi na
zadnou jinou moznost nez na i, pokud je prislusny vynos nejvyssi.

Podminky uvadime v takovém tvaru, aby byla mozna i jina interpretace obdr-
zenych zaveéru. Aby sazkar vibec nevsadil na néktery z elementarnich jevu (tedy
ani na moznost sdruzujici dany elementarni jev s jinym), je logické, ze potencialni
vynos sazky na danou moznost musi byt nizsi nez nevsazena c¢astka.

V pripadech, kdy sazkar vsadi prfimo na druhy z elementarnich jevii, pak pod-
minka nevyhodnosti vsazeni na moznost odpovidajici otci ¢ je ovlivnéna pravé
sdzenim na moznost odpovidajici druhému ze synu (bez ijmy na obecnosti ii)
a vyznam sazky b; by spocival ve stabilizaci zisku pro pripad vysledku i0. Pod-
minka pfi nevsazeni na moznost ¢ proto zohlednuje pravé pravdépodobnost p;g
a srovnani vyhodnosti kurzi o; a o;;.

Pokud sazkar nevsadi na moznost odpovidajici danému listu, ale na moznost
odpovidajici jeho otci ano, pak ocekavany vynos takové sazky musi byt pochopi-
telné vyssi.
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bi:0,b1-2->0,bi0>0 = —_ > — 4+ —,
1

bi>0,b“’>0,bi0:0 = *S*‘i‘*,

bi>0,b“‘:0,bio>0 = — < — 4 —.

Zamérme se nyni na pripady, kdy sazkar vsadi na dvé ze tii moznosti uvazo-
vaného podstromu. To nemusi nutné znamenat, ze by posledni z moznosti nebyla
vyhodnd, jen musi mit méné vyhodny kurz. Jak vime z ¢asti, kdy jsme se zaby-
vali marzi bookmakera a férovosti kurzii, jejich vyhodnost posuzujeme na zakladé
prevracené hodnoty. Podminky jsou tedy opét prirozené, pokud sazkar nevsadi na
moznost odpovidajici nékterému z listl, pak kurz na moznost odpovidajici jejich
otci nemuze byt méné vyhodny. Naopak pokud nevsadi na moznost odpovidajici
otci, prislusny kurz nemiize byt vyhodné;jsi.

V priibéhu kapitoly jsme pocitali, jakych hodnot musi sdzky na jednotlivé
moznosti dosahovat za predpokladu vsazeni, pokud bychom na né vsadili. Uva-
zovali jsme tedy tak, jako bychom znali mnozinu moznosti, na které se ma v log-
optimalni strategii vsadit. Ozna¢me nyni mnozinu vsech uzld, na které sazkar za
vyuziti log-optimalni strategie vsadi

V*={we L:b,>0}.

Nasim cilem je urcit algoritmus k ziskani log-optimalni strategie, kdy budeme
postupné zatrazovat nejvyhodnéjsi moznosti do mnoziny uzli, na které se vsadi.
Definujme tedy

Vo ={A}, Viyr =ViU{w e L\Vy : w je nejvyhodnéjsi}.

Mnozina Vj, tedy odpovida vsazeni k nejvyhodnéjsich moznosti, presny po-
pis vybéru nejvyhodnéjsich moznosti uvedeme pozdéji v algoritmu k ziskani log-
optimalni strategie.

V tuto chvili tedy jiz vime, kolik méa sazkar vsadit na kterou moznost sazkové
prilezitost za predpokladu, Ze na ni bude sazet. Zjistili jsme také podminky, kdy na
danou moznost sazkar nevsadi. Zbyva tedy podobné jako v minulé kapitole urcit,
jak velkou c¢ast kapitalu sazkar sazet nebude a na které z moznosti ma vsadit.
Budeme postupovat analogicky, kdy hodnotu b, ziskdme iterovanim hodnot C.
Definujme

C’(Vk) _ ZijelL:igéVk,ijgévk Dij .

L= iev, o — Zijeviigi=0 i
Pak plati b5 = C(V}) a V* =V}, kde t znadi pocet moznosti, na které sazkar
vsadi. Hodnota C'(Vy) = 1 odpovida tomu, zZe na sdzkovou piilezitost sazkal vibec
nebude sazet v pripadé, Ze pro zadnou moznost w € L neni potencialni vynos
PwOw > 1, neboli kdyz vynos nebude kladny pri vsazeni odpovidajici ¢astky b,

pro zadny vysledek w € L sazkové prilezitosti.

Vzhledem ke stromové struktute hloubky vétsi nez jedna je vSak nyni vy-
razné komplikovanéjsi urcit, na které moznosti ma sazkar vsadit, a to z divodu
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provazanosti sazkovych moznosti v jednotlivych podstromech (s koreny v uzlech
v hloubce jedna). Klicovym rozdilem jsou podminky pro nevsazeni na danou moz-
nost v pripadé vsazeni na nékterou z moznosti z téhoz podstromu, kdy uz nestaci
uvazovat p,0,, w € L (potencidlni vynos totiz mize byt jiny z duvodu jiné vyse
sdzky), nebot tento pristup funguje pouze pro disjunktni jevy. Sazkar vsadi pravé
na moznosti, které nesplnuji prislusnou podminku pro nevsazeni uvedenou vyse,
pricemz postupuje tak, ze v jednom kroku vzdy zaradi do svého portfolia sazek
jednu sazkovou moznost, a to tu nejvyhodné;jsi.

Zavedme nyni pro pro problém vybéru, na které sazkové moznosti mé saz-
kal vsadit, nasledujici znaceni. Jednotlivé moznosti jsou zarazovany do prioritni
fronty od nejvyhodnéjsi (ddle budeme prvky této fronty znacit ¢q,qs,... a pri-
slusné potencidlni vynosy r(q1),7(q2), ..., tedy plati r(q1) > 7(q2),...) a po-
stupné s vypoctem hodnot C(Vj) sdzkar urCuje, na které moznosti jesté vsadi,
tedy vezme prvek z prioritni fronty, ktery je na fadé (g¢x) a porovna hodnoty
r(qr) a C(Vi_1). V piipadé disjunktnich sdzkovych moznosti by tedy platilo
r(q1) = max{p,o,,w € L}.

Sézkar tedy vybere z obou podstromu (s kofeny v uzlech v hloubce jedna)
moznost s nejvyssim ocekavanym vynosem a nasledné tyto podstromy seradi tak,
aby platilo maX{p101,P110117p10010} = T(Ql) > 7“(6_12) = maX{P202,P22022,p20020}
a poté vsadi na moznost ¢, pokud plati r(¢;) > C(V), v opacném pripadé na
sazkovou prilezitost nebude sazet viubec.

V tuto chvili se tedy jedna o stejny postup jako u stromu hloubky jedna pro
dvé moznosti. Rozdil vsak spoc¢iva v tom, zZe je tieba uvazovat také ostatni, méné
vyhodné moznosti z daného podstromu, a to v rdmci vyse uvedenych pravidel
pro nevsazeni na jednotlivé moznosti. Pti vsazeni na moznost ij € L je proto do
fronty tieba zaradit také dal$i nejvyhodnéjsi moznost (sazkar vsadi nejvyse na
jednu z nich). Proto sazkar porovnd, zda je vyssi potencialni vynos u moznosti i ¢i
ik € L,k # 7.V této chvili vsak jiz z divodu sdzky na moznost ij (a tedy jiné vyse
pripadné sdzky) je potencidlni vynos moznosti i roven py/ (Oi — %) namisto p;o;
a ten je tedy tfeba porovnat s p;,0;. a moznost odpovidajici vyééijz téchto hodnot
zatadit do prioritni fronty. V ptipadé, ze sazkar vsadi na moznost ¢ € L, do fronty
jiz neni treba zarazovat zadnou dalsi, nebof by pro moznost ij € L nemohla byt
splnéna podminka p;;0;; > p;0;.

V pripadé rovnosti prislusnych potencialnich vynost vzdy sazkar zvoli moz-
nost, ktera odpovida uzlu v mensi hloubce, tedy nadirazenou moznost. Z divodu
prehlednosti a zjednoduseni znaceni odbavujeme prioritni frontu tim zptsobem,
ze prvky z fronty nemazeme, ale presuneme ukazatel zacatku fronty na dalsi prvek
(kterému zustane stejny index), v pripadé zafazovani nového prvku do fronty je
pak tento prvek zarazen na odpovidajici pozici, ale nikdy pred ukazatel zacatku
fronty.

Celkoveé tedy sézkar vsadi pravé na moznosti ¢, € L, spliujici 7(qx) > Cr_1.
Jak jsme uvedli vyse, by = C}, kde t znaci pocet moznosti, na které sazkar vsadi,
se zavedenym znacenim tedy plati

t = max{k : r(qr) > C(Vk_1);0}.

Jak dokazeme ve Vété 8] hodnota C'(Vy) se snizuje s kazdou dalsi vsazenou moz-
nosti. To znamena, ze sazkar poté z hlediska log-optimality muze chtit vsadit
i na moznost, kterd ma potencidlni vynos mensi nez 1. Dohromady se vsazenim

25



vyhodnéjsi varianty tim totiz zvysuje o¢ekdvany log-vynos a tedy stabilizuje zisk.
Snizovani C(V}) je logické, nebot sazkar vsadi jen na moznosti, které jsou vy-
hodné, a proto s kazdou takovou sazkou snizi ¢astku, kterou si ponecha stranou.
Popsali jsme tedy log-optimalni strategii pro pripad binarniho stromu hloubky
dva. Pro zprehlednéni se pokusime shrnout v nékolika krocich, jak by mél sazkar
postupovat, aby u takové sazkové prilezitosti ziskal log-optimalni strategii.

3.2.3 Algoritmus pro ziskani log-optimalni strategie

1.

2.

3.

Zaradit do prioritni fronty jednu moznost z kazdého podstromu s kofenem
v hloubce jedna, a to tu s nejvyssim potencidlnim vynosem, pricemz poté
moznosti ve fronté seradi sestupné pravé dle potencidlniho vynosu. Pro pre-
hlednost znac¢ime prvky této fronty qi, ¢, ... a prislusné potencialni vynosy

r(q1),7(g2), .., tedy plati r(q1) > r(g2), . ..
(a) Pocitat hodnoty

DijeLi¢Viij¢V Pij
C(Vk) = LS e :

(b) Rozhodovat o vsazeni ¢i nevsazeni nejvyhodnéjsi dosud nesdzené moz-
nosti, tedy pokud plati 7(gxy1) > C(Vi), pak Vii1 = Vi U @y

(c¢) Pokud 7(gx+1) > C(Vi), qr+1 odpovidd moznosti ij € L a zbyva
vice nez jedna nevsazena moznost z prislusného podstromu s kore-
nem v uzlu 7, je tfeba do prioritni fronty na prislusné misto zaradit
dalsi moznost s nejvyssim potencidlnim vynosem z téhoz podstromu

(u moznosti 4 je nutné uvazovat zménu potencialniho vynosu z duvodu
jiné vyse pripadné sézky). Pokud tedy plati proix > pir/ (O% — %) ,
je treba zaradit moznost ¢k, v opacném pripadé moznost 7, a to na
odpovidajici pozici dle prislusného potencialniho vynosu.

(d) Opakovat body (a),(b),(c) dokud nenastane r(gx+1) < C(Vj). Tim
bude dokonceno hledani moznosti, na které sazkar vsadi a vsazenych
moznosti tedy bude ¢t = max{k : r(qx) > C(Vj_1); 0}, pficemz se jedna
o moznosti q1,...,q;.

Log-optimalni strategie b* je

C(Ve), w=A,
pi—2, w=ieViNii,i0 ¢V,
by = (pi_pij)'oifiioi_%a w=ieV,Nij eV,
Pz‘j—l“%?oia w=1j €V,
0, jinak.

Poznamenejme, zZe je tfeba v pripadé vsazeni na obé moznosti 7,45 € L
vypocitat nejprve b;, nebot se tato hodnota objevuje ve vypoctu b;;. Pri-

.....

r(ij) = pij0i;, pokud vSak jde o moznost odpovidajici jeho otci ¢, zalezi, zda

sazkal vsadi také na nékterého z jeho synii. Pokud vsadi na syna ij a nikoli
na ik € L, pak r(i) = py./ (Oi — %), pokud na zadnou z téchto moznosti,
7 1]

pak plati standardné r(i) = p;o;.
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3.3 Obecné stromové schéma

Na zacatku kapitoly jsme zavedli stromové schéma sazek a nasledné jsme zjis-
tili log-optimalni strategii pro ptripad, kdy jednotlivé moznosti sazkové prilezitosti
strukturou odpovidaji bindrnimu stromu hloubky dva. Nyni bude nasim tkolem
vyTesit problém hledani log-optimalni strategie pro pripad, kdy schéma moznosti
sazkové prilezitosti odpovida libovolnému stromu.

Jak jsme uvedli v minulé ¢asti, pomoci stromové struktury je mozné interpre-
tovat velké mnozstvi sdzkovych moznosti. Je mozné soucasné vsadit napriklad na
rizné kombinace sazek, tieba ve fotbale na vitéze zapasu, brankovy rozdil, pocet
vstrelenych goll, rohovych kopt, zlutych karet i sazku, zda dany hrac¢ vstieli gol.
Pomoci stromové struktury je mozné interpretovat i akumulovanou sazku, tedy
sazku na vice sazkovych prilezitosti soucasné, aby se vSak jednalo o stromovou
strukturu, neni mozné do schématu zarazovat priliS nadrazenych moznosti. Na-
priklad pro pripad dvou sizkovych prilezitosti, ve které je v obou mozné vsadit
pouze na to, ktery ze dvou tymu vyhraje, bychom pak uvazovali jako elemen-
tarni jevy (listy) vSechny ¢tyfi kombinace, jak oba zépasy dopadnou. Abychom
dodrzeli stromovou strukturu, je mozné jako nadfazené moznosti (otce) uvazovat
napiiklad pouze vitéze prvniho zédpasu (tedy sjednoceni pres oba mozné vysledky
druhého) a nikoli zvlast na vitéze prvniho i druhého zépasu, nebot by kazdy
z listd mél mit dva otce a nejednalo by se tedy o strom.

Necht jsou dany sazkové moznosti, které odpovidaji stromové strukture a za-
vedenému znaceni ze zac¢atku minulé kapitoly. Navic zavedeme znaceni

L;={w € L :|w|=1i,tedy w je v hloubce i}.

Navic pro zjednoduseni zapisu budeme predpokladat, ze jsou vsechny listy ve
stejné hloubce, aby L; = Ly, kde d je hloubka stromu. Pokud by néktery z listi
w € L; byl v mensi hloubce, stac¢i pridat uzel wi € L;,; odpovidajicimu jeho
SYNOVi S€ 8 Dui = Puw & 0y; = 0, vzdy bude platit b,; = 0 a je tedy zfejmé, ze
se jednéa o ekvivalentni tlohu k tloze ptivodni. Pripadné je tieba tento postup
opakovat, dokud nedosahneme pozadované hloubky.
Oznacme jesté mnozinu vSech uzli, na které sazkar za vyuziti log-optimalni
strategie vsadi
V*={weL:b, >0}

Nasim cilem je urcit algoritmus k ziskani log-optimalni strategie, kdy budeme
postupné zatrazovat nejvyhodnéjsi moznosti do mnoziny uzli, na které se vsadi.
Definujme tedy

Vo ={\}, Vi =VieU{w € L\Vj : w je nejvyhodnéjsi}.
Mnozina Vj tedy odpovida vsazeni k nejvyhodnéjSich moznosti, presny po-

pis vybéru nejvyhodnéjsich moznosti uvedeme pozdéji v algoritmu k ziskani log-
optimalni strategie.

3.3.1 Vypocet vyse sazky v pripadé vsazeni

Vyjadreme opét nejprve potiebné stiedni hodnoty pro vyuziti KKT podminek:
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Pw
E — = v
S(b ) wgd ZuGL:ujw by0,
Xi PwOi
E — = . pwm
S(b ) we[/zd;:i<w ZuGL:ujw buou
Xy _ POy

= , v E Ly
S(b*) ZuGL:ujv buou
Pozn.: Plati 0oy = 1 a pro v € L*\L (na moznost u neni mozné vsadit) je
b, = 0, tedy také b,0, = 0, proto neni treba tyto moznosti nijak zvlast oSetrovat.
Muzeme si vS§imnout, ze vSechny uvedené sttedni hodnoty je mozné definovat
dohromady:

X,
S(b*)

I L

)
weLg:v=w ZUELIUﬁw buOu

Presto jsme pro lepsi predstavu uvedli, jak vypadaji také jednotlivé stredni
hodnoty. Mlzeme vidét, ze kazda z téchto stfednich hodnot je souc¢tem zlomk,
pricemz pravé tolika, kolika listim je dand moznost nadfazend (kolika listim
tvori dand moznost prefix). To znamenad, Ze stfedni hodnota odpovidajici listu mé
prave jeden scitanec, stredni hodnota prislusici jeho otci ma séitanct tolik, kolik
méa synu a stiedni hodnota odpovidajici kofeni celého stromu jich mé |L;| (pocet
vSech listu). Proto je opét nejjednodussi zac¢inat s vypocty hodnot jednotlivych
sazek u listh, pricemz, jak jsme uvedli, ¢asto budeme vyuzivat vypocty z minulé
kapitoly. Dopliime jesté, ze zapisem u < v budeme zkracovat u = v, u # v.

veV'veL =

DyOy -1 PN — Dy — ZueLsu<v b’uo’u
- - - = v = Po —_—
ZuGL:ujv buou Oy

(3.1)

Postupme nyni k dalsi vrstvé, ktera odpovida otctim jednotlivych lista. Jako
jiz. obvykle budeme u vypocti vyuzivat diive dosazenych hodnot, nyni tedy jiz
muzeme za b,,v € Ly dosadit bud hodnotu vypoctenou vyse, ¢i 0, podle toho,
zda sazkar na moznost v vsadi.
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veVvel,, =

I L

wELg:v=w ZuEL:ujw buou

S < S U

weLgw=wAweV* Ow wELgv3wAwgV* ZUELZU'“U buOu

Z 071) + Oy - ZwELd:vjw/\u&V* Pw 1

weLg:v3wAweV* Ow ZueLzujv buou
Oy
L= > =] > hou=o X} pu
weLgvRwAweV* Ow u€ L:u=v WELgv3wAwgV*
Oy - EweLd:vjw/\wiv* Pw
bvov - 1 oy Z buOu
- ZwGLd:vjw/\wEV* ow wELu=<v

b — ZwELd:vjw/\wév* Pw ZuGL:u<v buou (3 2)
v = o .

I - EwELd:vjw/\wEV* i Oy

Provedli jsme vypocty hodnot b,,v € Ly a v € Ly_1. Jak jsme jiz diive zjistili,
hodnotu b, ovliviiuji moznosti u < v spliujici v € V*. Proto nebyl vypocet
by, v € Ly nijak komplikovany a v pripadé b,,v € Ly 1 stacilo rozdélit sumu na
dva ptipady podle toho, zda sazkatr vsadi na moznost odpovidajici listu. Jelikoz
bude nyni cilem odvodit vzorec pro hodnotu b, libovolné moznosti v € Ly, k €
{0,...,d}, rozdélime nyni sumu podle toho, v jaké nejmensi hloubce vétsi nez k
(nebot v € Li) se nachdzi moznost, na kterou sazkar vsadi, a to z pohledu kazdé
cesty (urcené dle listu w € Lg). Definujme tedy pro V C L, A € L mnozinu

M!'v,V)={weL,:i=min{j:u € Lj,v <u=wAuecV;d+1}},
pficemz pro V = V* budeme vyuzivat zkraceny zapis M*(v). Mnozinu takovych

moznost{ u mizeme oznacit také zkrdcené M;(v) namisto M/ (v). Vyuzijme nyni
zavedené znaceni k vypoctu obecné hodnoty b,,v € L:

o
veV*vel, = 3 PO
weLg:v=sw ZuEL:ujw buou
d+1

oY

i=h+1 we M (v) ZUGL:ujw by 0y

Pocitejme nyni pro vétsi prehlednost zvlast jednotlivé sc¢itance, ve vypoctech
budeme vyuzivat diive ziskané hodnoty b,,v € V* pro ptipady v € Lyav € Ly_4.
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Y o= Y (3.3)

< DO uw D0
’LUEM 4, (’U) ZueL.ujw uru wGMg+1(v) ZUEL.uj’U wYu

oy Puos _ v % ,mm

weMY(v) ZuEL:ujw buOu weMd(v b wOw + ZuEL u=<w b0y weMy(v) Oy

PuwiOy PwiOy
2 = Z +

u=<wi w0 cu=wi DuO
wieM:iifl(v) ZUGL-UjU” uru wiGMjfl(v):wiEV* ZUGL.ujwz uCu

+ Z PwiOy

wieMg_l (v):wigV* EUEL:ujwi buou

— Z PwiOy +

wieMg_, (v)wieV* bwiowi + Lueru<wi budu

+ Z PwiOy _

wieM§ | (v):wigV* buwow + ZuGL u<w bu0u

z 31 = Z

0
wie Mg | (v):wieV* wi

Oy

+

wiOv * (1 =22, v):z *%ﬂ
7 B + Z Puwi© ( EMgfl() eV z) —

wzeMd 1 (v):wigV* O ZzeMgil(v):ziv* Y22

+Zﬁ-1—zoﬂz

o 0]
wEMg_1(v) ¥ zEME | (v):izeV* 77

+Z&_ 3 O _

0 0 0
wieMd_ | (v)wieVs "W weMg_1(v) ¥ zeMd | (v):zeV* 2

:Z&

weMy_ 1 (v) Ow

Z vypocitanych hodnot miizeme vytusit, jak by mohla vypadat vysledné hod-
nota pro vsechny pripady, a to

S P % ek, (3-4)

wEMZfi(v) ZuEL:ujw buou wEM; (v) Oy

Obecny vzorec bychom pak dopocitali nasledovneé:
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0.
veVivel, = 3 P
weELg:v=w ZueL:ujw buou

d+1

I i

i=k+1 weMd (v) ZueLzujw buou

Z BE a Z Z Z szwovbo =1
i=k+1weM;(v) Ow weMd L(v) u€L:u=v “u“u
Oy - ZweMdJrl( )pw
=1
i= Zk—:t-l we%:(y) ZueL:ujv buou
(1_2 Z ) Z by0y = 0y - Z Pw
i=k+1 weM;(v) Ow ueL:u=v wEMg+1(v)

Oy » Zw v) Pw
b0, = - MO S b

k—l—lZwEM (v) 0w u€Lu<v

b ZweMdH(v) Duw . € Liu<v by 0y
v T Oy :
1= Swermn) 2 ow Ov
Véta 7. Prov € V*,v € Ly, plati
b _ ZwEMdJrl(’U) Pw _ ZuéL:u-<U buou
— Y1 SweMiw) 2 Ov

Diikaz. Diikaz provedeme pomoci matematické indukce. Je tifeba si uvédomit,
ze pro vypocet b,,v € Ly vyuzivime pomocné rovnosti pro i € {k + 1,...,d}
a naopak v pribéhu vypoctu pomocné rovnosti pro sumu

PwOy
Z _fwrv

weMf(e) ZueLzw buu

dosazujeme vypocitané hodnoty b,,v € V* prov € L;,j € {i,...,d}. V prove-
denych vypoctech postupujeme smérem od listi ke koreni a pred zformulovanim
znéni véty jsme prokézali platnost pro prvni hodnoty, nyni systematicky vyjad-
fime, jak postupné vyuzivame jednotlivé ovérené rovnosti:

by,v € Ly = > = b,v€ELsy, = 3 =

wEMg(z) wEMgil(z)

Zbyva nam tedy pouze indukéni krok, to znamend, ze chceme dokézat nasledujici
implikace (jako predpoklad v indukénim kroku uvddime pouze posledni pred-
pokladanou rovnost, pochopitelné vsak predpokladame také vsechny predchozi
rovnosti, viz schéma vyse):
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k
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Cast (i) jsme dokézali v odstavci pied znénim véty vypoctem obecné hodnoty
b,, kde jsme pro v € L, predpokladali pravé platnost pomocnych rovnic pro
i=k+1,...,d Zbyva ndm tedy bod (ii):

PuwO:
wEMg(z) ZuEL:ujw buou

d+1

SIS DD DI .

vEMy (2) i=k+1 we Mg (v) ZuEL:ujw buou

S B D S R T

vEM(z) \ i=k+1weM;(v) Ow wGM(‘ii+1(v) ZuGL:ujv bu0y

_ Z Zd: Z 0z n Z PwO2 (]- - sz:k—i-l ZyEMi(’U) %)

veMy(z) \i=k+1weMi(w) T weMd,  (v) Ov'zyeMjH(v)py

SRR R EE D ol o)

veMy(2) \i=k+1weM;(v) v v izkt1yen;(v) v
k-1
0
= Z -, z € U L]7
vEMy(z) Ov J=0

pricemz ve druhé rovnosti vyuzivame predpoklad pomocnych rovnic a ve treti
predpoklad hodnoty b,,v € L. Tim jsme dokoncili vypocet hodnot b, pro pripad
v € V* ukazali jsme, ze plati

v E V*, ve L, = b, = ZwEMg+1(v) Puw _ ZueL:u<v buou‘

Oy

d
T =3k ZwGMi(v) ou Oy

3.3.2 Urceni sazenych moznosti, vypocet nesazené castky

Nyni se zaméfme na omezeni, které dostaneme také z KKT podminek, a to
v pripadé v € V*. Jednd se tedy o podminku, kdy sdzkar na moznost v nevsadi.
Rozeberme rozdil v KKT podminkach pro v € V* a v ¢ V*.
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Uvédomme si, ze pokud plati v € V*, tak je hodnota b, jednoznaéné urcena
pravé tak, aby platila uvedend rovnost, a to vzorcem uvedenym vyse. Pro pripad
v ¢ V* pak dostaneme omezeni, které musi byt splnéno, pokud na moznost
v sdzkal nemé vsadit. Radi bychom vsak této na prvni pohled komplikované
podmince nalezli vhodnou interpretaci. V§imnéme si, Ze se hodnota b, (respektive
soucin b,0,) vyskytuje v kazdém séitanci sumy, avsak pouze ve jmenovali. To
znamena, ze za trivialnitho predpokladu b, > 0,0, > 0 se pii zvySeni hodnoty b,
se hodnota celé sumy snizi.

Predpokladejme v ¢ V* a spoctéme levou stranu uvedené nerovnosti. Pokud
je podminka splnéna, je predpoklad v poradku, zvysenim sazky (b, > 0) na moz-
nost v by se hodnota celé sumy snizila a nesplinovala by danou rovnost. Pokud
vsak podminka splnéna neni, dochazime ke sporu, coz znamena, ze je tfeba pred-
poklad prehodnotit a na moznost v vsadit, a to pravé vypocitanou castku, diky
¢emuz nastane rovnost. Dohromady tedy vlastné na moznost v sazkar nevsadi
pravé tehdy, pokud by hodnota sazky (b,) pro dosazeni rovnosti v KKT byla za-
porna ¢i nejvys nulova, pokud vyjde hodnota b, > 0, sdzkar na moznost v vsadi
prislusnou ¢astku. Ekvivalentné bychom v téchto ivahach mohli namisto vsazené
hodnoty na moznost v (b,) uvazovat vynos ze sazky na moznost v v pripadé vy-
hry (b,0,), nebot o, > 0. Takze sézkar, jelikoz vzdy v pfipadé sdzky na moznost
v vsadi ¢astku dle uvedeného vzorce, na moznost v skutecné vsadi pravé tehdy,
kdyz vynos ze sazky na moznost v v pripadé vyhry je kladny. Tim budou KKT
podminky splnény.

Nyni jsme opét v situaci, kdy jiz vime, kolik ma sazkar vsadit na kterou
moznost za predpokladu, Ze na ni bude sazet a zname i podminky, za kterych
na danou moznost nevsadi. Zbyva tedy urcit, na které z moznosti ma sazkar
vsadit a na které nikoli, diky ¢emuz pak bude mozné dopocitat rozlozeni sazek.
Analogicky zavedeme velic¢inu C'(V}), kterd odpovida nevsazené ¢asti kapitalu pri
sazce na k nejvyhodnéjsich moznosti. Definujme tedy

ZweMngl

- d A 1
=2tk el o

To znamend, ze plati by = C(V;) a V* = V, kde t znadi pocet moznosti, na
které sazkar vsadi. Hodnota C'(Vy) = 1 odpovidad tomu, ze sdzkal vibec nebude
sazet na sazkovou prilezitost, pokud pro zadnou moznost w € L neni potencidlni
vynos (ve chvili kdy zatim sazkal nesézi na zaddnou moznost) vétsi nez jedna,
tedy by + b0, = Puw0w > 1, coz odpovida tomu, ze je nejvyhodnéjsi strategii nic
nevsadit by + b0, = by = 1.

Budeme vyuzivat znaceni prioritni fronty (qi,ge,...) a potencidlniho vynosu
r(g;) moznosti ¢; = w € L, ktery se méni se vsazenim na moznost z téhoz pod-
stromu, zavedené v minulé kapitole. Sazkar vidy vezme nejvyhodnéjsi moznost g;
(prvek z prioritni fronty, ktery je na fadé) a porovna jeho potencidlni vynos r(g;)

\) Pw
c(V;)
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s aktualni hodnotou C;_;. Pokud je potencidlni vynos vyssi, sazkal na moznost g;
vsadi a zaradi do prioritni fronty moznost, které neni nadrazend, s aktualné nej-
vyssim potencidlnim vynosem (pfi uvazovani vsech jiz vsazenych moznosti véetné
¢;) z téhoz podstromu. Na dosud nevsazené moznosti, pro které je vsazend moz-
nost nadrazend, sazkar pochopitelné nevsadi, nebof pokud by pripadna sazka
byla vyherni, byla by vyherni i sazka na vsazenou nadrazenou moznost, ktera
meéla vyssi potencidlni vynos.

V pripadé rovnosti prislusnych potencidlnich vynost v ramci jednoho pod-
stromu vzdy sazkal uptrednostni moznost, kterd odpovida uzlu v mensi hloubce,
tedy nadrazenou moznost. Pokud se jedna o rovnost potencidlnich vynost mezi
disjunktnimi moznostmi, je jedno, kterou z nich sazkar uvazuje jako prvni, nebot
v piipadé vsazeni se hodnota C'(V;) snizi a vsadi i na druhou z moznosti, v pfipadé
nevsazeni jedné pak nevsadi ani na druhou. Z diivodu prehlednosti a zjednoduseni
znaceni odbavujeme prioritni frontu tim zptsobem, ze prvky z fronty nemazeme,
ale presuneme ukazatel zacatku fronty na dalsi prvek (kterému ztstane stejny
index), v pfipadé zarazovani nového prvku do fronty je pak tento prvek zatrazen
na odpovidajici pozici, ale nikdy pred ukazatel zacatku fronty.

Celkové tedy sazkar vsadi pravé na moznosti ¢; € L, spliwjici r(g;) > C(V;_1).
Jak jsme uvedli vyse, by = C(V}), kde t znaci pocet moznosti, na které sazkar
vsadi, to znamena, ze plati

t =max{j : r(q;) > Cj_1;0}.

Ve vété[§ dokazeme, ze analogicky jako ve druhé kapitole také plati, Ze se hodnota
C(V;) snizuje s kazdou vsazenou moznosti, pfestoze je nyni situace komplikova-
ne;jsi.

To znamena, ze sazkar poté z hlediska log-optimality muze chtit vsadit i na
moznost, kterda ma potencidlni vynos mensi nez 1. Dohromady se vsazenim vy-
hodnéjsi varianty tim totiz zvysSuje ocekavany log-vynos a tedy stabilizuje zisk.
Snizovani C(V;) je logické, nebotf sdzkal vsadi jen na moznosti, které jsou vy-
hodné, a proto s kazdou takovou sazkou snizi ¢astku, kterou si ponecha stranou.

Popsali jsme tedy postup, jak ziskat log-optimalni strategii pro pripad, kdy
jednotlivé sazkové moznosti odpovidaji libovolné stromové strukture. Pro zpre-
hlednéni se nyni pokusime shrnout v nékolika krocich, jak by mél sazkar postu-
povat, aby u takové sazkové prilezitosti ziskal log-optimalni strategii.

Jelikoz, jak vyse popisujeme, v algoritmu postupujeme iterativné, zavedme
k tomu nyni pro prehlednost nasledujici znaceni. Necht V' C L, A € V, definujme
hodnoty sézek prov ¢ V : b,(V)=0aprov eV

b (V) _ ZweMg+1(v,V) Puw _ ZuGL:u<v b'u(V)Ou
1 - Z?:k-i—l ZweMi(v,V) Zf Oy

a také potencidlni vynos moznosti v ¢ V:

r(v,V) =by(VU{v}) + b,(VU{v})o,.

3.3.3 Algoritmus pro ziskani log-optimalni strategie

1. Zaradit do prioritni fronty jednu moznost z kazdého podstromu s korenem
v hloubce jedna, a to tu s nejvyssim potencialnim vynosem

T(UJ/O) = b/\(%) + bv(VO)Ov = DuOy, U E L\Lo,
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kde Lo = {\}, pfiCemz poté moznosti ve fronté sefadi sestupné pravé dle
potencialniho vynosu. Pro prehlednost znac¢ime prvky této fronty qi, o, . . .
a prislusné potencialni vynosy r(q:),7(q2), ..., tedy plati r(¢1) > r(g2), .. .

2. (a) Pocitat hodnoty

ZwEM‘i

GV Pw

C(Vy) = ba(Vj) =

d 1-
L=k Z’weMi()‘ij) ow

(b) Rozhodovat o vsazeni ¢i nevsazeni nejvyhodnéjsi dosud nesdzené moz-
nosti, tedy pokud plati 7(g;11,V;) > C(V;), pak V11 = V; U {gj+1}-

(¢) Pokud r(gj4+1) > C(V;), na moznosti, kterym je g;41 nadfazend, sdzkafr
jiz nikdy nevsadi a pokud navic v prislusném podstromu zbyva alespon
jedna cesta délky d — 1 (od listu az po kofen v hloubce jedna celého
stromu), na které neni zadné sdzend moznost (tedy v tomto podstromu
se stéle nachézi proherni moznost), je tfeba do prioritni fronty na pii-
slusné misto zaradit moznost s aktualné nejvyssim (kladnym) potenci-
alnim vynosem pii uvazovani vsech jiz vsazenych moznosti véetné g .
To znamend, Ze je nutné prepocitat potencialni vynosy pro vsechny
moznosti nadfazené g;1, tedy pro v € L\Viy1 1 v = gjt1,

Oy - ZweMg+1(Uka+l) Duw

r(0,Vie1) = ba(Vier1) + bo(Vies1)ow = —.
1- Z?Zk—l-l ZwEMi(v,Vk_H) i

(d) Opakovat body (a),(b),(c) dokud nenastane r(gj+1) < C(V;). Tim
bude dokonceno hledani moznosti, na které sazkar vsadi a vsazenych
moznosti tedy bude ¢ = max{j : r(¢;) > C;_1;0}, pficemz se jednd
o moznosti q1, ... ,q,

3. Log-optimalni strategie b* je

§w€A4g+l(v) Pw _ ZueL:u<v by ou v e ‘/t
oy Y )
bv = bv(v;f) == 172i:k+1 ZweMi(v) ow Ov
0, jinak,

pricemz pro jeji ziskani je vhodné hodnoty b, pocitat od korene k listiim,
nebof k vypoctu kazdého z uzli je treba znat hodnotu sazek na nadrazené
moznosti. Specidlné samozrejmé plati b,(V;) = C(V}).

Je tfeba pripomenout, ze log-optimalni strategie nemusi byt jednoznacné ur-
cena. Jak jsme jiz v praci drive uvedli, napriklad v pripadé fair kurzi je log-
optimalni strategii libovolna konvexni kombinace strategii nevsadit nic a vsadit
cely kapital proporéné. Vysledek je vSak stejny pro vSechny log-optimalni strate-
gie bez ohledu na vysledek sazkové prilezitosti, a to ze se kapital sazkare nezméni.
V celé praci ve vSech postupech a algoritmech a tedy také v aplikaci, kterou pred-
stavime béhem pristi kapitoly, volime tu strategii, kterd dava prednost nadrazené
moznosti, tedy v tomto pripadé viibec nevsadit.

Dokazme nyni obecnéjsi verzi Véty [6]
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Véta 8. Nechl sazkar postupuje dle uvedeného algoritmu|3.5.5. Pak pro
vV, <t v=<z ze€V\Vi.i, vel, ze€l,

plati
0<rV;) <r(V;_1) ataké 0<C(V;) <C(Vioq).

Diikaz. Chceme tedy dokazat, ze

Oy * ZweMg+1(v,V})pw Oy * ZweMngl(y,Vj_l)pw <0
d v - d U )
1—- Zi:k—H Z'UJGMZ'('U,‘/J') gj 1 - i=k+1 ZweMi(v,V}_l) :,)TU
2oweMd, | (v,;) Pw B 2weM,, (vVi—1) Pw —0
1 d 1 1 d 1 :
on Zz’zkﬂ ZweMi(v,Vj) ow o Zi:kJrl ZweMi(v,vj,l) 0w
Vyuzijme postup z dikazu Véty [6] pro
1 d 1
T= 2. P Y= = o
wEMfil+1(”ij71) v i=k+1weM;(v,V;_1) Y
1 1
r=p.— Y., Y. Dw q=—— >, Y. —,
0, Ow

i=h+1weM;(z,V;) i=h+1weM;(z,Vj)

¢imz je tento diikaz hotov.

O

Formélné bychom nyni méli ukazat, ze skutecné je b strategii sdzeni, tedy
ze plati > ,cr by = 0aVw € L : b, > 0.V tomto pripadé jsme vsak vyuzili
empiricka pozorovani z vyuzivani algoritmu a vérime, ze algoritmus skutec¢né vraci
strategii sazeni. Ovéime vSak radéji jeho funkcénost, prestoze jsme algoritmus
béhem kapitoly odvodili, tedy zZe je vysledné strategie log-optimélni, neboli Ze

jsou splnény KKT podminky.

l.ve V*,U €L = ZwELd:vjw & =1

ueL:u=<w buou

Diikaz. Hodnota b, je urcend ekvivalentnimi tpravami nize tak, aby pri
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vsazeni platila KKT rovnost:

@)
veV*vel, = 3 _ PuO
weELg:v=sw ZuGL:ujw buou

d+1

22L:1

R )zuemjw buo

2B a B3 Z S oy Py

i=k+1 weM;(v) Ow wEMd (v) ZueL:ujv buou

> oy o

Ov* LweMd,,(v) Pw

i=k+1 weM; (v) ZueLsujv bUOu
=Y Y 2] Y e
i=k+1weM;(v) Ow ueL:u=v
=0y - Z Puw
U’EMd-H( v)
b,0, = . ZweMdH(v) = o= > b,
- k+1 ZUJEM( ) os, u€L:u<v
b ZU’EMdH( ) Pw . >ueL:u<w buOu
Z =k+1 ZwGM (v) O: Oy ’

¢imz jsme prokazali platnost tvrzeni.

2. Ugv*,UGL = ZweLd:vjw&Sl

ueL:u=Xw buoy

37



Diikaz. Postupujme opét pomoci ekvivalentnich iprav podobné jako vyse:

o
veVivel, = Z _ PuwO <1
weLgv=w ZUEL:ujw buou
d+1

Z Z PwOy <1

i=k+1weMd(v) ZueL:ujw buou

PwOy
zBAa Z Z Z S, <1
i=k+1 weM;( ) wEMg L(v) ueL:u=v YuYu
Z Z v~2weMd+1()pw§
i=k+1 weM;( ) ZUEL:ujv buou

(1_2 ) Ow). S buou >

i=k+1weM;(v) u€L:u=v

20'0' Z Pw

wEMd_H( v)
Oy * Zw M v p'w
O = vav 2 4 © d+1( ) o Z buOu
11— Zi:k-H ZwEM-(U) OTZ u€L:u<v
Z b Ou = o’ ZweMd+1(v) P 0y
u€Liu<v L= Z =k+1 ZwEM () o ow
(CL) Z buou >0,
ueL:u<v

(b) r(w, Vi) > r(v,Vi),
(¢) > byoy >r(v,VF),

u€L:u<v

nebof v zadném z kroki nenésobime ani nedélime zapornym ¢islem. Vy-
raz (1 -, 1 PweMi(v) o ) je kladny, coz jsme dokazali v dikazu Véty
[0l Jedind zména nerovnosti byla z divodu prohozeni stran v zapisu. Na
zavér jsme vypocet rozdélili na t¥i rizné moznosti, nebof se jedna o tri
mozné divody, pro¢ v ¢ V*. Prvnim je Y, cv+ y<wPw = Py Druhym je
vsazeni nadfrazené moznosti w € V* w < v v momenté Vj, pred vybranim v
a poslednim je varianta, ze vsazeni moznosti v je méné vyhodné, nez jeji ne-
vsazeni, coz presné odpovidé kontrolované podmince v algoritmu. Vsechny
tyto tii pripady jsme ekvivalentnimi tpravami prevedli do tvaru KKT ne-
rovnosti, ¢imz jsme dokézali tento bod.

3.4 Libovolné schéma sazkovych moznosti

V celé préci jsme se vénovali sdzkovym moznostem, které odpovidaly stromové

strukture. Pokud totiz maji strukturu jinou nez stromovou, je obecné velmi ob-
tizné ziskat log-optimalni strategii jinym zptisobem, nez vyuzitim softwaru, jedna
se o problém linedrniho programovani. Jelikoz v této praci klademe dtraz kromeé
ziskani log-optimélni strategie predevsim na popsani principti a interpretaci, neni
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pro nas tento zpiisob Teseni zajimavy. Proto, abychom pouze neodkazovali na
softwarovou pomoc, alespon navrhneme zptsob, jak zjednodusit obecné schéma
sazek na stromovou strukturu.

3.4.1 Orezavani do stromového schématu

Jak jsme popsali v minulé kapitole pii zavadéni schématu sazek, stromova
struktura je definovana tak, ze pro kazdé dvé sazkové moznosti plati, ze bud je
jedna podmnozinou druhé, nebo jsou disjunktni. Jedina moznost, jak mit sazkové
schéma, které nesplnuje podminky stromové struktury je, ze alespon jeden z uzla
ma vice nadrazenych moznosti, které nesplnuji dané podminky, jinymi slovy ma
nektery z uzla vice otcti, pro které pak nenastane ani jedna z uvedenych moznosti.

Jedna se tedy o jediny problém, ktery potfebujeme eliminovat, abychom mohli
ziskat strategii z postupu pro stromové schéma. Snadné teseni, které se nabizi, je
orezavani, tedy vybrat jediného z otctt dané moznosti (jedinou z moznosti, které
vzajemné nespliuji podminky stromového schématu), ktery ve schématu sazek
bude figurovat a ostatni ze sazkovych moznosti vyradit. Pokud budeme tento
zpusob opakovat pro vsechny moznosti, které nevyhovuji podminkdm stromové
struktury, zjednodusime tlohu na pripad, se kterym si jiz umime poradit.

Nastava problém, kterou z moznosti v feseni ponechat. Snadné a logicka volba
je zvolit tu moznost, kterda ma nejvyssi aktudlni potencialni vynos. Existuje vsak
lepsi zptsob. Postupujme jako v pripadé stromového schématu dle ziskaného al-
goritmu (viz sekce . Myslenka vybrani moznosti s nejvyssim potencialnim
vynosem je pochopitelné spravnd, je vSak tfeba potencidlni vynos aktualizovat
u kazdé moznosti, kterym je vsazena moznost nadrazena tak, jako tomu je v al-
goritmu pro stromové schéma.

Potencialni vynos se nikdy nezvysi, coz je mozné dokazat analogicky jako
Vétu [ proto jediny piipad, kdy by nebylo nejlepsim feSenim vybrani moznosti
w € L s nejvyssim pocatecnim potencidlnim vynosem r(w) je, kdyz je vyhodnéjsi
vsadit na nékterou moznost wu € L, wu < w a uvedeny potencialni vynos r(w)
timto vsazenim poklesne. Potencialni vynos uz se nemiize zménit v ptripadé, kdy
byla dan& moznost pridana do prioritni fronty. Jelikoz se potencidlni vynos jiné
moznosti nemize zvysit, znamena to, ze jakmile je prvni z moznosti porusujicich
stromové schéma pridana do prioritni fronty, je vyhodnéjsi nez ostatni a vSechny
zbylé moznosti, spolu s kterymi neodpovida pravidlim stromového schématu,
sazkarl vyradi z moznosti na vsazeni. Tento postup je tfeba opakovat pro vsechny
skupiny moznosti, ve kterych jednotlivé moznosti vzajemné nesplnuji to, ze je
jedna moznost podmnozinou druhé, nebo jsou disjunktni.

Je tfeba zminit, ze takové Teseni jiz nijak nezarucuje log-optimalitu obdrzené
strategie. Jedna se vSak o postup, ktery libovolné schéma sazek orezavanim méné
vyhodnych moznosti prevede na stromové schéma a z toho jiz exaktnim algorit-
mem (viz sekce ziské strategii, kterd obvykle bude velmi dobie aproximovat
log-optimalni strategii.
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4. Aplikace

Hlavnim vysledkem prace je ziskana log-optimalni strategie pro pripad libo-
volného stromového schématu. Proto jsme dle uvedeného algoritmu (viz sekce
vytvorili aplikaci, ktera pro libovolné stromové schéma sazek sazkari zjisti
log-optimalni strategii.

4.1 Pouziti

Pouziti aplikace je pomérné intuitivni, presto popiseme, jak vypada a jak
s ni ma uzivatel pracovat. Aplikace je urcend primarné pro Ctenare této préce,
jejl uzivani tedy vyzaduje jistou miru pochopeni principu stromového schématu,
log-optimalniho sazeni a zavedeného znaceni.

Po otevieni aplikace je automaticky zaclenénd moznost nevsazeni kapitalu
oznacena A, ktera mé pravdépodobnost i kurz jedna tak, jako v praci. Neni divod
tuto moznost pro praktické vyuziti vynechavat a usnadni to uzivateli praci. Jak
je mozné vidét napifklad na Obrazku [4.5] uzivatel ma k dispozici dvé tlacitka.

4.1.1 Pridani moznosti

Prvni z tlacitek umoznuje pridani nové moznosti do stromového schématu.
Kliknutim na Pfidej moznost se otevie nové okno (viz Obrazek [1.1)), ve kterém
sazkarl zvoli parametry nové moznosti, konkrétné jeji oznaceni, kurz, pravdépo-
dobnost a zafazeni do stromového schématu, tedy vybere uzel odpovidajici otci
této moznosti. Diky tomu je mozné oznacovat jednotlivé sdzkové moznosti libo-
volné, neni tfeba dodrzovat prefixovy zpiisob znaceni, jako tomu bylo v této préci,
coz je praktické z hlediska prehlednosti v realném problému.

Jelikoz predpokladame, ze je aplikace vyuzivana ctenarem prace, ovéruje se
pro jistotu pouze to, zda néktery z parametrii nové moznosti nezistal nevypl-
nény, jeji pravdépodobnost je mezi 0 a 1 a kurz je roven alespon jedné. Radéji
upozornéme, ze v pripadé desetinného zapisu je treba vyuzit tecku, nikoli ¢arku.

f Mova moZnost - O *

Zadejte oznaceni moznosti:

Zadejte kurz moznosti:

Zadejte pravdépodobnost mozZnosti:

Vyberte otce mozZnosti:

Lambda —

oK

Obrézek 4.1: Okno pro pridani nové moznosti
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Pokud by tedy uzivatel namisto hodnot pravdépodobnost ¢i kurzu zadal nesmy-
slnou hodnotu, jako napriklad text, aplikace se ukonci chybou. Otce moznosti
pak vybere ze seznamu jiz existujicich sdzkovych moznosti, po potvrzeni tlacit-
kem OK jiz neni mozné zadané idaje ménit. Pridavanim jednotlivych moznosti se
tedy zadavany strom postupné rozrista, stromové schéma sazkové prilezitosti je
v aplikaci prehledné zakreslené (viz Obrazek . Miize se také stat, ze uzivatel
omylem zada udaje, které nedavaji smysl, prikladem toho miize byt tieba situace,
kdy soucet pravdépodobnosti synti dané moznosti je vétsi nez pravdépodobnost ji
samotné. Pak ani vysledna strategie pochopitelné nebude davat smysl, v takovém
pripadé se v ni mohou objevit i zaporné ¢astky ke vsazeni.

4.1.2 Ziskani log-optimalni strategie

Druhé tlacitko pak uzivatel pouzije, pokud jiz dokoncil stromové schéma tak,
jak zamyslel. Kliknutim na Najdi strategii totiz pozada o vypsani log-optimalni
strategie pro zadany problém. Vysledna strategie se vypiSe v novém okné (viz
napriklad , a to tak, ze pro kazdou moznost, na kterou ma sazkar vsadit, je
uvedena prislusnd c¢astka. Vzdy je pak uvedena castka, jakou sdzkar nema vsadit.
Céstky, stejné jako v celé praci, odpovidaji jednotkovému poéateénimu kapitalu,
proto soucet vsSech uvedenych hodnot je vzdy 1. V pripadé, Zze ma pocatecéni
kapital urceny k sazeni hodnotu k, staci kazdou z hodnot hodnotou k£ vynasobit.

4.2 Priklady vyuziti

Zamérme se nyni na nékteré konkrétni priklady vyuziti této prace. Na priklady
z prvni kapitoly neni treba se zamérovat, nebot zavér byl pokazdé stejny, a to
vsadit na kazdou moznost ¢astku odpovidajici jeji pravdépodobnosti. Z pripadu
reseného ve druhé i treti kapitole nyni vyresime konkrétni priklad, a to jak po-
stupem uvedenym v dané kapitole, tak pomoci aplikace, tedy algoritmu ze ctvrté
kapitoly. Vysledek bude pochopitelné totozny, nebot pripady fesené v predchozich
kapitolach také odpovidaji stromovému schématu. Na zavér pak vytresime jeden
pripad obecného stromového schématu, k ¢emuz vyuzijeme pouze aplikaci, ne-
bot ta odpovida pouzivanému algoritmu, a ukazeme také, jak aplikace zobrazuje
stromové schéma sazek. Nez zacneme fesit jednotlivé problémy, je treba zminit,
ze uvedené pravdépodobnosti i kurzy jednotlivych sazkovych moznosti jsou smys-
lené, byt jsme se snazili, aby se blizily realité. Zacnéme s prikladem na Kellyho
kritérium.

4.2.1 Kellyho kritérium, prezidentské volby

Uvazujme nyni sdzkovou moznost na prezidentské volby, a to konkrétné, zda
bude zvolen Petr Pavel. Necht je v urc¢itou chvili pravdépodobnost jeho zvoleni
p = 0,6 a je na to vypsan kurz o = 2. Ulohou je zjistit, jakou ¢dst kapitdlu m4
sazkarl vsadit. Definujme nejprve znamé Kellyho kritérium, nasledné se budeme
snazit ukazat, ze zavéry této prace odpovidaji také pravé Kellyho kritériu.

Definice 9. Kellyho kritérium sdzkové moznosti s kurzem o a pravdépodobnosti
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f Log-optimalni strategie — | X

Vsadit na mozZnost Petr Pavel bude zvolen prezidentem s kurzem 2.0 castku: 0.2
Newvsadit castku: 0.8

Obréazek 4.2: Log-optimalni strategie - Kellyho kritérium

p je definovano jako hodnota

Kep_i—P
o—1

Jelikoz u kurzového sazeni neni mozné sazet zapornou ¢astku (na rozdil na-
priklad od investovéani), sizkaf ma vsadit b = max{K, 0}, tedy v tomto pripadé
b=K=0,2.

Jak je znamo, Kellyho kritérium odpovida pravé log-optimélni strategii sazeni.
Ukazme tedy, ze pouzitim postupu z druhé kapitoly i z obecného stromového
schématu, tedy pouzitim aplikace, dostaneme tentyz vysledek.

7 algoritmu druhé kapitoly dostaneme, ze

1—
b=0, pokudpoﬁl@p—%g[)@[(go.
0

V pripadé po > 1 pak plati

K.

b=» o p o—1

Dohromady plati b = max{K,0} = K = 0,2. Dospéli jsme tedy k zavéru, ze
zaveéry této prace odpovidaji také Kellyho kritériu. Pozn.: Kelly se samoziejmé
zabyval také obecnéjsimi problémy nez otédzkou log-optimélni vyse sazky v pri-
padé jediné sdzkové moznosti, jako napriklad problematikou druhé kapitoly této
prace (viz|Kelly (1956))). Jak jsme vSak popsali v ivodu, vychézeli jsme z manudlu
reseni |(Cover a Thomas| (2006b)).

4.2.2 Dostih

Uvazujme nyni dostih, kterého se ucastni koné s kurzy a pravdépodobnostmi
dle Tabulky [£.1] Jsme tedy v situaci jako ve druhé kapitole. Postupujme dle
uvedeného algoritmu.

Koné jsme si ocislovali tak, aby platilo pjo; > psos > -+ > pgog. Mizeme
tedy pocitat hodnoty Cj.
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Kan Cislo Kurz Pravdépodobnost

Mr Spex 2 4,00 0,30
Talent 3 3,10 0,30
Player 5 5,80 0,15
Sacamiro 6 8,50 0,10
Argano 8 15,00 0,05
Stretton 1 25,00 0,05
Lombargini 4 30,00 0,03
Dulcar de Sivolar 7 40,00 0,02

Tabulka 4.1: Sadzkové moznosti - dostih

pro; = 1,250 > 1,000 = Cy,
p20o = 1,200 > 0,990 = (7,
pso3 = 0,930 > 0,915 = (5,
ps04 = 0,900 < 0,903 = C;.
(4.1)

Sazkar tedy vsadi na koné ¢islo 1, 2 a 3, nyni mtzeme dopocitat jaké castky.

1—p —py —
bo = 5 PLzP2 P8 - 0903414, nevsadit,
T o1 o o3

b

by =p; — — =0,013863, Stretton,
01
b

by = py — — = 0,074147, Mr Spex,
02
b

by = p3 — — = 0,008576, Talent.
03

(4.2)

Vyse tedy mizeme vidét, jak vypada log-optimalni strategie, vysledek miizeme
porovnat se strategii obdrzenou pomoci aplikace (viz Obréazek , pochopitelné
je totozny. Pokud by sazkar disponoval kapitdlem urc¢enému k sazeni ve vysi
1000000 K¢, mél by za predpokladu spravnosti jednotlivych pravdépodobnosti
vsadit 13863 K¢ na Strettona, dale 74147 K¢ na Mr Spexe a také 8576 K¢ na
Talenta. Pokud by dostih nevyhral ani jeden z téchto koni, sazkartv kapital bude
¢init 903414 K¢.

4.2.3 Finale fotbalové Ligy mistri

Prenesme se nyni zpét do treti kapitoly, kde jsme fesili problém hledani log-
optimalni strategie binarniho stromu hloubky dva. Uvazujeme tedy finéle fotba-
lové Ligy mistri, kde se vitézem stane pravé jeden z obou finalistil, utkani nemuze
skonéit remizou (v pripadé remizy v zdkladni hraci dobé jde zapas do prodlou-
zeni). Jednotlivé sdzkové moznosti spolu s kurzy a pravdépodobnostmi muzeme
najit v Tabulce 4.2l Postupujme dle uvedené¢ho algoritmu.
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tf Log-optimalni strategie - ] >

Vsadit na moznost Mr Spex s kurzem 4.0 castku: 0.074147
Vsadit na moZnost Talent s kurzem 3.1 Sédstku: 0.00857¢
Vsadit na moZnost Stretton s kurzem 25.0 Castku: 0.013863
Nevsadit castku: 0.903414

Obrézek 4.3: Log-optimalni strategie - dostih

Do prioritni fronty zaradime moznosti ¢ := Manchester City vyhraje po pro-
dlouzeni a ¢, := Inter Milan vyhraje v zakladni hraci dobé, které maji z obou
stromu aktualné nejvyssi potencialni vynos, a to r(q;) = 1,156 a r(gz) = 0,975.
Nyni mizeme pocitat hodnoty C} a soucasné rozhodovat o vsazeni ¢i nevsazeni
dané moznosti. Nesmime také zapomenout na pridavani moznosti s nejvyssim
aktudlnim potencialnim vynosem do prioritni fronty.

r(q1) = 1,156 > 1,000 = Cy
43 ‘= g2,
¢z := Inter Milan vyhraje, 7(g2) = 0,995
r(go) = 0,995 > 0,973 = O,
r(gs) = 0,975 > 0,969 = Cs,
¢4 := Manchester City vyhraje v zdkladni hraci dobé, 7r(g4) = 0,825,
r(qi) = 0,825 < 0,968 = Cj.

Sazkar tedy vsadi na moznosti ¢i, ¢ a ¢3. Nyni muzeme vypocitat hodnoty
jednotlivych sazek.

1 _
by = % = 0,967669, nevsadit,
Oqo Oq3

b
%a__ _ PX - (007453, Inter Milan vyhraje,

Og, — Ogy Ogs

by + b
_ 2 000 0,023750, Inter Milan vyhraje v zakladni hraci dobé,
0(11

bg, = (qu - pQI) :
le = pQ1

b
bgs = Pgs — 2 = 0,008576, Manchester City vyhraje po prodlouzeni.
43
Ziskali jsme tedy log-optimalni strategii, vidime, ze vysledek je stejny jako
vypoctem pomoci aplikace (viz Obrazek . Opét, pro lepsi predstavu, predpo-
kladejme, zZe ma sazkar k dispozici 1000000 K¢ urcéenych k sazeni. Pak by v pri-
padé spravnosti uvedenych pravdépodobnosti mél vsadit 23750 K¢ na to, ze Inter
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Sazkova moznost Kurz Pravdépodobnost

Manchester City vyhraje 1,20 0,70
Manchester City vyhraje v zdkladni hraci dobé 1,50 0,55
Manchester City vyhraje po prodlouzeni 6,50 0,15
Inter Milan vyhraje 3,60 0,30
Inter Mildn vyhraje v zakladni hraci dobé 6,80 0,17
Inter Mildn vyhraje po prodlouzeni 6,50 0,13

Tabulka 4.2: Sdzkové moznosti - findle fotbalové Ligy mistri

@ Log-optimalni strategie - ] K

Vsadit na moZnost Manchester City vyhraje po prodlouZeni s kurzem 6.5 Gastku: 0.001128
Vsadit na moZnost Inter Milén wvyhraje s kurzem 3.6 cGastku: 0.007453

Vsadit na moZnost Inter Milan wvyhraje v~zakladni hraci dobé s kurzem 6.8 Castku: 0.02375
Nevsadit castku: 0.9€7669

Obrazek 4.4: Log-optimalni strategie - findle fotbalové Ligy mistri

Milan vyhraje v zékladni hraci dobé, 7453 K¢é na moznost Inter Milan vyhraje
a také castku 8576 K¢ na to, ze Manchester City vyhraje po prodlouzeni. Sazkar
nevyhraje zadnou sazku pouze pokud Manchester City vyhraje v zakladni hraci
dobé, v tom pripadé mu zistane kapital ve vysi 967669 K¢.

4.2.4 Mistrovstvi svéta v lednim hokeji

Ukazme na zavér jesté jeden priklad vyuziti této prace i aplikace pro ziskavani
log-optimaln{ strategie, a to u sdzkové piilezitosti vysledku tymu Ceské republiky
(CR) na Mistrovstvi svéta v lednim hokeji 2024 (dale MS). Necht jsou vypsané
sazkové moznosti o prislusnych pravdépodobnostech s odpovidajicimi kurzy uve-
dené v Tabulce [1.3] Nahled stromového schématu mizeme vidét v aplikaci (viz
13).

Jak muzeme vidét na Obrazku za uvedenych pravdépodobnosti a kurzu
jednotlivych sdzkovych moznosti a uvazovaného kapitalu uréeného na sézeni ve
v¥$i 1000000 K¢ je log-optimalni strategif vsadit 11916 K¢ na to, ze CR nepostoupi
ze zakladni skupiny, déle 15848 K¢ na moznost, ze CR vypadne ve ¢tvrtfindle, 9254
na to, ze CR ziskd medaili, a jako posledni 10648 K¢ na moznost, ze CR zvitézi
a nejlepsi stfelec bude z CR. V piipadé, ze by Mistrovstvi svéta nakonec nedopadlo
zadnou ze vsazenych sdzkovych moznosti, sazkari ztistane kapital 952334 K¢.
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Sazkova moznost Kurz Pravdépodobnost

CR nepostoupi ze zakladni skupiny 4.00 0.25
CR sestoupi 90.00 0.01
CR postoupi ze zakladni skupiny 1.15 0.75
CR vypadne ve ¢tvrtfinale 2.85 0.35
CR skoné na 4. misté 8.50 0.10
CR ziskd medaili 3.40 0.30
CR skonéf na 3. misté 8.50 0.10
CR se dostane do findle 4.00 0.20
CR prohraje ve findle 8.50 0.10
CR zvitézd 6.50 0.10
CR zvitézi a nejlepsi stielec bude z CR - 25.00 0.05

Tabulka 4.3: Sazkové moznosti - Mistrovstvi svéta v lednim hokeji

f Log-optimalni sazeni - O

= Lambda

= CR nepostoupi ze zakladni skupiny
CR sestoupi
= CR postoupi ze zakladni skupiny
CR vypadne ve étvrtfinale
CR skonéi na 4. misté
= CR ziska medaili
CR skonéi na 3. misté
= CR se dostane do finale
CR prohraje ve finale
B CR zvitézi

CR zvitézi a nejlepéi stielec bude z CR

Pfidej mozZnost

Najdi strategii

Obréazek 4.5: Schéma sazek - Mistrovstvi svéta v lednim hokeji
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' Log-optimalni strategie - ] K

Vsadit na moZnost CR nepostoupi ze zakladni skupiny s kurzem 4.0 Gastku: 0.011916
Vsadit na moZnost CR vypadne ve &tvrtfinale s kurzem 2.85 Gastku: 0.015848

Vsadit na moznost CR ziska medaili s kurzem 3.4 ¢astku: 0.009254

Vsadit na moznost CR zvit&zi a nejlep3i stfelec bude z CR s kurzem 25.0 Gastku: 0.010648
Nevsadit castku: 0.952334

Obrazek 4.6: Log-optimalni strategie - Mistrovstvi svéta v lednim hokeji
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Z.aver

Cilem této prace bylo maximalizovat sazkaituv kapital u dané sazkové prilezi-
tosti, a to v dlouhodobém horizontu po teoretické i praktické strance a interpre-
tovat dosazené mezivysledky i zavéry. Dokazali jsme, Ze nejlepsi moznou strategii
je z dlouhodobého hlediska log-optiméalni pristup, proto se prace vénovala pravé
jemu. Dalsi vyhodou je, ze pri vyuziti log-optimalni strategie, za predpokladu, ze
neni nucen vsadit cely kapital na nevyhodnou sazkovou prilezitost, sazkal nemuze
nikdy zbankrotovat. Naopak, log-optimalni strategie pii dostatecném poctu saz-
kovych prilezitosti skoro jisté zaruci, ze vynos sdzkare bude roven alespon jedné,
tedy ze sazkar dosahne zisku ¢i v nejhorsim pripadé nebude ve ztrate.

V jednotlivych kapitolach jsme se propracovali od zakladnich pripada az k tém
zcela obecnym, pricemz hlavnim vysledkem prace bylo odvozeni algoritmu pro
ziskani log-optimalni strategie libovolné sazkové prilezitosti splnujici podminky
stromového schématu sazek. Tento algoritmus jsme nésledné vyuzili k naprogra-
movani aplikace v jazyce Python, kterd uzivateli vypise log-optimalni strategii
zadané sazkové prilezitosti. Na zaver jsme pak teoretické vysledky i implementaci
ziskaného algoritmu vyuzili na feseni nékolika praktickych problémi, na kterych
jsme predvedli vyuziti postupti a principi popsanych v této praci.

Na tuto praci by bylo vhodné navazat predevsim v otéazce odhadu realné
pravdépodobnosti jednotlivych sdzkovych moznosti, tedy parametru p, o kterém
v praci predpokladame, Ze je zndmy. Pti schopnosti odhadu téchto pravdépodob-
nosti by pak tato prace ziskala velmi vyrazné uplatnéni v oblasti kurzového sazeni
i v otazce vybéru portfolia pii investovani. Moznym rozsitenim této prace by bylo
také Teseni problematiky hledani log-optimalni strategie jiného nez stromového
schématu sazek.
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